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   The  purpose of our research  is  to  study  the  nuclear  spin  lattice  relaxation  

rate of impure d-wave  superconductors. We use the Green,s function method  to  derive  

the approximation equation of density of states including the impurity scattering  

potential.  We can get the analytic equation of the nuclear spin  lattice  relaxation  rate  

in case of the non impurity scattering  potential , weak  scattering  potential and strong  

scattering potential in the simple form as the power series of the temperature  

dependence order parameter ( )( d TΔ ) and temperature ( )T .The numerical  calculations  

show  that  there is  coherence  peak in the non impurity  scattering  potential  and  weak  

impurity  scattering  potential  but  there  is  no  peak  in  the  strong  impurity  scattering  

potential. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
ภูมิหลัง   

ในป ค.ศ.1911 นักฟสิกสชาวเนเธอแลนด ชื่อ คารเมอรลิงน ออนเนส  (Onnes. 1911: 3)  ได

คนพบสภาพนํายวดยิ่ง (Superconductivity) จากการศึกษาการเปลี่ยนแปลงสภาพตานทานไฟฟา

ของปรอทบริสุทธิ์ที่อุณหภูมิใกลศูนยองศาสัมบูรณโดยใชฮีเลียมเหลวเปนตัวลดอุณหภูมิ พบวาที่

อุณหภูมิ 4.2 เคลวินความตานทานไฟฟาของปรอทจะลดลงเปนศูนยอยางทันทีทันใด  ดัง

ภาพประกอบ 1   

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

ภาพประกอบ 1  แสดงความสัมพันธระหวางความตานทานไฟฟากับอุณหภูมิของปรอท 

 

ที่มา:  Buckel.  (1991).  Superconductivity : Fundamental and Applications. p. 3. 

 

ออนเนส  เรียกตัวนําที่ไรความตานทานไฟฟานี้วา  ตัวนํายวดยิ่ง  (Superconductors)  และ

เรียกอุณหภูมิขณะที่สารเปลี่ยนสถานะปกติเปนสถานะนํายวดยิ่งวา อุณหภูมิวิกฤต (Critical-

temperature, )  ซึ่งเปนคาที่ข้ึนอยูกับสมบัติทางกายภาพของสาร cT

 การเกิดสภาพนํายวดยิ่งนั้นเปนกระบวนการที่ผันกลับได  (Reversible  process)  คือถา

อุณหภูมิของตัวนําสูงกวาอุณหภูมิวิกฤต  ตัวนําจะสูญเสียสภาพนํายวดยิ่งกลับสภาพเปนตัวนําปกติ

ทันที  นอกจากปจจัยดานอุณหภูมิแลวยังพบวาสนามแมเหล็กสามารถทําลายสภาพนํายวดยิ่งได  คือ

ถาตัวนํายวดยิ่งถูกสนามแมเหล็กที่มีความเขมสูงยิ่งคาหนึ่งกระทํา  สภาพนํายวดยิ่งก็จะสูญเสียไป  



 2 

โดยคาความเขมของสนามแมเหล็กที่ทาํใหตัวนํายวดยิง่เปลี่ยนสภาพเปนตวันาํปกตินี้เรียกวา  สนาม

วิกฤต (Critical  field,  )  ซึง่คานี้ข้ึนอยูกบัอุณหภูมิ  คอืเมื่ออุณหภูมมิีคาเขาใกลอุณหภูมิวิกฤต 

ความเขมของสนามวิกฤตจะมีคานอยลง  ดังภาพประกอบ 2     
cH

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 2   แสดงความสัมพนัธระหวางสนามวกิฤตกับอุณหภูมวิิกฤตของตวันํายวดยิง่ 

 

ที่มา:  Kresin; &  Wolf.  (1990).  Fundamentals  of  Superconductors. p. 10. 

 

เขียนความสัมพันธระหวางสนามวิกฤตกับอุณหภูมิ ไดดังนี ้

 

                      ( ) ( )
2

0 1c c
c

TH T H
T

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                                                   (1.1) 

 

เมื่อ           คอื  สนามวิกฤตที่อุณหภูมิศนูยองศาสัมบูรณ ( )0cH

                คือ  สนามวิกฤตที่อุณหภูมิ  ( )THc T  ใดๆ 

                T        คือ  อุณหภมูิ 

                      คือ  อุณหภูมวิิกฤต cT

 

ในป  ค.ศ. 1933  ไมสเนอรและออคเชนเฟลด  (Meissner & Ochsenfeld. 1933: 787)  พบ

สมบัติพื้นฐานที่สําคัญของตัวนํายวดยิ่งคือ  เมื่ออุณหภูมิต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤต  สนามแมเหล็กไม

สามารถพุงผานเขาในสารที่เปนตัวนํายวดยิ่งได  แตถาอุณหภูมิสูงกวาอุณหภูมิวิกฤต สนามแมเหล็ก
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สามารถทะลุผานเขาไปในเนื้อสารไดเรียกปรากฏการณนี้วา ปรากฏการณไมสเนอร (Meissner effect)  

ดังภาพประกอบ 3  

 

 

 

 

  

 

 
             

ภาพประกอบ 3  (ก)  แสดงตัวนําปกติในสนามแมเหลก็  (ข)  แสดงตัวนํายวดยิง่ในสนามแมเหล็ก 

ภาพประกอบ  (ก)  cTT >  

ตัวนําปกติในสนามแมเหลก็   

         ภาพประกอบ  (ข) cTT <             

ตัวนํายวดยิง่ในสนามแมเหล็ก 

 

 

ที่มา:  Kittel.  (1997).  Introduction  to  Solid  State  Physics. p. 344. 
 
          ในป  ค.ศ. 1950  แม็กเวลและเรยโนล  (Maxwell; &  Reynold. 1950: 43)   คนพบ

ปรากฏการณไอโซโทป  โดยพบวาอุณหภมูิวิกฤตของตวันาํยวดยิ่งขึน้กับมวลไอโซโทปตามสมการ 

 

                                                                                                                             (1.2) α−∝ MTc

                                    

เมื่อ    คือ  อุณหภมูิวิกฤตของตวันาํยวดยิ่ง cT

M   คือ  มวลไอโซโทป 

              α     คือ  สัมประสทิธิ์ของปรากฏการณไอโซโทป 

โดยที่ α  มีคาประมาณ 21  

 

 ทฤษฏีที่ใชอธิบายการเกิดสภาพนํายวดยิ่งในระยะตนๆ มีหลายทฤษฏีแตทฤษฏีที่เปนที่

ยอมรับมากที่สุดคือ ทฤษฏีของบารดีน คูเปอร และชริฟเฟอร (Bardeen;  Cooper; &  Schrieffer. 

1959: 1175) ทฤษฏีนี้เรียกวา  ทฤษฏีบีซีเอส (BCS  theory) ซึ่งสามารถอธิบายกลไกสําคัญที่ทําให

ตัวนําปกติกลายสภาพเปนตัวนํายวดยิ่งวาเกิดจากอิเล็กตรอนจับคูกัน  โดยอาศัยอันตรกิริยาระหวาง

อิเล็กตรอนกับโฟนอน  (Phonon) คือเมื่ออิเล็กตรอนตัวหนึ่งเคลื่อนที่เขาไประหวางกลุมไอออนที่มี

ประจุบวกในแลตทิชผลึก  อิเล็กตรอนตัวนี้จะดึงดูดไอออนบวกในบริเวณรอบๆ  ใหเคลื่อนที่เขามาใกล  
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ทําใหบริเวณรอบๆ อิเล็กตรอนตัวนั้นมีความหนาแนนของไอออนบวกเพิ่มข้ึน ซึ่งจะสงผลตออิเล็กตรอน

อีกตัวที่อยูใกลๆ บริเวณนั้นโดยจะถูกกลุมไอออนบวกดึงดูดใหพุงเขาหาอิเล็กตรอน เหตุการณนี้จึง

เปรียบเหมือนกับวาอิเล็กตรอนสองตัวมีอันตรกิริยาดึงดูดกัน  และอันตรกิริยาดึงดูดนี้ตองมีคามากกวา

อันตรกิริยาผลักคูลอมบระหวางอิเล็กตรอน  อิเล็กตรอนที่จับคูกันในลักษณะนี้ที่บริเวณผิวเฟอรมิ

เรียกวา  คูคูเปอร (Cooper pairs) อิเล็กตรอนแตละตัวในคูคูเปอรจะมีขนาดของโมเมนตัมและสปน

เทากันแตมีทิศทางตรงกันขาม และระยะหางระหวางคู อิเล็กตรอนเรียกวา ความยาวอาพันธ 

(Coherent  length ,ξ ) อันตรกิริยาดึงดูดระหวางอิเล็กตรอนในคูคูเปอรนี้อาจพิจารณาไดวาเกิดจาก

การที่อิเล็กตรอนแลกเปลี่ยนโฟนอนกัน  โดยโฟนอนนั้นเกิดจากการสั่นของแลตทิชผลึกที่มีไอออนบวก

อยูนั่นเอง  แสดงไดดังภาพประกอบ 4 

 

 

 

 

 

  

 

 

ภาพประกอบ 4   แสดงอนัตรกิริยาดึงดูดระหวางอเิล็กตรอนโดยอาศัยคลื่นแลตทิซ   ที่เรียกวาโฟนอน    

       ซึง่  ,   และ  ,   คือ  โมเมนตัมของอิเล็กตรอนกอนและหลังอนัตรกิริยา 1P 2P 1P′ 2P′

 

ที่มา:  Buckel.  (1991).  Superconductivity : Fundamental and Applications. p. 35. 

 

ที่อุณหภูมิสูงๆ  ไอออนบวกในแลตทิชของผลึกมีการสั่นเนื่องจากอิทธิพลของความรอนมาก  

ทําใหอันตรกิริยาผลักคูลอมบมีคามากกวาอันตรกิริยาดึงดูด จึงเปนผลใหคูอิเล็กตรอนแตกออกจากกัน  

และที่อุณหภูมิต่ําๆ  อันตรกิริยาดึงดูดมีคามากกวาอันตรกิริยาแบบผลักคูลอมบ ดังนั้นระบบจึงเปนคู

อิเล็กตรอน  การที่อิเล็กตรอนสองตัวมาจับคูกันทําใหอิเล็กตรอนตองสูญเสียพลังงานจึงเปนผลทําให

เกิดชองวางพลังงาน  (Energy  gap, Δ )  ข้ึน 

ทฤษฎีบีซีเอส สามารถอธิบายสมบัติตางๆ ของตัวนํายวดยิ่งไดดี  ในกรณีที่อุณหภูมิวิกฤต

ของตัวนํายวดยิ่งต่ํา  แตตอมาเมื่อมีการพบสารตัวนํายวดยิ่งที่มีอุณหภูมิวิกฤตสูงกวา 35 เคลวิน  

ทฤษฏีบีซีเอสใหผลไมตรงกับการทดลองในบางประการ 
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หลังจากการคนพบสภาพนํายวดยิ่งชนิดตางๆ นักวิทยาศาสตรไดพยายามคนหาสารตัวนํา

ยวดยิ่งที่มีอุณหภูมิสูงขึ้น  แตความพยายามในชวงแรกๆ  ไมประสบความสําเร็จเพราะอุณหภูมิวิกฤต

สูงสุดที่พบอยูที่ประมาณ 23.3  เคลวินเทานั้น  จนกระทั่งป ค.ศ. 1986 เบ็ดนอรซและมูลเลอร  

(Bednorz; &  Muller. 1986: 189)   พบสารประกอบกลุมแลนธานัม-คอปเปอรออกไซด  (La-CuO)  ที่

มีอุณหภูมิวิกฤต  40  เคลวิน  ตอมา  ชูและคณะ  (Chu; & et al. 1987: 405)  พบวาสารประกอบ   

Y-Ba-Cu-O   มีอุณหภูมิวิกฤตในชวง   90-100   เคลวิน   การพัฒนาของการวิจัยทําใหพบสารตัวนํา

ยวดยิ่งที่มีอุณหภูมิวิกฤตสูงขึ้นไปเรื่อย ๆ  ดังภาพประกอบ 5 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 5  แสดงความสัมพันธของอณุหภูมิวิกฤตของตัวนาํยวดยิ่งกับปที่คนพบ 

 

ที่มา:  Bennemann; & Ketterson.  (2002).  The Physics of Superconductors. p. 387. 

 

จากการวิจัยสารตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิวิกฤตสูงพบวามีสมบัติตางๆ ที่แตกตางจากตัวนํายวด

ยิ่งอุณหภูมิต่ําหลายประการ  นักวิทยาศาสตรจึงจําแนกตัวนํายวดยิ่งออกเปนสองประเภท คือตัวนํา

ยวดยิ่งอุณหภูมิต่ํา(Low-temperature superconductors)หรือ ตัวนํายวดยิ่งแบบดั้งเดิม  

(Conventional  superconductors)  ซึ่งมีอุณหภูมิวิกฤตไมเกิน 35 เคลวิน โดยสมบัติตางๆ อธิบายได
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ดวยทฤษฏีบีซีเอส และตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูง (High- temperature superconductors)  ซึ่งมี

อุณหภูมิวิกฤตสูงกวา 35  เคลวิน 

 ตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูงที่พบสวนมากเปนสารประกอบออกไซดที่มีคอปเปอร (Cu) และ

ออกซิเจน (O)  เปนองคประกอบหลัก  ตัวอยางเชน  La2-xSrxCuO4,  Bi2Rr2CaCu2O8,  Tl2Ba2Cu3O10’ 

YBa2Cu3O7   ลักษณะโครงสรางผลึกจะเปนแบบเตตระโกนอล (Tetragonal)  หรือ ออโทรอมบิก 

(Orthorhombic)  โดยอะตอม  Cu และ O จะเรียงตัวเปนระนาบและสายโซ  เชน โครงสรางผลึกของ  

YBa2Cu3O7  ดังภาพประกอบ 6 

 

 

 

 

 

  
 
 
 
                
 
 
            

ภาพประกอบ 6  แสดงโครงสรางของสารตัวนํายวดยิง่อณุหภูมิสูงของสารประกอบเซรามิกออกไซด   

       YBa2Cu3O7 

 

ที่มา:  Buckel.  (1991).  Superconductivity : Fundamental and Applications. p. 222. 

 

นอกจากตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูงที่เปนสารประกอบออกไซดแลว  ยังพบในสารประกอบ

เฟอรมิออนหนัก  (Heavy  fermion) สารประกอบอินทรีย (Organic)  และเมื่อป ค.ศ. 2001  

นากามัตซึและอะคิมิซึ (Nagamatsu; & Akimitsu.2001: 63) คนพบตัวนํายวดยิ่งตัวใหม คือ

แมกนีเซียมไดโบไรด  (MgB B

c

2)  ที่มีโครงสรางและองคประกอบที่แตกตางจากตัวนํายวดยิ่งกลุมเดิม ที่

พบในสารประกอบของธาตุทรานสิชั่นและคอปเปอรออกไซด  โดยมี T  ที่สูงถึง 39 เคลวิน ซึ่งสูงกวา
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ขอบเขตที่อธิบายไดดีดวยทฤษฎีบีซีเอส  และยังไมมีทฤษฎีหรือคําอธิบายใดที่ไดรับการยอมรับอยาง

กวางขวาง 

 

   

 

 

 

 
 

ภาพประกอบ 7  แสดงโครงสรางของแมกนีเซียมไดโบไรด (MgB2) 

 

ที่มา:  Buzea; & Yamashita. (2001).  Review  of  the  Superconducting  Properties  of 

MgB2. p. 116. 

 

โมเลกุลของแมกนีเซียมไดโบไรด ประกอบดวยอะตอม 2 ชนิด  คือแมกนีเซียม 1 อะตอม และ

โบรอน 2 อะตอม  อะตอมของโบรอนแตละตัวจะจับกับอะตอมของโบรอนขางเคียงอีก 2 ตัวและเรียง

ตัวกันในลักษณะเดียวกับแกรไฟต  คือเปนหกเหลี่ยมดานเทาที่บริเวณบนและลางระนาบของโบรอนทั้ง 

หกตัวที่จับพันธะเปนหกเหลี่ยมดานเทา มีอะตอมของแมกนีเซียม 6 อะตอมเรียงแบบเฮกซะโกนอล

โคลสแพค  (Hexagonal-close-packed)  เรียงซอนกันตามแกน c ระยะระหวางระนาบของโบรอนกับ

ระนาบของโบรอนที่อยูชั้นถัดไปจะมากกวาระยะระหวางอะตอมโบรอนในระนาบ  โครงสรางโมเลกุล

เชนนี้จึงแสดงวาแมกนีเซียมไดโบไรดมีคุณสมบัติกายภาพแบบขึ้นกับทิศทาง  (Anisotropy) 

นอกจากนี้นักวิทยาศาสตรพบวา  คูคูเปอรในตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิต่ําและในตัวนํายวดยิ่ง

อุณหภูมิสูงจะมีโมเมนตัมเชิงมุมลัพธตางกัน  คือ ในตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิต่ําจะมีโมเมนตัมเชิงมุมลัพธ

เปนศูนย   จะเรียกวา ตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นเอส (s-wave superconductors) จากผลการ

ทดลองพบวาตัวนํายวดยิ่งแบบดั้งเดิม  สวนใหญเปนตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นเอส   

( 0=l )

สวนในตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูง  คูคูเปอรจะมีโมเมนตัมเชิงมุมลัพธมากกวาศูนย   ( )0>l

ถาตัวนํายวดยิ่งมีโมเมนตัมเชิงมุมลัพธเปนหนึ่ง ( )1=l   จะเรียกวา  ตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นพี (p-wave 

superconductors)  และถาตัวนํายวดยิ่งมีโมเมนตัมเชิงมุมลัพธเปนสอง ( )2=l   จะเรียกวา ตัวนํา

ยวดยิ่งแบบคลื่นดี  (d-wave superconductors)  ดังนั้นในบางครั้งจะเรียกตัวนํายวดยิ่งที่ไมใชตัวนํา

ยวดยิ่งแบบคลื่นเอสวาเปนตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม  (Unconventional  superconductors) เชน  



 8 

ตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิวิกฤตสูงที่มีโครงสรางแบบคิวเพรท  (High - cT   cuprates), ตัวนํายวดยิ่งกลุม

เฟอรมิออนหนัก  (Heavy-fermion)  และตัวนํายวดยิ่งกลุมอินทรีย  (Organics superconductor)  

เปนตน  สําหรับตัวนํายวดยิ่งประเภทนี้ไมสามารถอธิบายไดดวยทฤษฎีบีซีเอส เนื่องจากมีสมบัติบาง

ประการที่ไมเปนไปตามทฤษฎีบีซีเอส   

ดังนัน้เพื่อใหเห็นความแตกตางระหวางตวันาํยวดยิ่งอณุหภูมิต่ําและตัวนํายวดยิง่อณุหภูมิสูง

ชัดเจนยิง่ขึ้น จะแสดงการเปรียบเทียบคณุสมบัติสําคัญๆ  ดังตาราง 1 

 

ตาราง  1  เปรียบเทียบคุณสมบัติของตัวนํายวดยิง่อุณหภูมิต่ําและตวันาํยวดยิ่งอณุหภูมิสูง  

          คุณสมบัติ  ตัวนํายวดยิง่อุณหภูมิตํ่า  ตัวนํายวดยิง่อุณหภูมสิูง 

สภาพตานทานไฟฟา  

(Subramanyam; &  Gopal. 1989 : 3) 
0=ρ  0=ρ  

ปรากฏการณไมสเนอร (Buckel. 1991 : 

112) 

เกิด เกิด 

ที่อุณหภูมิศูนยองศาสัมบูรณ 

0 1ξ ≈ Αo  
(Buckel. 1991 : 134) 

ที่อุณหภูมิศูนยองศาสัมบูรณ 

 oΑ= 01.00ξ

(Worthington; Gallgher; & 

Dinger. 1987 : 1160) 

ความยาวอาพันธ  (Coherent  length, ξ )   

ชองวางพลังงาน  ( )( )TΔ  ที่ศูนยองศาสมับูรณ 
( ) 52.302

=
Δ

cBTk
 

(Buckel.1991 : 64) 

ที่ศูนยองศาสมับูรณ 
( )2 0

B ck T
Δ

=   2.4  ถงึ  8 

(Warren. 1987 : 1860) 

สมบัติทางความรอน ความจุความรอนจําเพาะ

ของอิเล็กตรอนในสภาพปกติ 

( )nC  ที่    แปรตาม

อุณหภูมิ ดังสมการ 
cTT 〉

3
nC T≈   

และสภาพนาํยวดยิง่ ความ

รอนจําเพาะของอิเล็กตรอน

จะเขาใกลศูนยแบบเอกซ

โปเนนเชียล  ( e
a

T
−

  เมื่อ  

คือคาคงตัว) และที่อุณหภมูิ 

a

ความจุความรอนจําเพาะมี

คาขึ้นกับอุณหภูมิแบบ  nT  

(Harlingen. 1995 : 515) 
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ตาราง  1  เปรียบเทียบคุณสมบัติของตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิต่ําและตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูง  (ตอ) 

       คุณสมบติั ตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิตํ่า ตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมสิูง 

สมบัติทางความรอน  วิกฤตการเปลีย่นสภาพความ

รอนจําเพาะจะไมตอเนื่อง 

(Subramanyam; &  Gopal.  

1989 : 157) 

 

สัมประสิทธิ์ไอโซโทป  ( )α  0.5 มีคานอยกวา 0.5 

พีคโคเฮียเรนซ (Coherence   peak)  หรือ 

พีคฮีเบิล-สลิชเตอร (Hebel-Slichter peak) 

เกิด ไมเกิด 

 

 

ในการศึกษาสภาพนํายวดยิ่งเมื่อระบบมีสารเจือ (Impurity) ไดมีการศึกษาอิทธิพลของ

สารเจือที่มีตอสภาพนํายวดยิ่ง  โดยทั่วไปตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือ  สภาพตานทานของตัวนํายวดยิ่ง

จะลดลงอยางทันทีทันใด  แตตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ  สภาพตานทานไฟฟาจะลดลงอยางชาๆ ดัง

ภาพประกอบ 8 

 

KT ,

ρ

 
 

ภาพประกอบ 8   ผลของสารเจือตอการเปลี่ยนแปลงสถานะของตัวนํายวดยิง่ 

 

            ที่มา: Omar. (1975). Elementary Solid State Physic: Principles and Applications. 

p. 495. 
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ปจจุบันไดมีการศึกษาผลของสารเจือที่มตีออุณหภูมิวกิฤตและสมบตัิอ่ืนๆ  ของตัวนํายวดยิง่ 

โดยทัว่ไปไดแบงสารเจือเปน 2 ประเภท คือ 

1.   สารเจือประเภทไมเปนแมเหล็ก  (Non-magnetic impurities)  เนื่องจากโมเมนตแมเหลก็    

ลัพธของอะตอมเปนศูนยทาํใหอะตอมหรอืไอออนนั้นไมแสดงผลความเปนแมเหล็ก 

            2.   สารเจือประเภทเปนแมเหล็ก  (Magnetic impurities)  เนื่องจากโมเมนตแมเหล็กลัพธของ

อะตอมหักลางกันไมหมดมีคาๆ หนึ่ง  จึงสามารถแสดงผลความเปนแมเหล็กได 

      ในป ค.ศ.1961 อบริกอซอฟและกอรคอฟ  (Abrikosov; & Gor’kov. 1994: 12337)  พบวาใน

ตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิต่ํา  สารเจือประเภทไมเปนแมเหล็กไมมีอิทธิพลตออุณหภูมิวิกฤตและชองวาง

พลังงาน  แมความเขมขนของสารเจือจะเพิ่ม แตถาตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิต่ําถูกโดปดวยสารเจือ

ประเภทเปนแมเหล็ก อุณหภูมิวิกฤตและชองวางพลังงานจะมีคาลดลงอยางรวดเร็ว แมวาความเขมขน

ของสารเจือจะมีคาเพียงเล็กนอยก็ตาม และถาความเขมขนของสารเจือเพิ่มจนถึงคาหนึ่ง ตัวนํายวดยิ่ง

ก็จะสูญเสียสภาพนํายวดยิ่งไป 

สาเหตุที่สารเจือประเภทเปนแมเหล็กสามารถทําลายสภาพนํายวดยิ่งได เปนเพราะสารเจือมี

โมเมนตแมเหล็กซึ่งจะมีอันตรกิริยากับสปนของอิเล็กตรอนในคูคูเปอร ทําใหอิเล็กตรอนตัวใดตัวหนึ่งใน

คูคูเปอรกลับทิศของสปนสงผลทําใหคูคูเปอรถูกทําลาย  และเมื่อจํานวนคูคูเปอรลดลง อุณหภูมิวิกฤต

และชองวางพลังงานจึงลดลงดวย  โดยชองวางพลังงานจะลดลงในอัตราที่เร็วกวาอุณหภูมิวิกฤตทําให

เกิดปรากฏการณที่แปลกประหลาด  คือตัวนํายวดยิ่งไมมีชองวางพลังงาน อบริกอซอฟและกอรคอฟ  

พบวาเมื่อความเขมขนของสารเจือเปน  crnn 91.0=   เมื่อ   คือความเขมขนของสารเจือ ขณะที่

สภาพนํายวดยิ่งถูกทําลาย  ชองวางพลังงานจะหายไปในขณะที่ยังคงสภาพเปนตัวนํายวดยิ่งอยู ตัวนํา

ยวดยิ่งที่ไมมีชองวางพลังงานนี้นอกจากจะเกิดจากการมีสารเจือประเภทเปนแมเหล็กดังที่กลาวแลว  

ยังอาจเกิดจากอิทธิพลของสนามแมเหล็กหรือสนามไฟฟา ที่สามารถทําลายคูคูเปอรใหอิเล็กตรอนแยก

ออกจากกัน  การเกิดสภาพนํายวดยิ่งที่ไมมีชองวางพลังงานนี้  แสดงใหเห็นวาการมีชองวางพลังงาน

ไมใชเงื่อนไขที่จําเปนในการเกิดสภาพนํายวดยิ่ง  (Kresin; & Wolf. 1990: 38) 

crn

 

หลักการของนิวเคลียรแมกเนติกเรโซแนนซ  
นิวเคลียรแมกเนติกเรโซแนนซ (Nuclear Magnetic Resonance) หรือที่เรียกโดยยอวา        

เอ็นเอ็มอาร  (NMR)  ไดพัฒนาครั้งแรกในป  ค.ศ. 1946 โดยกลุมงานวิจัยที่  Stanford  และ  M.I.T  

(Massachusetts  Institute  of  Technology)   ที่ประเทศสหรัฐอเมริกา   

NMR  เปนเทคนิคที่เกี่ยวของกับการดูดกลืนคลื่นแมเหล็กไฟฟาในชวงคลื่นวิทยุ  ซึ่งมีพลังงาน

อยูในชวงที่จะทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลง  “สปน”  ซึ่งเปนสมบัติเฉพาะของนิวเคลียสของแตละชนิด 
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เมื่ออยูภายใตสนามแมเหล็ก  นิวเคลียสที่จะสามารถเกิดการดูดกลืนคลื่นวิทยุได  จะตองเปนนวิเคลยีส

ที่มีคา  “สปน”  ไมเปนศูนยเทานั้น  ตัวอยางเชน  1H, 13C, 31P, 19F  เปนตน   

ปรากฏการณทาง  NMR  เปนการศึกษาพื้นฐานนิวเคลียสของอะตอม  ซึ่งจะเกี่ยวของกับ

คุณสมบัติทางแมเหล็ก  ในทางกลศาสตรควอนตัม  ภายในอะตอม  (ประกอบดวยโปรตอน  นิวตรอน  

และอิเล็กตรอน)  ของสารบางชนิด  เชน  12C, 16O, 32S  สปนจะมีคาเปนศูนย  อยางไรก็ตามในสารบาง

ชนิด  เชน  1H, 13C, 31P, 15N, 19F   จะมีนิวเคลียสที่มีคาสปนไมเปนศูนย  ในการพิจารณาสปนของ

นิวเคลียสสามารถพิจารณาไดดังตาราง  2 

 

ตาราง 2  ความสัมพันธเลขสปนควอนตัมและนิวเคลียสตัวอยาง 

Spin ตัวอยาง 

เปนเลขจํานวนเทาของ  1/2, 3/2, 5/2 1H(1/2), 13C(1/2), 31P(1/2), 17O(5/2) 

 เปนจาํนวนเตม็  (1, 2, 3, ...)       2H(1), 14N(1) 

 เปนศนูย        12C, 16O, 32S   

   

เนื่องจากนิวเคลียสเปนอนุภาคที่มีประจุ ในนิวเคลียสของธาตุ ประจุนี้จะหมุน  (Spin)  เปน

วงรอบแกนนิวเคลียส  (Nuclear axis)  เชนเดียวกับที่อิเล็กตรอนซึ่งเปนอนุภาคมีประจุหมุนรอบ

นิวเคลียส  การสปนของนิวเคลียสนี้จะกอใหเกิดโมเมนตแมเหล็ก (Magnetic moment) บริเวณแกน

ของการหมุน  และในสวนของกลศาสตรควอนตัมอธิบายวา  โมเมนตแมเหล็กของนิวเคลียสจะวางตัว

ในแนวเดียวกับสนามแมเหล็กภายนอก  ( )0B
v   โดยมีคาสถานะพลังงาน  2 1+l   เทานั้น 

 ตัวอยางเชน   1H มีเลขสปนควอนตัมเปน  1 2   และมีคาที่เปนไปไดเพียง  2  คา  คือ  1 2+   

และ 1 2−   เมื่อใหสนามแมเหล็กภายนอก  ( )0B
v   แกนิวเคลียส สปนซึ่งเคยวางตัวในแบบสุมในทุก

ทิศทางจะจัดเรียงตัวใหม  และจะมีโมเมนตแมเหล็กที่เปนไปไดเพียงสองแบบดังภาพประกอบ  9  คือ

โมเมนตแมเหล็ก  1 2m = +   ซึ่งจะวางตัวในแนวขนานกับแนวของ 0B
v ,  มีทิศทางเดียวกับ  0B

v   และ

เปนสถานะที่มีพลังงานต่ํา  (เรียกวา α )  สวนโมเมนตแมเหล็ก  1m = − 2  จะวางตัวในแนวขนานกับ

แนวของ  0B
v   แตมีทิศทางตรงขามกับ  0B

v  และจะมีพลังงานสูงกวา  (เรียกวา β ) 
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β  spin state  

α  spin state  

 
 
 

 
 

 

 

ภาพประกอบ  9   แสดงถงึการจัดวางตัวของสปนนิวเคลยีสเมื่อไดรับสนามแมเหล็กภายนอก 

 

ที่มา:  Cowan. (1997). Nuclear Magnetic Resonance and Relaxation. p. 6 .  
 
เมื่อนิวเคลียสที่ระดับพลังงานต่ําซึ่งอยูในสถานะเดิม (Ground state) ไดรับพลังงานที่

เหมาะสมกลาวคือเทากับ  EΔ  ก็จะเปลี่ยนนิวเคลียรสปนและขึ้นไปอยูที่ระดับพลังงานที่สูงขึ้น ซึ่งจะ

เกิดการกลับตัว  (Flip)  ของสปนทําใหนิวเคลียส อยูในสถานะถูกกระตุน (Excited state) จากนั้น

นิวเคลียสก็จะกลับเขาสูสถานะเดิม  พรอมทั้งปลดปลอยพลังงานออกมาในรูปของคลื่นวิทยุ การ

เปลี่ยนแปลงแบบนี้เรียกวาเรโซแนนซ  (Resonance)  ดังภาพประกอบ 10 

 

 

 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 10  แสดงการกลับตัวของสปนที่อยูในสถานะถูกกระตุน  (Excited state) 

 

 ที่มา: www.chem.ucalgary.ca/. ./ch13/ch13-nmr-1 html : Online. 
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ความแตกตางของระดับพลังงานนี ้ สามารถเขียนเปนความสัมพันธกับความแรง

สนามแมเหลก็ไดตามสมการ 

                                                              02
BhE

π
γ

=Δ                                                             (1.3) 

 

หรือเขียนความสัมพนัธความถี่ลารมอรกบัความแรงสนามแมเหล็กได 

 

                                                               0 0Bω γ=
v                                                                 (1.4) 

 

เมื่อ     EΔ  คือ  ความแตกตางระดับพลังงาน 

           0ω   คือ  ความถี่ลารมอร  (Larmor frequency) 

              คือ  คาคงตัวของแพลงค  (Plank’s constant) h

           0B
v   คือ  สนามแมเหลก็ภายนอก 

           γ    คือ  คาคงตัวของอตัราสวนแมเหล็กไจโร  (Gyromagnetic  ratio)  ซึง่เปนคาเฉพาะของ

นิวเคลียสแตละชนิด โดยโปรตอนจะมีคา  8 -1 -12.675 10 T s×

 ดังนั้นจะเห็นวา EΔ  ข้ึนกับชนิดของนิวเคลียส และความแรงของสนามแมเหล็กภายนอก 0B
v  

(หนวยเปนเทสลา, T) โดยหากความแรงของสนามแมเหล็กเพิ่มข้ึน  EΔ   ก็จะมีคาเพิ่มข้ึนดวย 

ซึ่งสามารถคํานวณความถี่เรโซแนนซของโปรตอนสําหรับความแตกตางสนามแมเหล็กภายนอกไดดัง

ตาราง 3 
 
ตาราง 3  แสดงความสมัพนัธระหวางสนามแมเหล็กภายนอกที่มีคาตางๆกับความถีเ่รโซแนนซของ 

       โปรตอน 

0B
v

(T) 1H  Freq (MHz) 

1.41 60 

2.35 100 

4.70 200 

7.05 300 

9.40 400 

11.75 500 
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เวลาการผอนคลายสปนของนิวเคลียส  (Nuclear spin relaxation time,  )  1T

  เวลาการผอนคลายสปนของนวิเคลียส  คอื  เวลาการกลับสูสถานะสมดุลของสปน  จากการ

ที่สปนซึง่จะวางตัวในแบบสุมไดทุกทิศทาง  เมื่อใสสนามแมเหล็กภายนอก ( )0B
v  เขาไป สปนจะ

จัดเรียงตัวใหมในทิศทางทีข่นานกับ  0B
v  แตเมื่อนํา 0B

v  ออก  สปนจะกลบัสูทิศเดิมคือแบบสุม  ซึง่เวลา

ในการกลับสูทิศเดิมนีถู้กเรยีกวา  เวลาการผอนคลายสปนของนวิเคลียส  ( )1T  

 

 

 

 

 
 
 

                                        ภาพประกอบ  (ก)             ภาพประกอบ  (ข) 
 
 

ภาพประกอบ 11 (ก) แสดงการวางตัวสปนเมื่อไมมีสนามแมเหล็กภายนอก ( )0B
v  (ข)  แสดงการ    

       จัดเรียงตวัสปนเมื่อมีสนามแมเหล็กภายนอก  ( )0B
v    

 

ที่มา:  Cowan. (1997). Nuclear  Magnetic Resonance and Relaxation. p. 6 . 

 

อัตราการผอนคลายสปนของนวิเคลียส  (Relaxation  rate, 11 T )  เปนสวนกลับของเวลาการ

ผอนคลายสปนของนวิเคลียส , (  ซึ่งใชอธิบาย  พีคโคเฮียเรนซ  (Coherence   peak)  หรือ  พีค )1T

ฮีเบิล-สลิชเตอร (Hebel-Slichter  peak)  และ  พีคโคเฮยีเรนซ  ไดจากการศึกษาความสัมพนัธระหวาง  

11 T    กับ  T   ในตัวนํายวดยิง่แบบดั้งเดิม  
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ความมุงหมายของการวิจัย 
   1.  เพื่อศึกษาอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส  ( )11 T  ในตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม

ที่มีสารเจือ 

   2.  เพื่อศึกษาความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะของสปนในนิวเคลียส  ในตัวนํา

ยวดยิ่งแบบไมดั้งเดิมที่มีสารเจือ 

( )W

 

ความสําคัญของการวิจัย 
   1.  เพื่ออธิบายอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ( )11 T  ในตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม

ที่มีสารเจือ 

   2.  เพื่อนําผลการวิจยัที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 

   3.  ทาํใหเขาใจกลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ่งมากขึน้ 

 

ขอบเขตของการวิจัย 
   1.  หาสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ( )11 T  ในตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิมที่

มีสารเจือ  

   2.  ใชวิธีเชิงตัวเลขในการคํานวณอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ( 11 T )   และ

เปรียบเทียบกับผลการทดลอง 

 

  

 



บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
ตัวนํายวดยิ่งแบบตางๆ 
            ตวันาํยวดยิง่แบบตางๆ  ไดมีการแบงประเภทไวตามทฤษฎีและตามชนิดของสารประกอบดังนี้  
(Burns. 1992: 1-181) 

1.  การแบงประเภทตามทฤษฎี 
     เปนการแบงประเภทของตัวนํายวดยิ่งโดยใชหลักการทางทฤษฎีเปนตัวกําหนด  เชน     

สปนแบบซิงเลต  (Singlet)  หรือ  สปนแบบทริปเลต  (Triplet) และ ตัวนํายวดยิ่งควบคูอยางแรง

(Strong-coupled superconductors) หรือ ตัวนํายวดยิ่งควบคูอยางออน (Weak-coupled 

superconductors) 
1.1  สปนแบบซิงเลต (Singlet) หรือ สปนแบบทริปเลต (Triplet)   

            ในทฤษฎีควอนตัมฟงกชันคลื่นของอิเล็กตรอน  2  ตัว ในปริภูมิจะถูกเขียนอยูใน

เทอมของผลคูณของฟงกชันคลื่นที่แทนอนุภาคที่ข้ึนกับตําแหนง ( )ψ   และ  ฟงกชันคลื่นที่แทนอนุภาค

ที่ข้ึนกับสปน   ดังนี้ ( )χ

                      ( ) ( ) ( )21212211 ,,,,, ssrrsrsr χψ=Ψ                                                         (2.1)     

 

โดย    และ    เปนพิกัดตําแหนงที่ 1, ตําแหนงที่ 2  และ  สปนตัวที่ 1, ตัวที่ 2  ตามลําดับ 21, rr 21, ss

               ฟงกชันคลื่นรวมของคูอิเล็กตรอน  ซึ่งเปนเฟอรมิออนมี 21=s  เมื่อพิจารณาการ

แลกเปลี่ยนพลังงานระหวางอิเล็กตรอนจะเปนฟงกชันแบบไมสมมาตร (Antisymmetric) สามารถเขยีน

ได 2 แบบคือ 

                                     ( ) 0
21

0 , == =Ψ s
oddeven

S
A rr χψ                                                        (2.2)     

 

                                      ( )1
1 2,S

oddA r r 1s
evenψ χ= =Ψ =                                                          (2.3)     

                   

               เนื่องจากมีอิเล็กตรอน 2 ตัว ดังนั้นสปนรวมสามารถเปนไดแค 2แบบ คือ 

02121 =+−=s    และ  12121 =+=s   ซึ่ง  0s =  จะเรียกวา สปนแบบซิงเลต  มีฟงกชันคลื่นแบบ

คี่ (odd)และกรณี 1s =  จะเรียกวา สปนแบบทริปเลต มีฟงกชันคลื่นแบบคู (even)เนื่องจาก   

( ) ( 2112 ,, rrrr oddodd )ψψ −=  และ ( ) ( )2112 ,, rrrr eveneven ψψ =  กําหนดให α  และ β  แทนขึ้น              
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(Spin up)  และสปนลง  (Spin down)  ของอิเล็กตรอน  และตัวเลข 1 กับ  2  แทนอิเล็กตรอนแตละตัว  

จะเขียนฟงกชันคลื่นในสวนของสปนไดเปน   

  

                               ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 221210 αββαχ −==s
odd                                                    

                                  

                                           
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 2

1 2 1 2 2

1 2

s
even

α α

χ α β β α

β β

=

⎧
⎪
⎡= +⎨⎣
⎪
⎩

⎤⎦

)

                                         (2.4) 

 

              สําหรับฟงกชันคลื่นของสปนแบบซิงเลต  ตามสมการ (2.2) จะมีฟงกชันคลื่นรวมเปน

แบบไมสมมาตร  โดยมีฟงกชันคลื่นที่แทนอนุภาคที่ข้ึนกับตําแหนงเปนแบบสมมาตร  และฟงกชันคลื่น

ที่แทนอนุภาคที่ข้ึนกับสปนเปนแบบไมสมมาตร  ดังนั้นออรบิทัลของฟงกชันคลื่นรวม (( ),A θ φ   ซึ่ง

เปนสวนหนึ่งของฟงกชันคลื่นที่แทนอนุภาคที่ข้ึนกับตําแหนง  จะตองมีฟงกชันเปนฟงกชันคูดวย  และ

โมเมนตัมเชิงมุมลัพธ ( )l  ที่เปนไปไดตองเปนเลขคู  คือ 0=l  และ 2=l  และอ่ืนๆ 

              ในทํานองเดียวกันสําหรับฟงกชันคลื่นของสปนแบบทริปเลต  ตามสมการ (2.3)  

เนื่องจากฟงกชันคลื่นที่แทนอนุภาคที่ข้ึนกับตําแหนงเปนฟงกชันคี่  ดังนั้นออรบิทัลของฟงกชันคลื่นรวม 

( )( ,A )θ φ   ซึ่งเปนสวนหนึ่งของฟงกชันคลื่นที่แทนอนุภาคที่ข้ึนกับตําแหนง จะตองมีฟงกชันเปน

ฟงกชันคี่ดวย  และโมเมนตัมเชิงมุมลัพธที่เปนไปตองเปนเลขคี่  คือ  1=l   และ    และอ่ืนๆ 3=l

              สําหรับทฤษฎีบีซีเอส  การจับคูของอิเล็กตรอนจะเปนแบบเดียวคือ   ดังนั้นจึง

เปน สปนแบบซิงเลต   และจากเงื่อนไขของทฤษฎีจึงสามารถสรุปไดวาเปนการจับคูแบบคลื่นเอส   

จากผลการทดลองพบวาตัวนํายวดยิ่งแบบดั้งเดิมสวนใหญเปนตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นเอส และจากการ

ทดลองสมมาตรการจับคู  (pairing-symmetry) ของตัวนํายวดยิ่ง Y123

0=l

   ,  Sr2RuO4  และ UPt3  พบวา  

Y123  เปนตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี    Sr2RuO4  และ  UPt3  เปนตัวนํายวดยิ่งที่แบบคลื่นพี  หรือเปน

ตัวนํายวดยิ่งสปนแบบทริปเลต  ดังนั้นในบางครั้งจะเรียกตัวนํายวดยิ่งที่ไมใช การจับคูแบบคลื่นเอสวา

เปน  ตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม  
     1.2  ตัวนํายวดยิ่งควบคูอยางแรง  หรือตัวนํายวดยิ่งควบคูอยางออน   

              ทฤษฎีบีซีเอส จะกําหนดใหอันตรกิริยาของอิเล็กตรอนกับโฟนอนเปนอันตรกิริยา

อยางออน  แตถาตัวนํายวดยิ่งมีกลไกอันตรกิริยาของอิเล็กตรอนกับโฟนอนเปนแบบรุนแรงแลว จะไม

สามารถใช ทฤษฎีบีซีเอส อธิบายได  และสภาพการจับคูของอิเล็กตรอนก็จะมีเวลาจํากัด  ทําให ( )0Δ  

และ  ลดลงมากกวาปกติ  คาของ  cT
( )2 0

B ck T
Δ   จะมากกวา 3.52  และตัวชี้วัดวาเปนการควบคูอยางแรง 
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อีกอยางคือ อัตราสวน  
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

D

cT
ω

 ซึ่งจะมีคาไมนอยจนสามารถตัดทิ้งไดเหมือนทฤษฎีบีซีเอส และคาของ 

λ   จะมีคามากกวาทฤษฎีบีซีเอสมาก  โดยสามารถคํานวณไดจากสมการของเมกซมิแลน  (McMillan) 

ดังนี้ 

 

                                          ( ) ( )
max

2

0

d
2 q

q q
q

F
ω ω

λ α ω ω
ω

≡ ∫                                                         (2.5) 

 

เมื่อ    ( )qωα 2   คือ  คาเฉลี่ย อันตรกิริยาของอิเลก็ตรอนกับโฟนอนที่ความถี ่ qω          

          ( )qF ω    คือ  ความหนาแนนของโฟนอน 

          maxω       คือ  ความถี่สูงสดุของโฟนอน 

 
2.  การแบงประเภทตามสารประกอบ 
      ใชองคประกอบของสารประกอบ ในการแบงประเภทซึ่งสามารถแบงไดดังนี้       
      2.1  ตัวนํายวดยิ่งที่เปนแมเหล็ก 
                เนือ่งจากแมเหลก็ภายนอกมีผลทําลายสภาพนาํยวดยิ่งได  แตในตัวนํายวดยิ่งบาง

ประเภทคือ พวกตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือประเภทเปนแมเหล็ก  จะมีผลทําใหเกิดสภาพความเปน

แมเหล็กขึ้นในโครงสราง ทาํใหอุณหภูมิวกิฤตมีคาลดลง  นอกจากนี้ยงัทําใหเกิดตัวนาํยวดยิ่งที่เรียกวา 

ตัวนํายวดยิง่แบบ  Gapless  โดย อบริกอซอฟและกอรคอฟ  ไดพิจารณาผลของการแลกเปลี่ยนสปน  

(Spin-exchange)   ของสารเจือประเภทเปนแมเหลก็ที่ไมเขมขน  พบวามีผลทําให    ลดลง   โดย

ความเขมขนของสารเจือประเภทเปนแมเหล็กจะมีคาหนึ่งที่ทาํให   ลดลงจนกลายเปนศูนย  และ

ความเขมขนอีกคาหนึ่งทาํใหชองวางพลังงานมีคาเปนศนูยดวย 

cT

cT

               การคนพบตัวนํายวดยิ่งในกลุมธาตุ แรเอิรธ (Rare-earth, RE)  เชน สารประกอบ  

REMo6X8   (X=S  หรือ  Se) และ XRh4B4  (X=Y1TH  หรือ  RE)  ในป ค.ศ. 1975 - 1977 ไดมี

การศึกษาผลของการอยูรวมกันของสภาพนํายวดยิ่งกับสภาพความเปนแมเหล็ก  โดยในสารประกอบ  

HoMo6X8  จะมี  8.11 ≈cT   เคลวิน  และ  2 0.7cT =   เคลวิน ซึ่งสารจะกลับเปนสภาพปกติ  ที่   และ

มี   เปนจุดเปลี่ยนของสภาพนํายวดยิ่งกับสภาพแมเหล็ก และในสารประกอบ REMo
2cT

MT 6X8 จะมี  

  Mc TT ≈2    จากการทดลองในกรณีสารประกอบ  ErRh4B4 และ  HoMo6X8 พบวาที่อุณหภูมิต่ํากวา  

 จะมีสภาพนํายวดยิ่งอยูรวมกับสภาพแมเหล็กเฟรโร  และในสารประกอบ  ErMo2cT 6S8  และ  

SmRh4B4  จะพบการอยูรวมกันของสภาพนํายวดยิ่งกับสภาพแมเหล็กแอนติเฟรโร  
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    2.2  โลหะอิเล็กตรอนหนัก  (Heavy-Electron  Metal)   
              พบในสารประกอบ UBe13   ( =0.85  เคลวิน)  CeCucT 2Si2  ( =0.65  เคลวิน)  

และ  UPt
cT

3 ( =0.54  เคลวิน)  โดยมีสมบัติคือ  ความจุความรอนที่อุณหภูมิต่ําจะมีคามากกวาของ

โลหะปกติถึง  2  หรือ  3  เทา โดยเกิดจากอิเล็กตรอนชั้นเอฟ  (f-electron) ความจุความรอนจําเพาะ

ของอิเล็กตรอนที่สถานะปกติ  (C ) จะมี  แปรผันตรงตาม 

cT

en enC ( )FEN  และแปรผันตรงตาม 3 2m ∗   

เมื่อ    คือ ความหนาแนนสถานะที่ผิวเฟอรมิ  และ  ( FEN ) ∗m   คือ มวลยังผล  เนื่องจากสารเหลานี้มี

คา  C  มาก   ดังนั้น    ของสารเหลานี้จึงมีคามากดวย  ทําใหถูกเรียกวา “อิเล็กตรอนหนัก”  ใน

สาร  NbBe
en ∗m

13  U2Sn17  และ  UCd11  นอกจากเปนอิเล็กตรอนหนักแลว  ยังพบสมบัติการเปนแมเหล็ก

ดวย 

             มีการคนพบวาพวกตัวนํายวดยิ่งอิเล็กตรอนหนัก ไมเปนสปนแบบซิงเลต ไมข้ึนกับ

ทิศทาง   ไมเปนตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นเอส  และอธิบายดวยทฤษฎีบีซีเอส ไมได  โดยพบวากลไกการ

เกิดสภาพนํายวดยิ่ง อาจจะไมเกิดจากอันตรกิริยาอิเล็กตรอนกับโฟนอน ในบางครั้งตัวนํายวดยิ่ง

ประเภทนี้อาจถูกเรียกวา ตัวนํายวดยิ่งกลุมเฟอรมิออนหนัก  

 

อัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส 
สําหรับการศึกษาอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ( )11 T   สังเกตไดจากพฤติกรรมของ

ปริมาณทางเทอรโมไดนามิกสที่อุณหภูมิใกลศูนยองศาสัมบูรณ  โดยที่ตัวนํายวดยิ่งแบบดั้งเดิม  

ปริมาณนี้จะมีพฤติกรรมแบบเอ็กซโปเนนเชียล ( )exp T−Δ  ในขณะที่ตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม  

ปริมาณนี้จะมีพฤติกรรมแบบกฎการยกกําลัง  (Power  law) nT   เมื่อ   คือจํานวนเต็ม  มีคาตั้งแต  1  

ถึง  5  ข้ึนอยูกับสารตัวนําแตละชนิด  โดยมีลักษณะความสัมพันธระหวาง  

n

11  กับ T T ดังแสดงใน

ภาพประกอบ  12    

 

 
 
 
 
 

 
 

 

ภาพประกอบ (ก)  ตัวนาํยวดยิ่งแบบดั้งเดมิ 
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ภาพประกอบ (ข) ตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม 

 
ภาพประกอบ 12  (ก)  แสดงความสัมพนัธระหวาง  11 T   กบั  T  ของตัวนาํยวดยิง่แบบดั้งเดิม  

(ข) แสดงความสมัพันธระหวาง  11 T   กับ  T   ของตวันาํยวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม 

 

ที่มา:  Sigrist.  (2006).  Unconventional Superconductivity. p. 49. 

 

คุณสมบัติของตัวนํายวดยิ่งศึกษาจากการเกิดพีคที่ ข้ึนกับอุณหภูมิ  เมื่ออุณหภูมิต่ํากวา

อุณหภูมิวิกฤต  พีคที่เกิดเรียกวา  พีคโคเฮียเรนซ  (Coherence  peak)  ซึ่งไดจากการสังเกตการวัด

อัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิซ (Nuclear  spin-lattice  relaxation  

rate, 11 T )  ของตัวนํายวดยิ่งแบบดั้งเดิม   

อัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส (Relaxation  rate, 1T1 ) เปนสวนกลับของเวลาการ

ผอนคลายสปนของนิวเคลียส (Relaxation  time, T )  ชึ่งใชอธิบายพีคโคเฮียเรนซ  สําหรับตัวนํายวด

ยิ่งแบบดั้งเดิมบางชนิด  ความสัมพันธระหวาง  
1

1T1   กับ  T  พบวาเกิดพีคที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิ

วิกฤต  และที่บริเวณอุณหภูมิใกลศูนยองศาสัมบูรณคาของ 11  จะเพิ่มข้ึนแบบเอ็กซโปเนนเชียล  

ดังนั้น พีคโคเฮียเรนซ  จึงสามารถอธิบายตัวนํายวดยิ่งแบบดั้งเดิม โดยใชแบบจําลองตามทฤษฎีบีซี

เอสได 

T

ในป  ค.ศ. 1967  ลีดอนและชูล  (Leadon; &  Suhl. 1967: 596)  ศึกษาอัตราการผอนคลาย

สปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิซ  (Nuclear  spin-lattice  relaxation  rate,  11 )  ของ

ตัวนํายวดยิ่ง  โดยใชวิธีฟงกชันกรีน 

T

ในการศึกษาอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิซ  นิยามวา  

11R T≡  คือความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส (W ) จากสถานะ  mn→ n   ไปยัง
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สถานะ  m   สําหรับกรณีทั่วไป  อันตรกิริยาการเปลี่ยนสถานะของสปนระหวางสปนของนิวเคลียส

และอิเล็กตรอนตัวนํา  ความนาจะเปนสามารถเขียนในเทอมของฟงกชันกรีน, G  และ    ไดดังนี้ ω
+
ωF

 

( ) ( )
2

,

. .
Im i i

2 1 exp
j j

n m
j j

n I m m I n c cCW O qω ω δ
βω
′

→
′

⎡ ⎤+⎣ ⎦= → +⎡ ⎤⎣ ⎦−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , exp ij j j j j j j js s q s q s
s

T G R R G R R F R R F R R sω ω ω ω ω ω ω η+
′ ′ ′ ′−

⎧ ⎫
× + ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦
⎩ ⎭
∑ −

⎡ ⎤
⎣ ⎦

    (2.6) 

                       

เมื่อ ( ) 28 3 e nC π γ γ= − h   

eγ , nγ     คือ  คาคงตัวของอัตราสวนแมเหล็กไจโรของอิเล็กตรอนและนิวเคลียส  ตามลําดับ 

T          คือ  อุณหภูมิ 

          คือ  สปนของนิวเคลียส  jI

( )qω      คือ  ความถี่  โดยที่  ( ) Tqq πω 2=     

( )sω       คือ  ความถี่  โดยที่  ( ) ( ) Tss πω 12 +=   

sq,        คือ  จํานวนเต็ม  โดยที่  1, 2, 3,...q =   และ  0,1, 2, 3,...s =  

ηδ ,       คือ  ปริมาณที่มีคานอยๆ  

ω          คือ  ความถี่ที่เกิดจากความแตกตางของระดับพลังงานซีแมน  (Zeeman)  ของ

สถานะ n   และ  m   โดยทั่วไป  ω   จะมีคานอย  และสามารถกําหนดใหมีคา

เทากับศูนยได 

จากสมการ  (2.6)  สามารถเขียนใหมไดเปน 

 
              ( ) ( ) ( )2

,

2 . . dn m j j
j j

W C n I m m I n c c E f E f Eπ ′→
′

⎡ ⎤= + 1−⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦∑ ∫h  

                            ( ) ( ) ( ) (Im , Im , Im , Im ,R R R R
E j j E j j E j j E j jG R R G R R F R R F R Rω ω

+

′ ′ ′− − )′⎡ ⎤× +⎣ ⎦
           (2.7)   

                                                                                                                                             

เมื่อ    คือ  ฟงกชันการแจกแจงแบบเฟอรมขิองอนุภาคทีม่ีพลังงาน  ( )Ef E    

  

 สมการ (2.7)  เปนรูปแบบสมการทัว่ไปของสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะ

สปนของนวิเคลียส    

        

 

 



 22 

ในป ค.ศ. 1989  เมริง  (Mehring. 1989: 349)  ศึกษา  NMR  ของตัวนํายวดยิ่งอณุหภมูวิกิฤต

สูง   โดย  NMR เปนเครื่องมือสําคัญสําหรับอธิบายตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิวิกฤตสูง  ซึ่งแสดงถึงลักษณะ

ที่โดดเดนของการเกิด  Gap  opening  และการกระตุนของกึ่งอนุภาคโดยการผอนคลายสปนของ

นิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิซ  (Nuclear  spin-lattice  relaxation) จากการศึกษาสารตัวนํา

ยวดยิ่ง  27Al  พบวาสอดคลองกับทฤษฎีบีซีเอสเปนอยางมาก  และผลการทดลองไดรับการยืนยัน  

ตามขอมูลการทดลองของพีคโคเฮียเรนซ   ซึ่งกลาววา เมื่ออุณหภูมิลดลงอัตราการผอนคลายสปนของ

นิวเคลียสจะลดลงแบบเอ็กซโปเนนเชียล  ดังสมการ  (2.8) 

                                     

                                               (
1

1 ~ exp / Bk TT
−Δ )         เมื่อ   cTT <<                                    (2.8) 

  

ความหนาแนนสถานะของการกระตุนกึ่งอนุภาคจะเพิ่มข้ึนเมื่อ Gap opens  ที่ระดับผิวเฟอรมิ  

และการลดลงของ  11 T   มีความสอดคลองกับสมการ  (2.8) 

 อัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิซของตัวนํายวดยิ่ง  139La  

ในสารประกอบ  La1.8Sr0.2CuO4  เมื่อสนามเปนศูนย  (Zero-field)  ไดผลดังภาพประกอบ  13 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
ภาพประกอบ  13   แสดง  11 T   กับอุณหภูมิของ  139La  ในตัวนํายวดยิง่  La1.8Sr0.2CuO4

 

ที่มา:  Mehring.  (1989).  IMB J. RES Develop. 33. p. 349. 
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จากภาพพบวาโหนก  (Hump) เกิดขึ้นที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤต  และที่อุณหภูมิใกลศูนย

องศาสัมบูรณ  อัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส  ( )11 T   เพิ่มข้ึนแบบเอ็กซโปเนนเชียล  อัตรา

การผอนคลายสปนของนิวเคลียสในสภาพนํายวดยิ่ง  คํานวณไดดังสมการ 

  

                                        ( ) ( )( )
2 2 2

2
2 2

1

1 4 1n

s e

EK f E f E
T E

γπ
γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫h
dE                       (2.9) 

 

เมื่อ         คือ  ฟงกชันการแจกแจงแบบเฟอรมิของอนุภาคที่มีพลังงาน  ( )Ef

K        คือ  คาคงตัว Knight  shift  

 

สมการ  (2.9)  ลดรูปเปน อัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสในสถานะนําปกติ  ( )11 nT   

ได  เมื่อ    โดยกําหนดให    สามารถเขียนไดดังสมการนี้ cTT > 0=Δ

 

                                        ( ) ( )( )
2

2

1

1 4 1n

n e

K f E f E E
T

γπ
γ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫h

d                                      (2.10)    

 

           ในป  ค.ศ. 1995  สเตนเกอรและคณะ  (Stenger; & et al. 1995: 1649 -1652)  สังเกต

ลักษณะพีคโคเฮียเรนซ   ใน  TT11   โดยศึกษาผลของการขึ้นกับอุณหภูมิและสนามของสัญญาณ  

NMR  และ    ในตัวนํายวดยิ่ง   A1T 3C60 พบวาพีคโคเฮียเรนซ  ใน  TT11  ไดจากการใสสนามแมเหล็ก

ภายนอกที่มีคามาก   

             นอกจากนี้ยังพบวา  TT11   ที่ข้ึนกับอุณหภูมิ ของ 13C,  87Rb  และ 133Cs ในตัวนํายวดยิ่ง  

Rb2CsC60  ที่สนามแมเหล็ก  8.8  เทสลา ดังภาพประกอบ  14  ซึ่งเปนการแสดงถึงการขึ้นกับอุณหภูมิ

ของ    สําหรับนิวเคลียสสามชนิด  การผอนคลายสปนเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิชในโลหะเปนกลไก 

คอรรินกา  (Korringa)  ของอิเล็กตรอนตัวนํา ผลของการไมข้ึนกับอุณหภูมิของ  
1T

TT11  เปนตามสมการ 

 

                                       ( Feffn
B EAk

TT
222

1

1 ργ
π
h

= )                                                              (2.11) 

 

เมื่อ          คือ  ผลไฮเพอรไฟน (Hyperfine)  ของการจับคูพารามเิตอร effA

          nγ         คอื  คาคงตวัของอัตราสวนแมเหล็กไจโรของนิวเคลียส   

            คือ  ความหนาแนนสถานะทีพ่ลังงานเฟอรม ิ( FEρ )
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ภาพประกอบ  14  แสดงการขึ้นกับอุณหภูมิของ  11 TT   ของ  13C,  87Rb   และ  133Cs    ในตัวนํายวด  

       ยิ่ง  Rb2CsC60  โดย   31  เคลวิน  ภายในสนามแมเหล็กภายนอก  8.8  เทสลา     =cT

 

ที่มา:  Stenger; & et al.  (1995).  Physical Review Letters. 74(9): 1649. 

 

ในป  ค.ศ. 1999  ไอชิดะและคณะ  (Ishida; & et al. 1999: 5387)  ศึกษาโครงสรางชองวาง

พลังงานของตัวนํายวดยิ่งที่มีสปนแบบทริปเลต  ในกลุม  Sr2RuO4  พบวาการขึ้นกับอุณหภูมิของ  11 T   

ของ  101Ru  ที่สนามแมเหล็กเทากับศูนย  เมื่ออุณหภูมิวิกฤตประมาณ 1.48 เคลวิน  ลักษณะของกราฟ

ของ  11 T   ลดลงแบบ  3T   โดยไมเกิดพีคโคเฮียเรนซ   ภายใตอุณหภูมิวิกฤต  การขึ้นกับอุณหภูมิของ  

11 T   ในตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิวิกฤตสูงสวนใหญจะแสดงดังภาพประกอบ  15  ซึ่งจะคลายกับตัวนํา

ยวดยิ่งที่มีอุณหภูมิวิกฤตประมาณ  0.7 เคลวิน   

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
ภาพประกอบ  15  แสดงการขึ้นกับอุณหภมูิของ  11 T   ในตัวนํายวดยิง่กลุม  Sr2RuO4

 

ที่มา:  Ishida; & et al.  (1999).  Physical  Review  Letters. 84(23): 5387. 
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ในป ค.ศ. 2002  อีเรมินและคณะ  (Eremin; & et al. 2002: 220502)  คํานวณอัตราการผอน

คลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิช , TT11  ในสถานะปกติของสารประกอบ 

Sr2RuO4  ที่มีสปนแบบทริปเลต  แลวเทียบกับผลการทดลอง 

 สมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิช , TT11   ของ

ตัวนํายวดยิ่ง  17O  ในสารประกอบที่มีระนาบของ  RuO2 เปนองคประกอบ โดยมีทิศทางสนาม 

แมเหล็กภายนอกเปน    สามารถเขียนไดตามสมการดังนี้ cbai ,,=

 

                                             
( )

( )2 2

2
1

,21 sfpB n
q

q sfi e

qk A
TT

χ ωγ
ωγ

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

h
                                          (2.12) 

 

เมื่อ     คือ  คาคงตัวที่ข้ึนกับการควบคูไฮเพอรไฟน ( Hyperfine-coupling)     p
qA

         χ    คือ  คาซึมซับสปน (Spin susceptibility) 

 

นําสมการ  (2.12) คํานวณเชิงตัวเลข  สามารถพล็อต  TT11  เทียบกับการทดลองไดดังภาพประกอบ 

16  ซึ่งพบวาผลการคํานวณสอดคลองกับผลการทดลอง  โดยที่ =250  เคลวิน คา T TT11  ไมข้ึนกับ

ทิศทาง  และการขึ้นกับทิศทางจะปรากฏใกลกับการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของสภาพนาํยวดยิ่ง 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
ภาพประกอบ  16  แสดงผลการคํานวณ  TT11  เทียบกับขอมลูการทดลอง 

  

 ที่มา:  Eremin; & et al. (2002). Physical  Review  B. 65 : 220502.                  
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ในป ค.ศ. 2002  แบงค  แกรฟและบาลาสคาย  (Bang, Graf & Balatsky. 2002: 054514)  

คํานวณหาอัตราการผอนคลายสปนของนวิเคลียสเมื่อมอัีนตรกิริยากับแลตทิช  ( 11 T ) ในสถานะตัวนํา

ยวดยิง่แบบ D +   ที่มีสารเจือ โดยเริ่มพิจารณาจาก ท-ีเมทริกซ  ดังนี ้iD

 

                        ( ) ( )
( )

0
0 2 2

0

n
n

n

g
T

c g
ω

ω
ω

=
⎡ −⎣ ⎦⎤

                                                                 (2.13) 

และมีฟงกชันกรีน 

                       ( ) ( )0 2 2 2
0

i1 n
n

k n k

g
N k

ωω
π ω ε

=
+ + Δ∑

%

%
                                                   (2.14) 

 

โดย    ∑+=
0

~
nn ωω และ  ∑  และ  Γ=

0 oT 0in NπΓ =  

           

เมื่อ     คือ  ความหนาแนนสถานะที่พลังงานเฟอรมิ 0N

             คือ  ความเขมขนของสารเจือ in

 

สมการของชองวางพลังงานเปนแบบ เซลฟคอนซิสเทนท  (Self – consistent)  ดังสมการ 

 

                         ( ) ( ) ( )
( )0 2 2 2, d

D

n D
k n

k
k N V k k T

k

ω

ω ω

ε
ω ε′ −

′Δ
′Δ = −

′+ + Δ∑ ∑ ∫ %
                         (2.15) 

 

 แทนคาสมการ  (2.15)  ในสมการ (2.14)  จากนั้นนําไปแทนในสมการ  (2.13) แลวใชการ

ประมาณแบบ  Pade  สามารถคํานวณหาอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับ

แลตทิชไดดังนี้ 

                          
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2 2 2
1 0

1 Re Re Fk f
k k

T k k

ωω
ωω ω

∞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟≈ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ∂− Δ −Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫

%

% %
           

(2.16) 

 

เมื่อ   ...        คือ  คาเฉลี่ยบนผิวเฟอรมิ 

        ( )Ff ω    คือ  ฟงกชันการแจกแจงแบบเฟอรมิ 

 

 



 27 

การคํานวณอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอัตรกิริยากับแลตทิช, 11 T  สําหรับ

ตัวนํายวดยิ่งแบบ   และตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีสารเจือ  พบวาสารเจือกอใหเกิดการตกคาง  

(Residual)  ของความหนาแนนสถานะภายในชองวางพลังงาน   ผลของชองวางพลังงาน D +  และ

ตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีกอใหเกิดการขึ้นกับอุณหภูมิแบบเชิงเสน (Linear temperature)  ใน  

D +iD

iD

11 T  ที่

อุณหภูมิต่ํา 

 

ในป  ค.ศ.2001 มัสซูโมโต  (Matsumoto. 2001: 2505-2508) ศึกษาอัตราการผอนคลาย

สปนของนิวเคลียสที่ตําแหนงมีสารเจือ  พบวาสารเจือทําใหเกิดขอบเขตจํากัดของสถานะยึดเหนี่ยว

รอบๆ อะตอมของสารเจือในตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม  และอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส

ลดลงเนื่องจากพลังงานศักยของสารเจือ  ซึ่ง  1T

)

1  เกิดพีคที่อุณหภูมิต่ําและมีความเหมาะสมกับ

สถานะยึดเหนี่ยวของสารเจือ  และพีคจะไมเกิดที่ตําแหนงที่ไมมีสารเจือ  
 สําหรับการจับคูแบบไมดั้งเดิมจะพิจารณาสถานะการจับคูของคลื่นพี  ( ix yp p±  และคลื่นดี  

( )22 yx
d

−
  เพื่อใหการคํานวณไมซับซอนกําหนดใหตัวนํายวดยิ่งเปนแบบ  2  มิติ และมีพื้นผิวเฟอรมิเปน

รูปทรงกระบอก  โดยเริ่มพิจารณาจากฟงกชันกรีนที่มีสารเจือ ซึ่งใชการประมาณแบบ ที-เมทริกซ  ดังนี้ 
  

            ( ) ( ) ( )
( )

(0 0 0 3 0
0 0 3

1ˆ ˆ ˆ ˆˆi , , i , , i , ,0 i ,0,ˆ ˆ1 i ,0,0m m m m
m

G r r G r r G r U G r
G U

ω ω ω τ ω
ω τ

′ ′= +
−

)′       (2.17) 

                                                                                                                                            

กําหนดใหฟงกชันกรีนที่ไมมีสารเจือเปน 

 

                            ( ) ( )i 3
0 2 2 2

ˆi1ˆ i , , e k r r m k k
m

k m k k

G r r 1̂ω ε τ τω
ω ε

′⋅ − + + Δ′ = −
Ω +∑ +Δ

                                               (2.18) 

 

เมื่อ    mω      คือ  ความถี่มัตซูบะระ 

            คือ  เพาลีเมทริกซ    ( )  ( )i iτ 1, 2, 3i =

          kε       คือ  พลงังานจลน 

                คือ  ชองวางพลังงานที่ข้ึนกับเวกเตอรคลื่น สําหรับคลื่นแบบพีและคลื่นแบบดีจะมีkΔ                          

ชองวางพลังงานตามสมการ   ( ) iek p T kθΔ = Δ ,  ( )dk T kθ2cosΔ=Δ    ตามลําดับ เมื่อ kθ  เปนมุมที่

ข้ึนกับเวกเตอรคลื่นที่ผิวเฟอรมิ  และ  ( ) ( )[ ]TT dp ΔΔ    เปน  ชองวางพลังงานของคลื่นพี [คลื่นดี] ที่

ข้ึนกับอุณหภูมิและ  11 T   ที่ตําแหนงสารเจือจะอยูในรูปสมการ 

                                                  ( )
2

2
1

41 2
3 e nT ππ γ γ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
W                                                               (2.19) 
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โดย 

                                                   ( ) ( ) ( ) ( )
( )

11 22 12 21 d
1 cosh

a E a E a E a E
W E

E T
− − −

=
+∫                                   (2.20)  

    

เมื่อ    W         คือ   ความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะของสปนในนวิเคลียส 

          ne γγ ,    คือ   คาคงตัวของอัตราสวนแมเหล็กไจโรของอิเล็กตรอน,  นิวเคลียส   

                  คอื   องคประกอบเมทริกซของฟงกชนักรีน  โดยมีรูปแบบตามสมการ     ija

 

                                      ( )1 Im i i ,0,0ij ij ma G Eω δ
π

⎡ ⎤= − → +⎣ ⎦  

 

ในกรณีตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่นเอส ( )waves −   11 T   เกิดพีคโคเฮียเรนซ ที่ต่ํากวา   cT    ที่

ตําแหนงไมมสีารเจือ   ( สวนที่ตําแหนงมีสารเจือ  00 =u )00 0u N Uπ= 00 ≠u  จะกําหนดให   

( ) ( )
2
0

0 1
0,

,
u
Ea

uEa ij
ij +

=  พบวาความหนาแนนสถานะที่อยูในขอบเขตจํากัดเมื่อเติมสารเจือจะคอยๆ 

ลดลง  ซึง่สอดคลองกับการขึ้นกับพลังงาน  ในกรณีของตวันาํยวดยิ่งแบบคลื่นเอสนี้จะสอดคลองกบั

ทฤษฎีแอนเดอรสัน  (Anderson theorem)  โดยที ่ W  เปนตามสมการ 

 

                                         ( ) ( )
( )22

0

0
1

,0,
u
TWTuW

+
=                                                                   (2.21)     

 

จากการศึกษาพบวา  1

ve

1 T   จะคอยๆลดลงที่ตําแหนงที่มีสารเจือ และการขึ้นกับอุณหภูมิไมมีการ

เปลี่ยนแปลงระหวางตําแหนงที่มีสารเจือและตําแหนงที่ไมมีสารเจือสําหรับตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นเอส 

สําหรับตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นพี  ( i wax yp p± − ) การขึ้นกับอุณหภูมิที่ตําแหนงสารเจือจะ

แตกตางจากที่ตําแหนงไมมีสารเจือ  และคูของอิเล็กตรอนในกรณีของตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิมทั้ง

ตําแหนง    และ    เปนศูนยทั้งคู ดังนั้น  W  จะเปลี่ยนเปน 12a 21a

 

                                                ( ) ( )
( )

11 22 d
1 cosh
a E a E

W
E T
−

=
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(2.22)   
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  จากความหนาแนนสถานะที่อยูในขอบเขตจํากัดที่อะตอมมีสารเจือ เปนตามสมการ 

 

                                               ( ) ( ) ( )11 22
imp

0 0

a E a E
N E

N N
−

= =                                                        (2.23)     

 

แทนคาสมการ  (2.23)  ในสมการ (2.22)  จะได 

        

                                                
( )

2
imp2

0 d
1 cosh

N
W N E

E T
=

+∫                                                  (2.24) 

 

   สําหรับตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นพี สถานะยึดเหนี่ยวจะปรากฏรอบสารเจือและตําแหนง

พลังงานของสถานะยึดเหนี่ยวจะเปน  ( ) ( ) 2
B 0sgn / 1p 0E u T u= − Δ +   จากสมการ (2.24)  กําหนดให  

  มีรูปแบบเปนตามสมการ impN

 

                      ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

(0
imp B2 3 22

0 01 1
p p

p

p

N E u T
N E E T E E

u N E u

π
θ δ

Δ
= −Δ +

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
)−                   

(2.25) 

 

โดย             ( )
( )TE

E
EN

p

p 22 Δ−
=  

เมื่อ      คือ   ความหนาแนนสถานะที่ตําแหนงไมมีสารเจือของคลื่น  ( )EN p ix yp p±     

          θ           คือ   ฟงกชันสถานะแบบเฮวดิไช  (Heaviside step function) 

          δ           คือ   ฟงกชันเดลตา 

 

จากสมการ  (2.25)  เทอมแรกคือ ความตอเนื่อง  (Continuum)  และเทอมที่สองคือ สถานะยึดเหนีย่ว 

พิจารณา  W   ทีส่ถานะยึดเหนีย่วโดยนําเทอมที่สองของสมการ  (2.25)  แทนในสมการ  (2.24)  จะได 
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∫                          (2.26) 
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จาก    ( )
( )

B 2 2
B

E E
E E

δδ
π δ

− ≈
⎡ ⎤− +⎣ ⎦

 

 

ดังนัน้ 
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∫                  (2.27) 

 

พิจารณาเฉพาะ      
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จากสมการ       
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และกําหนดให    ( )Bu E E= − , d     จะได du E=
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ดังนัน้ 

                                   ( )
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1 cosh 21
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π
δ

⎡ ⎤Δ⎢ ⎥=
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                                           (2.29) 

  

สําหรับกรณีตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี  ( )2 2 wave
x y
d

−
−  ซึ่งเปนสมมาตรการจับคูสําหรับตัวนํา

ยวดยิ่งอุณหภูมิสูง ในที่นี้จะกําหนด  impN  ตามสมการ 

 

                            ( ) ( )
( ) ( )

imp 22 2
0 0

1

1
d

d

N E
N E

u A E u N E
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⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

                                                     (2.30) 

 

เมื่อ    และ  ( )EA ( )ENd    คือ  สวนจริงและสวนจินตภาพของ ( ) ( )2 2

FS
i i kE Eδ δ+ − + + Δ  
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FS

K                        คือ   คาเฉลี่ยบนพืน้ผิวเฟอรม ิ 

          คือ  สถานะความหนาแนนที่ไมมีสารเจือสําหรับตัวนํายวดยิง่แบบคลื่นดี   ( )ENd

 ที่ตําแหนงสารเจือ   และ  00 ≠u 11 T  สําหรับตัวนาํยวดยิ่งแบบคลื่นดี  จะเกิดพีคที่เหมาะสมกับ

สถานะยึดเหนีย่ว  

งานวิจัยนี้พบวาพีค 11 T   จะเกิดขึ้นโดยสถานะยึดเหนี่ยวของสารเจือ และพีคจะหายไปที่

ตําแหนงที่ไมมีสารเจือ  ซึ่งแสดงถึงความแตกตางใน 11 T  ระหวาง ตําแหนงที่มีสารเจือและตําแหนงที่

ไมมีสารเจือในตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม สําหรับตัวนํายวดยิ่งแบบดั้งเดิมของคลื่นเอส การขึ้นกับ

อุณหภูมิของ 11 T   ไมมีการเปลี่ยนแปลงระหวางตําแหนงที่มีสารเจือและตําแหนงที่ไมมีสารเจือ  ดังนัน้

การเกิดพีค  11 T   ที่ตําแหนงที่มีสารเจือสามารถพิสูจนความเปนตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิม 
 

ความหนาแนนสถานะ 
ในป ค.ศ. 1999 มัสซูโมโตและซิกริทซ  (Matsumoto &  Sigrist.1999: 994-1007) ศึกษา

สมการความหนาแนนสถานะที่อยูในขอบเขตจํากัด  สําหรับการจับคูของสปนแบบทริปเลต  โดยเริ่ม

จาก 

                                ( ) ( ), , Re , , i ik k m mN E x g x Eθ θ ω ω δ⎡ ⎤= → +⎣ ⎦                                      (2.31) 

 

เมื่อ  g  คือ  ฟงกชันกรนี  และ δ  คือ  จํานวนจริง 

ในกรณีนี ้ฟงกชันกรีนเปนแบบกึ่งดั้งเดิม  มีรูปแบบตามสมการ 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2 2 2 2

2

, , , , , , , ,

, , , , 1 e i e

, , , , 1 e

, , , ,

k m x k m x y k m y z k m z

m x ky k x k qx qx
x k m x k m

m y k m y k

x k qx
y k m y k m

m
z k m z k m

g x g x g x g x

g x g x

g x g x

g x g x

θ ω θ ω τ θ ω τ θ ω τ

ω θθ θ
θ ω π θ ω

ω θ ω θ

θ
θ ω π θ ω

ωθ ω π θ ω

− −

−

= + +

⎡ ⎤ Δ−Δ Δ
= − = + −⎢ ⎥

Ω + Δ + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
−Δ

⎡ ⎤= − − = −⎣ ⎦Ω

= − =

) ) ) ) ) ) )

) )

) )

) ) ( ) ( ) ( )
( )

2
2

2 2

i
em x k x k y k qx

m y k

ω θ θ θ

ω θ
−

Δ − Ω Δ Δ
+

Ω ⎡ ⎤Ω + Δ⎣ ⎦

 

                                                                                                                                           (2.32) 

โดยมี  ( ) ( )cosx k kTθ θΔ = Δ    ( ) ( ), sink kTy θ θΔ = Δ ( )2 2, m kω θΩ = +Δ   และ   
Fx

q
υ
Ω

=  

 เมื่อ  ( )i iτ)   คือ  เพาลีเมทริกซ  ( )  , ,i x y z=
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พิจารณาสมมาตรของตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่นพ ี ( )ix yp p+  ซึ่งมีชองวางพลังงาน 

( ) ( ) ( ) ( )(i cos ik x k y k k kT )sinθ θ θ θΔ = Δ + Δ = Δ + θ    เมื่อ ( )TΔ  คือ ชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  

และที่อุณหภูมิต่ําๆ  จะได    แทน  ในสมการ  (2.31) จะไดความหนาแนนสถานะเปน ( ) ( )0Δ≈Δ T zg

 

  ( ) ( xENxEN kk ,,,, )θπθ −=  

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ] ( )( TE

E
xExEE

ky

kykxkx 22
22

2 2sinsgn2cos
Δ−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ−

ΔΔ+Δ
−= θ

θρ
ηρθθηθ

ρ
)                                       

                            ( ) ( ) ( )( ky
Fx

kx
kx Ex θδ

υ
θ

θπ Δ−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ Δ
−Δ+

2
exp )                                          (2.33) 

                                      

  โดย    ( )2 2 ,
Fx

E T ρρ η
υ

= −Δ =  

 

เทอมแรกของสมการ  (2.33)  คือ ความตอเนื่อง  และเทอมที่สองคือ สถานะยึดเหนี่ยว  

 

ในป ค.ศ. 2003  คูเบิรท  (Kuberrt. 2003: 754) ศึกษาความหนาแนนสถานะที่อยูในขอบเขต

จํากัดรอบๆ สารเจือประเภทเปนแมเหล็กและประเภทไมเปนแมเหล็ก ของสภาวะตัวนํายวดยิ่งแบบ

คลื่นดี  (   และความหนาแนนแบบคลื่นดี )DSC ( )DDW  โดยใชรูปแบบฮารมิลโทเนียนเปน 

 
                     

k k k k k k k Qk k
k k k

( . .) i ( . .)σ σ d
σ

H c c c c h c W c c h c d dσ σ σ
σ

+ + +
+↑ − ↓= ∈ + Δ + + + +∈∑ ∑ ∑ ∑ σ

+  

                                                                                     (2.34) ,.).( ↓
+
↓↑

+
↑

+ +++ ∑ dddUdchdcV
k

k σ
σ

σ

 

เมื่อ   คือ  สภาพการกระจายของแถบอิเลก็ตรอนการนํากับความหนาแนนของพารามิเตอร ที่ 

 และ 
k∈

400 meV, 50 meVt t′= = − ( )kk WΔ  คือ ชองวางพลงังานของ ( )DSC DDW  ซึ่งเขียนไดตาม

สมการ   μ−−+=∈ )cos(cos'4)cos(cos2 yxyxk kktkkt 0
k, (cos cos

2
)x yk kΔ

Δ = −     และ                                       

)cos(cos
2

0
k yx kk
W

W −=                                                                           
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โดย    คือ  ฟงกชันกรีนที่ไมมีสารเจือ แสดงดวยเมทริกซดังนี้ ( ω,1
0 kG − )

k

( )

 

                 
k k k

k k Q k1
0

k k

k k k Q

( ) i - 0
i ( ) 0ˆ ( , )
- 0 ( ) i
0 i

W
W

G k
W

W

ω μ
ω μ

ω
ω μ

ω μ

+−

+

− ∈ − Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟− ∈ − Δ⎜ ⎟= ⎜ ⎟Δ + ∈ −
⎜ ⎟⎜ ⎟Δ − + ∈⎝ ⎠

−
−

             (2.35) 

                                     

และฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี 

               

                    ,ˆˆ
2

ˆ)(ˆ)(ˆ
k

02
k

2
k

2

2

300
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ−∈−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∈−−= ∑ ∑− d

dd
VUG

σ
τ

ω
ωττωτωω                      (2.36) 

 

เมื่อ ˆ ( )ατ α   คือ  เพาลีเมทริกซ  และฟงกชนักรนีที่มีสารเจือ สามารถเขยีนในรูป ท-ีเมท

ริกซ   ไดตามสมการ 
( 1, 2, 3α = )

 

                                                                (2.37) );-r(ˆ)(ˆ);r(ˆ);'r-r(ˆ);'r,r(ˆ 000 ωωωωω GTGGG +=

 

เมื่อ  ( )ωT)   คือ  ที-เมทริกซ  เขียนไดตามสมการ 

 

                                                                                                          (2.38) 33 ˆ)(ˆˆ)(ˆ τωτω VGVT d=

 

พิจารณาความหนาแนนสถานะจะเปน 

 

                                  d-wave impurity( , )N r N Nω = +                                                                  (2.39) 

 

เมื่อ   คือ  ความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี และ   คอื ความหนาแนน

สถานะของอิเล็กตรอนที่มีสารเจือ เขียนไดตามสมการ 
d waveN − impurityN

 

                              0
d-wave 11

1 ˆIm ( , )
k

N G k ω
π

⎛
= − ⎜

⎝
∑ ⎞

⎟
⎠
                                                               (2.40) 

                             i 0 -i 0
impurity

11

1 ˆ ˆˆIm e ( , ) ( ) e ( , )k r k r

k k
N G k T Gω ω ω

π
⋅ ⋅⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ k                         (2.41) 
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โดยทัว่ไปความหนาแนนสถานะของสารเจือจะเปน 

 

                             ( 0 0 0 0
impurity 11 11 11 12 21 11

1 Im ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )N G r T G r G r T G rω ω ω ω ω
π

= − − + − ω    

                                             )0 0 0 0
11 12 21 12 22 21( , ) ( ) (- , ) ( , ) ( ) (- , )G r T G r G r T G rω ω ω ω ω+ + ω             (2.42) 

 

ในกรณีของตัวนาํยวดยิ่งแบบคลื่นดี นอกแนวทแยงของท-ีเมทริกซ   สําหรับตัวนาํ

ยวดยิง่แบบคลื่นเอสนอกแนวทแยง ท-ีเมทริกซ  จะไมเปนศูนย 
12 21 0T T= =

สารเจือมีอิทธิพลในชองวาง ซึ่งกําหนดโดยโพลของที-เมทริกซ  หรือ    ซึ่งจะได 1det 0T −⎡ ⎤ =⎣ ⎦

 

                             ( )( ) ( ) 0)()( 2422 =−+∈++∈− ωγωβωωαω VVV dd                                  (2.43) 

 

เมื่อ   ∑ −
∈−

=
k k

k

E 22

)(
)(

ω
ω

ωα ,  ∑ −
∈+

=
k k

k

E 22

)(
)(

ω
ω

ωβ ,  ( ) ∑ −
Δ

=
k k

k

E 22ω
ωγ  

 

 สําหรับตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี ( ) 0=ωγ  และขึ้นกับพารามิเตอร V  และ  โดยใชสมการ  

(2.43)  อธิบายได สวนกรณีของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นเอส 
d∈

( ) 0≠ωγ  ไมสามารถนําสมการ (2.43) 

อธิบายไดทั้งนี้เพราะสารเจือไมมีอิทธิพลในชองวางและสอดคลองกับทฤษฎีแอนเดอรสันสําหรับ

สารเจือประเภทไมเปนแมเหล็กในตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นเอส 

 

ในป ค.ศ.  2007 อะบูออลรับและเคอโนล (Abu  Alrub & Curnoe. 2007: 184511) ศึกษา

อิทธิพลของสารเจือตอสมการความหนาแนนสถานะ โดยไดคํานวณความหนาแนนสถานะ การนํา

ไฟฟา และการนําความรอนของตัวนํายวดยิ่งแบบ nonunitary และไดประยุกตผลไปสูเฟสบี  (B 

phase)  ของสารประกอบ  PrOs4Sb12  ซึ่งเริ่มพิจารณาจากฟงกชันกรีนที่มีสารเจือและมีสปนเปนแบ

บทริปเลต  โดยฟงกชันกรีนตามแนวทแยงเปน 
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นอกแนวทแยง 

 

( ) 0,
2 i i i

k k k k k k k k k k

k k k k k k
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E E E E

σω
iω δ ω δ ω δ ω δ

− − − − + + + +

− − − + + +

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡Δ Δ
= − − + −⎢ ⎥

⎤
⎢ ⎥ ⎢Δ − + + + Δ − + + +⎢ ⎥

⎥
⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦

% %%%

⎦
 

 

                
2 i i i
k k k k k k k k k k k

k k k k k k k

q u v u v u v u v
q E E E E
σ

iω δ ω δ ω δ ω δ
− − − − + + + +

− − − + + +

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡⋅ Δ Δ
+ − − −

⎤
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% %%  (2.45) 

                                                                                                                                            

เมื่อ 
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และ          ( ) ( )( )i k k k k k kq d q d q dσ σ σ× ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅% % % ( )( )σσ ~~ ⋅⋅= kk dq                                       

 

เมื่อ      เพราะ       และ พลงังานในตนเอง (self  energy)   เปน  0=⋅ kk dq kk dq ⊥

( ) ( ) ( )i i inret
ω ω ω δ ω= → + = − Γ∑ ∑  

 

ฟงกชัน  ( ω, )~ kAG   และ  ( ω, )~ kAF )  สามารถหาไดจาก 

 

                                    ( ) ( ),
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i

G

n
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G k i
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dω ω
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%
%                                                             (2.46)  

 

แทนคาจะสามารถหาฟงกชัน  ( ω, )~ kAG   และ  ( )ω,~ kAF   ไดเปน 
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     (2.47) 

และ 
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ความหนาแนนสถานะสามารถหาไดจาก 

 

                                  ( ) ( ),G

k
N Tr A kω ω⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ %                                                                   (2.49)   

 

ใชสมการ  (2.47)  หาความหนาแนนสถานะในตวันาํยวดยิ่ง ไมมีสารเจือไดดังสมการ 

 

                                   ( ) ( ) ( )2 2

,
k k k k

k
N u E vω δ ω δ ω± ± ±

±

E ±⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦∑                                     (2.50)  

 

และความหนาแนนสถานะที่ประกอบดวยสารเจือจะเปนตามสมการ 

 

                                   ( ) ( )
( ) ( )∑

± ± ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Γ+−
Γ

≈
,

22

1
k kE

N
ωωπ

ωω                                               (2.51) 

 

สมการ  (2.51)  คือความหนาแนนสถานะที่ข้ึนกับความเขมขนของสารเจือผานพลังงานในตนเอง ( )0Γ  

และสมการ  (2.51)  สามารถเขียนไดอีกแบบเปน 

 

                                   ( ) ( )
( ) ( ) ( )

32

3 2 2
1

d 12
2j k

kN
E

ω
ω

π π ω=

Γ
=

− +Γ
∑∫ ω

                                   (2.52) 
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กําหนดให  

                                     ( ) 2222
//

22
kFy Ekvkkvp ≈+′+= ⊥                                                         (2.53) 

 

แทนคาสมการ  (2.53)  ลงในสมการ  (2.52)  จะได 

 

                ( ) ( )
( ) ( )

0 2

23 2 2 22 2
01 2

2 1 dp

F

b pN
a pb a v

ω
ω

π
p

ω ωη η

Γ
=

⎡ ⎤ − +Γ−⎣ ⎦
∫                              

                         ( ) ( ) ( )
2 2 1 10

3 2 22 2
1 2

2 1 tan tan
F

pb
a b a v

ω ωω ω
π ωη η

− −
⎡

ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛−⎡ ⎤⎢= −Γ +
⎞

⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜⎣ ⎦ ⎜ ⎟ ⎜Γ Γ⎡ ⎤ ⎢−
⎟⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣⎣ ⎦

 

                             ( ) [ ] ( )
( ) ( ) ( )

⎥
⎥
⎦

⎤
Γ+Γ−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Γ+
Γ+−

Γ+ ωωω
ωω

ωω
ωω 022

22
0ln p
p                                     (2.54) 

 

 สมการ (2.54)  เปนสมการความหนาแนนสถานะที่ข้ึนกบัความเขมขนของสารเจือ  

 



 บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
ในการวิจัยนี้ ผูวิจัยไดดําเนินการตามขั้นตอนดังนี้  

      1.   สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  และสมการอัตรา

การผอนคลายสปนของนิวเคลียส   

      2.   ฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือ 

      3.   ฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ 

      4.   ใชฟงกชันกรนีของตัวนํายวดยิง่ที่มีสารเจือคํานวณหาความหนาแนนสถานะของ

ตัวนํายวดยิง่ที่มีสารเจือ 

              5.  คํานวณหาคาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีสารเจือ  3 

กรณี  คือ  กรณี ไมมีสารเจือ ( )( )0 0du N ε = กรณีที่ มีศักยการกระเจิ งของสารเจืออยางออน 

( )( )10 <<εdNu  และกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง ( )( )10 >>εdNu โดยไดศึกษาที่

ชองวางพลังงานตามสมการ ( )sin 2k d T θΔ = Δ   และ ( )cos 2k d T θΔ = Δ   

                     6.  คํานวณหาสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  

และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี  ใน 3 กรณีที่ศึกษา     

  

สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส และสมการ    
อัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส     

ในฟสิกสควอนตัม  Fermi,s  golden  rule  คือ กฎที่ใชในการคํานวณหาอัตราในการเปลี่ยน

สถานะ หรือ ความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะตอหนวยเวลา จากสถานะไอเกนพลังงานหนึ่ง  

(Energy eigenstate) ไปยังสถานะไอเกนพลังงานอีกสถานะหนึ่ง อันเกิดจากการถูกรบกวน เชน 

สารเจือ  โฟนอน  โฟตอน  และอื่นๆ 

ในการศึกษาจะเริ่มพิจารณาในสถานะไอเกน  n  ของฮารมิลโทเนียน ( )0H  และพิจารณา

ฮารมิลโทเนียนที่ถูกรบกวนเปน  H ′  ถา H ′  เปนฮารมิลโทเนียนที่ไมขึ้นกับเวลา ของระบบสถานะหนึ่ง

ไปยังอีกสถานะหนึ่งโดยมีพลังงานเหมือนกับสถานะเริ่มแรก และถาH ′  เปนฟงกชันการสั่นของเวลา

กับความถี่เชิงมุม ( )ω  ของสถานะหนึ่งไปยังอีกสถานะหนึ่งซึ่งมีความแตกตางของพลังงานเปน ωh   

ในทั้งสองกรณีนี้ ความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะตอหนวยเวลาจากสถานะ n  ไปยังสถานะ 

m  โดยมีการถูกรบกวน สามารถเขียนไดเปน 
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                                         ( )
2

,

2
n m m n

n m
W m H n

h
π δ ε ε→ ′= −∑                                         (3.1) 

 

เมื่อ    m H n′  คือ องคประกอบเมทริกซของการถกูรบกวน H ′  ระหวางสถานะสุดทายและ  

                                    สถานะ เร่ิมแรก                

และอัตราการผอนคลายจะมีความสมัพนัธกับความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะตอหนวยเวลา ซึง่

เขียนไดเปน 

                                                 
1

1
n mW

T →=                                                                        (3.2) 

 
ตอมาจะศึกษาอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสเมื่อมีอันตรกิริยากับแลตทิซ  โดยได

นิยามวา  11R T≡   คืออัตราสวนของความนาจะเปน  ( mnW → )  ของการเปลี่ยนสถานะสปนของ

นิวเคลียส  จากสถานะ  n   ไปยังสถานะ  m   สามารถเขียนในเทอมของฟงกชันกรีน , ωG  และ  
+
ωF   ไดดังนี้ 

 

( ) ( )
2

,

. .
Im i i

2 1 exp
j j

n m
j j

n I m m I n c cCW O qω ω δ
βω
′

→
′

⎡ ⎤+⎣ ⎦= → +⎡ ⎤⎣ ⎦−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑

h
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , exp ij j j j j j j js s q s q s
s

T G R R G R R F R R F R R sω ω ω ω ω ω ω η+
′ ′ ′ ′− −

⎧ ⎫⎡ ⎤× + ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎣ ⎦⎩ ⎭
∑     (3.3)                         

                                                                                                                                              

 เมื่อ   ( ) 28 3 e nC π γ γ= − h   

            ( ) Tqq πω 2=                เมื่อ  1, 2, 3,...q =  

            ( ) ( ) Tss πω 12 +=          เมื่อ   0,1, 2, 3,...s =  

eγ , nγ     คือ  คาคงตัวของอัตราสวนแมเหล็กไจโรของอิเล็กตรอนและนิวเคลียส  ตามลําดับ 

T           คือ  อุณหภูมิ 

jI           คือ  สปนของนิวเคลียส  

ηδ ,        คือ  ปริมาณที่มีคานอยๆ  ที่มีคาลูเขาสูศูนย 

ω           คือ  ความถี่ที่เกิดจากความแตกตางของระดับพลังงานซีแมน  (Zeeman)  ของ

สถานะ n   และ  m  โดยทั่วไป  ω  จะมีคานอย และสามารถกําหนดใหมีคา

เทากับศูนยได 

 

 



 

 

40 

จากสมการ  (3.3)  สามารถเขียนใหมไดเปน 

 
               ( ) ( ) ( )2

,

2 . . d 1n m j j
j j

W C n I m m I n c c f fπ ε ε ε′→
′

⎡ ⎤= + −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦∑ ∫h  

                            ( ) ( ) ( ) ( )Im , Im , Im , Im ,R R R R
E j j E j j E j j E j jG R R G R R F R R F R Rω ω

+

′ ′ ′ ′− −
⎡ ⎤× +⎣ ⎦

           (3.4) 

                                                                                                                                             

เมื่อ ( )f ε  คือ  ฟงกชันการแจกแจงแบบเฟอรมิของอนุภาคที่มพีลังงาน ε   โดย ( ) 1
1Bk Tf

e εε −=
+

                           

จากความหนาแนนสถานะของตัวนาํยวดยิ่งที่มีสารเจือตามสมการ 

 

                         ( ) ( )imp
0

1 Im i i ,0,0ij mN G
N

ε ω ε δ
π

⎡ ⎤= − → +⎣ ⎦                                          (3.5) 

                                   

เมื่อ  0N   คือ  ความหนาแนนสถานะที่ระดับพลังงานเฟอรมิในสถานะนาํปกต ิ

       ijG    คือ  ฟงกชันกรนีที่อยูในรูปเมทริกซ  แถวที่  i   หลักที่   j  

 

กําหนดให 

                                ( )1 Im i i ,0,0ij ij ma G ω ε δ
π

⎡ ⎤= − → +⎣ ⎦                                                 

                                                 

ดังนัน้ 

                         ( ) ( )
imp

0

ija
N

N
ε

ε =                                                                                     (3.6) 

 

สามารถเขยีนสมการ  mnW →  ไดใหมเปน 

          

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

11 22 12 211 d
2

D

D

n m
CW f f a a a a

ω

ω

ε ε ε ε ε ε ε
π→

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − × − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫h
                                                

                          
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2

11 22 12 212 2

1 2  d
2 4 e e

D

D

T T

C a a a a
ω

ε ε
ω

ε ε ε ε ε
π −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤= × − − −⎣ ⎦+⎢ ⎥⎣ ⎦

∫h
           (3.7) 

 

จาก     e ecosh
2

x x

x
−+

=   และ 
2

2
2

1 2sech
cosh e ex xx

x −
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

    จัดรูป  mnW →   จะได 
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              ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
11 22 12 21

1 sech  d
2 4 2

D

D

n m
CW a a a a

T

ω

ω

ε ε ε ε ε ε
π→

−

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= × − − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠∫h
                  (3.8) 

 

จาก    2 2sech
1 cosh 2

x
x

=
+

   จงึเขยีนสมการ  mnW →   ไดเปน 

 

                      
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

11 22 12 21
1 d

4 1 cosh

D

D

n m
CW a a a a

T

ω

ω

ε ε ε ε ε
π ε→

−

⎡ ⎤= × − − −⎣ ⎦+∫h
               (3.9) 

 

แทนคา      ( ) 28 3 e nC π γ γ= − h    โดยที่   1=h   และ 1Bk =   ดังนั้น 

 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
2 11 22 12 214 1 d

3 1 cosh

D

D

n m e n

a a a a
W

T

ω

ω

ε ε ε επ γ γ ε
π ε→

−

− − −⎛ ⎞= ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ∫                 (3.10) 

 

จากนิยาม   11 n mT W →≡  สามารถเขยีนอัตราการผอนคลายสปนของนวิเคลียส ไดเปน 

 

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
2 11 22 12 21

1

1 4 1 d
3 1 cosh

D

D

e n

a a a a
T T

ω

ω

ε ε ε επ γ γ ε
π ε−

− − −⎛ ⎞= ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ∫                  (3.11) 

 

กําหนดให      

                               ( ) ( ) ( ) ( )
( )

11 22 12 21 d
1 cosh

D

D

a a a a
W

T

ω

ω

ε ε ε ε
ε

ε−

− − −
=

+∫  

 

สําหรับตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิมคาของ ( )12a ε  และ  ( )21a ε  เปนศูนยทั้งคู ดังนั้น  W   จะ

เปลี่ยนเปน 

                                    ( ) ( )
( )

11 22 d
1 cosh

D

D

a a
W

T

ω

ω

ε ε
ε

ε−

−
=

+∫                                               (3.12)  

 

และจากความหนาแนนสถานะที่มีสารเจือ ตามสมการ (3.6)  จะได 

 

                                                  ( ) ( ) ( )11 22
imp

0 0

a a
N

N N
ε ε

ε
−

= =                                              (3.13)      

 

แทนคาจะได 
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                                                  ( )
( )

2
imp2

0 d
1 cosh

D

D

N
W N

T

ω

ω

ε
ε

ε−

=
+∫                                         (3.14) 

 

ดังนัน้จะไดอัตราการผอนคลายสปนของนวิเคลียส เปนตามสมการ 

 

                                                 ( )
2

2

1

1 4 1
3 e n W

T
π γ γ

π
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                (3.15) 

 

ฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือ 
ปจจุบันมีทฤษฎีของตัวนํายวดยิ่งที่ไดรับการยอมรับอยางกวางคือ ทฤษฎีบีซีเอส โดยมี

หลักการที่วา  ตัวนําในสถานะนํายวดยิ่งเปน คูอิเล็กตรอนที่ดึงดูดกันดวยปฏิกิริยาที่มีโฟนอนเปนตัว

ชวย  (Electron-phonon interaction)  และ คูของอิเล็กตรอนนี้ถูกเรียกวา คูคูเปอร (Cooper pair)  ซึ่ง

ทฤษฎี บีซีเอส  ไดเสนอแบบจําลองของฮารมิลโทเนียนที่มีคูคูเปอรเปนตัวนําดังนี้ 

 

         0 redH H H= +                                                                (3.16) 

 

เมื่อ   0H   คือ  ฮารมิลโทเนียนของพลังงานจลนของอิเล็กตรอน โดยพิจารณาเทียบกับผิวเฟอรมิ มี

รูปแบบสมการเปน    
0 k k k

k
H C Cσ σ

σ

ε += ∑  

       redH   คือ  ฮารมิลโทเนียนที่เกิดจากอันตรกิริยาแบบดึงดูดกันระหวางคูอิเล็กตรอนที่อยูในชวง

แคบๆ  บริเวณผิวเฟอรมิ มีรูปแบบสมการเปน    ' ' 'red kk k k k k
kk

H V C C C C+ +
↑ − ↓ − ↓ ↑

′

= ∑  

ดังนั้นฮารมิลโทเนียน จะเปน 

 

                                  ' ' '
'

k k k kk k k k k
k kk

H C C V C C C Cσ σ
σ

ε + + +
↑ − ↓ − ↓ ↑= +∑ ∑                                     (3.17) 

 

โดย   ( )k kC Cσ σ
+   คือ  ตัวดําเนินการสราง (ทําลาย) สําหรับอิเล็กตรอนที่มีเวกเตอรคลื่น k  และสปน σ   

kε           คือ  พลังงานจลนของอิเล็กตรอน 

'kkV      คือ   พลังงานศักยดึงดูดของอิเล็กตรอนในคูคูเปอร 

 

จากนิยามของชองวางพลังงาน  (Order  parameter, kΔ ) 
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                           k k k k
k

V C C− ↓ ↑Δ = ∑                                                              (3.18) 

 

ดังนั้นจะเขียนฮามิลโทเนียนไดใหมเปน 

 

                         ( ) ( )k k kk k k k k k k k
k k

H C C C C C C C Cε ε+ + + +
↑ ↑ − ↓ − ↓ ↑ − ↓ − ↓ ↑= + + Δ +∑ ∑        (3.19) 

 

จากนิยามของ ฟงกชันกรีน  

 

                                     ( ) ( ) ( )0 , 0m k kG k Tτω ψ τ ψ ∗= −                                                        (3.20) 

 

เมื่อ ( ) ( )0k k kC Cψ ∗ +
↑ − ↓=     และ ( ) k

k
k

C
C

ψ τ ↑
+
− ↓

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     

จะได 

                  ( ) ( )0 , k
m k k

k

C
G k T C C

Cτω ↑ +
+ ↑ − ↓
− ↓

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                                 k k k k

k k k k

C C C C
T

C C C Cτ

+
↑ ↑ ↑ − ↓

+ + +
− ↓ ↑ − ↓ − ↓

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                                11 12

21 22

G G
G G
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                                                       (3.21) 

 

ในการหาคาเทอมตางๆของฟงกชันกรีนสามารถหาไดจากสมการของ  ไฮเซนเบอรก  

(Heisenberg equation)  โดยนิยามของสมการไฮเซนเบอรก เปน     [ ]di ,
d

O O H
t

=  

เมื่อ  O  คือ ตัวดําเนินการ  และอาศัยสมบัติของตัวดําเนินการดังนี้ 

                        1.  [ ] [ ] [ ], , ,A BC B A C A B C= +        

                        2.  , 1C Cα β
+⎡ ⎤ =⎣ ⎦                           เมื่อ  βα =  

                             , 0C Cα β
+⎡ ⎤ =⎣ ⎦             เมื่อ  βα ≠  

                        3.  , , 0C C C Cα β α β
+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦    เมื่อ α   และ  β   มีคาใดๆ 

 

พิจารณา  ,kC ↑
 

             ( )di ,
d k kC C H
t ↑ ↑= ⎡ ⎤⎣ ⎦  

                  ( ) ( ){ }, k kk k k k k k k k kC C C C C C C C Cε + + + +
↑ ↑ ↑ − ↓ − ↓ ↑ − ↓ − ↓ ↑

⎡ ⎤= ∑ + + Δ +⎣ ⎦
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                              , , , ,k k k kk k k k k k k k k k k kC C C C C C C C C C C Cε ε+ + + +
↑ ↑ ↑ ↑ − ↓ − ↓ ↑ ↑ − ↓ ↑ − ↓ ↑

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + Δ + Δ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                              k kk kC Cε +
↑ − ↓= + Δ  

หรือ di 0
d k Kk kC C
t

ε +
↑ − ↓

⎛ ⎞− − Δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                     (3.22) 

 

ใช ฟูเรยทรานฟอรม (Fourier  transform)  di i
d mt

ω→   และจัดรูปใหตรงกับฟงกชันกรีนจะได 

  

                   ( )i ,m k kk k k k k kT C C T C C C Cτ τω ε + + + +
↑ ↑ − ↓ ↑ ↑ ↑

⎡ ⎤− < − > −Δ < − > = ⎣ ⎦             (3.23) 

 

จะได 

                                                       ( ) 11 21i 1m k kG Gω ε− −Δ =                                          (3.24)  

 

พิจารณา ,kC+
− ↓

 

 

      ( )di ,
d k kC C H
t

+ +
− ↓ − ↓

⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                                                                               

                          ( ) ( ){ }, k kk k k k k k k k kC C C C C C C C Cε+ + + + +
− −− ↓ ↑ ↑ − ↓ − ↓ ↑ − ↓ − ↓ ↑

⎡ ⎤= ∑ + + Δ +⎣ ⎦
  

                     , , , ,k k k kk k k k k k k k k k k kC C C C C C C C C C C Cε ε+ + + + + + + +
− − − −− ↓ ↑ ↑ − ↓ − ↓ − ↓ − ↓ ↑ − ↓ − ↓ − ↓ ↑
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + Δ + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                            

จากเงื่อนไขทีว่า   , ,k k k k k kε ε− − −= Δ = −Δ −Δ = Δ   จะได 

  

                                          di 0
d k kk kC C
t

ε +
− ↓ ↑

⎛ ⎞+ − Δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                         (3.25)

   

ใช ฟูเรยทรานฟอรม   di i
d mt

ω→  และจัดรูปใหตรงกบัฟงกชันกรีนจะได 

 

        ( )i m k kk k k k k kT C C T C C C Cτ τω ε + + + + +
− ↓ ↑ ↑ ↑ − ↓ ↑

⎡ ⎤+ < − > −Δ < − > = ⎣ ⎦                                   (3.26) 

                                                                                                                               

จะได 

                                           ( ) 21 11i 0m k kG Gω ε+ −Δ =                             (3.27) 

 

เมื่อ     mω    คือ  ความถีม่ัตซูบาระ   โดยที่  ( )2 1m T nω π= +  
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           T     คือ  อุณหภูม ิ

           n      คือ  จํานวนเต็มใดๆ     โดยที ่ 0,1, 2,n = K  

และสําหรับ  
kC− ↓

 และ  
kC+
↑

  กท็ําในทํานองเดยีวกนั  ซึ่งสามารถนํามาเขียนในรูปเมทริกซ  ไดเปน 

             

                    ( )
( )

11 12

21 22

i
1

i
m k k

k m k

G G
G G

ω ε
ω ε

⎡ ⎤− −Δ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−Δ + ⎣ ⎦⎣ ⎦

                                                    (3.28) 

 

โดย  0 1 2, ,τ τ τ   และ 3τ   เปนเมทริกซเพาลี ซึง่  

  

               
0 1 2 3

1 0 0 1 0 i 1 0
, , ,

0 1 1 0 i 0 0 1
τ τ τ τ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

จะได 

                              ( ) ( )0 3 1 0i , 1m k k mG kω τ ε τ τ ω− −Δ =                                                     (3.29) 

หรือ   

                                                            ( ) ( )0
3 1

1,
im

m k k

G k ω
ω ε τ τ

=
− −Δ

                                        

 

                                                                                          3 1

3 1 3 1

i1
i i

n k k

n k k n k k

ω ε τ τ
ω ε τ τ ω ε τ τ

+ + Δ
=

− − Δ + + Δ
�  

พิจารณาตัวสวน 

 

                           ( ) ( ) ( )2 2 2
3 1 3 1i im k k m k k n k kω ε τ τ ω ε τ τ ω ε− − Δ + + Δ = − + + Δ�  

 

โดยที่   12 =τ  , 1 2 3iτ τ τ=  ,  3 1 2iτ τ τ=      ดังนั้นจะได 

 

                            ( ) ( )
( )

3 1
0 2 2 2

i
, m k k

m
m k k

G k
ω ε τ τ

ω
ω ε
+ + Δ

= −
+ + Δ

                                                       (3.30) 

 

และสามารถเขียนในรูปเมทริกซ  ไดเปน 
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                            ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2 2 2

i

,
i

m k k

m k k m k k

m
m kk

m k k m k k

G k

ω ε
ω ε ω ε

ω
ω ε

ω ε ω ε

⎡ ⎤+ Δ
−⎢ ⎥

+ + Δ + + Δ⎢ ⎥
= ⎢ ⎥−Δ⎢ ⎥−

⎢ ⎥+ + Δ + + Δ⎣ ⎦

                               (3.31) 

สําหรับฟงกชันกรีนของอิเล็กตรอนที่ตําแหนง  r  เทียบกับ  r′  จะเขียนไดเปน  

 

                           ( ) ( ) ( )
( )

i 3 1
0 2 2 2

i1i , , k r r m k k
m

k m k k

G r r e
ω ε τ τ

ω
ω ε

′⋅ − + + Δ
′ = −

Ω + + Δ
∑                                 (3.32) 

 

ฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ 
ในการศึกษาฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือจะใชการประมาณแบบ ที-เมทริกซ  ซึ่ง

มีรูปภาพฟายนแมน (Feynman diagrams) ดังภาพประกอบ 3.1 

 

  

 

 

 

 
 

ภาพประกอบ 17 แสดงกระบวนการศักยการกระเจงิของสารเจือที่อยูในรูป  ท-ีเมทริกซ 

ที่มา:  Balatsky; Vekhter; &  Zhu. (2006). Review   Modern   Physics. 78. p. 373.  

 

 จากภาพประกอบ  17  สามารถเขียนสมการฟงกชันกรีนได 

 

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , i , , i , ,0 i i ,0,m m m m mG i r r G r r G r T G rω ω ω ω ω′ ′ ′= +                  (3.33) 

 

เมื่อ  ( )i mT ω  คือ  ที-เมทริกซ  เกิดจากการกระเจิงของตัวนําที่เกิดจากสารเจือ เขียนไดตามสมการ 

 

                            ( ) ( ) ( )0i i ,0,0 im m mT U UG Tω ω ω= +                

                                      

โดย  U   คือ  พลังงานศักยการกระเจิงของสารเจือ  และ  30τUU =     



 

 

47 

จัดรูปจะสามารถเขียนสมการ  ( )i mT ω  ไดใหมเปน 

 

                            ( ) ( )
0 3

0 0 3

i
1 i ,0,0m

m

UT
G U

τω
ω τ

=
−

                                                          (3.34) 

ดังนั้น                   

                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 3 0
0 0 3

1i , , i , , i , , 0 i ,0,
1 i ,0,0m m m m

m

G r r G r r G r U G r
G U

ω ω ω τ ω
ω τ

′ ′ ′= +
−

 

                                                                                                                                           (3.35) 

สําหรับ  0r r′= =  จะได  

   

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 3 0
0 0 3

1i ,0,0 i ,0,0 i ,0,0 i ,0,0
1 i ,0,0m m m m

m

G G G U G
G U

ω ω ω τ ω
ω τ

= +
−

 

                                                                                                                                           (3.36) 
 

และจากฟงกชันกรีนในสมการ (3.32)  ถา  0r r′= =  จะเขียนสมการไดใหมเปน 

 

                                    ( ) ( )
( )

3 1
0 2 2 2

i1i ,0,0 m k k
m

k m k k

G
ω ε τ τ

ω
ω ε
+ + Δ

= −
Ω + + Δ
∑                                 (3.37) 

 

พิจารณา  

                                   ( ) ( )
( )

3 1
0 2 2 2

i1i ,0,0 m k k
m

k m k k

G
ω ε τ τ

ω
ω ε
+ + Δ

= −
Ω + + Δ
∑  

                                                      ( )
( )

3 10
2 2 2

i
dm k k

m k k

N ω ε τ τ
ε

ω ε
+ + Δ

=
Ω + + Δ∫                                                                    

                                    ( )0 i ,0,0mG ω   1
0 2 2

i m k

m k

N ω τπ
ω

⎛ ⎞+ Δ⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠

                             (3.38) 

 

โดย          
0 d

k
N ε

∞

−∞

=∑ ∫     และ     
2 2

1 d
a a

πε
ε

∞

−∞

=
+∫        และ   

2 2 d 0
a

ε ε
ε

∞

−∞

=
+∫  

 

พิจารณา 

                           ( ) 1
0 0 3 0 32 2

ii ,0,0 m k
m

m k

G U u ω τω τ τ
ω

⎛ ⎞+ Δ⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠

                          (3.39) 

พิจารณา  
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( )

1
0 32 2

2
0 0 3

1
0 32 2

i1
1

1 i ,0,0 i1

m k

m k

m
m k

m k

u

G U
u

ω τ τ
ω

ω τ
ω τ τ
ω

⎛ ⎞+ Δ⎜ ⎟+
⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠=

− ⎛ ⎞⎛ ⎞+ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠

    (3.40) 

โดย   0 0 0u N Uπ=  

แทนคาสมการ  (3.38), (3.39)  และสมการ  (3.40)  ในสมการ  (3.36)   จะได                               

                           

( )i ,0,0mG ω   1
0 2 2

i m k

m k

N ω τπ
ω

⎛ ⎞+ Δ⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠

 

                          
2 3

21 1
0 0 3 0 02 2 2 2 2

1
0 32 2

i i1

i1

m k m k

m k m k
m k

m k

N u N u

u

ω τ ω τπ τ π
ω ωω τ τ

ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ + Δ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Δ + Δ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ Δ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟⎜ ⎟−

⎜ ⎟⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠

  (3.41) 

 

 สมการ  (3.41)  คือ  สมการฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ โดยมีคาขึ้นอยูกับศักย

การกระเจิงของสารเจือ  ความหนาแนนสถานะที่ระดับพลังงานเฟอรมิในสถานะนําปกติ ความถี่มัตซู

บาระและ ชองวางพลังงาน  ถาพิจารณาฟงกชันกรีนในองศประกอบเมทริกซที่ตําแหนง 11 จะได 

 

        ( )11 0 2 2

ii ,0,0 m
m

m k

G N ωω π
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠

 

                               
2 3

2
0 0 0 02 2 2 2 2

0 2 2

i i1

i1

m k m

m k m k
m

m k

N u N u

u

ω ωπ π
ω ωω

ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Δ + Δ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎥⎢ ⎦⎣⎜ ⎟⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟+ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠

     (3.42) 

 
การคํานวณหาความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ 

ปจจุบันไดมีการแบงประเภทของสารเจือเปน  2 ประเภท คือ สารเจือประเภทไมเปนแมเหล็ก 

(non-magnetic  impurities) และสารเจือประเภทแมเหล็ก (magnetic  impurities) โดยสารเจือ

ประเภทไมเปนแมเหล็ก จะมีโมเมนตลัพธของอะตอมหักลางกันพอดีจึงไมมีผลเนื่องจากสปน ดังนั้น

เมื่อเติมสารเจือประเภทนี้ลงไปในตัวนํายวดยิ่งจึงไมมีผลตออุณหภูมิวิกฤติของตัวนํายวดยิ่ง เพียงแต

ทําใหมีชองวางพลังงานมากขึ้น  และสําหรับสารเจือประเภทแมเหล็กจะมีโมเมนตแมเหล็กซึ่งจะมี

อันตรกิริยากับสปนของอิเล็กตรอนในคูคูเปอร  ทําใหอิเล็กตรอนตัวใดตัวหนึ่งในคูคูเปอรกลับทิศของ

สปนสงผลใหคูคูเปอรถูกทําลาย  และเมื่อจํานวนคูคูเปอรลดลง  อุณหภูมิวิกฤตและชองวางพลังงานจึง
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ลดลงดวย  ซึ่งในสวนงานวิจัยนี้จะพิจารณาสารเจือประเภทไมเปนแมเหล็ก ในการศึกษาความ

หนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีสารเจือ  จะเริ่มพิจารณาจากความหนาแนนสถานะที่

มีสารเจือ 

  

                          ( ) ( )imp 11
0

1 Im i i ,0,0mN G
N

ε ω ε δ
π

⎡ ⎤= − → +⎣ ⎦                                        (3.43)         

 

พิจารณาความหนาแนนสถานะที่มีสารเจือ ของฟงกชันกรีนในองศประกอบเมทริกซ ที่ตําแหนง 11  

โดยนําสมการ  (3.42)  แทนคาในสมการ  (3.43)  แลวพิจารณาเฉพาะสวนจินตภาพ  โดยให δ   มีคา

นอยๆ   จะได 

                           ( )impN ε    
3

2
022 2 2 2

0 2 2

1

1
k k

k

u

u

ε ε

ε εε
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= −
⎢ ⎥⎜ ⎟− Δ −Δ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟+

⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠

               (3.44) 

 

 จัดรูปสมการใหม   โดยให     ( )
2 2d

k

N εε
ε

=
−Δ

     จะได 

  

                            ( ) ( ) ( )
( )( )

2 3
0

2 2
01

d
imp d

d

u N
N N

u N
ε

ε ε
ε

= −
+

 

                                       ( )
( )( )2 2

01
d

d

N
u N

ε
ε

=
+

                                                                  (3.45) 

 

ดังนั้นจะไดความหนาแนนสถานะที่เกิดจากสถานะที่ไมถูกยึดเหนี่ยวเปนตามสมการ (3.45) 

พิจารณาหาตําแหนงพลังงานที่สถานะยึดเหนี่ยวโดยเริ่มจากการพิจารณา ทีเมทริกซ จาก

สมการ  (3.34)    จะได  

 

                                     
( ) ( )0

0 3

1 1 i ,0,0
i m

m

G
T U

ω
ω τ

= −                                                   (3.46) 

 

แทนคาสมการ (3.37)  ในสมการ  (3.46)    โดยที่  ( )0Im i i ,0,0mG ω ε δ⎡ ⎤→ +⎣ ⎦   จะได  

 

                                     
( )

1
0 2 2

0 3

1 1
i i

k

m k

iN
T U

ε δ τπ
ω τ ε

⎛ ⎞+ + Δ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠
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                                                    1
0 2 2

0 3

i1 k

k

N
U

ε τπ
τ ε

⎛ ⎞+ Δ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠

                                            (3.47) 

 

สําหรับตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นพีและแบบคลื่นดี ที่ตําแหนงนอกแนวทแยงจะเปนศูนย จะได 

                                    
( ) 0 2 2

0 3

1 1 i
i m k

N
T U

επ
ω τ ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠

                               (3.48) 

 

หรือเขียนในรูปเมทริกซได 

 

                                     
( )

( )

( )

0

2 2
0

0

2 2
0

i1 0
1

i1i 0

k

m

k

N
U

NT
U

π ε

ε

π εω

ε

⎡ ⎤+⎢ ⎥
− Δ⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎢ ⎥− Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

             

 

ที่ตําแหนงสถานะยึดเหนี่ยว คาของ  det   
( )

1
i mT ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 จะมีคาเปนศูนย  

 

                                
( ) ( )

0 0

2 2 2 2
0 0

i i1 1 0
k k

N N
U U

π ε π ε

ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− Δ −Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�                           (3.49) 

                                                                
( )

2 2 2
0

2 2 2
0

1 0
k

N
U

π ε
ε

− − =
−Δ

 

ให   0 0 0u N Uπ=   จะได  

                                                   
2
01

k

u
ε Δ

=
+

                                                          

    

ดังนั้นจะไดพลังงานที่สถานะยึดเหนี่ยว เปน 

 

                                                  
2
01

k
B

u
ε Δ

=
+

                                                        (3.50) 

 

พิจารณา ( )impN ε  ที่ตําแหนงสถานะยึดเหนี่ยว 
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x

y y

x

จากนิยาม                           ( ) ( )
0

2
01

B
imp

u
N

u
π ε

ε =
+

                                                               (3.51) 

 

แทนคาสมการ  (3.50)  ลงในสมการ  (3.51)  จะได 

                                         ( ) ( )
0
2 2
0 01 1

k
imp

u
N

u u

π
ε Δ

=
+ +

 

                                                         
( )

0
3 22

01
ku

u

π Δ
=

+
                                                            (3.52) 

 

ดังนั้น สมการความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ  จะเปน 

 

                                     ( ) ( )
( )( ) ( )

0
3 22 2 2

0 0
1 1

d k
imp

d

N u
N

u N u

ε π
ε

ε
Δ

= +
+ +

                               (3.53) 

 

โดย  เทอมที่หนึ่ง  คือ  ความหนาแนนสถานะที่เกิดจากสถานะที่ไมถูกยึดเหนี่ยว  

        เทอมที่สอง  คือ  ความหนาแนนสถานะที่เกิดจากสถานะยึดเหนี่ยว  (bound state) 

 

การคํานวณหาคาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีสารเจือ   
 เนื่องจากตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีเปนตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูง มีลักษณะการนําไฟฟาแบบ 2 

มิติ  และสวนใหญจะเปนตัวนํายวดยิ่งแบบชองวางพลังงานเดี่ยว  ที่มีสมมาตรของชองวางพลังงานที่

แตกตางกัน  ซึ่งสมมาตรของชองวางพลังงานแบบคลื่นดีจะเปน  xyd  หรือ  2 2x y
d

−
 แบบ  2 มิติ โดยจะ

มีชองวางพลังงานตามสมการ ( )sin 2k d T θΔ = Δ    และ  ( )cos 2k d T θΔ = Δ   ตามลําดับ ลักษณะ

ของชองวางพลังงานของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีทั้งสองแบบจะมีลักษณะดังภาพประกอบ 18 

 
 
 
 

 

 

                     ภาพประกอบ (ก)                                                ภาพประกอบ (ข)  
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ภาพประกอบ 18  (ก) แสดงลักษณะของชองวางพลังงานของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่น xyd   (ข)   

       แสดงลักษณะของชองวางพลงังานของตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่น  2 2x y
d

−
 

 

 
1.  ตัวนํายวดยิ่งแบบคลืน่  xyd    

               สําหรับการวิจยันี้จะพิจารณาตัวนาํยวดยิ่งแบบคลื่น xyd ซึ่งจะมีลักษณะการนําไฟฟาละ

โครงสรางแบบ  2  มิติ  โดยมุมθ  เปนมุมที่กวาดไปบนระนาบ  โดยสมมาตรชองวางพลงังานเปน   

( )sin 2k d T θΔ = Δ  นาํชองวางพลังงานมาแทนคา เพื่อหาคาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะของตัวนาํ

ยวดยิง่ที่มีสารเจือ  ( )( )impN ε   จะไดตามสมการ 
 

                ( ) ( )
( )( ) ( )

0
3 22 2 2

0 0
1 1

d k
imp

d

N u
N

u N u

ε π
ε

ε
Δ

= +
+ +

                                                            

                                                     ( )
( )( )

( )
( )

2
0

3 22 2 2
00 0

sin 21 d
21 1

d d

d

N u T
u N u

πε π θ
θ

πε
Δ

= +
+ +

∫          

                                                 ( )
( )( )2 2

0

0
1

d

d

N
u N

ε
ε

= +
+

                                                 (3.54) 

 

      จากสมการ  (3.54)  จะพบวาคาเฉลี่ยของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือที่เกิดจากสถานะยึด

เหนี่ยว (bound state) จะมีคาเฉลี่ยทั่วผิวเฟอรมิเปนศูนย ตอไปจะพิจารณาหาคาเฉลี่ยของตัวนํายวด

ยิ่ งที่มีสาร เจือ   ที่ เกิดจากสถานะที่ ไมถูกยึด เหนี่ ยวทั่ วผิว เฟอร มิ  โดยจะพิจาณาในกรณี   

( )0 0 ,du N ε =  ( ) 10 <<εdNu      และ  ( ) 10 >>εdNu    ดังนี้ 

 
     1.1  กรณ ี ( )0 0du N ε =        

             พิจารณากรณีตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือ  ความหนาแนนสถานะที่เกิดจากสถานะที่

ไมถูกยึดเหนี่ยวทั่วผิวเฟอรมิ จะลดรูปเปน ( ) ( )imp dN Nε ε=  กําหนดใหชองวางพลังงานคือ  

( )sin 2k d T θΔ = Δ   สามารถแสดงความพันธของ  ( )dN ε   กับ  ( )/ d Tε Δ  ไดดังภาพประกอบ 19 
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ภาพประกอบ 19  แสดงความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิง่แบบคลื่นดีที่ไดจากทฤษฎี บซีีเอส 

  

                จากภาพประกอบ 19 พบวาความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี  จะ

เกิดพีคที่พลังงานของอิเล็กตรอนมีคาเทากับคาชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  และเมื่อพลังงานของ

อิเล็กตรอนมีคานอยกวาคาชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ ความหนาแนนสถานะจะมีคาเพิ่มข้ึน

แบบเสนตรง  แตเมื่อพลังงานของอิเล็กตรอนมีคามากกวาคาชองวางพลังงานที่ขึ้นกับอุณหภูมิ ความ

หนาแนนสถานะจะมีคาลดลง  ดังนั้นจึงกลาวไดวาในกรณี  ( )0 0du N ε =   สามารถคํานวณหาคาเฉลี่ย

ของ ( )impN ε  ได  โดยเริ่มพิจารณาคาเฉลี่ยของความหนาแนนสถานะบนพื้นผิวเฟอรมิ   

 

                                    ( ) ( )imp dN Nε ε=  

                                                          
2

2 2
0

1 d
2

k

π ε θ
π ε

=
−Δ

∫                                               (3.55) 

 

เมื่อ  ...    คือ  คาเฉลี่ยบนพืน้ผิวเฟอรม ิ  แทนคา  ( )sin 2k d T θΔ = Δ    ในสมการ  (3.55)   จะได 

 

                                        ( )
( )

2

2 2 2
0

1 d
2 sin 2

imp

d

N
T

π εε θ
π ε θ

=
−Δ

∫                                  

                                                             
( )
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2
0 2

2

2 1 d

1 sind T

π

θ
π

θ
ε

′=
Δ

′−
∫                                 (3.56) 
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เมื่อ  2θ θ′ =   

จากสมการ  (3)   ตามภาคผนวก ก    จะได 

                       
( )

( ) ( )
2

2
0 2

2

2 1 2d F , ,
2

1 sin

d
d

d

T
T

T

π πθ ε
π π ε

θ
ε

⎛ ⎞Δ
′ = > Δ⎜ ⎟

Δ ⎝ ⎠′−
∫                        

 

และจากนิยามสมการ  (9)  ตามภาคผนวก ก  โดย   

  ( )F ,x k   คือ  ฟงกชันอิลลิปติกเลอจองดชนิดที่ 1 (Legendre elliptic integral of the 1st  kind) 

  ( )K k      คือ  ฟงกชันอิลลิปติกชนิดที่ 1 แบบสมบูรณ (Complete elliptic integral of the 1st  kind)  

  ( ),x kΕ   คือ  ฟงกชันอิลลิปติกเลอจองดชนิดที่ 2 (Legendre elliptic integral of the 2nd  kind)                     

  ( )kΕ      คือ  ฟงกชันอิลลิปติกชนิดที่ 2  แบบสมบูรณ (Complete  elliptic integral of the 2nd  kind)  

 

ดังนั้นเมื่อ  ( )d Tε > Δ   จะได 

 

                                
( )

( )2

2
0 2

2

2 1 2d K

1 sin

d

d

T

T

π

θ
π π ε

θ
ε

⎛ ⎞Δ
′ = ⎜ ⎟

Δ ⎝ ⎠′−
∫         (3.57)                         

 

และเมื่อ  ( )d Tε < Δ    โดยนิยามสมการ  (11)   ตามภาคผนวก   ก    จะได 

 

                                 
( ) ( ) ( )

2

2
0 2

2

2 1 2d K

1 sin
d dd

T TT

π ε εθ
π π

θ
ε

⎛ ⎞
′ = ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ΔΔ ⎝ ⎠′−

∫        (3.58)                 

 

แทนคาจะไดคาเฉลี่ยของ ( )impN ε  เปนตามสมการ 

 

                                     ( ) ( )2 K d
imp

T
N ε

π ε
⎛ ⎞Δ

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                               ( ), d Tε > Δ  

                                                       
( ) ( )

2 K
d dT T
ε ε

π
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
                   ( ), d Tε < Δ          
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                           สมการขางบนคือ สมการความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่ไมมี

สารเจือ  ซึ่งมีคาขึ้นอยูกับพลังงานของอิเล็กตรอนและชองวางพลังงานที่ขึ้นกับอุณหภูมิ  โดยอยูในรูป

ของฟงกชันอิลลิปติก ชนิดที่ 1 แบบสมบูรณ 
 

1.2 กรณ ี ( ) 10 <<εdNu   
             พิจารณากรณีที่มีสารเจือเพียงเล็กนอย  หรือ  กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจือ

อยางออน  ซึ่งจะนิยามโดย  ( ) 10 <<εdNu   กําหนดใหชองวางพลังงาน คือ  ( )sin 2k d T θΔ = Δ    

สามารถแสดงความพันธตางๆ  ไดดังภาพประกอบ  20  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ (ก) 

 

 

    

 

 

 

  

 

 

 

ภาพประกอบ (ข) 
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ภาพประกอบ  20 แสดงความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีการกระเจิงของ   

       สารเจืออยางออน  (ก) แสดงความสัมพันธระหวาง  ( )0 du N ε   กับ  ( )d Tε Δ   และ 0u    (ข)   

        แสดงความสัมพันธระหวาง  ( )0 impu N ε   กับ  ( )d Tε Δ   และ 0u  

   จากภาพประกอบ 20 (ก) พบวาความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี

ที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน  จะเกิดพีคที่พลังงานของอิเล็กตรอนมีคาเทากับคาชองวาง

พลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ และเมื่อพลังงานของอิเล็กตรอนมีคานอยกวาคาชองวางพลังงานที่ข้ึนกับ

อุณหภูมิ ความหนาแนนสถานะจะมีคาเพิ่มข้ึน  แตเมื่อพลังงานของอิเล็กตรอนมีคามากกวาคาชองวาง

พลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  ความหนาแนนสถานะจะมีคาลดลง และจากภาพประกอบ 20 (ข) พบวา

ความหนาแนนสถานะที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน จะเกิดพีคเล็กๆ ที่พลังงานของ

อิเล็กตรอนมีคาเทากับคาชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  และพีคนี้มีคาไมเกินหนึ่ง ดังนั้นจึงกลาวได

วาในกรณี  ( ) 10 <<εdNu  สามารถคํานวณหาคาเฉลี่ยของ ( )impN ε ไดอยูในชวงของคาที่เปนไปได  

โดยมีความสอดคลองกับทฤษฎีบีซีเอสที่วา  ( )0 du N ε  ตองมีคานอยๆ กวาหนึ่ง  

    การคํานวณหาคาเฉลี่ยของ ( )impN ε  เร่ิมพิจารณาจาก 

 

                                  ( ) ( )
( )( )2 2

01
d

imp
d

N
N

u N
ε

ε
ε

=
+

 

                                              ( ) ( )( ) 12 2
01d dN u Nε ε

−
= +                                           (3.59) 

 

จากการกระจายทวนิาม (Binomial series) 

 

                                     ( ) ( ) ( )( )2 31 1 2
1 1 ...

2! 3!
n n n n n n

x nx x x
− − −

+ = + + + +             เมื่อ  1x <  

 

สําหรับกรณีที ่   ( ) 122
0 <<εdNu พิจารณาเพียง 2 เทอมแรก จะได 

 

                       ( )( ) ( )
12 2 2 2

0 01 1d du N u Nε ε
−

+ ≅ −                                                              (3.60) 

 

แทนคาสมการ  (3.60)  ในสมการ (3.59)  จะได 

 

                                     ( ) ( ) ( )2 3
0imp d dN N u Nε ε ε≅ −                                             (3.61) 
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ดังนัน้คาเฉลี่ยบนพืน้ผิวเฟอรมิ เปน  

 

                                  ( ) ( ) ( )2 3
0imp d dN N u Nε ε ε= −   

                          ( )impN ε        
( )

2 2 2 3
0

32 2 2 20 0

1 1d d
2 2

k k

uπ π εε θ θ
π πε ε

= −
−Δ −Δ

∫ ∫                     (3.62) 

 

เมื่อ  ...    คือ  คาเฉลี่ยบนพืน้ผิวเฟอรม ิ แทนคา  ( )sin 2k d T θΔ = Δ    จะได   

 

            ( )
( ) ( )( )

2 22
0

32 2 2 2 2 20 0

1 d d
2 2sin 2 sin 2

imp

d d

uN
T T

π πε εε θ θ
π πε θ ε θ

= −
−Δ −Δ

∫ ∫          

                                  
( ) ( )

2 22
0

32 20 02 2
2 2

22 1 1d d

1 sin 1 sin
d d

u
T T

π π

θ θ
π π

θ θε ε

′ ′= −
Δ ⎛ ⎞Δ′− ⎜ ⎟′−

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫        (3.63)                         

  

พิจารณาเทอมแรกของ  ( )impN ε  ในสมการ (3.63)  ซึ่งจะมีรูปแบบสมการเชนเดียวกับสมการ 

(3.57)  และ (3.58)  คือ 

  

                       
( )

2

2
0 2

2

2 1 d

1 sind T

π

θ
π

θ
ε

′
Δ

′−
∫    ( )2 d T

π ε
⎛ ⎞Δ

= Κ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                          ( ), d Tε > Δ                                      

                                                                    
( ) ( )

2

d dT T
ε ε

π
⎛ ⎞

= Κ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
          ( ), d Tε < Δ     (3.64) 

       

พิจารณาเทอมที่สองของ  ( )impN ε  ในสมการ  (3.63) 

จากสมการ  (4)   ตามภาคผนวก ก   จะได 

 

            
( ) ( )

( )22 2
0 0

3 2
20

2 2
2

2 21 1d ,
2

11 sin

d

d
d

Tu u
TT

π πθ
π π ε

θ εε

⎛ ⎞Δ
′ = Ε⎜ ⎟Δ⎛ ⎞ ⎝ ⎠Δ −⎜ ⎟′−

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫      ( ), d Tε > Δ      

                                                                                                                                         

และจากนิยามสมการ  (10) ตามภาคผนวก ก   ดังนั้นเมื่อ  ( )d Tε > Δ    จะได 
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( ) ( )

( )22 2 2
0 0

3 2 2
20

2
2

2 21 d

1 sin

d

d
d

Tu u
TT

π εθ
π π ε ε

θ
ε

⎛ ⎞Δ
′ = Ε⎜ ⎟− Δ⎛ ⎞ ⎝ ⎠Δ

⎜ ⎟′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                    (3.65) 

พิจารณา    
( )

2

2 2
d T

ε
ε − Δ

    ในสมการ (3.65)  ใชการกระจายทวินาม จะได 

   

                                     
( )

( )22

2 2 21 d

d

T
T

ε
ε ε

Δ
≅ +

−Δ
                                                             

 

แทนคาจะได 

 

       
( )

( ) ( )2 2 22 2
0 0

3 2
20

2
2

2 21 d

1 sin

d d

d

T Tu u

T

π ε
θ

π π ε ε
θ

ε

⎛ ⎞+ Δ Δ
′ ≅ Ε⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎝ ⎠Δ
⎜ ⎟′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                          (3.66) 

 

และเมื่อ  ( )d Tε < Δ    จากนิยามสมการ  (12)   ตามภาคผนวก ก  จะได              

 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2 2 3 2 22 2
0 0

3 3 2
20

2
2

2 21 d K

1 sin

d d d

d d d
d

T T Tu u
T T TT

π ε εε εθ
π π ε

θ
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ + Δ − Δ
′ = Ε +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦Δ

⎜ ⎟′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

                                                                                                                                           (3.67)                         

                                                                                                                                            

            เนื่องจากสารเจือมีคาเพียงเล็กนอย ดังนั้นในการคํานวณครั้งนี้จะมีผลเนื่องจาก

สมการ (3.67) นอยมาก  จึงสามารถตัดสมการนี้ทิ้งได  แทนคาสมการ (3.64) และ (3.66)ในสมการ  

(3.63)  จะไดคาเฉลี่ยของ ( )impN ε  ในกรณีที่ ( ) 10 <<εdNu  เปนตามสมการ 

 

                ( )impN ε   ( ) ( ) ( )2 22
0

2

22 d d dT T Tu ε
π ε π ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ + Δ Δ
= Κ − Ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                  ( ), d Tε > Δ               

                                      
( ) ( )

2

d dT T
ε ε

π
⎛ ⎞

= Κ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
                                                 ( ), d Tε < Δ  
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0u

( )0 du N ε

( )/ d Tε Δ

0
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0
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4

5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

1

2

3

4( )/ d Tε Δ
0u

( )0 impu N ε

             สมการขางบนคือ สมการความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลืน่ดทีีม่ศีกัย

การกระเจิงของสารเจืออยางออน   ( )( )0 1du N ε <<    โดยมีคาขึ้นอยูกับพลังงานของอิเล็กตรอน และ

ชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ โดยอยูในรูปของฟงกชันอิลลิปติก ชนิดที่ 1 และ ชนิดที่ 2 แบบ

สมบูรณ  
    

    1.3  กรณี   ( ) 10 >>εdNu   
       พิจารณากรณีที่มีสารเจือมากๆ หรือ กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง  ซึ่ง

จะนิยามโดย  ( ) 10 >>εdNu   กําหนดใหชองวางพลังงาน คือ ( )sin 2k d T θΔ = Δ  สามารถแสดงความ

พันธไดดังภาพประกอบ 21  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ (ก) 
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ภาพประกอบ (ข) 
   
ภาพประกอบ  21  แสดงความหนาแนนสถานะของตัวนาํยวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีศักยการกระเจงิของ  

       สารเจืออยางแรง  (ก)  แสดงความสมัพันธระหวาง  ( )0 du N ε   กับ  ( )d Tε Δ   และ 0u     (ข)    

       แสดงความสัมพันธระหวาง  ( )0 impu N ε   กับ  ( )d Tε Δ   และ 0u  

    จากภาพประกอบ 21  (ก)  พบวาความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่น

ดีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง จะเกิดพีคที่พลังงานของอิเล็กตรอนมีคาเทากับคาชองวาง

พลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  และเมื่อพลังงานของอิเล็กตรอนมีคานอยกวาคาชองวางพลังงานที่ข้ึนกับ

อุณหภูมิ ความหนาแนนสถานะจะมีคาเพิ่มข้ึน  แตเมื่อพลังงานของอิเล็กตรอนมีคามากกวาคาชองวาง

พลังงานที่ขึ้นกับอุณหภูมิ  ความหนาแนนสถานะจะมีคาลดลง  และจากภาพประกอบ 20 (ข) พบวา

ความหนาแนนสถานะที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง จะเกิดพีคเล็กๆ ที่พลังงานของ

อิเล็กตรอนมีคาเทากับคาชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  และพีคนี้มีคาไมเกินหนึ่ง ดังนั้นจึงกลาวได

วาในกรณี  ( ) 10 >>εdNu  สามารถคํานวณหาคาเฉลี่ยของ ( )impN ε ไดโดยมีคานอยกวาหนึ่ง  ซึ่งแสดง

วาอยูในขอบเขตที่จะสามารถใชการคํานวณแบบบีซีเอสได  

   การคํานวณหาคาเฉลี่ยของ ( )impN ε   เร่ิมพิจารณาจาก 

 

                                  ( ) ( )
( )( )2 2

01
d

imp
d

N
N

u N
ε

ε
ε

=
+

 

                                             ( )
( ) ( )

1

2 2 2 2
0 0

11d

d d

N
u N u N

ε
ε ε

−
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                   (3.68) 

 

จากการกระจายทวนิาม   กรณีที่   ( ) 122
0 >>εdNu    พจิารณาเพียง 2 เทอมแรก   จะได 

 

                    
( ) ( )

1

2 2 2 2
0 0

1 11 1
d du N u Nε ε

−
⎛ ⎞
+ ≅ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                                             

 

แทนคาจะได 

                                       ( )impN ε  
( ) ( )2 4 3

0 0

1 1

d du N u Nε ε
= −                                             (3.69) 

 

คาเฉลี่ยบนพืน้ผิวเฟอรมิ  เปน        
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                                 ( ) ( ) ( )2 4 3
0 0

1 1
imp

d d

N
u N u N

ε
ε ε

= −  

                                                     ( )3
2 22 22 2

2 4 3
0 00 0

1 1d d
2 2

kk

u u

π π εε
θ θ

π ε π ε

− Δ−Δ
= −∫ ∫              (3.70) 

 

แทนคา  ( )sin 2k d T θΔ = Δ    จะได 

 

         ( )
( ) ( )( )3

2 2 22 2 22 2

2 4 3
0 00 0

sin 2sin 21 1d d
2 2

dd
imp

TT
N

u u

π π ε θε θ
ε θ θ

π ε π ε

− Δ−Δ
= −∫ ∫                                     

                                ( ) ( )
3

2 22 2
2 2

2 2 4 2
0 00 0

2 21 sin d 1 sin dd dT T
u u

π π

θ θ θ θ
π ε π ε

⎛ ⎞Δ Δ
⎜ ⎟′ ′ ′ ′= − − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫         (3.71) 

 

พิจารณาเทอมแรกของ  ( )impN ε  ในสมการ (3.71) 

จากสมการ  (1)  และจากนิยามสมการ  (10)  ตามภาคผนวก ก    จะได 

 

                  ( ) ( )2 2
2

2 2 2
0 00

2 21 sin d ,
2

d dT T
u u

π πθ θ
π ε π ε

⎛ ⎞Δ Δ
′ ′− = Ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

                                                                 ( ) ( )2
0

2 ,d
d

T
T

u
ε

π ε
⎛ ⎞Δ

= Ε > Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                (3.72) 

    

ตอมาพิจารณาสมการ  (3.72)  จากนิยามสมการ  (12)   ตามภาคผนวก ก  จะได              
                      

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
2

2 2 2 2
0 00

2 21 sin d 1 K
d

d d

d d

T T
u u T T T

π ε ε εθ θ
π ε π ε

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
′ ′− = Ε + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  

                                                                                                                      ( ), d Tε < Δ                (3.73) 
                                                                                                                                                              
พิจารณาเทอมที่สองของ  ( )impN ε  ในสมการ (3.71) 

จากสมการ  (2)  และจากนิยามสมการ  (9)  , (10) ตามภาคผนวก ก  จะได    

 

  ( )
3

2 2
2

4 2
0 0

2 1 sin dd T
u

π

θ θ
π ε

⎛ ⎞Δ
⎜ ⎟′ ′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫    
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            ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

4 2 2
0

4 22 1 , F ,
3 2 2

d d d dT T T T
u

ε επ π
π ε ε ε ε

⎡ ⎫⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ − Δ Δ ⎪⎧ ⎢= Ε − ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎩ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎦⎭⎣

                                             

            ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

4 2 2
0

4 22 1 K
3

d d d dT T T T
u

ε ε
π ε ε ε ε

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ −Δ Δ ⎪⎧= Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎩ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭
     ( ), d Tε > Δ  

                                                                                                                                           (3.74)                         

ตอมาพิจารณาสมการ  (3.74)  จากนิยามสมการ  (11) ,  (12)  ตามภาคผนวก ก   จะได 

( )
3

2 2
2

4 2
0 0

2 1 sin dd T
u

π

θ θ
π ε

⎛ ⎞Δ
⎜ ⎟′ ′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

                        ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2 3 2 2

4 3 2
0

4 22 1 K
3

d d d

d d d

T T T
u T T T

ε εε ε
π ε

⎡ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ − Δ −Δ
⎢= Ε +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣

         

                                      ( )
( ) ( )

2 2

Kd

d d

T
T T

ε ε
ε

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ
− ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

                                       ( ), d Tε < Δ                           (3.75) 

 

แทนคาสมการ (3.72) - (3.75)  ในสมการ (3.71)  จะไดคาเฉลี่ย ( )impN ε  กรณี  ( ) 10 >>εdNu เปน 

 

 ( )impN ε   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 4 2 2
0 0

4 22 2 1 K
3

d d d d dT T T T T
u u

ε ε
π ε π ε ε ε ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ − Δ Δ −Δ Δ
= Ε − Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦⎣

                                         

                                                                                                                              ( ), d Tε > Δ                 

                   ( )
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2 2

2 2
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d

d

d d

TT
u T T T

εε ε
π ε

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞−ΔΔ
= Ε +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                          ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2 3 2 2

4 3 2
0

4 22 1 K
3

d d d

d d d

T T T
u T T T

ε εε ε
π ε

⎡ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ − Δ −Δ
⎢− Ε +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣

 

                                       ( )
( ) ( )

2 2

Kd

d d

T
T T

ε ε
ε

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ
− ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

                          ( ), d Tε < Δ  

 
           สมการขางบนคือ สมการความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มี

ศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง   ( )( )0 1du N ε >>    โดยมีคาขึ้นอยูกับพลังงานของอิเล็กตรอน 

และชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  โดยอยูในรูปของฟงกชันอิลลิปติกชนิดที่ 1 และ 2  แบบสมบูรณ  

 
2.  ตัวนํายวดยิ่งแบบคลืน่  2 2x y

d
−

   

    สําหรับการวิจัยนี้จะพิจารณาตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่น 2 2x y
d

−
 ซึ่งจะมีลักษณะการนําไฟฟา

และโครงสรางแบบ  2  มิติ   โดยมุม  θ   เปนมุมที่กวาดไปบนระนาบ  และมีสมมาตรชองวางพลังงาน
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เปน   ( )cos 2k d T θΔ = Δ   นําชองวางพลังงานมาแทนคา  เพื่อหาคาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะของ

ตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ  ( )( )impN ε   จะไดตามสมการ 

                                                                                                             

                             

 

       ( )impN ε    ( )
( )( )

( )
( )

2
0

3 22 2 2
00 0

cos 21 d
21 1

d d

d

N u T
u N u

πε π θ
θ

πε
Δ

= +
+ +

∫                                           

                                        ( )impN ε  ( )
( )( )2 2

0

0
1

d

d

N
u N

ε
ε

= +
+

                                             (3.76) 

 

    จากสมการ  (3.76)  จะพบวาคาเฉลี่ยของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือที่เกิดจากสถานะยึด

เหนี่ยวจะมีคาเฉลี่ยทั่วผิวเฟอรมิเปนศูนย ตอไปจะพิจารณาหาคาเฉลี่ยของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ  ที่

เกิดจากสถานะที่ไมถูกยึดเหนี่ยวทั่วผิวเฟอรมิ  โดยจะพิจาณาในกรณี ( )0 0 ,du N ε =   ( ) 10 <<εdNu     

และ  ( ) 10 >>εdNu    ดังนี้ 

 
     2.1  กรณี  ( )0 0du N ε =        

             พิจารณากรณีตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือ โดยกําหนดใหชองวางพลังงาน  คือ  

( )cos 2k d T θΔ = Δ  สามารถแสดงความพันธของ ( )dN ε  กับ ( )/ d Tε Δ ไดเชนเดียวกับภาพประกอบ

19  ดังนั้นในการคํานวณหาคาเฉลี่ยของ ( )impN ε  จะเร่ิมพิจารณาจากสมการ (3.55) โดยแทนคา 

( )cos 2k d T θΔ = Δ   จะได   

 

                                         ( )
( )

2

2 2 2
0

1 d
2 cos 2

imp

d

N
T

π εε θ
π ε θ

=
−Δ

∫                              

                                                                
( )

2

2
0 2

2

2 1 d

1 cosd T

π

θ
π

θ
ε

′=
Δ

′−
∫                               (3.77) 

                                                                                                                                         

จากสมการ  (5)  และจากนยิามสมการ  (9)   ตามภาคผนวก ก     จะได 

 

            
( )

2

2
0 2

2

2 1 d

1 cosd T

π

θ
π

θ
ε

′
Δ

′−
∫     ( )2 F ,

2
d Tπ

π ε
⎛ ⎞Δ

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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                                                           ( )2 K d T
π ε

⎛ ⎞Δ
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
             ( ), d Tε > Δ               (3.78)                         

                                              

 

 

 

พิจารณาสมการ  (3.78)  จากนิยามสมการ  (11)  ตามภาคผนวก  ก  จะได 

 

            
( ) ( ) ( ) ( )

2

2
0 2

2

2 1 2d K ,

1 cos
d

d dd

T
T TT

π ε εθ ε
π π

θ
ε

⎛ ⎞
′ = < Δ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ΔΔ ⎝ ⎠′−

∫            (3.79) 

แทนคาสมการ (3.78) และ (3.79)  ในสมการ (3.77) จะไดคาเฉลี่ย ( )impN ε    เปน 

 

                                       ( ) ( )2 K d
imp

T
N ε

π ε
⎛ ⎞Δ

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                  ( ), d Tε > Δ  

                                                         
( ) ( )

2 K
d dT T
ε ε

π
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
                       ( ), d Tε < Δ  

 

             สมการขางบนคือ สมการความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่ไมมี

สารเจือ  โดยมีคาขึ้นอยูกับพลังงานของอิเล็กตรอน และชองวางพลังงานที่ขึ้นกับอุณหภูมิ  โดยอยูใน

รูปของฟงกชันอิลลิปติก ชนิดที่ 1 แบบสมบูรณ 

  
    2.2   กรณี  ( ) 10 <<εdNu   
             พิจารณากรณีที่มีสารเจือเพียงเล็กนอย  หรือ  กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจือ

อยางออน  ซึ่งจะนิยามโดย ( ) 10 <<εdNu  กําหนดใหชองวางพลังงาน คือ  ( )cos 2k d T θΔ = Δ    

สามารถแสดงความพันธตางๆ  ไดเชนเดียวกับภาพประกอบ 20  ดังนั้นการคํานวณหาคาเฉลี่ย 

( )impN ε  จะเริ่มจากสมการ (3.62)  โดยแทนคา  ( )cos 2k d T θΔ = Δ   จะได        

   

             ( )
( ) ( )( )

2 22
0

32 2 2 2 2 20 0

1 d d
2 2cos 2 cos 2

imp

d d

uN
T T

π πε εε θ θ
π πε θ ε θ

= −
−Δ −Δ

∫ ∫             

                                       
( ) ( )

2 22
0

32 20 02 2
2 2

22 1 1d d

1 cos 1 cos
d d

u
T T

π π

θ θ
π π

θ θε ε

′ ′= −
Δ ⎛ ⎞Δ′− ⎜ ⎟′−

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫          (3.80)         
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พิจารณาเทอมแรกของ ( )impN ε  ในสมการ  (3.80)  จะไดผลการคํานวณเชนเดียวกับกรณทีีไ่มมี

สารเจือ คือ   

 

                  
( )

2

2
0 2

2

2 1 d

1 cosd T

π

θ
π

θ
ε

′
Δ

′−
∫   ( )2 d T

π ε
⎛ ⎞Δ

= Κ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                          ( ), d Tε > Δ                                             

                                                              
( ) ( )

2

d dT T
ε ε

π
⎛ ⎞

= Κ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
           ( ), d Tε < Δ          (3.81)      

                                       

 

พิจารณาเทอมที่สองของ  ( )impN ε  ในสมการ  (3.80)   จะได       

 

        

( )

22
0

3
20

2
2

2 1 d

1 cosd

u

T

π

θ
π

θ
ε

′
⎛ ⎞Δ
⎜ ⎟′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫   
( ) ( )

( )

22
0

32 2 20
2

2 2 2

2 1 1 d

1 sin
d d

d

u

T T
T

π

θ
π ε

θε ε

′=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ �  

                                                                                                                    

 จากสมการ (7) และจากนยิามสมการ (10)  ตามภาคผนวก ก  จะได 

 

        
( )

( ) ( )2 2 22 2
0 0

3 2
20

2
2

2 21 d ,
2

1 cos

d d

d

T Tu u

T

π ε πθ
π π ε ε

θ
ε

⎛ ⎞+ Δ Δ
′ = Ε⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎝ ⎠Δ
⎜ ⎟′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                                                            

                                                             ( ) ( )2 22
0

2

2 d dT Tu ε
π ε ε

⎛ ⎞+ Δ Δ
= Ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
     ( ), d Tε > Δ    (3.82)          

                                                                                                                                  

พิจารณาสมการ  (3.82)  จากนิยามสมการ (12)  ตามภาคผนวก  ก  จะได 

 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2 2 3 2 22 2
0 0

3 3 2
20

2
2

2 21 d K

1 cos

d d d

d d d
d

T T Tu u
T T TT

π ε εε εθ
π π ε

θ
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ + Δ − Δ
′ = Ε +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦Δ

⎜ ⎟′−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

                                                                                                                       ( ), d Tε > Δ     (3.83)    
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              เนื่องจากสารเจือมีคาเพียงเล็กนอย  ดังนั้นในการคํานวณครั้งนี้จะมีผลเนื่องจาก

สมการ (3.83)  นอยมาก  จึงสามารถตัดสมการนี้ทิ้งได  แทนคาสมการ  (3.81) และ (3.82)  ในสมการ  

(3.80)  จะไดคาเฉลี่ยของ ( )impN ε  ในกรณีที่   ( ) 10 <<εdNu  เปนตามสมการ 

                    

                        ( )impN ε   ( ) ( ) ( )2 22
0

2

22 d d dT T Tu ε
π ε π ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ + Δ Δ
= Κ − Ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
            ( ), d Tε > Δ    

                                            
( ) ( )

2

d dT T
ε ε

π
⎛ ⎞

= Κ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
                                                 ( ), d Tε < Δ  

 

            สมการขางบนคือ สมการความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีศักย

การกระเจิงของสารเจืออยางออน โดยมีคาขึ้นอยูกับพลังงานของอิเล็กตรอน และ ชองวางพลังงานที่

ขึ้นกับอุณหภูมิ  โดยอยูในรูปของฟงกชันอิลลิปติก ชนิดที่ 1 และ ชนิดที่ 2  แบบสมบูรณ  
                  2.3   กรณ ี  ( ) 10 >>εdNu     

             พิจารณากรณีที่มีสารเจือมากๆ  หรือ  กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง  

ซึ่งจะนิยามโดย  ( ) 10 >>εdNu   กําหนดใหชองวางพลังงาน คือ ( )cos 2k d T θΔ = Δ    สามารถแสดง

ความพันธตางๆ  ไดเชนเดียวกับภาพประกอบ 21  ดังนั้นในการคํานวณหาคาเฉลี่ยของ ( )impN ε   จะ

เร่ิมพิจารณาจากสมการ  (3.70)  โดยแทนคา  ( )cos 2k d T θΔ = Δ   จะได 

 

         ( )
( ) ( )( )3

2 2 22 2 22 2

2 4 3
0 00 0

cos 2cos 21 1d d
2 2

dd
imp

TT
N

u u

π π ε θε θ
ε θ θ

π ε π ε

−Δ−Δ
= −∫ ∫                                  

                           ( ) ( )
3

2 22 2
2 2

2 2 4 2
0 00 0

2 21 cos d 1 cos dd dT T
u u

π π

θ θ θ θ
π ε π ε

⎛ ⎞Δ Δ
⎜ ⎟′ ′ ′ ′= − − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫       (3.84)       

                                                                                                                                           

พิจารณาเทอมแรกของ  ( )impN ε  ในสมการ (3.84) 

จากสมการ  (6)  และจากนิยามสมการ  (10)    ตามภาคผนวก ก   จะได    

               

              ( ) ( )2 2
2

2 2 2
0 00

2 21 cos d ,
2

d dT T
u u

π πθ θ
π ε π ε

⎛ ⎞Δ Δ
′ ′− = Ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫                                                                              

                                                              ( )
2
0

2 d T
uπ ε

⎛ ⎞Δ
= Ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
                  ( ), d Tε > Δ       (3.85) 

   

 พิจารณาสมการ  (3.85)  จากนิยามสมการ (12)   ตามภาคผนวก ก   จะได               
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      ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
2

2 2 2 2
0 00

2 21 cos d 1 K
d

d d

d d

T T
u u T T T

π ε ε εθ θ
π ε π ε

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
′ ′− = Ε + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  

                                                                                                                     ( ); d Tε < Δ       (3.86) 

 

พิจารณาเทอมที่สองของ  ( )impN ε  ในสมการ (3.84)   จะได 

 

  ( ) ( ) ( )
( )

3 3 3
2 22 2 2 2

2 2
4 2 4 2 2 2
0 00 0

2 21 cos d 1 sin dd d d

d

T T T
u u T

π π ε
θ θ θ θ

π ε π ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ − Δ Δ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′− = +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

                                                        

 

จากสมการ  (8)  และจากนิยามสมการ  (9) ,  (10)  ตามภาคผนวก ก   จะได 
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2 2 2 2
2

4 2 4 2
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4 22 2 11 cos d ,
3 2

d d dT T T
u u

π ε πθ θ
π ε π ε ε

⎛ ⎞ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ − Δ Δ
⎜ ⎟′ ′− = Ε −⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣⎝ ⎠
∫   

                                                           ( ) ( )2 2

2 F ,
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d dT Tε π
ε ε

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ
− ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦

                                 

                                                  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

4 2 2
0

4 22 1 K
3

d d d dT T T T
u

ε ε
π ε ε ε ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ Δ −Δ Δ
= Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

                              

                                                                                                                  ( ), d Tε > Δ        (3.87)   

 

พิจารณาสมการ  (3.87)  จากนิยามสมการ  (11) ,  (12)  ตามภาคผนวก ก   จะได 
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( ) ( )
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2 2 2 3 2 2

2
2 2 4 3 2
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4 22 2 11 cos d K
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d d d d

d d d
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u u T T T

π ε εε εθ θ
π ε π ε

⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ Δ − Δ −Δ
⎜ ⎟′ ′ ⎢− = Ε +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ Δ Δ⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣⎝ ⎠
∫

                                                           
( )

( )2 2

K dd

d

T
T

ε
ε ε

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ− Δ
− ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦

                 ( ), d Tε < Δ          (3.88) 

 

แทนคาสมการ  (3.85) - (3.88)  ในสมการ  (3.84)  จะไดคาเฉลี่ย ( )impN ε  เปน 
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= Ε − Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
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                                                                                                                                                                ( ), d Tε > Δ                              

               ( )
( )
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( ) ( )

2 2

2 2
0

2 Kd

d

d

d d

TT
u T T T

εε ε
π ε

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ΔΔ
= Ε +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

   

                           ( )
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( )
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4 3 2
0

4 22 1 K
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d d d

d d d

T T
u T T T

ε εε ε
π ε

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ − Δ −Δ
⎢− Ε +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣

   

                                            
( )

( )2 2

K dd

d

T
T

ε
ε ε

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ− Δ
− ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦

                                                  ( ), d Tε < Δ  

 

             สมการขางบนคือ สมการความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลืน่ดทีีม่ศีกัย

การกระเจิงของสารเจืออยางแรง โดยมีคาขึ้นอยูกับพลังงานของอิเล็กตรอน และชองวางพลังงานที่

ขึ้นกับอุณหภูมิ  โดยอยูในรูปของฟงกชันอิลลิปติก ชนิดที่ 1 และ ชนิดที่ 2  แบบสมบูรณ 

              จากที่ไดคํานวณคาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มี

สารเจือ  ที่มีชองวางพลังงาน ( )sin 2k d T θΔ = Δ   และ  ( )cos 2k d T θΔ = Δ  ของทั้ง 3 กรณี พบวา

คาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะของทั้ง 3 กรณี  มีคาเทากัน  ดังนั้นตอไปจะแสดงการคํานวณ โดยใช 

ชองวางพลังงาน  ( )sin 2k d T θΔ = Δ   เพียงกรณีเดียวเทานั้น 

 
การคํานวณหาสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  
และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี 

เพื่อใหสอดคลองกับความหนาแนนสถานะที่คํานวณไปแลว ในการศึกษาความนาจะเปนของ

การเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  และอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส จะพิจารณา 3  

กรณี ที่สอดคลองกันคือ     
 
1.  กรณี  ( )0 0du N ε =  

     พิจารณากรณีตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือ  โดยเริ่มจากสมการความนาจะเปนของการ

เปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  ในสมการ  (3.14)  คือ 

                                

                                    ( )
( )

2
imp2

0 d
1 cosh

D

D

N
W N

T

ω

ω

ε
ε

ε−

=
+∫  

                                             ( )2 2 2
0 imp

0

sech d
2

D

N N
T

ω ε ε ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫                                               (3.89)   

 

แทนคาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่ไมมีสารเจือ จะได 
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( ) ( )

( )
( )

( ) 2 2

2 2 2
0

0

2 2K sech d K sech d
2 2

d D

d

T
d

d d T

T
W N

T T T T

ωε ε ε εε ε
π π ε

Δ

Δ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎭⎩
∫ ∫                            

                                                                                                                                           (3.90) 

 

กําหนดให    
( )d

x
T

ε
=

Δ
    และจาก   2 2sech 1 tanhx x= −    จะได             

           

             

 

                      ( ) ( ) ( )21
2 2
0

0

22 K 1 tanh d
2 2
d dT T xW N x x x

T T Tπ

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩
∫                                   

                                       ( ) ( ) ( )
2

2

1

2 1K 1 tanh d
2 2

D d T
d dT T x

x
T x T

ω

π

Δ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫              (3.91)  

   

จากนั้นใชการประมาณ      tanh ; 1x x x≅ <       และ     tanh 1 ; 1x x≅ >                                   

ดังนั้นสําหรับกรณี  ( ) 2d T TΔ <     จะได   

 

                           ( ) ( ) ( )21
2 2
0

0

22 K 1 tanh d
2 2
d dT T xW N x x x

T T Tπ

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩
∫  

                                         ( ) ( ) ( )
22

2

1

2 1K 1 tanh d
2 2

dT T
d dT T x

x
T x Tπ

Δ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫   

                                      ( )
( )

( ) ( )
2

2

2

2 1K 1 tanh d
2 2

D d

d

T
d d

T T

T T x
x

T x T

ω

π

Δ

Δ

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫               (3.92) 

 

    เนื่องจากเทอมสุดทายถาใชการประมาณ โดยให tanh 1x ≅  เทอมนี้จะมีคาเทากบัศนูย  

ดังนั้นเพื่อเปนการเก็บรายละเอียดใหมากขึ้น จะกําหนดให 

 

                         ( )
( )

( ) ( )
2

2

2

2 1K 1 tanh d
2 2

D d

d

T
d d

T T

T T x
x a

T x T

ω

π

Δ

Δ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞⎛ ⎞ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

 

เมื่อ  a  คือ คาคงตัว    ดังนั้นสมการ  (3.92)  เขียนไดเปน 
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0

20

40

60

80

0 20 40 60 80 100

fit curve
calculate

y = +0.668(2T/Δd(T)) -0.292

2T/Δd(T)

y

 

        ( ) ( ) ( ) ( )
32 21 1

2 2
0

0 0

2 22 K d K d
2 2
d dT TW N x x x x x x x

T T Tπ π
⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
∫ ∫  

                        ( ) ( ) ( ) ( )2 232 2
2

1 1

2 1 2 1K d K d
2 2

d dT T T T
d dT T

x x x a
T x T xπ π

Δ Δ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎭

∫ ∫     (3.93) 

 

พิจารณาสมการ  (3.93)  ทีละเทอม จากการคํานวณเชิงตัวเลขโดยใชโปรแกรมแมธิแมทธิคา  

เวอรชัน 5.1  (Mathematica  version  5.1)  จะได 

 

เทอม                     ( )
21

0

2 K d 0.6424x x x
π
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫     

เทอม                   ( )
21

2

0

2 K d 0.4534x x x x
π
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫                                                             

และเทอม      

 

( ) ( ) ( ) ( )2 222 2
2

1 1

2 1 2 1K d K d
2 2

d dT T T T
d dT T

x x x
T x T xπ π

Δ Δ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫

( )0.6680 0.2920
2
d T
T

⎛ ⎞Δ
≅ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     

 

     สําหรับเทอมขางบน ไดจากการใชโปรแกรมคํานวณคาออกมา  แลวพิจารณาชวงของเสน

โคงที่เหมาะสมดวยวิธีการเลือกใชคายกกําลังที่นอยที่สุด  (least  square)  ดังภาพประกอบ 22     

 

                                                                                       

                                                     

                                                                                                                                       

 
 
 
 
 
  
 
ภาพประกอบ  22 แสดงความสัมพนัธระหวาง   ( )2 dT TΔ    กบั   y    โดย 
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       ( ) ( ) ( )22 22 2
2

1 1

2 1 2 1K d K d
2

d dT T T T
d T

y x x x
x T xπ π

Δ Δ⎛ ⎞Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫    

  

ดังนัน้เขียนสมการ (3.93)  ในกรณี  ( ) 2d T TΔ <  ไดใหมเปน  

 

                            W
T

  ( ) ( ) ( ) 3

2
02 0.6680 0.3504 0.4534

2 2
d dT T

N a
T T

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎪= + + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬
⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎭

             (3.94) 

 

 

ตอไปจะพิจารณากรณี    ( ) 2d T TΔ >   ซึ่ง 

 

                    ( ) ( ) ( )( )2 2
2 2
0

0

22 K 1 tanh d
2 2

dT T
d dT T xW N x x x

T T Tπ

Δ⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩
∫  

                                            ( ) ( ) ( )
( )

21
2

2

2 K 1 tanh d
2 2

d

d d

T T

T T x
x x x

T TπΔ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫   

                                     ( ) ( ) ( )
2

2

1

2 1K 1 tanh d
2 2

D d T
d dT T x

x
T x T

ω

π

Δ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫                 (3.95)    

 

    เนื่องจากถาใชการประมาณ โดยให tanh 1x ≅  จะทําใหบางเทอมมีคาเทากับศูนย  

ดังนั้นเพื่อเปนการเก็บรายละเอียดใหมากขึ้น  จึงกําหนดใหเทอมที่เปนศูนยเทากับ 

 

             ( ) ( ) ( )
( )

21
2

2

2 K 1 tanh d
2 2

d

d d

T T

T T x
x x x

T TπΔ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫                                    

                          ( ) ( ) ( )
( )

2

2

1

2 1 2K 1 tanh d
2 2

D d T
d d

d

T T x Tx b c
T x T T

αω

π

Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

 

เมื่อ  ,b c  และ α   คือ  คาคงตัว   ดังนั้นสมการ  (3.95)  เขียนไดเปน 

 

                     ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )32 22 2
2 2
0

0 0

2 22 K d K d
2 2

d dT T T T
d dT TW N x x x x x x x

T T Tπ π

Δ Δ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

∫ ∫                     

                                     
( )

2

d

Tb c
T

α ⎫⎛ ⎞ ⎪+ +⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟Δ ⎪⎝ ⎠ ⎭

                                                                         (3.96)  



 

 

72 

    

พิจารณาสมการ  (3.96)  ทีละเทอม จากการกระจายแบบอนุกรมเทเลอร โดยการกระจาย

รอบตําแหนงที่   
( )

2 0
d

T
T

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

  จะได 

 

   เทอม         ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 42 2

0

2 1 2 1 2K d
2 3 10

dT T
d

d d

T T Tx x x
T T Tπ

Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫                    

   เทอม         ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 43 2 2
2

0

2 1 2 1 2K d
2 5 14

dT T
d

d d

T T Tx x x x
T T Tπ

Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫               

   

 ดังนั้นเขียนสมการ (3.96)  ในกรณี  ( ) 2d T TΔ >   ไดใหมเปน 

 

                        W
T

  
( ) ( ) ( )

2 4

2
0

2 2 22 0.1333 0.0286
d d d

T T TN b c
T T T

α ⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

         (3.97)   

  

    เนื่องจากสมการ   W
T

   ที่คํานวณไดมี  2 สมการคือ สมการ (3.94) และสมการ (3.97) ซึ่ง

ทั้ง  2  สมการขึ้นกับขอบเขตการคํานวณ ดังนั้นทั้ง  2 สมการ ตองมีความตอเนื่องที่รอยตอ และคา  
W
T

 ที่  cT T=  และ 0T =  จะตองมีเงื่อนไขเพื่อทําใหคาที่ตําแหนงวิกฤตสอดคลองกับที่คํานวณมาแลว 

จึงมีเงื่อนไข  4  ขอ  ดังนี้ 

 

   1.  ที่     cT T=    พบวา  ( ) 0d TΔ →    ดังนั้น   W
T

  ของสถานะนําปกติกับสถานะนํายวด

ยิ่งตองเทากัน  ซึ่ง 

 

                      2 2
0

0

sech d
2

D

c

n s
T T

W W N
T T T

ω ε ε=
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫    2

02N=                   

     

จากสมการ  (3.94)  จะไดวา         

                                                                      

                  ( ) ( ) ( ) 3

2 2
0 02 2 0.668 0.3504 0.4534

2 2c

d ds
T T

T TW N N a
T T T=

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎪= = + + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬
⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎭

 

ดังนั้น                                      
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                                                        ( )1 0.6680 a= +     , 0.3320a =                                     

 

จะได   W
T

   กรณี  ( ) 2d T TΔ <    เปน 

 

                                       ( ) ( ) 3

2
02 1 0.3504 0.4534

2 2
d dT TW N

T T T

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎪= + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬
⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎭

                 (3.98) 

 

 2.  ที่   0T →   ที่อุณหภูมินี้คา W
T

 จะมีคาเปนศูนย  หรือ   ( )0 0W T
T

→ =    จากสมการ 

(3.97)  จะได   0c =  

    3.  พิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน   W
T

   ที่ตําแหนง   ( ) 2d T TΔ =     

 

                             ( ) 2d T T
W
T Δ =

สมการ (3.97)  ( ) 2d T T
W
T Δ == สมการ (3.98)   

 

จะได           

                                    0.1333 0.0286 1 0.3504 0.4534b+ + = + −  

                                                               0.7351b =  
 

จะไดกรณี  ( ) 2d T TΔ >  เปน 

 

                  
( ) ( ) ( )

2 4

2
0

2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
d d d

W T T TN
T T T T

α ⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

          (3.99)    

 

   4.  พิจารณาความตอเนื่องของอนุพันธลําดับที่ 1  ที่ตําแหนง ( ) 2d T TΔ =     

 

       ( ) 2
d

d d T T
W

T T Δ =
(สมการ (3.99))  ( ) 2

d
d d T T

W
T T Δ == (สมการ (3.98)) 

 

  จะได 
 

                            0.2666 0.1144 0.7351 0.3504 1.3602α+ + × = − +  

                                                            0.86α =  
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ดังนั้น   W
T

  กรณี   ( ) 2d T TΔ >  เปน 

 

              
( ) ( ) ( )

2 4 0.86

2
0

2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
d d d

W T T TN
T T T T

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

          (3.100)  

 

    ในที่สุดกรณีตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือจะไดสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะ

สปนของนิวเคลียส  เปนไปตามสมการ 

 

( ) ( ) 3

2
02 1 0.3504 0.4534

2 2
d dT T

W N T
T T

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎪= + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬
⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎭

                              ( ), 2d T TΔ <       

       
( ) ( ) ( )

2 4 0.86

2
0

2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
d d d

T T TN T
T T T

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

  ( ), 2d T TΔ >    (3.101)    

 

แทนคาสมการ (3.101)  ในสมการ (3.15) เพื่อหาสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส จะได    

 

( ) ( ) ( ) 32
2 2

0
1

1 4 1 2 1 0.3504 0.4534
3 2 2

d d
e n

T T
N T

T T T
π γ γ

π

⎡ ⎤⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎢ ⎥= + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

  ( ), 2d T TΔ <    

       ( ) ( ) ( ) ( )

2 4 0.862
2 2

0
4 1 2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
3 e n

d d d

T T TN T
T T T

π γ γ
π

⎡ ⎤⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎢ ⎥= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

  

                                                                                                                                                    ( ), 2d T TΔ >         (3.102)   
 

        สมการขางบนคือ สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียสและ

สมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่ไมมีสารเจือ โดยมีคา

ขึ้นอยูกับอุณหภูมิและชองวางพลังงานที่ขึ้นกับอุณหภูมิ 
 
2.  กรณี  ( ) 10 <<εdNu  
     เปนการศึกษาตัวนํายวดยิ่งกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน  โดยเริ่มจาก

สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  ตามสมการ (3.89) โดยแทนคาเฉลี่ย
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ความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออนลงในสมการ  (3.89)    

จากนั้นกําหนดให  
( )d

x
T

ε
=

Δ
   และ  2 2sech 1 tanhx x= −    จะได 

    

( ) ( ) ( )21
2 2
0

0

22 K 1 tanh d
2 2
d dT T xW N x x x

T T Tπ

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩
∫                                     

               ( ) ( ) ( )
2

2 2
20

2
1

22 1 1 1K 1 tanh d
2 2

D d T
d dT T xu x x
T x x x T

ω

π π

Δ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − Ε −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫    (3.103)       

 

ใชการประมาณ      tanh ; 1x x x≅ <      และ    tanh 1 ; 1x x≅ >  

                                                                                             

 

ดังนั้นสําหรับกรณี  ( ) 2d T TΔ <    จะได 

   

( ) ( ) ( )21
2 2
0

0

22 K 1 tanh d
2 2
d dT T xW N x x x

T T Tπ

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩
∫  

                 ( ) ( ) ( )
22 2 2

20
2

1

22 1 1 1K 1 tanh d
2 2

dT T
d dT T xu x x
T x x x Tπ π

Δ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − Ε −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫   

              ( )
( )

( ) ( )
2

2 2
20

2
2

22 1 1 1K 1 tanh d
2 2

D d

d

T
d d

T T

T T xu x x
T x x x T

ω

π π

Δ

Δ

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − Ε −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫    (3.104)      

    

    เนื่องจากเทอมสุดทายถาใชการประมาณ โดยให tanh 1x ≅   เทอมนี้จะมีคาเทากับ

ศูนย  ดังนั้นเพื่อเปนการเก็บรายละเอียดใหมากขึ้น จะกําหนดให                 

                                                                                   

      ( )
( )

( ) ( )
2

2 2
20

2
2

22 1 1 1K 1 tanh d
2 2

D d

d

T
d d

T T

T T xu x x d
T x x x T

ω

π π

Δ

Δ

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Ε − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫  

 

เมื่อ  d   คือ  คาคงตัว  ดังนั้นเขียนสมการ (3.104)  ไดใหมเปน 

 

             ( ) ( ) ( ) ( )
32 21 1

2 2
0

0 0

2 22 K d K d
2 2
d dT TW N x x x x x x x

T T Tπ π
⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
∫ ∫  
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                            ( ) ( ) 22 2 2
0

2
1

22 1 1 1K d
2

dT T
d T u x x
T x x xπ π

Δ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − Ε⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫  

                            ( ) ( ) 23 2 2 2
20

2
1

22 1 1 1K d
2

dT T
d T u x x x d
T x x xπ π

Δ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞+ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − Ε +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎭
∫                (3.105) 

 

     พิจารณาสมการ (3.105) ทีละเทอม จากการคํานวณเชิงตัวเลขโดยใชโปรแกรม    

แมธิแมทธิคา  เวอรชัน 5.1  จะได  

 

เทอม              ( )
21

0

2 K d 0.6424x x x
π
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫            

เทอม              ( )
21

2

0

2 K d 0.4534x x x x
π
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫          

 

เทอม   

 ( ) ( ) ( ) ( )2 222 2
2

1 1

2 1 2 1K d K d
2 2

d dT T T T
d dT T

x x x
T x T xπ π

Δ Δ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫

( )
0.6680 0.2920

2
d T
T

⎛ ⎞Δ
≅ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     

 

     สําหรับเทอมขางบน ไดจากการใชโปรแกรมคํานวณคาออกมา  แลวพิจารณาชวงของเสน

โคงที่เหมาะสมดวยวิธีการเลือกใชคายกกําลังที่นอยที่สุด  เชนเดียวกับภาพประกอบ 22    

 

พิจารณาเทอม 

( ) ( )2 2
2
0 2

1

2 1 2 1 12 K d
2

dT T
d T xu x
T x x xπ π

Δ⎡⎛ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞⎛ ⎞ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ − Ε⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝⎣
∫  

       ( ) ( )2 2 2
2

2
1

2 1 2 1 12 K d
2

dT T
d T x x x
T x x xπ π

Δ ⎤⎞⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞⎛ ⎞ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥⎟+ Ε⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎠⎦
∫  ( )2

0 1.3400 0.3060
2
d T

u
T

⎛ ⎞⎛ ⎞Δ
≅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

  

 

      สําหรับเทอมขางบน ไดจากการใชโปรแกรมคํานวณคาออกมา แลวพิจารณาชวงของเสน

โคงที่เหมาะสม  ดวยวิธีการเลือกใชคายกกําลังที่นอยที่สุด ดังภาพประกอบ 23 
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 ภาพประกอบ 23   แสดงถึงความสัมพันธระหวาง  ( )2 dT TΔ   กับ  y   โดย   

   ( ) ( ) ( )22 22 2
2

2 2
1 1

2 1 2 1 1 2 1 2 1 12 K d 2 K d
2

d dT T T T
d Tx xy x x x

x x x T x x xπ π π π

Δ Δ⎡⎛ ⎤⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢⎜ ⎥⎟= − Ε + Ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎜ ⎟⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎠⎢ ⎦⎝⎣
∫ ∫    

 

 

 

พิจารณาเทอม 

       ( ) ( ) ( ) ( )2 222 22 2
4 2
0 2 2

1 1

2 1 1 2 1 1d d
2 2

d dT T T T
d dT Tx xu x x x
T x x T x xπ π

Δ Δ⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟Ε − Ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  

                                                                                    ( )4
0 0.6720 0.0096

2
d T

u
T

⎛ ⎞⎛ ⎞Δ
≅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

     สําหรับเทอมขางบน ไดจากการใชโปรแกรมคํานวณคาออกมา  แลวพิจารณาชวงของเสน

โคงที่เหมาะสม ดวยวิธีการเลือกใชคายกกําลังที่นอยที่สุด ดังภาพประกอบ 24  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

ภาพประกอบ  24   แสดงถึงความสัมพันธระหวาง  ( )2 dT TΔ   กับ  y   โดย   
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( ) ( ) ( )2 222 22 2

2
2 2

1 1

2 1 1 2 1 1d d
2

d dT T T T
d Tx xy x x x

x x T x xπ π

Δ Δ⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= Ε − Ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  

 

ดังนั้นเขียนสมการ (3.105)  ในกรณี ( ) 2d T TΔ <  ไดใหมเปน  

 

 W
T

 ( ) ( ) ( )
3

2
0 12 0.6680 0.3504 0.4534

2 2
d dT T

N d
T T

⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪= + + −⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠⎩

                                        

                     ( ) ( ) ( ) ( )2 4
2 0 3 01.3400 0.3060 0.6720 0.0096

2 2
d dT T

d u d u
T T

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ ⎪+ − + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭
 

                                                                                                                                         (3.106)                        

 

 

ตอไปจะพิจารณากรณี    ( ) 2d T TΔ >     

 

( ) ( ) ( )( )2 2
2 2
0

0

22 K 1 tanh d
2 2

dT T
d dT T xW N x x x

T T Tπ

Δ⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩
∫  

                      ( ) ( ) ( )
( )

21
2

2

2 K 1 tanh d
2 2

d

d d

T T

T T x
x x x

T TπΔ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫   

                  ( ) ( ) ( )
2

2 2
20

2
1

22 1 1 1K 1 tanh d
2 2

D d T
d dT T xu x x
T x x x T

ω

π π

Δ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − Ε −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
∫  (3.107) 

   

    เนื่องจากถาใชการประมาณ โดยให  tanh 1x ≅  จะทําใหบางเทอมมีคาเทากับศูนย  

ดังนั้นเพื่อเปนการเก็บรายละเอียดใหมากขึ้น จึงกําหนดใหเทอมที่เปนศูนยเทากับ 

 

   ( ) ( ) ( )
( )

21
2

2

2 K 1 tanh d
2 2

d

d d

T T

T T x
x x x

T TπΔ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫                                 

( ) ( ) ( )
( )

2
2 2

20
2

1

22 1 1 1 2K 1 tanh d
2 2

D d T
d d

d

T T xu x Tx e f
T x x x T T

βω

π π

Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − Ε − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫

 

เมื่อ  ,e f  และ β    คือ  คาคงตัว   สมการ  (3.107) เขียนใหมไดเปน 
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                   ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )32 22 2
2 2
0

0 0

2 22 K d K d
2 2

d dT T T T
d dT TW N x x x x x x x

T T Tπ π

Δ Δ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

∫ ∫                     

                                         
( )

2

d

Te f
T

β ⎫⎛ ⎞ ⎪+ +⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟Δ ⎪⎝ ⎠ ⎭

                                                                     (3.108)  

 

    พิจารณาสมการ (3.108)  ทีละเทอม จากการกระจายแบบอนุกรมเทเลอร โดยการ

กระจายรอบตําแหนงที่จุด 
( )

2 0
d

T
T

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

  จะได 

 

เทอม           ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 42 2

0

2 1 2 1 2K d
2 3 10

dT T
d

d d

T T Tx x x
T T Tπ

Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫                          

เทอม         ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 43 2 2
2

0

2 1 2 1 2K d
2 5 14

dT T
d

d d

T T Tx x x x
T T Tπ

Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫                       

 

ดังนั้นเขียนสมการ (3.108)  ไดเปน 

   

       
( ) ( ) ( )

12 4

2
0 1 1

2 2 22 0.1333 0.0286
d d d

W T T TN e f
T T T T

β⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

     

                         
( ) ( )

2 3

2 4
2 2 0 3 3 0

2 2

d d

T Te f u e f u
T T

β β ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

                                 (3.109)   

   

    เนื่องจากสมการ  W
T

  ที่คํานวณไดมี 2 สมการ คือ สมการ (3.106)  และ  (3.109)  ซึ่งทั้ง 

2 สมการขึ้นกับขอบเขตการคํานวณ   ดังนั้นทั้ง  2 สมการ ตองมีความตอเนื่องที่รอยตอ และคา W
T

 ที่  

cT T=   และ 0T =   จะตองมีเงื่อนไขเพื่อทําใหคาที่ตําแหนงวิกฤตสอดคลองกับที่คํานวณมาแลว  จึงมี

เงื่อนไข  4  ขอ  ดังนี้ 

 

   1.  ที่    cT T=    คา   ( ) 0d TΔ →    ดังนั้น   W
T

   ของสถานะนําปกติกับสถานะนํายวด

ยิ่งตองเทากัน   ซึ่ง    

                                  
( )

2 2
0 22

0 0

1sech d
2 1

D

c

n s
T T

W W N
T T T u

ω ε ε=
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

∫   2
02N= ( ) 22

01 u
−

+  
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จากการกระจายทวินาม  จะได 

 

                                           ( )2 2 4
0 0 02 1 2 3

c

s
T T

W N u u
T = = − +  

 

จากสมการ (3.106)  จะไดวา                             
 

( ) ( ) ( ) ( )
3

2 2 4 2
0 0 0 0 12 1 2 3 2 0.6680 0.3504 0.4534

2 2c

d ds
T T

T TW N u u N d
T T T=

⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪= − + = + + −⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠⎩

   

                                                             ( ) ( ) 2
2 01.3400 0.3060

2
d T

d u
T

⎛ ⎞⎛ ⎞Δ
+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

  

                                                              ( ) ( ) 4
3 00.6720 0.0096

2
d T

d u
T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎪+ + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
                                                  

ดังนั้น               
                                             ( )11 0.668 d= +     1, 0.3320d =  

                                         ( )22 1.34 d− = − +    2, 0.6600d =  

                                            ( )33 0.672 d= +     1, 2.3280d =  

 

จะได    W
T

  กรณี  ( ) 2d T TΔ <   เปน 

 

            ( ) ( ) ( )
3

2 2
0 02 1 0.3504 0.4534 2 0.3060

2 2 2
d d dT T TW N u

T T T T

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ⎪= + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

          

                            ( ) 4
03 0.0104

2
d T

u
T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎪+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
                                                                  (3.110)  

 

    2.  ที่  0T →    ที่อุณหภูมินี้คา  W
T

  จะมีคาเปนศูนย  หรือ  ( )0 0W T
T

→ =   จากสมการ 

(3.109)  จะได   1 2 3, , 0f f f =  

 

                  3.  พิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน  W
T

   ที่ตําแหนง   ( ) 2d T TΔ =    
 

                               ( ) 2d T T
W
T Δ =

สมการ (3.109)  ( ) 2d T T
W
T Δ == สมการ (3.110)   
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จะได 

                                        10.1333 0.0286 1 0.3504 0.4534e+ + = + −  

                                                                   1 0.7351e =  

                                                                  2 2 0.306 1.6940e = − + = −  

                                                                  3 3 0.0096 2.9903e = − =  
           

ดังนั้นสําหรับกรณี  ( ) 2d T TΔ >  จะได 

 

           
( ) ( ) ( )

12 4

2
0

2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
d d d

W T T TN
T T T T

β⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

     

               
( ) ( )

2 3

2 4
0 0

2 21.6940 2.9903
d d

T Tu u
T T

β β ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

                           (3.111)  

                  4.  พิจารณาความตอเนื่องของอนุพันธลําดับที่ 1 ที่ตําแหนง ( ) 2d T TΔ =   
 

         ( ) 2
d

d d T T
W

T T Δ =
(สมการ (3.111) ) ( ) 2

d
d d T T

W
T T Δ == (สมการ (3.110)) 

จะได 

  

                              10.2666 0.1144 0.7351 0.3504 1.3602β+ + × = − +   ได    1 0.86β =                                      

                                                 21.6940 0.3060β− × = −                   ได    2 0.18β =  

                                                   32.9903 0.00961β× =                     ได    3 0.0032β =  

                                                      

ดังนั้น    W
T

   กรณ ี ( ) 2d T TΔ >  จะเปน  
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2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
d d d
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T T T T

⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

     

            
( ) ( )

0.18 0.0032

2 4
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2 21.6940 2.9903
d d

T Tu u
T T

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

                        (3.112)   

 

    ในที่สุดกรณีตัวนํายวดยิ่งกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน  จะไดสมการ

ความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  เปนไปตามสมการ 
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                                                        ( ), 2d T TΔ <      
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2 21.6940 2.9903
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T Tu u
T T

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

    ( ), 2d T TΔ >     (3.113)                          

 

แทนคาสมการ (3.113)    ลงในสมการ  (3.15)  เพื่อหาสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส 
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                                                               ( ), 2d T TΔ <       
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0.18 0.0032
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0 0

2 21.6940 2.9903
d d

T Tu u
T T

⎤⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭⎦

      ( ), 2d T TΔ >       (3.114)        

                                                                                                                 

    สมการขางบนคือ สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียสและ

สมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ของตัวนํายวดยิ่แบบคลื่นดีกรณีที่มีศักยการกระเจิงของ

สารเจืออยางออน  โดยมีคาขึ้นอยูกับอุณหภูมิและชองวางพลังงานที่ขึ้นกับอุณหภูมิ 
 

3.  กรณีที ่ ( ) 10 >>εdNu  
          เปนการศึกษาตัวนํายวดยิ่งกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง โดยเริ่มจาก

สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส ตามสมการ (3.89)  โดยแทนคาเฉลี่ย
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ความหนาแนนสถานะของตัวนํายวดยิ่งที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง ลงในสมการ  (3.89)  

จากนั้นกําหนดให 
( )d

x
T

ε
=

Δ
   และ   2 2sech 1 tanhx x= −   จะได        
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∫  

                             ( )21 tanh d
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d T x
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⎫⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎪−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎭
                                                                      (3.115) 

 

ใชการประมาณ      tanh ; 1x x x≅ <    และ     tanh 1 ; 1x x≅ >  
          

สําหรับกรณี ( ) 2d T TΔ <  เนื่องจากเทอมสุดทายถาใชการประมาณ โดยให tanh 1x ≅      

เทอมนี้จะมีคาเทากับศูนย  ดังนั้นเพื่อเปนการเก็บรายละเอียดใหมากขึ้น จะกําหนดให 
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∫  

                                       ( ) ( ) 5

21 tanh d
2 2

d dT x T
x g h

T T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎪− = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎬ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎭
 

 

เมื่อ ,g h   คือ คาคงตัวกําหนดให   ( ) 5

2
d T
T

⎛ ⎞Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  เพราะจากการพิจารณาที่เปนไปได สําหรับกรณีนี้พบ

ในเทอมยกกําลัง 5  ดังนั้นจะได 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2
0 2

00

2 12 1 K
2
d TW N x x x

T T u xπ

⎧ ⎧⎛ ⎞Δ ⎡⎪ ⎪ ⎡ ⎤= Ε + −⎨⎜ ⎟ ⎨⎢ ⎣ ⎦⎪⎣⎪⎝ ⎠ ⎩⎩
∫  

                      ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

4 3
0

2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x
u x xπ

⎫⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎪⎡ ⎤− Ε + − − ⎥⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪⎦⎭
 

                      ( ) ( ) ( ) ( )
3 1

2
2
00

2 1 1 K
2
d T

x x x
T u xπ

⎧⎛ ⎞Δ ⎡⎪ ⎡ ⎤− Ε + −⎜ ⎟ ⎨⎢ ⎣ ⎦⎪⎣⎝ ⎠ ⎩
∫  

                      ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2 2

4 3
0

2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x x
u x xπ

⎫⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎪⎡ ⎤− Ε + − − ⎥⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪⎦⎭
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   ( ) ( ) 22 2 2

2 4 2 2
0 01

2 1 2 1 4 2 1 1 1K d
2 3

dT T
d T x x x
T u x u x x x xπ π

Δ ⎧ ⎡ ⎫⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢+ Ε − Ε −⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎦⎪ ⎭⎣⎩
∫  

                       ( ) ( ) 23 2 2 2
2

2 4 2 2
0 01

2 1 2 1 4 2 1 1 1K d
2 3

dT T
d T x x x x
T u x u x x x xπ π

Δ ⎧ ⎡ ⎫⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢− Ε − Ε −⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎦⎪ ⎭⎣⎩
∫  

                          ( ) 5

2
d T

g h
T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎪⎜ ⎟+ + ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭

                                                                                (3.116) 

 

      พิจารณาสมการ  (3.116)  ทีละเทอมจากการคํานวณเชิงตัวเลขโดยใชโปรแกรม 

แมธิแมทธิคา เวอรชัน 5.1  จะได 

 

เทอม               ( ) ( ) ( )
21

2
2 4
0 00

2 1 11 K d 0.10406x x x x
u x uπ

⎡ ⎤⎡ ⎤Ε + − =⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫  

เทอม                                 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2

2 2
2 4 3 6
0 0 00

2 1 2 1 4 2 1 12 1 K 1 K K d 0.1489
3

x xx x x x x x x x
u x u x x uπ π

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ε + − Ε + − − =⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫

 

เทอม            ( ) ( ) ( ) ( )
21 2 2

2
4 3
00

2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x
u x xπ

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤Ε + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ 8

0

10.0534
u

=    

                                                                                                                                                            

เทอม               ( ) ( ) ( )
21

2 2
2
00

2 1 1 K dx x x x x
u xπ

⎡ ⎤⎡ ⎤Ε + −⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫  

4
0

10.0657
u

=         

 

เทอม 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2

2 2 2
2 4 3
0 00

2 1 2 1 4 2 12 1 K 1 K K d
3

x xx x x x x x x x x
u x u x xπ π

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ε + − Ε + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫                                 

                                                                                     
6
0

10.0930
u

=  

 

เทอม             ( ) ( ) ( ) ( )
21 2 2

2 2
4 3
00

2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x x
u x xπ

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤Ε + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
∫    

8
0

10.0329
u

=  

 

 เทอม         

( ) ( ) ( ) ( )22 22 2
2

4
0 1 1

1 2 1 2 1d d
2 2

d dT T T T
d dT T

x x x
u T x T xπ π

Δ Δ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟Ε − Ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫

( )
4
0

1 0.6650 1.3800
2
d T

u T
⎛ ⎞⎛ ⎞Δ

≅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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    สําหรับเทอมสุดทาย ไดจากการใชโปรแกรมคํานวณคาออกมา  แลวพิจารณาชวงของเสน

โคงที่เหมาะสม  ดวยวิธีการเลือกใชคายกกําลังที่นอยที่สุด ดังภาพประกอบ 25 
                                                                            
 

 
  
 
 
 
 
 
 
  
ภาพประกอบ 25  แสดงความสัมพนัธระหวาง  ( )2 dT TΔ   กับ  y   โดย   

         
( ) ( ) ( )22 22 2

2

1 1

2 1 2 1d d
2

d dT T T T
d T

y x x x
x T xπ π

Δ Δ⎡ ⎤⎛ ⎞Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= Ε − Ε⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  

 

เทอม 

( ) ( )2 2 2

6 2 2
0 1

1 2 1 2 1 4 2 1 1 12 K d
2 3

dT T
d T x x x

u T x x x x xπ π

Δ ⎡ ⎡⎛ ⎤⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢− Ε Ε −⎜ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣ ⎦ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦⎦⎝ ⎣⎣
∫       

( ) ( ) ( )2 2 2 2
2

2 2 6
01

2 1 2 1 4 2 1 1 1 12 K d 1.3300 3.3200
2 3 2

dT T
d dT Tx x x x
T x x x x x u Tπ π

Δ ⎞⎡ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎢+ Ε Ε − ≅ − +⎢ ⎜ ⎟⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣ ⎦ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦ ⎝ ⎠⎦⎣⎣ ⎠
∫

 

       สําหรับเทอมขางบนไดจากการใชโปรแกรมคํานวณคาออกมา แลวพิจารณาชวงของเสน

โคงที่เหมาะสม  ดวยวิธีการเลือกใชคายกกําลังที่นอยที่สุด ดังภาพประกอบ 26 
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 ภาพประกอบ 26     แสดงถงึความสัมพนัธระหวาง  ( )2 dT TΔ   กบั  y   โดย       

           
( )2 2 2

2 2
1

2 1 2 1 4 2 1 1 12 K d
3

dT T x xy x
x x x x xπ π

Δ⎡ ⎡ ⎡⎛ ⎤⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎢= − Ε Ε −⎜ ⎢ ⎥⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜⎢ ⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣ ⎦ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦⎦⎝ ⎣⎣⎣
∫           

                   ( ) ( )2 2 2 2
2

2 2
1

2 1 2 1 4 2 1 1 12 K d
2 3

dT T
d T x x x x
T x x x x xπ π

Δ ⎤⎞⎡ ⎡ ⎤⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥⎟⎢+ Ε Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎥⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣ ⎦ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦⎦⎣⎣ ⎠⎦
∫  

เทอม 

 ( ) ( )
2

2 2 2

8 2 2
0 1

1 2 1 4 2 1 1 1K d
2 3

dT T
d T x x x

u T x x x xπ

Δ⎛ ⎡ ⎡ ⎤⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎢ Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎜ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦⎦⎣⎣⎝
∫   

     ( ) ( )2 2 2 2
2

2 2
1

2 1 4 2 1 1 1K d
2 3

dT T
d T x x x x
T x x x xπ

Δ ⎞⎡ ⎡ ⎤⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎢− Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎟⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦⎦⎣⎣ ⎠
∫  ( )

8
0

1 0.6620 1.9000
2
d T

u T
⎛ ⎞⎛ ⎞Δ

≅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
   

 

                        สําหรับเทอมขางบน ไดจากการใชโปรแกรมการคํานวณคาออกมา แลวพิจารณาชวง

ของเสนโคงที่เหมาะสม  ดวยวิธีการเลือกใชคายกกําลังที่นอยที่สุด ดังภาพประกอบ 27 

 

 

 

 

 

 

 

 
   
ภาพประกอบ  27   แสดงความสัมพันธระหวาง  ( )2 dT TΔ   กับ  y   โดย   
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( )

2
2 2 2

2 2
1

2 1 4 2 1 1 1K d
3

dT T x xy x
x x x xπ

Δ⎡ ⎡ ⎡ ⎤⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎢= Ε −⎢ ⎥⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦⎦⎣⎣⎢⎣
∫                 

                    ( ) ( )2 2 2 2
2

2 2
1

2 1 4 2 1 1 1K d
2 3

dT T
d T x x x x
T x x x xπ

Δ ⎤⎞⎡ ⎡ ⎤⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥⎟⎢− Ε −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥⎟⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦⎦⎣⎣ ⎠⎦
∫

                     

 

ดังนั้นเขียนสมการ (3.116)  ในกรณี ( ) 2d T TΔ <  ไดเปน  

 

  ( ) ( ) ( ) ( )3 5

2
0 1 14

0

12 0.6650 1.2759 0.06567
2 2 2
d d dT T TW N g h

T u T T T

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ⎧
⎢ ⎥= + − − +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎩ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                 ( ) ( ) ( ) ( )3 5

2 26
0

1 1.3300 3.1710 0.0930
2 2 2
d d dT T T

g h
u T T T

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ
⎢ ⎥+ − + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

         

                 ( ) ( ) ( ) ( )3 5

3 38
0

1 0.6620 1.8466 0.0329
2 2 2
d d dT T T

g h
u T T T

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ ⎪⎢ ⎥+ + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭

      (3.117)  

 

     สําหรับกรณี  ( ) 2d T TΔ >   เนื่องจากเทอมสุดทายถาใชการประมาณ โดยให    

tanh 1x ≅  เทอมนี้จะมีคาเทากับศูนย  ดังนั้นเพื่อเปนการเก็บรายละเอียดใหมากขึ้น จะกําหนดให 

         

      ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
2

2
02

2 1 1 K
2

d

d

T T

T
x x x

T u xπΔ

⎛ ⎞Δ ⎧ ⎡ ⎤Ε + −⎜ ⎟ ⎨ ⎣ ⎦⎩⎝ ⎠
∫  

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2 2

4 3
0

2 1 4 2 11 K K 1 tanh d
3 2

d T xx xx x x x x
u x x Tπ

⎫ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎪⎡ ⎤− Ε + − − −⎜ ⎟⎬ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎭
 

               ( ) ( ) 2
2 2

2 4 2 2
0 01

2 1 2 1 4 2 1 1 1K
2 3

D d T
d T x x
T u x u x x x x

ω

π π

Δ ⎧ ⎡ ⎫⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢+ Ε − Ε −⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠ ⎦⎪ ⎭⎣⎩
∫  

                ( )
( )

6

2 21 tanh d
2

d

d

T x Tx k m
T T

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ
− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

เมื่อ ,k m   คือ  คาคงตัว    กําหนดให    ( ) 6

2
d T
T

⎛ ⎞Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   เพราะจากการพิจารณาที่เปนไปได สาํหรบักรณนีี้

พบในเทอมยกกําลัง  6  ดังนั้นจะได 
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Δ⎧⎛ ⎞Δ ⎧⎪ ⎡ ⎤= Ε + −⎨⎜ ⎟ ⎨ ⎣ ⎦⎩⎝ ⎠⎪⎩
∫  

                            ( ) ( ) ( ) ( )
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4 3
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2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x
u x xπ

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎪⎡ ⎤− Ε + − − ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭
 

                            ( ) ( ) ( ) ( )
( )3 2 2

2
2 4 3
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2 1 2 1 4 21 K
2 3

dT T
d T xx x x
T u x u xπ π

Δ ⎧ ⎡⎛ ⎞Δ ⎡ ⎛ ⎞−⎪ ⎡ ⎤− Ε + − −⎜ ⎟ ⎨ ⎢⎜ ⎟⎢ ⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎣⎝ ⎠ ⎣⎩
∫  

                            ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2 2

4 3
0

2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x x
u x xπ

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎪⎡ ⎤− Ε + − − ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭
 

                                
( )

6
2

d

Tk m
T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟Δ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎭

                                                                           (3.118) 

 

    พิจารณาสมการ (3.118) ทีละเทอม จากการกระจายแบบอนุกรมเทเลอร โดยการกระจาย

รอบตําแหนงที่จุด 
( )

2 0
d

T
T

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

  จะได 

 

เทอม  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 422
2

2 4
0 00

2 1 1 2 1 2 11 K d
2 12 80

dT T
d

d d

T T Tx x x x
T u x T T uπ

Δ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎡ ⎤Ε + − ≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

เทอม         ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

2
2
00

2 12 1 K
2

dT T
d T

x x x
T u xπ

Δ⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞⎡ ⎤Ε + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠
∫                                                        

                          ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
4 3
0

2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x
u x xπ

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤− Ε + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
 

                                                                                 
( ) ( )

2 4

6
0

1 2 1 2 1
8 64d d

T T
T T u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

                 

  

เทอม                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 22 2 2

2
4 3
00

2 1 4 2 11 K K d
2 3

dT T
d T x xx x x x x
T u x xπ

Δ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤− Ε + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∫  

                                                                 
( ) ( )

2 4

8
0

3 2 3 2 1
64 640d d

T T
T T u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

            

 

เทอม                  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 22

2 2
2
00

2 1 1 K d
2

dT T
d T

x x x x x
T u xπ

Δ⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞⎡ ⎤Ε + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠
∫    

                                                             
( ) ( )

2 4

4
0

1 2 1 2 1
20 112d d

T T
T T u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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เทอม              ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

2
2
00

2 12 1 K
2

dT T
d T

x x x
T u xπ

Δ⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞⎡ ⎤Ε + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

                        ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
4 3
0

2 1 4 2 11 K K d
3

x xx x x x x x
u x xπ

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤− Ε + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
 

                                                                                
( ) ( )

2 4

6
0

3 2 5 2 1
40 448d d

T T
T T u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

              

 

เทอม             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 22 2 2

2 2
4 3
00

2 1 4 2 11 K K d
2 3

dT T
d T x xx x x x x x
T u x xπ

Δ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎡ ⎤− Ε + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∫  

                                                               
( ) ( )

2 4

8
0

9 2 3 2 1
320 896d d

T T
T T u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

          

 

  ดังนั้นเขียนสมการ (3.118)  กรณี ( ) 2d T TΔ >  ไดเปน  
       

         
( ) ( ) ( )

2 4 6

2
0 1 14

0

1 2 2 22 0.0333 0.0036
d d d

W T T TN k m
T u T T T

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

 

                              
( ) ( ) ( )

2 4 6

2 26
0

1 2 2 20.0500 0.0045
d d d

T T Tk m
u T T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

                              
( ) ( ) ( )

2 4 6

3 38
0

1 2 2 20.0188 0.0013
d d d

T T Tk m
u T T T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎭

             (3.119)  

                                          

     เนื่องจาก สมการ   W
T

   ที่คํานวณไดมี 2 สมการ คือ สมการ (3.117)  และ  (3.119)  ซึ่ง

ทั้ง 2  สมการขึ้นกับขอบเขตการคํานวณ  ดังนั้นทั้ง 2 สมการ ตองมีความตอเนื่องที่รอยตอ และคา  W
T

  

ที่  cT T=   และ 0T =  จะตองมีเงื่อนไขเพื่อทําใหคาที่ตําแหนงวิกฤตสอดคลองกับที่คํานวณมาแลว จึง

มีเงื่อนไข  4  ขอ  ดังนี้ 

 

     1.  ที่     cT T=   คา  ( ) 0d TΔ →   ดังนั้น   W
T

  ของสถานะนําปกติกับสถานะนํายวดยิ่ง

ตองเทากัน   ซึ่ง     

                              
( )

2 2
0 22

0 0

1sech d
2 1

D

c

n s
T T

W W N
T T T u

ω ε ε=
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

∫  
2
0

4
0

2N
u

=
2

2
0

11
u

−
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

จากการกระจายทวินาม  จะได 
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2
0

4 2 4
0 0 0

2 2 31
c

s
T T

W N
T u u u=

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

  จากนั้นนําไปเทียบกับสมการ  (3.117)    จะได    
    

                                                                  ( )11 0.6650 g= +      1, 0.3350g =  
                                                   ( )22 1.3300 g− = − +    2, 0.6670g =  

                                                                 ( )33 0.6620 g= +      3, 2.3380g =  

 

ดังนั้น   W
T

  กรณี  ( ) 2d T TΔ <   จะเปน 

        ( ) ( ) ( )3 5

2
0 14

0

12 1 1.2759 0.06567
2 2 2
d d dT T TW N h

T u T T T

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ⎧
⎢ ⎥= − − +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎩ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                            ( ) ( ) ( )3 5

26
0

1 2 3.1710 0.0930
2 2 2
d d dT T T

h
u T T T

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ
⎢ ⎥+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

         

                            ( ) ( ) ( )3 5

38
0

1 3 1.8466 0.0329
2 2 2
d d dT T T

h
u T T T

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ ⎪⎢ ⎥+ − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭

              (3.120)  

 

     2.  ที่  0T →  ที่อุณหภูมินี้คา W
T

 จะมีคาเปนศูนย หรือ ( )0 0W T
T

→ =  จากสมการ  

(3.119)     จะได   1 2 3, , 0m m m =  

           

                   3.  พิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน   W
T

   ที่ตําแหนง   ( ) 2d T TΔ =    

 

               ( ) 2d T T
W
T Δ =

สมการ (3.119)  ( ) 2d T T
W
T Δ == สมการ (3.120)   

จะได  

                                               1 10.0333 0.0036 1 1.2759 0.0657k h+ + = − − +  

                                                             1 10.3774k h= − +  

                               2 20.0500 0.0045 2 3.1710 0.0930k h− − + = − + + −                            

                                                             2 21.3183k h= − +        

                                  3 30.0188 0.0013 3 1.8466 0.0329k h+ + = − − +   

                                                             3 31.1003k h= +  
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ดังนั้นสําหรับกรณี  ( ) 2d T TΔ >  จะได 

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2 4 6 6

2
0 14

0

1 2 2 2 22 0.0333 0.0036 0.3774
d d d d

W T T T TN h
T u T T T T

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

 

                   
( ) ( ) ( ) ( )

2 4 6 6

26
0

1 2 2 2 20.0500 0.0045 1.3183
d d d d

T T T Th
u T T T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

                    
( ) ( ) ( ) ( )

2 4 6 6

38
0

1 2 2 2 20.0188 0.0013 1.1003
d d d d

T T T Th
u T T T T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎭

  

                                                                                                                                         (3.121)         

 4.  พิจารณาความตอเนื่องของอนุพันธลําดับที่ 1 ที่ตําแหนง ( ) 2d T TΔ =   
 

          ( ) 2
d

d d T T
W

T T Δ =
(สมการ (3.121) ) ( ) 2

d
d d T T

W
T T Δ == (สมการ (3.120)) 

 

จะได                                 
                              1 10.0667 0.0143 2.2644 6 1.2759 0.1970 5h h+ − + × = + − ×  

                                                                   1 0.3323h =  
                           2 20.100 0.0179 7.9104 6 3.1710 0.2788 5h h− − + − × = − − + ×  

                                                                   2 1.0219h =  
                         3 30.0375 0.0054 6.6024 6 1.8466 0.0988 5h h+ + + × = + − ×  

                                                                   3 0.4272h = −   
 

แทนคา    1 2 3, ,h h h   ในสมการ  (3.120)  และ  (3.121)  

    ในที่สุดกรณีตัวนํายวดยิ่งกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง จะไดสมการความ

นาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  เปนไปตามสมการ 

 

( ) ( ) ( )3 5

2
0 4

0

12 1 1.2759 0.0657 0.3323
2 2 2
d d dT T T

W N T
u T T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ⎧ ⎜ ⎟= − − +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎩ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   

                      ( ) ( ) ( )3 5

6
0

1 2 3.1710 0.0930 1.0219
2 2 2
d d dT T T

u T T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ
⎜ ⎟+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

                                                 

                      ( ) ( ) ( )3 5

8
0

1 3 1.8466 0.0329 0.4272
2 2 2
d d dT T T

u T T T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ ⎪⎜ ⎟+ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭

   ( ), 2d T TΔ <  
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T T TN T
u T T T

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩
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2 4 6

6
0

1 2 2 20.0500 0.0045 0.2965
d d d

T T T
u T T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   

                              
( ) ( ) ( )

2 4 6

8
0

1 2 2 20.0188 0.0013 0.6732
d d d

T T T
u T T T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎭

( ), 2d T TΔ >                                  

                                                                                                                                                                  (3.122)              
                   

แทนคาสมการ (3.122) ลงในสมการ (3.15)  เพื่อหาจากสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส 

 

( ) ( ) ( ) ( )3 52
2 2

0 4
1 0

1 4 1 12 1 1.2759 0.0657 0.3323
3 2 2 2

d d d
e n

T T T
N T

T u T T T
π γ γ

π

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ⎧⎛ ⎞ ⎢ ⎜ ⎟= − − +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎩ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣

   

                   ( ) ( ) ( )3 5

6
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1 2 3.1710 0.0930 1.0219
2 2 2
d d dT T T

u T T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ
⎜ ⎟+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

                                  

                   ( ) ( ) ( )3 5
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1 3 1.8466 0.0329 0.4272
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d d dT T T

u T T T

⎤⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ ⎪⎥⎜ ⎟+ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭⎦

   ( ), 2d T TΔ <                            

        ( ) ( ) ( ) ( )

2 4 62
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4 1 1 2 2 22 0.0333 0.0036 0.0451
3 e n

d d d

T T TN T
u T T T
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⎡ ⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪⎛ ⎞ ⎢ ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ Δ Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩⎣
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⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥⎜ ⎟+ − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥Δ Δ Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

   

                        
( ) ( ) ( )

2 4 6
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1 2 2 20.0188 0.0013 0.6732
d d d

T T T
u T T T

⎤⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎥⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎭⎦

    ( ), 2d T TΔ >                             

                                                                                                                                      (3.123) 

 

        สมการขางบนคือ สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียสและ

สมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีกรณีที่มีศักยการกระเจิง

ของสารเจืออยางแรง  โดยมีคาขึ้นอยูกับอุณหภูมิและชองวางพลังงานที่ขึ้นกับอุณหภูมิ 



บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

 
การวิจัยที่ดําเนินตามขั้นตอนในบทที่ 3 เปนการคํานวณหาสมการความนาจะเปนของการ

เปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส(W )
1

1
T
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

)

ของ

ตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีเพื่อศึกษาผลของสารเจือ โดยไดศึกษา 3 กรณี คือ กรณีที่ไมมีสารเจือ 

 กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน ( )( 0 0du N ε = ( )( )0 1du N ε และกรณีที่มีศักยการ

กระเจิงของสารเจืออยางแรง ( )( 0 1du N ε ) ในการคํานวณพบวาสมการที่ไดอยูในรูปแบบอยางงาย
โดยอยูในรูปของสัดสวนของอุณหภูมิ ( ) )T และชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ (  ที่ยกกําลัง

ตางๆ  ซึ่งในบทนี้จะนําสมการที่ไดมาคํานวณเพื่อตรวจสอบการเกิดพีค แตเนื่องจากจะตองมีการ

คํานวณหาชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ  ที่อุณหภูมิตางๆ ออกมาเสียกอน ดังนั้นในการคํานวณคา

ชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิสามารถหาไดจากการพิจารณาชองวางพลังงานที่อุณหภูมิศูนย และ

ชองวางพลังงานที่อุณหภูมิใดๆ  ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี้ 

( )d TΔ

 ชองวางพลังงานที่อุณหภูมิศูนยเคลวิน และที่อุณหภูมิวิกฤต  เปนตามสมการ 

 

          ( ) ( )( )
( )

2

2 2
0

, 0tanh / 2 1d d
2 0

D D

D D

imp dc

d

NTω ωπ

ω ω

εε
dε θ

ε π ε− −

Δ
=

+ Δ
∫ ∫ ∫ ε                                          (4.1) 

 

และสมการชองวางพลังงานที่อุณหภูมิใดๆ 

 

            ( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 22

2 2
0

, tanh / 2tanh / 2 1d d
2

D D

D D

imp d dc

d

N T T TT

T

ω ωπ

ω ω

ε εε
dε θ ε

ε π ε− −

Δ + Δ
=

+ Δ
∫ ∫ ∫     (4.2) 

 

 ในการคํานวณสามารถคํานวณหา (0)dΔ  ไดจากการกําหนด T   และ c Dω  ตามสมการ (4.1)  

แลวนํามาหาคา  ไดจากสมการ (4.2) โดยในบทที่  3 ไดผลการคํานวณดังนี้ ( )d TΔ
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1.  กรณี   ( )0 0du N ε =

      จากสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส ของตัวนํายวดยิ่ง

แบบคลื่นดี จะได 
 

        ( ) ( ) 3

2
02 1 0.3504 0.4534

2 2
d dT

W N T
T

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ T
T

⎪ ⎪= + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎬
⎪⎩ ⎭

                                 ( ), d T TΔ < 2                                

              
( ) ( ) ( )

2 4 0.86

2
0

2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
d d d

T T TN T
T T T

⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
( ), 2d T TΔ >               

                                                                                                                                             (4.3) 

    และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียสของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นด ีจะได 
 

 

( ) ( ) ( ) 32
2 2
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1

1 4 1 2 1 0.3504 0.4534
3 2 2T ⎬

d d
e n

T T
N T

T T
π γ γ

π
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( )d T TΔ <      , 2    

       ( ) ( ) ( ) ( )

2 4 02
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4 1 2 2 22 0.1333 0.0286 0.7351
3 e n

d d d

T T TN T
T T T

π γ γ
π

⎡ ⎤⎫⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎢ ⎥= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

.86

  

                                                                                                                                                                 (4.4)   ( ), 2d T TΔ >

                                                                                                                                          

 สําหรับการวิจัยในบทนี้ไดคํานวณโดยใชโปรแกรมแมธิแมทธิคา เวอรชัน 5.1 (Mathematica  

version  5.1)  เพื่อคํานวณหาความสัมพันธตางๆ  ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธของคาตางๆ ไดดัง

ภาพประกอบตอไปนี้ 

โดยกําหนดใหพารามิเตอรตางๆ มีคาดังนี้   0 0 ,u =   700 K ,Dω =   

   ซึง่ผลการคํานวณ   ( )0 100 K, 200 KdΔ = 42.3982  K , 84.4894  KcT =       ตามลําดับ     

และหาความสัมพันธระวาง     กับ  ( )0dΔ
c

T
T

   ไดดังภาพประกอบ 28 
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 ภาพประกอบ 28 แสดงความสัมพนัธระหวาง ( )0dΔ  กับ 
c

T
T

 ของตัวนํายวดยิง่แบบคลื่นดีที่

ไมมีสารเจือ 

จากภาพประกอบ 28 แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง ( )0dΔ กับ 
c

T
T

 ที่คํานวณไดมีความ

สอดคลองทฤษฎีบีซีเอส  คือ ที่ศูนยเคลวินไดคาชองวางพลังงานมากที่สุด และที่อุณหภูมิวิกฤต คา

ชองวางพลังงานจะมีคาเปนศูนย  โดยที่เมื่อกําหนดให ชองวางพลังงานเทากับ 100 เคลวิน และ200  

เคลวิน สามารถคํานวณหาอุณหภูมิวิกฤต ไดเทากับ  42.3982 เคลวิน  และ 84.4894 เคลวิน   

ตามลําดับ  จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม จะทําใหอุณหภูมิวิกฤตเพิม่ข้ึนดวย  

และชองวางพลังงานลดลงเมื่ออุณหภูมิเขาใกลอุณหภูมิวิกฤต  ซึ่งสอดคลองกับการทดลองของตัวนํา

ยวดยิ่งและทฤษฎีบีซีเอส 

  จากนั้นนําสมการ (4.3) คํานวณเชิงตัวเลข เพื่อหาความสัมพันธระวาง 
2
02

W
N

 กับ 
c

T
T

 ไดผล

ดังภาพประกอบ 29 
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 ภาพประกอบ  29 แสดงความสัมพนัธระหวาง  
2
02

W
N

 กับ 
c

T
T

 ของตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่นดีที่ไม

มีสารเจือ    

จากภาพประกอบ 29  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง
2
02

W
N

 กับ 
c

T
T

 พบวาที่บริเวณต่ํากวา

อุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกิดขึ้นอยางชัดเจน  จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม จะ

ทําให  
2
02

W
N

  เพิ่มข้ึนดวย  โดยที่คาชองวางพลังงาน  และ อุณหภูมิวิกฤตใดๆ จะพบวา ในชวงตนคา  

2
02

W
N

  เพิ่มข้ึน  เมื่ออุณหภูมิเพิ่มข้ึน 
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T 1  (

s-1
)

จากนั้นนําสมการ  (4.4)  มาคํานวณเชิงตัวเลข เพื่อหาความสัมพันธระวาง  
1

1
T

  กับ  
c

T
T

   

ไดผลดังภาพประกอบ 30  
 
 
 
 
 
 
 
 

 ภาพประกอบ 30 แสดงความสัมพนัธระหวาง  
1

1
T

 กับ 
c

T
T

 ของตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่นดีที่ไมมี 

สารเจือ 
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จากภาพประกอบ 30  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง  
1

1
T

  กับ  
c

T
T

  พบวาที่บริเวณต่าํกวา

อุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกิดขึ้นอยางชัดเจน  จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม  จะ

ทําให  
1

1
T

  เพิ่มข้ึนดวย  จากภาพประกอบ 29 และ 30  กราฟที่ไดจากการคํานวณมีลักษณะเหมอืนกนั

แตกตางเพียงหนวยที่ใช 
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 ภาพประกอบ 31 แสดงความสัมพนัธระหวาง  
1

1
TT

  กับ  
c

T
T

  ของตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่นดีที่

ไมมี สารเจือ 

จากภาพประกอบ 31 แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง  
1

1
TT

  กับ  
c

T
T

  พบวาที่บริเวณต่ํา

กวาอุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกิดขึ้นอยางชัดเจน  กําหนดให ชองวางพลังงานเทากับ 100 เคลวิน และ 

200  เคลวิน  คํานวณหาอุณหภูมิวิกฤตไดเทากับ  42.3982 เคลวิน และ 84.8494  เคลวิน ตามลําดับ  

จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม จะทําใหอุณหภูมิวิกฤตเพิ่มข้ึนดวย และมีผล

ตอ  
1

1
TT

  โดยลักษณะของกราฟจะซอนทับกันสนิท 
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2.  กรณี   ( )0 1du N ε

     สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  ของตัวนํายวดยิ่งแบบ

คลื่นด ีจะได 
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                                                                                                                                             (4.5)    

      และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นด ีจะได 
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                                                                                                                                             (4.6)     
 

     สําหรับการวิจัยในบทนี้ไดคํานวณโดยใชโปรแกรมแมธิแมทธิคา เวอรชัน 5.1 เพื่อ

คํานวณหาความสัมพันธตางๆ  ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธของคาตางๆ ไดดังภาพประกอบตอไปนี้ 

     โดยกําหนดใหพารามิเตอรตางๆ มีคาดังนี้   0 0.001 ,u =   700 K ,Dω =   

   ไดผลการคํานวณ   ( )0 100 K, 200 KdΔ = 42.3979  K , 84.5133 KcT =       ตามลําดับ 

และ หาความสัมพันธระวาง     กับ  ( )0dΔ
c

T
T

   ไดดังภาพประกอบ 32 
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 ภาพประกอบ 32 แสดงความสัมพนัธระหวาง ( )0dΔ  กับ  
c

T
T

  ของตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่นดีที่

มีศักย การกระเจิงของสารเจืออยางออน  

 

      จากภาพประกอบ 32  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง  ( )0dΔ  กับ 
c

T
T

 ที่คํานวณไดมี

ความสอดคลองทฤษฎีบีซีเอส  คือ  ที่ศูนยเคลวินไดคาชองวางพลังงานมากที่สุด และที่อุณหภูมิวิกฤต 

คาชองวางพลังงานจะมีคาเปนศูนย  โดยที่เมื่อกําหนดให ชองวางพลังงานเทากับ 100 เคลวิน และ 

200  เคลวิน  สามารถคํานวณหาอุณหภูมิวิกฤต ไดเทากับ  42.3979  เคลวิน และ 84.5133 เคลวิน   

ตามลําดับ  จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม จะทําใหอุณหภูมิวิกฤตเพิม่ข้ึนดวย  

และชองวางพลังงาน  ลดลงเมื่ออุณหภูมิ  เขาใกลอุณหภูมิวิกฤต  ซึ่งสอดคลองกับการทดลองของ

ตัวนํายวดยิ่งและทฤษฎีบีซีเอส 

      จากนั้นนําสมการ (4.5)  คํานวณเชิงตัวเลข เพื่อหาความสัมพันธระวาง   
2
02

W
N

  กับ  
c

T
T

   

ไดผลดังภาพประกอบ 33 
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c

 ภาพประกอบ 33    แสดงความสัมพันธระหวาง   
2
02

W
N

  กับ  
c

T
T

  ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่น

ดีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน 

 จากภาพประกอบ 33  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง 
2
02

W
N

 กับ 
c

T
T
พบวาที่บริเวณต่ํากวา

อุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกิดขึ้นอยางชัดเจนจากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม จะ

ทําให  
2
02

W
N

  เพิ่มข้ึนดวย  โดยที่คาชองวางพลังงาน  และ อุณหภูมิวิกฤต  ใดๆ จะพบวาในชวงตนคา  

2
02

W
N

  เพิ่มข้ึน  เมื่ออุณหภูมิเพิ่มข้ึน 

       จากนั้นนําสมการ  (4.6)  มาคํานวณเชิงตัวเลข  เพื่อหาความสัมพันธระวาง  
1

1
T

  กับ 
c

T
T

   

ไดผลดังภาพประกอบ 34  
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ภาพประกอบ 34 แสดงความสัมพันธระหวาง 
1

1
T

 กับ 
c

T
T

 ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีศักยการ

กระเจิงของสารเจืออยางออน  
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 จากภาพประกอบ 34 แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง 
1

1
T

 กับ 
c

T
T

 พบวาที่บริเวณต่ํากวา

อุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกิดขึ้นอยางชัดเจน จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่มจะ

ทําให  
1

1
T

  เพิ่มข้ึนดวย จากภาพประกอบ 33 และ 34 กราฟที่ไดจากการคํานวณมีลักษณะเหมือนกัน

แตกตางเพียงหนวยที่ใช 
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 ภาพประกอบ 35 แสดงความสัมพันธระหวาง 
1

1
TT

 กับ  
c

T
T

 ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มี

ศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน 

 จากภาพประกอบ 35  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง 
1

1
TT

 กับ  
c

T
T

  พบวาที่บริเวณต่ํา

กวาอุณหภูมิวกิฤตจะมพีีคเกิดขึ้นอยางชดัเจน  โดยกาํหนดให ชองวางพลังงานเทากับ  100  เคลวิน 

และ  200  เคลวิน   คาํนวณหาอุณหภูมวิิกฤต ไดเทากบั  42.3979  เคลวิน  และ  84.5133  เคลวนิ   

ตามลําดับ   จากการคํานวณแสดงใหเหน็วาคาชองวางพลงังานเพิ่ม จะทาํใหอุณหภูมิวิกฤตเพิ่มข้ึน

ดวย  และมีผลตอ  
1

1
TT

  โดยลักษณะของกราฟจะซอนทับกนัสนทิ 
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3.  กรณี   ( )0 1du N ε

     สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  ของตัวนํายวดยิ่งแบบ

คลื่นดี  

( ) ( ) ( )3 5

2
0 4

0

12 1 1.2759 0.0657 0.3323
2 2
d d dT T

W N T
u T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ⎧ ⎜ ⎟= − − +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎩ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠2
T

T ⎟    

                      ( ) ( ) ( )3 5

6
0
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2 2 2
d d dT T

u T T

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ
⎜ ⎟+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

T
T

                                                 

                      ( ) ( ) ( )3 5

8
0

1 3 1.8466 0.0329 0.4272
2 2 2
d d dT T T

⎬u T T T

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ ⎪⎜ ⎟+ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭
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⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎭

( ) 2d T TΔ >    ,                               

                                                                                                                                                          (4.7)         

      และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี 
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                                                                                                                                    (4.8)   

      สําหรับการวิจัยในบทนี้ไดคํานวณโดยใชโปรแกรมแมธิแมทธิคา เวอรชัน 5.1 เพื่อ

คํานวณหาความสัมพันธตางๆ ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธของคาตางๆ ไดดังภาพประกอบตอไปนี้ 

       โดยกําหนดใหพารามเิตอรตางๆ มีคาดังนี ้  u0 10 ,=   700 K ,Dω =   

 ไดผลการคํานวณ   T( )0 80 K, 110 KdΔ = 70.0619  K , 96.1325 Kc =  ตามลาํดับ  และ   

หาความสัมพันธระวาง   Δ   กับ  ( )0d
c

T
T

   ไดดังภาพประกอบ  36 
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 ภาพประกอบ 36  แสดงความสัมพันธระหวาง ( )d TΔ   กับ  
c

T
T

  ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี

ที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง 

จากภาพประกอบ 36  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง ( )0dΔ   กับ  
c

T
T

 ที่คํานวณไดมี

ความสอดคลองทฤษฎีบีซีเอส คือ  ที่ศูนยเคลวินไดคาชองวางพลังงานมากที่สุด และที่อุณหภูมิวิกฤต 

คาชองวางพลังงานจะมีคาเปนศูนย  โดยที่เมื่อกําหนดให ชองวางพลังงานเทากับ 80  เคลวนิ และ 110  

เคลวิน   สามารถคํานวณหาอุณหภูมิวิกฤต ไดเทากับ  70.0619  เคลวิน  และ  96.1325  เคลวิน   

ตามลําดับ   จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม จะทําใหอุณหภูมิวิกฤตเพิ่มข้ึน

ดวย  และชองวางพลังงาน  ลดลงเมื่ออุณหภูมิ  เขาใกลอุณหภูมิวิกฤต  ซึ่งสอดคลองกับการทดลอง

ของตัวนํายวดยิ่งและทฤษฎีบีซีเอส 
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      จากนั้นนําสมการ  (4.7)  คํานวณเชิงตัวเลข เพื่อหาความสัมพันธระวาง   
2
02

W
N

  กับ  
c

T
T

   

ไดผลดังภาพประกอบ 37 
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 ภาพประกอบ 37 แสดงความสัมพันธระหวาง   
2
02

W
N

  กับ  
c

T
T

   ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี

ที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง 

จากภาพประกอบ 37  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง 
2
02

W
N

  กับ  
c

T
T

  พบวาที่บริเวณต่ํา

กวาอุณหภูมิวิกฤตจะไมมีพีคเกิดขึ้น จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานที่ศูนยองศา

เคลวิน  เพิ่ม จะทําให  
2
02

W
N

  เพิ่มข้ึนเล็กนอย  โดยที่คาชองวางพลังงาน  และ อุณหภูมิวิกฤต  ใดๆ  

จะพบวา  ในชวงตนคา  
2
02

W
N

  เพิ่มข้ึน  เมื่ออุณหภูมิเพิ่มข้ึน 

 จากนั้นนําสมการ  (4.8)  มาคํานวณเชิงตัวเลข เพื่อหาความสัมพันธระวาง  
1

1
T

  กับ 
c

T
T

   

ไดผลดังภาพประกอบ 38  
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 ภาพประกอบ 38 แสดงความสัมพันธระหวาง 

1/
T 1   

(s

 

-1
) 

 

 
 
 
 
 

 

1

1
T

 กับ  
c

T
T

 ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มี

ศักย การกระเจิงของสารเจืออยางแรง 

จากภาพประกอบ 38  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง 
1

1
T

  กับ  
c

T
T

  พบวาที่บริเวณต่ํากวา

อุณหภูมิวิกฤตจะไมมีพีคเกิดขึ้น จากการคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่ม จะทําให  
1

1
T

  

เพิ่มข้ึนดวย  จากภาพประกอบ 37 และ 38 กราฟที่ไดจากการคํานวณมีลักษณะเหมือนกันแตกตาง

เพียงหนวยที่ใช 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 ภาพประกอบ 39 แสดงความสัมพันธระหวาง 
1

1
TT

 กับ 
c

T
T

 ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มี

ศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง 
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     จากภาพประกอบ 39  แสดงใหเห็นความสัมพันธระหวาง  
1

1
TT

  กับ  
c

T
T

  พบวาที่บริเวณ

ต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤตจะไมมีพีคเกิดขึ้น  โดยกําหนดให ชองวางพลังงานเทากับ  80  เคลวิน และ 110  

เคลวิน   คํานวณหาอุณหภูมิวิกฤต ไดเทากับ70.0619  เคลวิน  และ 96.1325 เคลวิน ตามลําดับ จาก

การคํานวณแสดงใหเห็นวาคาชองวางพลังงานเพิ่มจะทําใหอุณหภูมิวิกฤตเพิ่มขึ้นดวย แตมีผลตอ  

1

1
TT

  โดยลักษณะของกราฟจะซอนทับกันสนิท 

     จากผลการคํานวณเชิงตัวเลขตามภาพประกอบ  33-39  พบวากรณีที่ไมมีสารเจือ  และ

กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน จะมีพีคเกิดขึ้น สวนกรณีที่มีศักยการกระเจิงของ

สารเจืออยางแรง  จะไมมีพีคเกิดขึ้น  ซึ่งเมื่อนํามาเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
1

1
T

 ของตัวนํายวดยิ่ง

แบบไมดั้งเดิมในกลุม   Pr(Os1-xRux)4Sb12  ดังภาพประกอบ 40 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

ภาพประกอบ 40  แสดงความสัมพันธระหวาง  
1

1
T

  กับ   T   ของตัวนํายวดยิ่งแบบไมดั้งเดิมในกลุม   

        Pr(Os1-xRux)4Sb12
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     จากภาพประกอบ  40  เปนการรวบรวมผลการทดลองของนักวิจัยหลายคณะ  ซึ่งทําการ

วัด  
1

1
T

  ที่มีสัดสวนของสารเจือคาตางๆ โดยผลที่ไดจากการทดลองของโกเตกาวาและคณะ 

(Kotegawa; & et al. 2007: 027001) ที่ไดศึกษาการขึ้นกับอุณหภูมิของ 
1

1
T

 ในกรณีที่ไมมีสารเจือ 

 พบวาจะมีพีคโคเฮียเรนซเกิดขึ้นอยางชัดเจน  แสดงดวยรูปสามเหลี่ยมในภาพ ( 0x = )
      และจากการทดลองของนิซิยามาและคณะ (Nishiyama; &  et al. 2005: 15044) ที่ได

ศึกษาการขึ้นกับอุณหภูมิของ 
1

1
T

 ในกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน ( )0.1,0.2x =  

พบวาจะมีพีคโคเฮียเรนซเกิดขึ้นอยางชัดเจน  โดยแสดงดวยรูปวงกลมทึบและโปรงในภาพ   

      และจากการทดลองของโยกิและคณะ (Yogi; &  et al. 2003: 180501)  ที่ไดศึกษาการ

ข้ึนกับอุณหภูมิของ  
1

1
T

 ในกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง ( )1x =  พบวาจะไมมีพีคโค

เฮียเรนซเกิดขึ้น  โดยแสดงดวยรูปส่ีเหลี่ยมในภาพ 

จากผลการทดลองเมื่อเปรียบเทียบกับผลการคํานวณ  จะเห็นวาผลการคํานวณที่ไดมีความ

สอดคลองกับการทดลองที่วา  กรณีที่ไมมีสารเจือและกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออนจะ

มีพีคโคเฮียเรนซเกิดข้ึนอยางชัดเจน  สวนกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรงจะไมมีพีคโค

เฮียเรนซเกิดขึ้นเนื่องจากอิทธิพลของสารเจือ  

 



บทที่ 5 
สรุป อภิปรายผลการวิจัย และขอเสนอแนะ 

 
ในการวิจัยครั้งนี้ผูวิจัยไดศึกษา และคํานวณหาสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะ

สปนของนิวเคลียส   และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส(W )
1

1
T
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ของตัวนํายวดยิ่ง

แบบคลื่นดี เพื่อศึกษาผลของสารเจือ โดยไดศึกษา 3 กรณี คือ กรณีไมมีสารเจือ กรณีที่มีศักยการ

กระเจิงของสารเจืออยางออน  และกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง โดยมีข้ันตอนการ

คํานวณดังนี้       

      1.   สมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  และสมการอัตรา

การผอนคลายสปนของนิวเคลียส   

      2.   ฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่ไมมีสารเจือ 

      3.   ฟงกชันกรีนของตัวนํายวดยิ่งที่มีสารเจือ 

      4.   ใชฟงกชันกรนีของตัวนํายวดยิง่ที่มีสารเจือคํานวณหาความหนาแนนสถานะของ

ตัวนํายวดยิง่ที่มีสารเจือ 

               5.   คํานวณหาคาเฉลี่ยความหนาแนนสถานะตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีที่มีสารเจือ   

                    6.  คํานวณหาสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  

และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี   

 

สรุปผลการวิจัย 
ในการคํานวณสามารถหาสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  

  และสมการอตัราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส ( )W
1

1
T
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ของตัวนาํยวดยิง่แบบคลื่นดี ในกรณีที่

ไมมีสารเจือ กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน  และกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจือ

อยางแรง  จากการคํานวณพบวาสมการที่ไดทั้งหมดอยูในรูปแบบอยางงายโดยอยูในรูปของสัดสวน

ของอุณหภูมิ (    และชองวางพลังงานที่ข้ึนกับอุณหภูมิ )T ( )( )d TΔ  ที่ยกกําลงัตางๆ ตามสมการ  (4.3) 

- (4.8)  ซึ่งนาํเสนอเปนกราฟตามความสัมพันธตางๆ ดงัไดแสดงในบทที ่4  โดยสามารถสรุปไดดังนี ้
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1. การศึกษาความสัมพันธระหวาง (0)dΔ  กับ 
c

T
T

 ของทั้ง 3 กรณี  พบวา ทั้ง 3 กรณี มีความ

สอดคลองทฤษฎีบีซีเอส คือ ที่ศูนยเคลวินไดคาชองวางพลังงานมากที่สุด และที่อุณหภูมิวิกฤต คา

ชองวางพลังงานจะมีคาเปนศูนย  จากการเปลี่ยนแปลงคาชองวางพลังงานทําใหอุณหภูมิวิกฤตเพิ่มขึ้น  

และชองวางพลังงานลดลงเมื่ออุณหภูมิเขาใกลอุณหภูมิวิกฤต  ซึ่งสอดคลองกับการทดลองของตัวนํา

ยวดยิ่งและทฤษฎีบีซีเอส 

2. การศึกษาความสัมพันธระวาง 
2
02

W
N

และ
1

1
T
กับ 

c

T
T

 ของทั้ง 3 กรณีพบวากรณีไมมีสารเจือ

และกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน  ที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกดิขึน้อยาง

ชัดเจน   และกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง  ที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤตจะไมมีพีค

เกิดขึ้น  เนื่องจากอิทธิพลของสารเจือ  จากการเปลี่ยนแปลงคาชองวางพลังงานทําใหอุณหภูมิวิกฤต

เพิ่มข้ึน จึงสงผลใหคาของ 
2
02

W
N

และ 
1

1
T

 เพิ่มข้ึนดวย                                   

3. การศึกษาความสัมพันธระหวาง 
1

1
TT

 กับ 
c

T
T

 ของทั้ง 3 กรณีพบวากรณีไมมีสารเจือและ

กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน  ที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกิดขึ้นอยาง

ชัดเจน  และกรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง  ที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤตจะไมมีพีค

เกิดขึ้น  และจากการเปลี่ยนแปลงคาชองวางพลังงานทําใหอุณหภูมิวิกฤตเพิ่มข้ึน  แตไมมีผลตอคาของ 

1

1
TT

 

 
อภิปรายผลการวิจัย 
  ในการวิจัยนี้ไดแสดงสมการความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส  ( )W   

และสมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส 
1

1
T
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠
 แบบประมาณ  ของตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดี 

ของ  3 กรณี คือ   กรณีที่ไมมีสารเจือ กรณีที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางออน  และกรณีที่มีศักย

การกระเจิงของสารเจืออยางแรง ผลการคํานวณเชิงตัวเลขพบวากรณีที่ไมมีสารเจือและกรณีที่มีศักย

การกระเจิงของสารเจืออยางออน ที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤตจะมีพีคเกิดขึ้นอยางชัดเจน สวนกรณี

ที่มีศักยการกระเจิงของสารเจืออยางแรง  ที่บริเวณต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤตจะไมมีพีคเกิดขึ้น จึงกลาวได

วาอิทธิพลของสารเจือมีผลตอการเกิดพีค ทั้งนี้ข้ึนอยูกับความเขมขนของสารเจือ 

 

 
 
 



 112 

ขอเสนอแนะ 
 ในการวิจัยนี้คํานวณความนาจะเปนของการเปลี่ยนสถานะสปนของนิวเคลียส    และ

สมการอัตราการผอนคลายสปนของนิวเคลียส 

(W )

1

1
T
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  แบบประมาณ เพื่อศึกษาอิทธิพลของสารเจือ  ซึ่ง

ถาตองการความละเอียดยิ่งขึ้นอาจตัดการประมาณทิ้ง  ซึ่งจะยุงตอการคํานวณมากขึ้น   

 ขอจํากัดอีกขอหนึ่ง คือ  ในการวิจัยนี้ศึกษาเฉพาะตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นดีเทานั้น  ดังนั้นการ

ทําวิจัยในอนาคต  อาจพิจารณาตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่นพี หรือ คลื่นเอฟ   

 ควรจะมีการทําการทดลองศึกษา  
1

1
T

 ใหมากขึ้น  โดยมีการเปลี่ยนแปลงสัดสวนของสารเจือ

แบบตางๆ  เพื่อดูวามีพีคของ   
1

1
T

  เกิดขึ้นหรือไม  ซึ่งจะเปนการรับรองวาผลการคํานวณที่ผูวิจัยทํามา

ถูกตองแนนอน 
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    ผลการแสดงคาอุณหภูมวิกิฤตและชองวางพลังงาน   
 
    ตาราง 1 แสดงคาชองวางพลงังานและอุณหภูมิวิกฤตของตัวนํายวดยิ่ง 

     
      

สารประกอบ 
02 / B ck TΔ  cT  0Δ  

 
  YBa2Cu3O7        5 93 232.50 

Sr2RuO4 (Ishida; & et. 1999:5387) 3.5 1.5 1.31 

CePt3Si (Yogi; & et. 2004:027003) 5.1 0.75 1.91 

PrOs4Sb12 (Kotegawa; & et. 2007:027001) 
 

5.1 1.85 4.8 
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โปรแกรม  Mathematica  version 5.1  
 



ClearAll@b, pl1, pl2, vh1, vh2, ff11, ff22, nn, ll, nn1, ll1, D, Dt, fff1, fff3D;
D =100;

wd =700;
u =0.001;

nn@e_D:=
1

2*p
 NIntegrateA e“"#########################################################e2 - HD*Sin@2 *xDL̂2

1 +u2  
ikjje“"#########################################################e2 - HD*Sin@2 *xDL̂2

y{zẑ2

,8x, 0, 2* p<, MinRecursion ฎ 2, MaxRecursion ฎ 5E;
ll@e_D:=

1

2*p
 NIntegrateAp* u*D*Sin@2* xDI1 +u2M̂3‘2 ,8x, 0, 2*p<, MinRecursion ฎ 2, MaxRecursion ฎ 5E;

pl11@tc_D:=NIntegrate@Tanh@xD Hx*H1 +u^2LL,8x, 0, N@wd H2*tcLD<, MinRecursion ฎ 2, MaxRecursion ฎ 5D;
vh1 =

1

2*p
 NIntegrateARe@nn@eDD+Re@ll@eDD"#########################################################

e2 +HD*Sin@2* xDL̂2

,8x, 0, 2*p<,8e, 0, N@wdD<, MinRecursion ฎ 2, MaxRecursion ฎ 5E;
ffll@tc_D:=- pl11@tcD+vh1;

h =0.0000001; tc =80;
b =3;

WhileAb >0.000000001,

p1 =tc;
sff =ffll@tcD;
ssf1 =ffll@tc+hD;
tc =tc-

sff* h

ssf1- sff
;

b =Abs@tc- p1D;
Print@tc, " error- > ", b, " ", sffD;E;

Print@"gap=", D, " tc= ", Re@tcD, "wd= ", wdD;
nn1@e_, Dt_D:=

1

2*p
 NIntegrateA e“"############################################################e2 -HDt *Sin@2*xDL̂2

1+u2 
ikjje“"############################################################e2 -HDt *Sin@2*xDL̂2

y{zẑ2

,8x, 0, 2*p<, MinRecursion ฎ 2, MaxRecursion ฎ 5E;
ll1@e_, Dt_D:=

1

2*p
 NIntegrateAp*u*Dt* Sin@2*xDI1 +u2M̂3‘2 ,8x, 0, 2* p<, MinRecursion ฎ 2, MaxRecursion ฎ 5E;

pl1@ttc_, Dt_D:=
1

2*p
 NIntegrateARe@nn1@e, DtDD+Re@ll1@e, DtDD"############################################################

e2 +HDt* Sin@2*xDL̂2

*TanhA"############################################################e2 +HDt*Sin@2* xDL̂2 “H2*tc*HttcLLE
,8x, 0, 2*p<,8e, 0, wd<, MinRecursion ฎ 2, MaxRecursion ฎ 5E;

ff22@ttc_, Dt_D:=- pl1@ttc, DtD+vh1;

fff1@Dt_, ttc_D:=tc*ttc*
ikjjjjikjjjj1+0.3504*

ikjjj Dt

2 *tc*ttc

y{zzz- 0.4534 *
ikjjj Dt

2*tc* ttc

y{zzz3y{zzzzy{zzzz
+
ikjjjju4 *
ikjjjj3- 0.0104*

ikjjj Dt

2 *tc*ttc

y{zzzy{zzzzy{zzzz+
ikjjjjikjjjju2*

ikjjjj- 2+0.306*
ikjjj Dt

2*tc*ttc

y{zzzy{zzzzy{zzzzy{zzzz;
fff3@Dt_, ttc_D:=tc*ttc*

ikjjjjikjjjj0.1333*
ikjjjj2*tc *ttc

Dt

y{zzzz2 +0.02857*
ikjjjj2* tc*ttc

Dt

y{zzzz4 +0.7351*
ikjjjj2* tc*ttc

Dt

y{zzzz0.86y{zzzz
+
ikjjjju4*
ikjjjj2.9896*

ikjjjj2*tc *ttc

Dt

y{zzzz0.0032y{zzzzy{zzzz+
ikjjjju2*
ikjjjj- 1.694*

ikjjjj2 *tc*ttc

Dt

y{zzzz0.18y{zzzzy{zzzzy{zzzz;
h =0.001; Dt =D- 1;
ttc =0.1;
WhileADt <D,

b =3;
WhileAb >0.000000001,

p1 =ttc;
sff =ff22@ttc, DtD; Print@sffD;
ssf1 =ff22@ttc+h, DtD; Print@ssf1D;
ttc =ttc-

sff* h

ssf1- sff
;

b =Abs@ttc- p1D; Print@"error=", b, " ttc- > ", ttcD;E;
PrintAttc, " ", Re@DtD, " ", fff1@Dt, ttcD, " ", fff3@Dt, ttcD, " ", 2* tc*ttc, " ",

2*Dt

tc*ttc
, " ", tc*ttcE;

Dt =Dt- 3;E
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ParametricPlot[{Sin[2t]Sin[t],Sin[2t]Cos[t]},{t,0,2π}, 
                       Axes→True,Ticks→False,AspectRatio→Automatic] 
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ClearAll@u, eDtD;
u=0;

nn1@u_, eDt_D:=
1

2* p
 NIntegrateAeDt’ !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!HeDtL̂2-HCos@2* xDL̂2 ,8x, 0, 2* p<, MinRecursionฎ 5,

MaxRecursionฎ 15E;
Plot@Re@nn1@u, eDtDD,8eDt, 0, 2<D  
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      พ.ศ. 2551                  วท.ม.  (สาขาวิชาฟสิกส)    

                                        จากมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
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