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Control of Dynamics System) เพ่ือหาคําตอบของสมการการเคลื่อนที่ของระบบรถเข็น 4 ลอ ที่มี
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  The purpose objective of this thesis is presents the studied and developed the 
flatness control of 4 wheel pushcarts. That is applied theory of the Optimal Control of 
Dynamics System to find the dynamics equation solution of 4 wheel pushcart. It’s have 
slope floor constraint and programming just for flatness control in 2 dimension. Besides, find 
the relation of constraint variable and time on graph. That’s aim to flatness control of 4 
wheel pushcarts for minimum energy. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
 
1.1 ความสาํคัญและที่มาของปญหาที่ทําวิจัย 

ระบบงานดานการขนถายในปจจุบันไดมีการพัฒนาเครื่องทุนแรงตางๆ มาใชมากมาย ซ่ึง
เครื่องทุนแรงที่นิยมใชมากที่สุดอยางหนึ่งก็คือ รถเข็น 4 ลอ เพราะสามารถบรรทุกสิ่งของตางๆ ได
หลากหลายโดยที่รถเข็นไมพลิกคว่ําและผูใชงานไมตองออกแรงในการรักษาสมดุลรถเข็นเพราะ
รถเข็น 4 ลอมีเสถียรภาพคอนขางมาก นอกจากนั้นแลวยังสามารถจัดหาเพื่อใชงานไดงาย 

โดยทั่วไปแลว รถเข็น 4 ลอจะวางระนาบของตัวเองตามลักษณะของพี้นผิวดานลาง ดังน้ัน
หากรถเข็นอยูบนพ้ืนผิวทีมี่ความลาดเอียง ระนาบของรถเข็นก็จะเอียงตามลักษณะพื้นผิวดังกลาว 
ทั้งน้ีขึ้นอยูกับตําแหนงที่ลอทั้งสี่ของรถเขน็วางลงไป ซ่ึงในงานขนถายทั่วไปสิ่งเหลานี้ไมไดกอใหเกิด
ปญหาแตอยางใด แตในงานขนถายสิ่งของที่มีผลตอบสนองไวตอความลาดเอียงของพี้นผิว เชน การ
ขนถายเครื่องมือแพทย, การขนถายสารเคมีอันตราย, การขนถายอุปกรณอิเล็กทรอนิกสที่ไวตอแรง
โนมถวงของโลก แมกระทั่ง การขนถายวตัถุระเบิดในงานกิจการทหาร เปนตน ก็อาจทําใหเกิดความ
คลาดเคลื่อนในการใชงานหรือเกิดอันตรายและความเสยีหายจากการเลื่อนไถลได 

จากประเด็นปญหาดังกลาว ผูดําเนินงานวิจัยจึงมีแนวคิดที่จะศึกษาและพัฒนาระบบ
ควบคุมใหกับรถเข็น 4 ลอ เพ่ือคงระนาบแมจะอยูบนพ้ืนผิวที่มีความลาดเอียง โดยการประยุกตใช
ทฤษฎีการควบคุมที่เหมาะสมของระบบพลศาสตร (Optimal Control of Dynamics System) เพ่ือให
ใชพลังงานนอยสุด (Minimum Energy) ในการรักษาระนาบของรถเขน็ 

 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

 1.2.1 เพ่ือหาคําตอบของสมการการเคลือ่นที่ของระบบรถเข็น 4 ลอที่มีเง่ือนไขบังคับ 
(Constraint) เปนพ้ืนลาด 
 1.2.2. เพ่ือเขยีนโปรแกรมเฉพาะทางในการหาคําตอบของสมการโดยสามารถเปลีย่นพ้ืน
ลาดได 

 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
 1.3.1. เขียนโปรแกรมควบคุมเฉพาะทางดานการควบคุมระนาบ 2 มิติ (2-Dimension) 

 1.3.2. กําหนดอุปสรรคความลาดของพื้นเอียงตั้งแต 0-30 องศา 
 1.3.3. เขียนโปรแกรมเพื่อหาความสัมพันธของตวัแปรควบคุมและเวลาในรปูกราฟ 
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1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 
 สามารถนําผลการวิจัยที่ไดน้ี ไปเปนแนวทางเพื่อประยกุตใชทฤษฎีการควบคุมที่เหมาะสม
ของระบบพลศาสตร (Optimal Control of Dynamics System) ในการควบคุมระนาบของรถเขน็ 4 
ลอ โดยใชพลงังานนอยสุด (Minimum Energy) 
 



บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

 
 
ในการวิจัยครัง้น้ี ผูวิจัยไดศกึษาเอกสารและงานวิจัยทีเ่กี่ยวของ และไดนําเสนอตามหัวขอ

ตอไปน้ี 
1. การทบทวนเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
2. ออปติไมซเซชัน (Optimization) 

 

2.1 การทบทวนเอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
ทววิัชร  วีระแกลว(1)  ทําการศึกษาปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุด ของการใชเวลานอย

ที่สุดของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน (The minimum time problem of linear dynamic 
optimization) โดยใชวิธีการพิจารณาหลายวิธใีนที่ชวยอํานวยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบยีบ
วิธีเชิงตวัเลขโดยตรงไดสะดวกขึ้นซ่ึงขึ้นอยูกับคุณลักษณะ ของปญหาเรื่องการใชเวลานอยที่สุด  
(Minimum Time Problem)  น้ันดวย  แนวคิดหนึ่งก็คือการพิจารณา  ปญหาการใชเวลาที่นอยทีสุ่ด   
มีความเหมือนกับปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคาํนงึถึงเวลาสดุทาย ( Maximum energy  with 
free final time problem) ในเอกสารทางวิชาการฉบับน้ี ไดอธิบายถงึรายละเอียดความเหมือนกัน
ระหวางปญหาทั้งสองขอ คือปญหาพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายและปญหาเวลาที่นอย
ที่สุดสําหรับระบบทีเ่ปนเชิงเสน แตการพจิารณาโดยวิธีการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลา
สุดทายมีขอดีกวาหลายประการ ทายสุดไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสองปญหาโดยวิธี
ระเบียบเชิงตวัเลขทั้งวิธตีรงและวธิีออม ทําใหเกิดความชัดเจนยิ่งขึ้น 

 
Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw and B.C. Fabien (2), Direct and Indirect 

Optimization of Linear Time Invariant Dynamic Systems Using Transformation Journal of 
Optimal Control  Applications and method, Vol.19  pp. 393-410, 2541. กลาวถึงการวิเคราะห
หาคําตอบของระบบสมการการเคลื่อนทีท่ี่เปนเสนตรง และสัมประสทิธิ์ในสมการการเคลื่อนที่เปน
คาคงที่ซ่ึงถูกกําหนดใหเคลือ่นที่ระหวางจุดสองจุด ที่กําหนดใหในระยะเวลาที่กําหนด จากทฤษฎทีี่มี
อยูเดิมคําตอบที่ไดจะตองทําใหสมการการเคลื่อนที่และสมการควบคูเปนจริงในรูปสมการอันดับหนึ่ง 
แตในบทความฉบับน้ีผูเขียนไดเสนอวิธีการใหม โดยการเปลี่ยนรูปทีส่ามารถแทนคาตัวแปรสถานะ
และตวัแปรควบคุม (State and control variable) เขาไปในฟงกชันที่ตองการหาคาสงูสุดและต่าํสุด
ได ผลที่ไดสามารถที่จะนําวธิีการทางตรงและทางออมมาแกปญหาไดเปนอยางดี 
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Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw (3) , New Computational  Framework for 
Trajectory Optimization of Higher – Order Dynamic Systems, AIAA Journal    of Guidance 
Control and Dynamic, Vol.24  No.2 , pp.228 - 236, 2544. ในการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะห
ปญหาของการหาคาต่ําสุดและสูงสุด  เปนที่ยอมรับแลววา ระบบสมการการเคลื่อนที่ที่อยูในรูป
อนุพันธอันดับสูง มีขอไดเปรียบเปนอยางมาก ในเรื่องของการคํานวณเมื่อเปรียบเทียบกับระบบ
สมการการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง  โดยเฉพาะสมการการเคลื่อนทีท่างดาน
วิศวกรรมเครือ่งกล จะอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับที่สองเสมอ อันเนื่องมาจากเปนการใชกฎ
ขอที่สองของนิวตัน ในบทความฉบบัน้ี ไดนําเสนอขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจน ในการคํานวณ
ระหวางสมการการเคลื่อนทีท่ี่อยูในรูปสมการชั้นสูงและสมการอนุพันธอันดับหน่ึง การที่จะเปรียบ 
เทียบไดน้ัน ผูเขียนไดสรางซอฟแวรขึ้นมาดวยวธิีทางตรงและทางออม เพ่ือสามารถยืนยันไดวา    
ไมวาสมการการเคลื่อนที่จะอยูในรูปแบบใดก็สามารถทีจ่ะใชโปรแกรมเดียวกันหาคําตอบเพื่อใชใน
การเปรียบเทยีบ 

 
Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw (4), Optimization of Higher–Order System and 

Extentions of Minimum Principle, เอกสารประชุมทางวิชาการ – เครือขายวิศวกรรม เครื่องกลแหง
ประเทศไทย       ครั้งที่15  เลมที่ 2  หนา MC131-MC140, พฤศจิกายน 2544. กลาวถึง ทฤษฎีที่
สําคัญมากทฤษฎีหน่ึง ในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของสมการเชิงอนุพันธอันดับสูงที่เรียกวา 
ทฤษฎีความต่าํสุด    ทฤษฎีดังกลาวที่นําเสนอถูกพิสูจนจากสองวิธีการ ซ่ึงเปนที่รูจักกันอยาง
แพรหลาย  คือทฤษฎีของฮามิลตัน - จาโคบี ซ่ึงจะนําไปสูการพจิารณาทฤษฎขีอง พอนทริยากิน 
และทฤษฎีความต่ําสุดที่มีความสําคัญเปนอยางยิ่ง และสนับสนุนทฤษฎีตางๆใหกบัระบบการ
เคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับสูงและวารเิอชั่นแคลคลูสั ซ่ึงเปนวิธทีีใ่ชตรวจสอบ
ทฤษฎีของพอนทริยากินและทฤษฎี ความต่ําสุดอีกครั้งหน่ึง ซ่ึงจะเห็นไดวาทั้งสองวิธีการนี้ให
คําตอบทีต่รงกัน 

 
M .V. Bain   and  M. A.(5) Alcorta Garcia, Optimal Control for Third Degree 

Polynoimial Systems, Applied Mathematics E - Notes, 2(2002), 36-44. เอกสารฉบับน้ีเสนอ
การแกปญหาคาสูงสุดของระบบทีไ่มเปนเสนตรง ( Nonlinear Systems) โดยการเปลี่ยนสมการของ
ระบบใหเปนสมการพหุนามของเทเลอรทีมี่เลขยกกําลังเทากับสาม และทําการเปรยีบเทียบกับการ
คํานวณคาตวัแปรโดยใชระบบที่เปนเสนตรง (Linear System) พบวาระบบที่ไมเปนเสนตรงสามารถ
ประมาณคาของตัวแปรไดดีกวาระบบที่เปนเสนตรง 

 
Z. Shiler, H. Chang and V. Wong (6) The Practical Inplementation of Time Optimal  

Control for Robotic Manipulators, Robotic & Computor - Integrate Manufacturing. เอกสาร
ฉบับน้ีไดกลาวถึงผลการทดลองสําหรับ Time optimial control สําหรับ Robotic Manipulators ซ่ึง
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จะแกปญหาระบบทีไ่มตอเน่ือง สมการการเคลื่อนที่ทีมี่ลําดับมาก ระบบการเคลื่อนที่ที่ไมมีรูปแบบที่
แนนอน  และมีการลาชา  (Delay)  จากการควบคุมผูเขียนเสนอใหใช Simplified model และ
กําหนดการควบคุมการตอบสนอง โดยไดทดลองกับ UCLA Direct Drive ซ่ึงผลการทดลองสามารถ
ลดเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่ ทั้งยังเพ่ิมความแมนยําในการเคลื่อนที่ใหกับเครื่องมือที่นํามาทดลอง
ดวย 

 
 M.C. Renolds, P.H.Meckl (7)  Composite Optimization Scheme for time Optimal 

Control. เอกสารฉบับน้ีไดนําเสนอวิธีการแกปญหาคาต่ําสุด-สูงสุด โดยเปลี่ยนใหเปนปญหาไทม 
ออฟติมอลคอนโทล (Time Optimal Control problem) แลวใชทั้ง Quadratic และ Linear 
programing ซ่ึงเปน Linear programming จะสามารถคาดการคาเริ่มตนที่เหมาะสมในการแกปญหา
การควบคุมทีไ่ดผลสูงสุด (Optimal Control) ของระบบที่ประกอไปดวยมวล 2 กอน และสปริง   
แสดงใหเห็นถึง คุณสมบัติทีน่าสนใจในการเปลี่ยนสมการเดิมใหเปนสมการกําลังสองหรือคอดราติค
โปรแกรมมิ่ง (Quadratic programming) 

 
Magnus B. Lizell (8) ไดประดิษฐอุปกรณเพ่ือปรับระดับและลดการสั่นสะเทอืนของ

รถยนต โดยจะติดตั้งอุปกรณดังกลาวระหวางระบบรองรับนํ้าหนักกับโครงรถที่บรเิวณลอแตละขาง 
 

 
ภาพประกอบ 1 ระบบรองรับน้ําหนักพัฒนาโดย Magnus B. Lizell (8) 

 
ซ่ึงอุปกรณดังกลาวจะมีไฮดรอลิกแดมเปอร (Hydraulic Damper) ซ่ึงกระบอกสูบจะตอเขา

กับถังความดนัสวนกลาง (Central Pressure Chamber) และจะมีอุปกรณควบคมุการจายน้ํามันไฮ
ดรอลิกไปยังกระบอกสูบ 
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ภาพประกอบ 2 อุปกรณควบคุมการจายน้ํามันไฮดรอลิก (8) 

 

 
ภาพประกอบ 3 ระบบควบคุมสวนกลาง (Central Control System) (8) 

 
นอกจากนั้น ก็จะมีเซนเซอร (Sensor) ตรวจจับสภาพการเคลื่อนที่โครงรถและระดับของ

รถยนตขณะมีนํ้าหนักบรรทกุแลวสงสัญญาณไปยังระบบควบคุมสวนกลาง (Central Control 
System) ซ่ึงจะประมวลผลและสงสัญญาณไปควบคุมวาลวจายน้ํามันไฮดรอลิกใหกับกระบอกสบูไฮ
ดรอลิก เพ่ือปรับระดับและลดการสั่นสะเทอืนของรถยนตตอไป 

 
Kanau Iwashita (9) ไดประดิษฐระบบรองรับนํ้าหนักสําหรับรถมอเตอรไซด ซ่ึงสามารถ

ปรับระดับความสูงของรถและคาคงทีข่องสปริง (Spring Rate) ของระบบรองรับนํ้าหนักได ระบบ
รองรับนํ้าหนักสวนหนาคือโชคคูหนา ระบบรองรับนํ้าหนักสวนหลังคือโชคหลัง โดยโชคดังกลาวจะ
เปนแบบกระบอกสูบไฮดรอลิก (Hydraulic Piston) 
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ภาพประกอบ 4 ระบบรองรับน้ําหนักพัฒนาโดย Kanau Iwashita (9) 

 
การทํางานของระบบการปรบัระดับความสูงและคาคงทีข่องสปริงน้ีตองอาศัยการทํางาน

รวมกันกับเซนเซอรตางๆ ไดแก 
1. เซนเซอรความโนมถวง (G Sensor) 
2. เซนเซอรระยะยืดกระบอกสูบ (Stroke Sensor) 
3. เซนเซอรตําแหนงลิ้นบังคับนํ้ามัน (Throttle Position Sensor) 
4. เซนเซอรวัดความเร็ว (Speed Sensor) 
5. เซนเซอรวัดรอบ (RPM Sensor) 
6. เซนเซอรเบรค (Braking Sensor) 
7. เซนเซอรคลัช (Clutch Switch Sensor) 
8. เซนเซอรเกียร (Gear Shift Sensor) 
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ภาพประกอบ 5 ระบบควบคุมระดับและการสั่นสะเทือนในรถมอเตอรไซด (9) 

 
เซนเซอรเหลานี้จะสงสัญญาณไปยัง ระบบประมวลผลสวนกลาง (CPU: Central 

Processing Unit) เพ่ือประมวลผล จากนัน้ก็จะสงสัญญาณไปควบคุมการทํางานของอุปกรณการ
จายน้ํามันไฮดรอลิกใหกับกระบอกสูปไฮดรอลิกเพื่อปรับระดับความสูงของเครื่องยนตและคาคงที่
ของสปริง ใหเหมาะสมกับสภาพการขับขีป่จจุบัน 

 
Taiji Ohmori (10) ใชวิธีการปรับคาความหนวง (Damping Rate) ของระบบรองรับนํ้าหนัก 

(Suspension System) โดยใชอุปกรณตรวจจับ (Detector) จํานวน 2 ชุด เพ่ือตรวจจับคาความเรง
ของการสั่นสะเทือน (Vibration Acceleration) ตัวแรกจะติดตั้งไวที่ชวงกลางของตัวรถ เม่ือมีการ
สั่นสะเทือนกจ็ะมีการแปลงสัญญาณไปทีอุ่ปกรณตรวจจับระดับ (Level Detector) แลวสงสัญญาณ
ไปที่วงจรควบคุม (Control Circuit) สวนอุปกรณตรวจจับคาความเรงตัวทีส่องจะติดตั้งไวที่กันชน
หนา 
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ภาพประกอบ 6 ระบบรองรับน้ําหนักพัฒนาโดย Taiji Ohmori (10) 

 
อุปกรณตรวจจับคาความเรงทั้งสองตัวน้ีจะสงสัญญาณรายงานสภาพผิวถนนไมวาจะเปน

คาความขรขุระหรือความลาดเอียงของถนนไปยังวงจรการควบคุม (Control Circuit) จากนั้นวงจร
การควบคุมก็จะสงสัญญาณไปปรับคาความหนวง (Damping Rate) ของโชค (Shock Absorber) ใน
ระบบรองรับนํ้าหนักของรถยนตตอไป 

 

 
ภาพประกอบ 7 ขั้นตอนการทํางานของระบบควบคุมการปรับคาความหนวง (Damping Rate) (10) 

 
So-Ryeok Oh และ Kalyan Mankala (11)  ไดศึกษาการใชหุนยนตเชือก (Cable Robot) 

เพ่ือใชในงานขนถายสินคาในอุตสาหกรรมการเดินเรือ เพราะหุนยนตเชือกมีพ้ืนทีท่ํางาน 
(Workspace) คอนขางมาก โดยที่เชือกสามารถรับแรงดึงไดแตไมสามารถรับแรงดันได ดังน้ันจึงได
ศึกษาถึงวิธีการควบคุมแรงตึงในเสนเชือกใหเปนบวกตลอดเวลา โดยอาศัยตัวควบคุมแรงดึง 
(Positive Tension Controller) เพ่ือควบคุมแรงตึงในเสนเชือกใหเปนบวกตลอดเวลา 
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ภาพประกอบ 8 แบบสเก็ตของหุนยนตเชือก (11) 

 
หุนยนตเชือกดังกลาวจะทําเปน หุนยนตเชือก 2 ชั้น โดยหุนยนตทั้งสองตัวจะวางตาํแหนง

กันไวบน-ลาง และทํางานสมัพันธกันดังน้ี หุนยนตเชือกชุดแรกซึ่งอยูดานบน มีหนาที่พาหุนยนต
เชือกตัวที่สองเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงของตูเก็บสินคา (Container) แลวหุนยนตเชอืกตัวที่สองซึง่อยู
ดานลางก็จะเคลื่อนที่ขึ้นลงเพื่อไปจับยึดตูเก็บสินคา จากนั้นหุนยนตเชือกทั้งสองตวัก็จะนําตูเกบ็
สินคานั้นเคลือ่นยายไปยังจุดอ่ืนตอไป 

 
So-Ryeok Oh และ Sunil K. Agrawal (12) ไดทําการศกึษาระบบควบคุมการทํางานของ

หุนยนตเชือก (Cable-suspended Robot) เพ่ือสามารถนําไปประยุกตใชในงานดานการตรวจสอบ
และซอมบํารุงภายในอูตอเรือและเครื่องบนิ โดยนําเสนอระบบควบคมุแบบยอนกลบั (Feedback 
Control) เน่ืองจากคุณสมบัติของเชือก สามารถรับแรงดึง (Tension Force) ซ่ึงกอใหเกิดแรงตึงใน
เสนเชือกไดเพียงอยางเดียวเทานั้น โดยเชือกไมอาจรับแรงดัน (Compressed Force) ได ดังน้ัน
เง่ือนไขหนึ่งที่ถูกกําหนดเพื่อการควบคุมหุนยนต ก็คือการรักษาคาแรงตึงในเสนเชอืกใหคงอยู
ตลอดเวลาโดยไมทําใหเชือกหยอน (Positive input Constraints) 
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ภาพประกอบ 9 หุนยนตเชือกในระบบควบคุมแบบยอนกลับ (Feedback Control) (12) 

 
ซ่ึงศึกษาการทํางานของระบบควบคุมหุนยนตเชือกในสถานะตางๆ  โดยมีพ้ืนฐานอยูที่

การควบคุมแบบยอนกลบัเชิงเสน (Feedback Linearization Controller) ดวยการอางอิงคาฐาน 
(Reference Governor : RG) ของระบบอางอิงเอาไว 

 
   Hiroaki Kato (13) ไดประดิษฐอุปกรณลดการสั่นสะเทือนของโตะ ซ่ึงใชในงาน

เกี่ยวกับอุปกรณที่มีความไวตอการสั่นสะเทือน เชน เซมิคอนดัคเตอร (Semiconductor) และครสิตัล
เหลว (Liquid Crystal) เปนตน โดยใชระบบการทํางานของแอคชูเอเตอร (Actuator System) ลด
การสั่นสะเทือนของโตะ 2 ระบบ ระบบแรกไดอาศัยแรงที่เกิดจากการทํางานของแอคชูเอเตอร 
(Actuator) กระทําตอสัดสวนการเคลื่อนที่ของโตะ สวนระบบที่สองจะใชแรงจากแอคชูเอเตอรกระทํา
ตออัตราเรงของการเคลื่อนที่ของฐานโตะ ซ่ึงอุปกรณการทํางานลดการสั่นสะเทือนของโตะ ประกอบ
ไปดวยอุปกรณทางกลและเซนเซอรดังตอไปน้ี สปริงลม (Air Spring:SU),  แอคชูเอเตอร 
(Actuator:LM), เซนเซอรตรวจวัดความสัน่สะเทือน (Vibration Sensor:SN), เซนเซอรตําแหนง 
(Position Sensor:PS), วาลวลม (Air Valve:AV) เปนตน  
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ภาพประกอบ 10 แสดงโครงสรางอุปกรณของโตะลดการสั่นสะเทือน(13) 

 
นอกจากอุปกรณทางกลและเซนเซอรดังกลาวแลวระบบลดการสั่นสะเทือนของโตะยัง

ประกอบไปดวยอุปกรณดานวงจรไฟฟาและการควบคุม ซ่ึงรับสัญญาณแสดงสถานะโตะจาก
เซนเซอรไปยงัวงจรควบคุมเพ่ือประมวลผลและสั่งการทาํงานไปยังอุปกรณทางกลตางๆ ตอไป 

 

 
ภาพประกอบ 11 วงจรควบคุมการทํางานโตะลดการสั่นสะเทือน(13) 
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2.2 ออปติไมซเซชัน (Optimization) 
ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวธิกีารหรือเครื่องมือทางคณิตศาสตรเพ่ือหาคาที่

เหมาะสมที่สดุ ซ่ึงคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่าํสุดหรือคาสูงสุด เปาหมายของการออปติไมซ
เซชัน (Optimization Goal) ทําเพื่อใหมีความคุมคาที่สดุทั้งดานการลงทุน พลังงาน การใชประโยชน
และความปลอดภัยน่ันเอง กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซชัน (Optimization) ไปประยุกตเพ่ือ
ใชงาน เราจะตองทําการศกึษาและเขาใจในรายละเอยีดเสียกอน ออปติไมซเซชนั (Optimization) 
น้ันสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา แตในการคนหาคําตอบของปญหาโดยเทคนิควิธีออ
ปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่จะตองกําหนดลักษณะของปญหาใหออกมาในรูปของ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรเสียกอน คือ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables), ดีไซนพารามิเตอร 
(Design parameters) และดีไซนฟงกชัน (Design functions) ซ่ึงมีรายละเอียดปลกียอยดังน้ี 

 
2.2.1 ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)  
 คือตัวแปรหรอืสิ่งที่บอกถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรตวัแปรคือ

ตัวที่ไมทราบคาและตองทําการหาคาออกมาดีไซนวาริเอเบิลน้ันผูออกแบบจําเปนจะตองใช
ประสบการณ, ความชํานาญ,ขอกําหนดของวิธี และพ้ืนฐานความรูมาเปนองคประกอบการตัดสินใจ 
หลักการและวธิีการของดีไซนวาริเอเบลิ คอืตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear independent) 
หมายความวาดีไซนวาริเอเบิลจะไมสามารถถูกกําหนดขึ้นมาจากการใชความสัมพันธทางเลขคณิต
ได ดีไซนวาริเอเบิลสามารถมีไดหลายตัวเพ่ือที่จะใหการออกแบบนั้นมีความสมบูรณ และกลุมดีไซน
วาริเอเบลิเหลานี้จะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร (Design vector: matrix) และใชอักษร n แทนจํานวน
ใดๆ ของดีไซนวาริเอเบลิและในเทอมทางคณิตศาสตรน้ันมักจะใชอักษร x และมีตัวเลขหอยเพ่ือระบุ
ลําดับที่ของตวัแปรของการออกแบบนั้นๆ มักมีการเขียนสัญลักษณของดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะ
ดังน้ี คือ [ ]X , X  หรือ x , [ ]Tnxxx ,...,, 21  และ nixi ,...,2,1, =  

 

2.2.2 ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)  
 คือสิ่งที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบ

ในลักษณะที่แตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํา คุณสมบัตขิองวัสดุและลกัษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน
พารามิเตอรสามารถมีไดหลายตวัเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิลและเปน เวกเตอร (Vector: matrix) 
เชนกัน สามารถเขียนสัญลกัษณไดคลายๆ กันดังน้ี คือ [ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  

 
2.2.3 ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  
 คือขอมูลสําคญัเกี่ยวกบัการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิลและดีไซนพารามิเตอร

มาประเมินคาและเปนตัวพิสูจนแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวย ดีไซน
ฟงกชันนี้สามารถแสดงออกมาในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเง่ือนไขบังคับ (Design 



 14 

objectives and/or constraints) ซ่ึงจะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสมขึ้นมา
และตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับดวยจึงจะถือวาเปนการออกแบบทีส่มบูรณและใชการได 
(Feasible) ตัวอยางเชน ตองการออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) โดยที่ความเคนในวัสดจุะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก (Yield 
strength) น่ีก็จะเปนคอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint functions) ซ่ึงมีรายละเอียดปลีกยอย
ดังตอไปน้ี 

 
2.2.4 รูปแบบมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The Standard Format Optimization)  
 จากที่กลาวมานั้นเปนองคประกอบโดยทั่วไปของแบบจําลองเพื่อหาคาทาง

คณิตศาสตรโดยการใชเทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization) และมีการเขียนในเทอมทาง
คณิตศาสตรไดหลายๆ แบบดังน้ี 

 
หาคานอยที่สุดของ  ( )nxxx ,...,, 21ƒ                          (2.1)                   

โดยสอดคลองกับเง่ือนไข: ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==        (2.2) 
     ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤        (2.3)  
     njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤          (2.4) 

 
เขียนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังน้ี 
 
หาคานอยที่สุดของ   ( ) [ ]nXX  ,ƒ                (2.5)     
โดยสอดคลองกับเง่ือนไข:    ( )[ ] 0=lXg          (2.6) 

         ( )[ ] 0≤lXc          (2.7) 
         uplow XXX ≤≤                 (2.8) 

 
2.2.5  ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวศิวกรรม  
ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบลิไมขึ้นกับเวลาและมีการนําเอาออปติไมซเซชัน 

(Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) 
สวนปญหาทีข่ึ้นกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังที่ไดกลาว
มาแลวในหวัขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of optimization) คือการคนหา
คาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 
function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซ่ึงมีอยูสองลักษณะคือ โกลบอล 
(Global) และโลคอล (Local)  
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 2.2.5.1  กรณีนอยสุด (Minimum) 
 กลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล บอลมี
นิมัม (Global minimum) ไดถา 

 
     ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111         (2.9)  
 
เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n

T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกับ [ ]n
T xxxx  ...  21=  แลวทําใหเกิด

คาของฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  มีคานอยที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโล
คอลมีนนิมัม (Local minimum)  

 
 2.2.5.2  กรณีมากสุด (Maximum)  
 กลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล บอลเม็ก
ซิมัม (Global maximum) ไดถา 

 
     ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111        (2.10) 
   
เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n

T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกับ [ ]n
T xxxx  ...  21=  แลวก็ยงัทําให

คาของฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  

มีคามากที่สุดเม่ือเปรียบเทยีบกับบรเิวณขางเคียง(Neighborhood)แลวจะเรยีกวาโลคอลเม็กซิมัม 
(Local maximum)  

 
2.2.6 พลศาสตรออปติไมซเซชนั (Dynamic Optimization)  
ปญหาทางวิศวกรรมที่ตวัแปรตางๆขึ้นกบัเวลาจะถูกเรียกวาพลศาสตรและมักจะใชสมการ

เชิงอนุพันธมาเปนตวัแสดงระบบพลศาสตร (Dynamic systems) ดังน้ี 
 
              ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=         (2.11) 
  
เม่ือ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบลิ (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทั่วไป

หรืออนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต 
(Control inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State 
variables) และคอนโทรลอนิพุต (Control inputs) หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต 
(Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเง่ือนไขเร่ิมตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการ
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คํานวณวถิี (Trajectory) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )txi  ไดดวยวธิีอนาไลตกิหรือวิธี
เชิงตวัเลข (Analytical or numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของ
อนุภาค (Particle) หน่ึงหนวยมวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขยีนอธิบายไดดวย
สมการเชิงอนุพันธ (Differential equation) เปน ux =&&  เม่ือ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ u  คือ
แรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-order differential equation) แต
สามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First-order differential equation) ดัง
สมการ (2.11) ได น่ันคือให 21 xx =&  และ ux =2&    สําหรับระบบทางวศิวกรรมที่แสดงไดดวย
สมการ (2.11) น้ัน โดยปกติแลวจะตองมีการกําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial state) จากนั้นก็ทํา
การเลือกชวงเวลาใหกบัคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เพ่ือใหออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด ปญหาไดนามิกจะเรียกออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล (Cost functional) และเขียนเปนสมการดังน้ี 

 

( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK   (2.12) 

 
เม่ือ 0t  คือเวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 

ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซ่ึงจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และ

สภาวะสุดทาย (Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนที่

ขึ้นอยูกับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวารเิอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอ
เบิล (Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตต
วาริเอเบลิ (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)  

 
2.2.7  แคลคลูัสออฟวาริเอชั่น (Calculus of Variations)  
โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับขั้น

ความเสรี (Multistage systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 

 

      [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &          (2.13)  

 
ซ่ึงเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous functions) ( )tx  ใหเปนจํานวนจริง น่ัน

คือถากําหนด ( )tx  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวธิีอนาไล
ติกหรือวิธเีชิงตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับ
หลายๆฟงกชนัตอเน่ือง        
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[ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121 &K&&KK            (2.14) 

 
ฟงกชันนอล (Functional) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous functions) 

หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 K  ใหเปนจํานวนจริงน่ันเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริ
เอเบิล (Calculus of variations) มาใชน้ันมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 
optimization) น่ันก็คือ คนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) สําหรับฟงกชนันอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หาได
เปนคานอยสดุหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of variations) มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเกี่ยวของกับจุดเริม่ตน
และจุดสุดทาย ซ่ึงมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้ 

  
 2.2.7.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเดี่ยว (Functionals of a Single Function)  
  เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรเีด่ียว (Single-stage 

systems) โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสดุทายหลายลกัษณะดังน้ี คือ 

 
 2.2.7.2 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสดุทายไวคงที ่(Fixed End Time              

and End Points)  
  ถาฟงกชัน ( )xxtF &,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสองไดอยางตอเน่ืองโดย

อยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire 

function) ( )tx  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  น่ันเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชัน

เปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  
ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังน้ันเพ่ือใหยังคงสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) อยู ดังน้ัน ( ) ( ) 00 == fthth  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) 

JΔ  เปน 
 

 [ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=Δ
0

,,,, &&&            (2.15) 

 
เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการ

เปล่ียนแปลงเปน 
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             dth
x
Fh

x
FJ ft

t∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
0

&
&

δ                                    (2.16)   

 
เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  

ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts)  ก็จะพบวา 
 

  
0

0
tt

t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫ &&&
δ              (2.17)      

                  
เม่ือเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fthth  จึงจะ

สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเน่ืองสองครั้ง น่ันก็หมายความวา 
x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชนัที่ตอเน่ือง และเม่ือ 0=Jδ  

ซ่ึงพบวา 

      0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
                 (2.18) 

 
ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผล

เฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  
ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคลูสั (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได 

   
 2.2.7.3.  กําหนดเวลาสุดทายคงทีแ่ตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time, 

Variable End Points)  
        แตกตางกับกรณี (2.7.2) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังน้ันจึงได เพียงแตเง่ือนไข

ขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตัว และ ( ) ( )fthth ,0  ก็
สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) เปน 

 

       0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
         (2.19)  

0
0
=

∂
∂

tx
F
&

           (2.20) 

0=
∂
∂

ftx
F
&

           (2.21)  
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ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผล
เฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ซ่ึง
สามารถหาคาโดยใชความรูทางแคลคลูัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 

   
 2.2.7.4 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 

Points)  
       กรณีน้ีถือไดวาเปนรูปแบบทัว่ไปของปญหาทางวศิวกรรมเลยกว็าไดแตก็มีวธิกีารหา

คําตอบคลายๆ กับกรณี (2.7.2) ถา ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปน    เอ็กท
รีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังน้ันก็จะ
พบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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        (2.22) 

เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการ
เปลี่ยนแปลงเปน 
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เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  

ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 
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เม่ือ ( ) 00 00
txxth tt δδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ &−=  ดังน้ันเขียนสมการใหมไดเปน 

 



 20 

  
00

0
0

        tx
x
FFtx

x
FF

x
x
Fx

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f

δδ

δδδ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫

&
&

&
&

&&&
         (2.25) 

 
เม่ือเง่ือนไขจําเปน(Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )th , 

ftxδ , 
0t

xδ , ftδ และ 

0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน(Necessary 
conditions) และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 
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ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก

เง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 
 

  
2.2.8  ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of Variance Functions)  

   เปนฟงกชนันอล (Functional) ของระบบหลายระดับขั้นความเสร ี(Multistage 
systems) โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสดุทายหลายลกัษณะดังน้ี คือ 

   
 2.2.8.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสดุทายไวคงที ่(Fixed End Times           and 

End Points)  
  ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF &K&K ,,,,, 11  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสองได

อยางตอเน่ืองโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 
(Desire function) ( ) nitxi ,,1, K=  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  น่ันเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชัน

เปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) คือ 
 

  [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK                  (2.28) 
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ถา  ( ) nitxi ,,1, K=   ถูกเพิ่มคาดวย  ( ) nithi ,,1, K=  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับ
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ดังน้ัน ( ) ( ) 00 == fii thth  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตดัเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการ

เปลี่ยนแปลงเปน 
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เม่ือ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป 

ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 
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เม่ือเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fii thth จึงจะ

สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวาF จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเน่ืองสองครั้งน่ันก็หมายความวา 
ii x

F
dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชนัที่ตอเน่ืองและเม่ือ 0=Jδ  

ดังน้ันพบวา 
 

      ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂          (2.32)  

 
ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผล

เฉลยของ ( )txi  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ 
( ) 2ifi xtx =  ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคลูสั (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย

เลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
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 2.2.8.2 กําหนดเวลาสุดทายไวคงทีแ่ตจุดสุดทายแปรผันได(Fixed End Time and 
Variable End Points)  

         แตกตางกับกรณี (2.8.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังน้ันจึงใชสมการของหัวขอ 
(2.8.1) ได เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ไมไดถูกกําหนดไว
ตายตวั และ ( ) ( )fii thth ,0  จึงสามารถกําหนดไดตามการใชงาน ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary 
condition) เปน 
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ซ่ึงสมการนี้เรียกวาสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ 

( )txi  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ซ่ึงเราสามารถทํา
การหาคาโดยใชความรูทางแคลคลูัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) 
ไดเชนกัน 

   
 2.2.8.3 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 

Points)  
        กรณีน้ีเปนรูปแบบทั่วไปที่ใชเปนเง่ือนไขหลักในการแกปญหาทางวิศวกรรมแตก็มี

วิธีการหาคําตอบใกลเคยีง กับกรณี (2.8.1) ถา ( ) nitxi ,,1 , K=  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 
function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )txi  ถูก
เพ่ิมคาดวย ( )thi  ดังน้ันก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการ

เปลี่ยนแปลงเปน 
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เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  

ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 
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เม่ือ ( ) 00 00
txxth titii δδ &−=  และ ( ) ftitifi txxth

ff
δδ &−=  ดังน้ันสมการจะเปน 
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เม่ือ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 

ftixδ , 
0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) เปน 
 



 24 

    ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂                     (2.41) 

 
และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
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ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํานวณได

จากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 
  
2.2.9 ฟงกชนันอลมีเงื่อนไขบังคับ  (Functionals with Constraints)   
   เปนฟงกชนันอล (Functional) ที่มีเง่ือนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซึ่งอาจจะเปนไดทั้ง

อีควอลิตคีอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตคีอนสเทรนท (Inequality 
constraints) ในที่น้ีจะกลาวถึงเฉพาะวธิีลากรานซมัลตไิพลเออร (Lagrange multiplier)  

 
 2.2.9.1 ฟงกชันคอนสเทรนท (Function Constraints)  
        พิจารณาฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซ่ึงจะตองเก่ียวของหรือ

สอดคลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) 
mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  และ nm <  เสมอ เม่ือเราใชเทคนิควิธีการแบบลาก

รานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอลใหมเปน 
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เม่ือ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ ซ่ึง

จะเปน F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพ่ือใชสําหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) น่ันเอง โดยจะนําไปใชกบัลักษณะของเวลาและจุด
สุดทายทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว น่ันก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตวั (Fixed 
end time and end points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end 
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time, variable end points) และเวลาสุดทายและจุดสดุทายแปรผันได (Variable end time and end 
points) ซ่ึงกระทําไดเพียงแคเปลี่ยนจาก F  เปน F ′  ก็สามารถทําการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) ซ่ึง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําใหสามารถเอ็กทรีมัม 
(Extremum) ได 

  
 2.2.9.2 ฟงกชันเงื่อนไขบงัคับที่จุดสุดทาย (End Point Function Value 

Constraints)                                                                                       
  เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซ่ึงฟงกชัน )( fi tx  จะตอง

สอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย การหา

ผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
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เม่ือ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทําให

สามารถดัดแปลงสมการไดเปน 
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เม่ือเง่ือนไขจําเปน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 

ftixδ , 
0tixδ , ftδ

และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) เปน 
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โดยที่ 0=ks  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเง่ือนไขขอบเขต

เปน 
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 2.2.9.3 ฟงกชันเงื่อนไขบงัคับทัว่ไป (General Constraints)  
  จากหัวขอ (2.9.1 และ 2.9.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชัน

นอล (Functional) [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอดคลอง

กับฟงกชันอีควอลิตคีอนสเทรนท (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  
เม่ือ mj ,...,1 = โดย nm <  เสมอ และสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point 
constraints) ( ) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังน้ันเม่ือใชเทคนิควธิีลากรานซ

มัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล (Functional) ใหมเปน 
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เม่ือ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังน้ันหากกรณี

ปญหาเปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะ
สามารถดัดแปลงสมการไดเปน 
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เม่ือ     ∑
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λ                      (2.50) 
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ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังน้ี 
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โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==  จึงจะทําใหไดคําตอบทีเ่ปนที่ยอมรับ

ได 
 
2.2.10 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 

(Calculus of Variation with Dynamic Optimization)  
 จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) น้ัน

พบวามีประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
optimization) ดังน้ันตอไปน้ีเราจะมาดูวิธีการนําเอาแคลคลูัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) 
มาใชแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังน้ี 

 
 2.2.10.1 เวลาสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed Final Time)  
  ลักษณะเชนนีถ้ือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขาย

ดังน้ีคือ มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลกัษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 
Functional) ดังสมการ (2.12), เวลาเริ่มตนและเวลาสดุทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตวั 
(Fixed end time) และระบสุภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามลําดับ ตวัอยางเชน รถไฟที่
วิ่งระหวางเมืองสองเมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลว ซ่ึงออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) อาจจะเปนการสิ้นเปลืองพลังงานเชื้อเพลิงที่นอยทีสุ่ดก็ได ซ่ึงเราจะ
กลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 
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ลักษณะดวยกนั คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสดุทาย 
( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตวัแตมีเง่ือนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคอืคอนโทรล

วาริเอเบลิและสเตตวาริเอเบลิ (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไข
บังคับตลอดเวลา  

 
 2.2.10.2 เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  
  ลักษณะเชนนีมี้ลักษณะคลายกับหัวขอ (2.7.4) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผัน

ได แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 
functional) ดังสมการ (2.12), เวลาเริ่มตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลา
สุดทาย ft  มีการแปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  
ตามลําดับ เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติ
ไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกนั คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูก
กําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) และสุดทายคอืคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบลิ (Control variables and state 
variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับตลอดเวลาการเคลื่อนที่ ดังรายละเอียดตอไปน้ี 
 

 2.2.10.3 สภาวะสุดทายถกูกําหนดไวตายตวั (Final States are Prescribed)  
  ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ 
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เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและ

สภาวะเริ่มตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังน้ี 
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เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ ก็จะทําใหเราสามารถหาเงื่อนไขจําเปน 

(Necessary Conditions) ไดดังน้ี 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 

( )tjλ  (บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  และเวลา
สุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.11) จํานวน 
n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.56) จํานวน n  สมการ และเอดดิ
ชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.56) จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) คือสมการ (2.56) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First order different 
equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  
สมการ ในการหาผลเฉลยนีมี้ความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
จํานวน n2  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  

 
2.2.11 สรุปเกี่ยวกับไดนามิกออปติไมซเซชนั (Dynamic Optimization 

Conclusion) 
 ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการการ

เคลื่อนที่ก็คือ ∑ == xmmaF &&  แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ันไมสะดวกถา
สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังน้ันจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลงัหน่ึงคือ 21 xx =&  
และ mFx ∑=2&  ดังสมการ (2.11) คือ 
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 ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                                 (2.57) 
 
ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) น้ัน จะมีการกําหนดเงื่อนไข

เริ่มตนและเงื่อนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเง่ือนไข
บังคับ (Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกาํหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคา
นอยสุดหรือมากสุด ดังน้ี 
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โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )

ftnxxt ,,, 1 KΦ  ซ่ึงเรียกวา 

เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11 KK  ซ่ึงเรียกวา อินทิกรัลเทอม  

(Integral term) ซ่ึงหากกําหนด ∑
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=
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i
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2  จะเรียกวาปญหาพลงังานนอยสุด (Minimum energy), 
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i
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 จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หากกําหนด ft=Φ  

จะเรียกวาปญหาเวลานอยสดุ (Minimum time) และหากกําหนด ( )ftx2=Φ  จะเรียกวาปญหา
ความเร็วสูงสดุ (Maximum velocity) เปนตน ซ่ึง Φ  และ L  จะเรียกวา สภาวะของปญหา (State 
of the problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical techniques) มีสอง
ลักษณะใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวธิีอินไดเรคท (Indirect methods) โดยอาศัย
หลักการของแคลคลูัสออฟวาริเอเบลิ (Calculus of variations) ทําใหสามารถเขียนคอสฟงกชันนอล 
(Cost functional) โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) lυ , iλ  และ iμ  
เขามาเกี่ยวของไดดังน้ีคือ 
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สมการดังกลาวนี้นําไปใชกบัปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ได
ทุกปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทยีบ (Equality and inequality 
constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูปสมการตาม
โจทยของปญหานั้นๆ น่ันเอง 

 



บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 

การวิจัยครั้งน้ี ผูวิจัยไดดําเนินการวิจัยตามขั้นตอน ดังน้ี 
  1. แนวทางหรือหลักเกณฑที่ใชในการแกปญหา 
  2. สมการและการแกปญหาเชิงตวัเลข 

 3. การออกแบบโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 

3.1. แนวทางหรือหลักเกณฑที่ใชในการแกปญหา 
 เม่ือรถเข็น 4 ลอเคลื่อนที่ไปบนพื้นผิวที่มีความลาดเอียง การกระดกขึ้นลงของรถเข็นจะ
ขึ้นอยูกับสภาพความลาดชันและระดับที่แตกตางของพื้นถนน รถเข็นเกิดการลาดเอียงและไร
เสถียรภาพ ดังน้ันการควบคุมระนาบของรถเข็น 4 ลอบนพื้นผิวที่มีความลาดเอียงนั้น ขารองรับ
นํ้าหนักทั้ง 4 ขางของรถเข็นตองสามารถยืดหดได เพ่ือชดเชยระดับที่แตกตางกันของพื้นเอียง ซ่ึง
การยืดหดนี้ตองสามารถคงแรงกระทําอันเนื่องมาจากน้ําหนักบรรทุกที่ขาทั้ง 4 ขางดวย 
 

 
ภาพประกอบ 12 แบบจําลองทางกายภาพของรถเข็น 4 ลอ 

 

 ดังน้ันรถเข็น 4 ลอ จึงตองอาศัยการทํางานของระบบที่เกี่ยวของ 3 ระบบ ไดแก 
1. ระบบชดเชยความตางระดับ เชน กระบอกสูบ แอคชูเอเตอร (Actuator) เปนตน 
2. ระบบตรวจสอบสถานะ เชน เซนเซอรบอกความลาดเอียงและเซนเซอรบอกระดับ เปนตน 
3. ระบบควบคุมสวนกลาง เชน ไมโครคอนโทรลเลอร และ PLC เปนตน 
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เม่ือเซนเซอรแจงสถานะไปยังระบบควบคุมสวนกลางที่เกิดความไมเสถียรภาพ ระบบ
ควบคุมสวนกลางก็จะไปสั่งงานใหระบบชดเชยความตางระดับทํางาน จนกระทั่งสามารถคงระนาบ
ของรถเข็นไวได 

 

 
ภาพประกอบ 13 แสดงระบบควบคุมระนาบของรถเข็น 4 ลอ 

 
การทํางานของระบบควบคุมสวนกลาง ถือไดวาเปนหัวใจสําคัญของระบบทั้งหมดซึ่งผูวิจัยมี

แนวคิดที่จะประยุกตใชทฤษฎีการควบคุมที่เหมาะสมของระบบพลศาสตร (Optimal Control of 
Dynamic System) ในการรักษาระนาบของรถเข็นโดยใชพลังงานนอยสุด (Minimum Energy) โดย
มีแนวทาง ดังน้ี 

1.  จําลองการทํางานของระบบที่เกี่ยวของกับรถเข็น 4 ลอ ในรูปของสมการตางๆ  เชน 
สมการการเคลื่อนที่, สมการพื้นผิว เปนตน 

2.  กําหนดเงื่อนไขบังคับ (Constraint) และตัวแปรควบคุม (Control Variable) ตางๆ  
3.  ใชทฤษฎีการควบคุมที่เหมาะสมของระบบพลศาสตร (Optimal Control of Dynamic 

System) ในการแกปญหาของสมการโดยตั้งเปาหมายที่การควบคุมระนาบของรถเข็นโดยใช
พลังงานนอยสุด (Minimum Energy) 

4.  วิเคราะหผลความสัมพันธของตัวแปรควบคุม (Control Variable) และเวลาในรูปกราฟ 
 
 
 



 34 

3.2. สมการและการแกปญหาเชิงตัวเลข 

  สมการตางๆ ที่เกี่ยวของกับการรักษาสมดุลระนาบรถเข็น 4 ลอ สามารถหาไดจาก 
Free Body Diagram ของรถเข็น ซ่ึงแสดงดังภาพประกอบ 3.3 
 

 
ภาพประกอบ 14 Free Body Diagram ของรถเข็น 4 ลอ 

 
จาก Free Body Diagram มีตัวแปรทีเ่กีย่วของดังตอไปน้ี 
x = ระยะการเคลือ่นที่ในแนวแกน x 
y1 = ระยะการเคลือ่นที่ของลอหนาในแนวแกน y 
y2 = ระยะการเคลือ่นที่ของลอหลังในแนวแกน y 
y3 = ระยะการเคลือ่นที่ในแนวแกน y ที่จุดศูนยกลางของรถเข็น 
u1 = แรงกระทําที่ลอหนาในแนวแกน y 
u2 = แรงกระทําที่ลอหลังในแนวแกน y 
u3 = แรงกระทําเพือ่ใหเกิดการเคลื่อนที่ในแนวแกน x 
m = มวลของรถเขน็ 
ml = มวลของน้ําหนักบรรทุก 
l = ระยะระหวางลอหนาและลอหลังของรถเข็น 
l1 = ระยะระหวางลอหลังและจุดหมุนของรถเข็น 

θ = องศาความลาดเอียงของระนาบรถเข็น 
* = จุดหมุนของระนาบรถเข็น 
 
 
 



 35 

 สมการองศาความลาดเอยีงและระยะจุดหมุนของรถเข็น 
 เม่ือรถเข็นเคลื่อนที่ไปบนพ้ืนเอียงจะทําใหระนาบของรถเข็นเอียงตามสภาพของพื้น ซ่ึง
องศาความลาดเอียงที่เกิดขึ้นนี้เน่ืองมาจากระยะการขึ้นลงของลอหนา (y1) และลอหลัง (y2) ทําให

เกิดองศาความลาดเอียง θ ขึ้น 
 จากนั้นระบบชดเชยความตางระดับของรถเข็น จะทําหนาที่ใหลอหนา-ลอหลังชดเชยระดับ
ของรถเข็นโดยมีเปาหมายใหคงระนาบของรถเข็นไว ซ่ึงระยะจากจุดหมุน * ไปจนถึงลอหลัง
กําหนดใหมีระยะเปน l1  
 ซ่ึงสมการองศาความลาดเอยีงและระยะจุดหมุนของรถเข็นสามารถแสดงไดดังน้ี 
 

1

3

1

2

1

1

2

tan
ll

y
l
y

ll
y

−
==

−
=θ  

ไดวา 

1

2

1

1

l
y

ll
y

=
−

 

  ( )1211 llyly −=  
  12211 lylyly −=  

   ( ) lylyy 2121 =+  

    
21

2
1 yy

lyl
+

=             (3.1) 
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21

2

3

21

2

2

2 yy
lyl

y

yy
ly

y

+
−

=

+

 



 36 

      ( )
( )21

221

321

2
2

yy
lylyy

y
l

yy

+
−+

=
+   

      ( )
( )21

2121
3 2 yy

lyy
l

yy
y

+
−

⋅
+

=  

      
2

21
3

yy
y

−
=             (3.3) 

 

 สมการสมดุลแรงในแนวแกน x 
 แรงที่ใชผลักใหรถเข็นเคลื่อนที่ไปขางหนานี้ มีผลตอพลังงานที่ใชรักษาระนาบของรถเข็น 
โดยเมื่อใชแรงผลักมากทําใหรถเข็นเคลื่อนที่เร็ว ระดับของรถเข็นเปลี่ยนแปลงเรว็ ทําใหใชพลังงาน
มากในการรักษาระนาบของรถเข็น ซ่ึงสมการสมดุลแรงในแนวแกน x สามารถแสดงไดดังน้ี 
 

   
xx maF∑ =←

+

 

 ( )xmmu l &&+=3  
( ) 03 =+− xmmu l &&            (3.4) 

 
 สมการสมดุลแรงในแนวแกน y 
 สมการสมดุลแรงในแนวแกน y น้ี เปนแรงที่ขากระทําตอระนาบของรถเข็น เม่ือรถเข็น
เคลื่อนที่ไปบนพื้นเอียงและเกิดความลาดเอียง จะทําใหระบบชดเชยความตางระดับทํางาน ซ่ึง
สมการสมดุลแรงในแนวแกน y เปนดังน้ี 
 
                  ∑ =↑+ yy maF   
         ( ) ( ) 321 ymmgmmuu ll &&+−=+−+  
   ( ) ( ) 0321 =+++−+ ymmgmmuu ll &&         (3.5) 
 

สมการโมเมนตที่จุดหมุน * 
 โมเมนตที่จุดหมุน * น้ี เกิดจากการพยายามรักษาระนาบของรถเข็นโดยระบบชดเชยความ
ตางระดับ ซ่ึงจุดหมุนดังกลาวนี้ สามารถเขียนใหอยูในรูปสมการดังตอไปน้ี 
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สมการพลังงานนอยสุด 

 พลังงานที่ใชผลักดันใหเกดิการเคลื่อนทีท่ั้งหมดของรถเข็นนี้ จะทําใหอยูในรูปของสมการ
ตามทฤษฎีการควบคุมที่เหมาะสมของระบบพลศาสตร (Optimal Control of Dynamics System) 
เพ่ือทําการวิเคราะหและคํานวณหาคาที่เหมาะสมสําหรับการรักษาระนาบของรถเข็น โดยมุงเนนที่
การใชพลังงานนอยสุด (Minimum Energy) ซ่ึงรูปแบบของสมการดังกลาวเปนดังน้ี 
 

        dtuuuJ ft

t∫ ++=
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3.3. การกําหนดปญหา (State of the problem) 
 3.3.1 สเตตอเีควชั่น (State Equation) 
 สมการสมดุลแรงและโมเมนตที่เกี่ยวของมีทั้งหมด 3 สมการ ดังน้ีคือ 
 
            0)(3 =+− xmmu l &&  
       0)()( 321 =+++−+ ymmgmmuu ll &&  

   ( ) 0)()( *112122
21

=−−−++
+

θ&&Iyuyygmmyu
yy

l
l  

 
 3.3.2 ดีไซดพารามิเตอร (Design Parameter) 
  จากสมการสมดุลแรงและโมเมนต ตัวแปรบางตัวตองจัดใหเปนพารามิเตอร 
(Parameter) ซ่ึงประกอบไปดวย lgmm l ,,, ซ่ึงจะมีคาคงที่ตลอดการคํานวณ 

m = 20 kg 
ml = 10 kg 
g = 9.81 m/s2 
l = 1 m 
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 3.3.3 คอนโทรลอินพุต (Control Input) 
 ตัวแปรที่ตองจัดใหเปนคอนโทรลอินพุต (Control Input) ไดแก u1 u2 และ u3 
 
 3.3.4 เงื่อนไขบังคับ (Constraints) 
 เริ่มดวยการพจิารณากําหนดรูปรางของสภาพพื้นผิว ซ่ึงในการศึกษาวิจัยครั้งน้ีกําหนด

ลักษณะสภาพพื้นผิวเปนพ้ืนเอียงที่มีองศาไมเกิน 30° ดังน้ันจึงใชสมการ cmxy += เง่ือนไข
บังคับจึงเปนดังสมการ 

 1. ทางขึ้นพ้ืนเอียง 15° มีคาเทากับ 26795.015tan =°=m  
        xy 26795.0=  
 2. ทางลงพื้นเอียง -15° มีคาเทากับ 26795.015tan −=°−=m  
        xy 26795.0−=  
 3. ทางขึ้นพ้ืนเอียง 30° มีคาเทากับ 57735.030tan =°=m  
        xy 57735.0=  
 4. ทางลงพื้นเอียง -30° มีคาเทากับ 57735.030tan −=°−=m  
        xy 57735.0−=  
 5. องศาความลาดเอียงของรถ ซ่ึงตองปรับใหมาสูสมดุลระนาบ  

         °= 0θ  
 
 3.3.5 เงื่อนไขเร่ิมตนและเงื่อนไขขอบเขต (Initial and Boundary Condition) 
 เพ่ือใหเปนปญหาบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE : Two-point boundary value problem 
involving differential and algebraic equation) จึงตองกําหนดเงื่อนไขเริ่มตน (Initial Condition) 
และเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Condition) โดยพิจารณาใหเริ่มตนเคลื่อนที่ไปบนพื้นผิวตาม
สมการของเงื่อนไขบังคับ ณ จุดสตารท ( ) ( ) 00 0,0 xxxx && ==  และสิ้นสุดที่ ( ) ( ) ffff xtxxtx && == ,  
โดยกําหนดคาไวดังน้ี 
 

    เง่ือนไขเร่ิมตน    เง่ือนไขขอบเขต 
     ( ) 00 =x     ( ) Opencasetx f =   
     ( ) 00 =x&     ( ) Opencasetx f =&   
     ( ) 00 =y     ( ) Opencasety f =  
     ( ) 00 =y&     ( ) Opencasety f =&   
     ( ) 00 =θ     ( ) Opencaset f =θ  
     ( ) 00 =ω     ( ) Opencaset f =ω   
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 3.3.6 คอสฟงกชันนอล (Cost Functional) 
 เม่ือเราทําการวิเคราะหปญหาไดแลว ขั้นตอไปก็คือ ตองกําหนดปญหาใหอยูในรูปของ
ปญหาออปติไมเซชัน (Optimization) โดยจะเปนการคนหาคาคอนโทรลอินพุต (Control Input) u(t) 
 

     ∫ ++= ft

t
dtuuuJ

0

2
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2
2

2
1  

 

3.4 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 ในการพัฒนาโปรแกรมเพื่อทําการคํานวณตามวิธีดังทีก่ลาวมานั้น ทางผูดําเนินการวิจัยได
ทําการออกแบบและเขียนโปรแกรมแมทแลป (MATLAB) เพ่ือหาคําตอบของสมการ ซ่ึงผูวิจัยไดขอ
ความอนุเคราะหนําโปรแกรมที่ทําการเขียนเพ่ือแกปญหาทางออปติไมซเซชัน (Optimization) โดย
โปรแกรม T.Veeraklaew 1995 มาชวยในการวิเคราะหและหาคาํตอบสมการ ซ่ึงผูวิจัยไดทําการ
ปรับปรุงใหเหมาะสมกับลักษณะสมการและเงื่อนไขตางๆ เพ่ือชวยแกปญหาของสมการดังกลาว 



บทที่ 4 
ผลการทดสอบและการวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
 ในการวิจัยศึกษาครั้งน้ี ผูวิจัยนําเสนอผลงานดังน้ี 
  1. ผลการทดสอบ 
  2. การวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
4.1 ผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบนี้จะเปนผลที่ไดจากการวิเคราะหหาคําตอบ ผานกระบวนการแกปญหา
ทางออปติไมซเซชัน (Optimization) โดยเนนที่การหาคาพลังงานนอยสุด ซ่ึงผลของการ
แกปญหาดังกลาวนี้แสดงดวยกราฟทั้งสิ้น 9 กราฟเพื่อเปรียบเทียบและวิเคราะหผลดังน้ี 
 กราฟที่ 1 : กราฟระยะขจัดของรถตามแนวแกน x เทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ tx −  
 กราฟที่ 2 : กราฟความเร็วของรถตามแนวแกน x เทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ tx −&  
 กราฟที่ 3 : กราฟระยะขจัดของรถตามแนวแกน y เทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ ty −  
 กราฟที่ 4 : กราฟความเร็วของรถตามแนวแกน y เทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ ty −&  

 กราฟที่ 5 : กราฟระยะขจัดเชิงมุม θ ของรถเทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ t−θ  

 กราฟที่ 6 : กราฟความเร็วเชิงมุม ω ของรถ เทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ t−ω  
 กราฟที่ 7 : กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u1 ที่ลอหนาเทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ tu −1  
 กราฟที่ 8 : กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u2 ที่ลอหลังเทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ tu −2  
 กราฟที่ 9 : กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u3 ที่ผลักรถเทียบกับ เวลา t 
    แสดงดวยกราฟ tu −3  
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 4.1.1 การรักษาสมดุลระนาบบนพื้นเอียงไมเกิน 15° 
  การจําลองลักษณะของพื้นเอียง เพ่ือศึกษาการรักษาสมดุลระนาบบนพื้นเอียงไม

เกิน 15° น้ี ผูวิจัยไดสมมุติใหเปนพ้ืนเอียงในโรงพยาบาล ซ่ึงใชเปนทางสัญจรระหวางตึก และใช
รถเข็นบรรทุกอาหารและยา เปนตน เพ่ือขามไปยังอีกตึกหนึ่ง โดยทั่วไปพื้นเอียงนี้จะถูก

ออกแบบใหมีความลาดเอียงไมเกิน 15° ลักษณะของพื้นเอียงดังกลาวจะเปนไปดังสมการ  
      cmxy +=   
โดยที่ y  คือ ระยะขจัดในแนวแกน y 
 x คือ ระยะขจัดในแนวแกน x 
 m คือ slope ของพื้นผิวซ่ึงมีคา 26795.015tan =°=m  
 c คือ คาคงที่ ซ่ึงกําหนดใหมีคา 0=c (โดยถือเสมือนวาที่ 0,0 00 == yx ) 
ดังน้ันจะไดวา 
      xy 26795.0=  
และกําหนดให 
 เวลาที่จุดเริ่มตน .00 st =  
 เวลาที่จุดสุดทาย .2.0 st f =  
 ชวงของการหาคําตอบสมการ 6 interval 
 ระยะ span ระหวางลอ มีคา 1m.  
 

 เม่ือรถเคลื่อนที่จากจุดหยุดนิ่งไปบนพื้นเอียง 15° รถจะเคลื่อนทีด่วยแรงกระทาํ u3 
ทําใหเกิดความเรงของเคลือ่นที่ในแนวแกน x ซ่ึงสอดคลองกันกับความเรว็ในแนวแกน x แสดง
ดังภาพประกอบ 15 และ 16  
 

 
ภาพประกอบ 15 กราฟแสดงระยะขจัดในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 16 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15°  ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 ในขณะเดียวกัน ระยะการเคลื่อนที่ในแนวแกน y ก็มีการเปลี่ยนแปลงตาม
ความสัมพันธระหวาง ระยะขจัดในแนวแกน x และระยะขจัดในแนวแกน y ดังสมการขางตน ซ่ึง
สามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวางระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −  และ 
ความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −&  แสดงดังภาพประกอบ 17 และ 18 
 

 
ภาพประกอบ 17 กราฟระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 



 43 

 
ภาพประกอบ 18 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 ภายหลังจากที่มีการเปลี่ยนแปลงระดับของรถตามสภาพพื้นเอียงอยางตอเน่ืองนี้ทําให
ตัวรถสูญเสียสมดุลระนาบ เกิดเปนองศาความลาดเอียง θ  ดังน้ันรถจึงพยายามปรับระนาบของ
ตัวเองใหกลับสูสมดุลระนาบอีกครั้ง ซ่ึง ณ จุดสมดุลดังกลาวมีคา °= 0θ  โดยชวงของการหา
คําตอบสมการไดถูกกําหนดไว 6 ชวง (6 interval) ซ่ึงสามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวาง 
ระยะขจัดเชิงมุมเทียบกับเวลา ( )t−θ  และ ความเรว็เชิงมุมเทียบกับเวลา ( )t−ω  แสดงดัง
ภาพประกอบ 19 และ 20 
 

 
ภาพประกอบ 19 กราฟแสดงระยะขจัดเชิงมุม θ เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 20 กราฟแสดงความเร็วเชิงมุม ω เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

 เม่ือรถเคลื่อนที่ดวยแรงกระทํา u3 ไปบนพื้นเอียง เกิดองศาความลาดเอียงเปนมุม θ 
จากแนวระนาบ หลังจากนั้นแรงพยุงรถที่ขาหนาและขาหลังก็จะทําหนาที่คอยควบคุมแรงกระทํา
ใหตวัรถกลับมาที่สมดุลระนาบอีกครั้งดวยแรง u1 และ u2 ตามลําดับ โดยแรงทั้งสามนี้จะทํา
หนาที่สัมพันธกัน แรงผลักรถใหเคลื่อนที ่u3 เม่ือออกแรงมากจะทําใหระดับเปลี่ยนแปลงเร็ว กจ็ะ
ทําใหตองใชแรง u1 และ u2 เพ่ิมขึ้นในการรักษาสมดุลระนาบ ดังน้ันการควบคมุให u3 อยูใน
สภาพที่เหมาะสมตอการเคลื่อนที่ ก็จะชวยใหออกแรงในการรักษาสมดุลระนาบนอย และทําให
พลังงานรวมที่ใชในการควบคุมรถมีคานอยไปดวย ซ่ึงสามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวาง 
แรงกระทําตอตัวรถเทยีบกบัเวลา ( )tututu −−− 321 ,,  แสดงดังภาพประกอบ 21 22 และ 23 
 

 
ภาพประกอบ 21 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u1 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 22 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u2 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 

 
ภาพประกอบ 23 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u3 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

 4.1.2 การรักษาสมดุลระนาบทางลงพื้นเอียงไมต่ํากวา -15° 
  การจําลองลักษณะของพื้นเอียง เพ่ือศึกษาการรักษาสมดุลระนาบทางลงพื้นเอียง

ไมต่ํากวา -15° น้ี ผูวิจัยไดสมมุติใหเปนทางพื้นเอียงในโรงพยาบาล ซ่ึงใชเปนทางสัญจร
ระหวางตึก และใชรถเข็นบรรทุกอาหารและยา เปนตน เพ่ือขามไปยังอีกตึกหนึ่ง โดยทั่วไปทาง

ลงพ้ืนเอียงนี้จะถูกออกแบบใหมีความลาดเอียงไมต่ํากวา -15° ลักษณะของพื้นเอียงดังกลาวจะ
เปนไปดังสมการ  
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      cmxy +=   
โดยที่ y  คือ ระยะขจัดในแนวแกน y 
 x คือ ระยะขจัดในแนวแกน x 
 m คือ slope ของพื้นผิวซ่ึงมีคา 26795.015tan −=°−=m  
 c คือ คาคงที่ ซ่ึงกําหนดใหมีคา 0=c (โดยถือเสมือนวาที่ 0,0 00 == yx ) 
ดังน้ันจะไดวา 
      xy 26795.0−=  
และกําหนดให 
 เวลาที่จุดเริ่มตน .00 st =  
 เวลาที่จุดสุดทาย .2.0 st f =  
 ชวงของการหาคําตอบสมการ 6 interval 
 ระยะ span ระหวางลอ มีคา 1m.  
 

 เม่ือรถเคลื่อนที่จากจุดหยุดนิ่งไปบนทางลงพื้นเอียง -15° รถจะเคลื่อนที่ดวยแรง
กระทํา u3 ทําใหเกิดความเรงของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ซ่ึงสอดคลองกับความเร็วใน
แนวแกน x แสดงดังภาพประกอบ 24 และ 25  
 

 
ภาพประกอบ 24 กราฟแสดงระยะขจัดในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพ้ืนเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 25 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพ้ืนเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 ในขณะเดียวกัน ระยะการเคลื่อนที่ในแนวแกน y ก็มีการเปลี่ยนแปลงตาม
ความสัมพันธระหวาง ระยะขจัดในแนวแกน x และระยะขจัดในแนวแกน y ดังสมการขางตน ซ่ึง
สามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวางระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −  และ 
ความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −&  แสดงดังภาพประกอบ 26 และ 27 
 

 
ภาพประกอบ 26 กราฟระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 27 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพ้ืนเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
  ภายหลังจากที่มีการเปลี่ยนแปลงระดับของรถตามสภาพพื้นเอียงอยางตอเน่ืองน้ี
ทําใหตัวรถสูญเสียสมดุลระนาบ เกิดเปนองศาความลาดเอียง θ  ดังนั้นรถจึงพยายามปรับ
ระนาบของตัวเองใหกลับสูสมดุลระนาบอีกครั้ง ซ่ึง ณ จุดสมดุลดังกลาวมีคา °= 0θ  โดยชวง
ของการหาคําตอบสมการไดถูกกําหนดไว 6 ชวง (6 interval) ซ่ึงสามารถแสดงกราฟ
ความสัมพันธระหวาง ระยะขจัดเชิงมุมเทียบกับเวลา ( )t−θ  และ ความเร็วเชิงมุมเทยีบกบัเวลา 
( )t−ω  แสดงดังภาพประกอบ 28 และ 29 
 

 
ภาพประกอบ 28 กราฟแสดงระยะขจัดเชิงมุม θ เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง  -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 29 กราฟแสดงความเร็วเชิงมุม ω เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

 เม่ือรถเคลื่อนที่ดวยแรงกระทํา u3 ไปบนพื้นเอียง เกิดองศาความลาดเอียงเปนมุม θ 
จากแนวระนาบ หลังจากนั้นแรงพยุงรถที่ขาหนาและขาหลังก็จะทําหนาที่คอยควบคุมแรงกระทํา
ใหตัวรถกลับมาที่สมดุลระนาบอีกครั้งดวยแรง u1 และ u2 ตามลําดับ โดยแรงทั้งสามนี้จะทํา
หนาที่สัมพันธกัน แรงผลักรถใหเคลื่อนที่ u3 เม่ือออกแรงมากจะทําใหระดับเปลี่ยนแปลงเร็ว ก็จะ
ทําใหตองใชแรง u1 และ u2 เพ่ิมขึ้นในการรักษาสมดุลระนาบ ดังน้ันการควบคุมให u3 อยูใน
สภาพที่เหมาะสมตอการเคลื่อนที่ ก็จะชวยใหออกแรงในการรักษาสมดุลระนาบนอย และทําให
พลังงานรวมที่ใชในการควบคุมรถมีคานอยไปดวย ซ่ึงสามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวาง 
แรงกระทําตอตัวรถเทียบกับเวลา ( )tututu −−− 321 ,,  แสดงดังภาพประกอบ 30 31 และ 32 
 

 
ภาพประกอบ 30 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u1 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 31 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u2 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 

 
ภาพประกอบ 32 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u3 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -15° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

4.1.3 การรักษาสมดุลระนาบบนพื้นเอียงไมเกิน 30° 
  การจําลองลักษณะของพื้นเอียง เพ่ือศึกษาการรักษาสมดุลระนาบบนพื้นเอียงไม

เกิน 30° น้ี ผูวิจัยไดสมมุติใหเปนพ้ืนเอียงเน่ืองจากสภาพการเปลี่ยนแปลงผิวถนนแบบทันใด
และมีความลาดชัน ลักษณะของพื้นเอียงดังกลาวจะเปนไปดังสมการ  
      cmxy +=   
โดยที่ y  คือ ระยะขจัดในแนวแกน y 
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 x คือ ระยะขจัดในแนวแกน x 
 m คือ slope ของพื้นผิวซ่ึงมีคา 57735.030tan =°=m  
 c คือ คาคงที่ ซ่ึงกําหนดใหมีคา 0=c (โดยถือเสมือนวาที่ 0,0 00 == yx ) 
ดังน้ันจะไดวา 
      xy 57735.0=  
และกําหนดให 
 เวลาที่จุดเริ่มตน .00 st =  
 เวลาที่จุดสุดทาย .2.0 st f =  
 ชวงของการหาคําตอบสมการ 6 interval 
 ระยะ span ระหวางลอ มีคา 1m.  
 

 เม่ือรถเคลื่อนที่จากจุดหยุดนิ่งไปบนพื้นเอียง 30° รถจะเคลื่อนที่ดวยแรงกระทํา u3 
ทําใหเกิดความเรงของเคลื่อนที่ในแนวแกน x ซ่ึงสอดคลองกันกับความเร็วในแนวแกน x แสดง
ดังภาพประกอบ 33 และ 34  
 
 

 
ภาพประกอบ 33 กราฟแสดงระยะขจัดในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 



 52 

 
ภาพประกอบ 34 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 ในขณะเดียวกัน ระยะการเคลื่อนที่ในแนวแกน y ก็มีการเปลี่ยนแปลงตาม
ความสัมพันธระหวาง ระยะขจัดในแนวแกน x และระยะขจัดในแนวแกน y ดังสมการขางตน ซ่ึง
สามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวางระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −  และ 
ความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −&  แสดงดังภาพประกอบ 35 และ 36 
 

 
ภาพประกอบ 35 กราฟระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 36 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 ภายหลังจากที่มีการเปลี่ยนแปลงระดับของรถตามสภาพพื้นเอียงอยางตอเน่ืองน้ีทําให
ตัวรถสูญเสียสมดุลระนาบ เกิดเปนองศาความลาดเอียง θ  ดังน้ันรถจึงพยายามปรับระนาบของ
ตัวเองใหกลับสูสมดุลระนาบอีกครั้ง ซ่ึง ณ จุดสมดุลดังกลาวมีคา °= 0θ  โดยชวงของการหา
คําตอบสมการไดถูกกําหนดไว 6 ชวง (6 interval) ซ่ึงสามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวาง 
ระยะขจัดเชิงมุมเทียบกับเวลา ( )t−θ  และ ความเร็วเชิงมุมเทียบกับเวลา ( )t−ω  แสดงดัง
ภาพประกอบ 37 และ 38 
 

 
ภาพประกอบ 37 กราฟแสดงระยะขจัดเชิงมุม θ เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 38 กราฟแสดงความเร็วเชิงมุม ω เทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

 เม่ือรถเคลื่อนที่ดวยแรงกระทํา u3 ไปบนพื้นเอียง เกิดองศาความลาดเอียงเปนมุม θ 
จากแนวระนาบ หลังจากนั้นแรงพยุงรถที่ขาหนาและขาหลังก็จะทําหนาที่คอยควบคุมแรงกระทํา
ใหตัวรถกลับมาที่สมดุลระนาบอีกครั้งดวยแรง u1 และ u2 ตามลําดับ โดยแรงทั้งสามนี้จะทํา
หนาที่สัมพันธกัน แรงผลักรถใหเคลื่อนที่ u3 เม่ือออกแรงมากจะทําใหระดับเปลี่ยนแปลงเร็ว ก็จะ
ทําใหตองใชแรง u1 และ u2 เพ่ิมขึ้นในการรักษาสมดุลระนาบ ดังน้ันการควบคุมให u3 อยูใน
สภาพที่เหมาะสมตอการเคลื่อนที่ ก็จะชวยใหออกแรงในการรักษาสมดุลระนาบนอย และทําให
พลังงานรวมที่ใชในการควบคุมรถมีคานอยไปดวย ซ่ึงสามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวาง 
แรงกระทําตอตัวรถเทียบกับเวลา ( )tututu −−− 321 ,,  แสดงดังภาพประกอบ 39 40 และ 41 
 

 
ภาพประกอบ 39 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u1 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 40 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u2 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 

 
ภาพประกอบ 41 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u3 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่พ้ืนเอียง 30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

 4.1.4 การรักษาสมดุลระนาบทางลงพื้นเอียงไมต่ํากวา -30° 
  การจําลองลักษณะของพื้นเอียง เพ่ือศึกษาการรักษาสมดุลระนาบทางลงพื้นเอียง

ไมต่ํากวา -30° น้ี ผูวิจัยไดสมมุติใหเปนพ้ืนเอียงเนื่องจากสภาพการเปลี่ยนแปลงผิวถนนแบบ
ทันใดและมีความลาดชัน ลักษณะของพื้นเอียงดังกลาวจะเปนไปดังสมการ  
      cmxy +=   
โดยที่ y  คือ ระยะขจัดในแนวแกน y 
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 x คือ ระยะขจัดในแนวแกน x 
 m คือ slope ของพื้นผิวซ่ึงมีคา 57735.030tan −=°−=m  
 c คือ คาคงที่ ซ่ึงกําหนดใหมีคา 0=c (โดยถือเสมือนวาที่ 0,0 00 == yx ) 
ดังน้ันจะไดวา 
      xy 57735.0−=  
และกําหนดให 
 เวลาที่จุดเริ่มตน .00 st =  
 เวลาที่จุดสุดทาย .2.0 st f =  
 ชวงของการหาคําตอบสมการ 6 interval 
 ระยะ span ระหวางลอ มีคา 1m.  
 

 เม่ือรถเคลื่อนที่จากจุดหยุดนิ่งไปบนทางลงพื้นเอียง -30° รถจะเคลื่อนที่ดวยแรง
กระทํา u3 ทําใหเกิดความเรงของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ซ่ึงสอดคลองกับความเร็วใน
แนวแกน x แสดงดังภาพประกอบ 42 และ 43  
 

 
ภาพประกอบ 42 กราฟแสดงระยะขจัดในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพ้ืนเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 43 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน x เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพ้ืนเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 ในขณะเดียวกัน ระยะการเคลื่อนที่ในแนวแกน y ก็มีการเปลี่ยนแปลงตาม
ความสัมพันธระหวาง ระยะขจัดในแนวแกน x และระยะขจัดในแนวแกน y ดังสมการขางตน ซ่ึง
สามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวางระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −  และ 
ความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา ( )ty −&  แสดงดังภาพประกอบ 44 และ 45 
 

 
ภาพประกอบ 44 กราฟระยะขจัดในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 45 กราฟแสดงความเร็วในแนวแกน y เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพ้ืนเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 ภายหลังจากที่มีการเปลี่ยนแปลงระดับของรถตามสภาพพื้นเอียงอยางตอเน่ืองน้ีทําให
ตัวรถสูญเสียสมดุลระนาบ เกิดเปนองศาความลาดเอียง θ  ดังน้ันรถจึงพยายามปรับระนาบของ
ตัวเองใหกลับสูสมดุลระนาบอีกครั้ง ซ่ึง ณ จุดสมดุลดังกลาวมีคา °= 0θ  โดยชวงของการหา
คําตอบสมการไดถูกกําหนดไว 6 ชวง (6 interval) ซ่ึงสามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวาง 
ระยะขจัดเชิงมุมเทียบกับเวลา ( )t−θ  และ ความเร็วเชิงมุมเทียบกับเวลา ( )t−ω  แสดงดัง
ภาพประกอบ 46 และ 47 
 

 
ภาพประกอบ 46 กราฟแสดงระยะขจัดเชิงมุม θ เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 47 กราฟแสดงความเร็วเชิงมุม ω เทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

 เม่ือรถเคลื่อนที่ดวยแรงกระทํา u3 ไปบนพื้นเอียง เกิดองศาความลาดเอียงเปนมุม θ 
จากแนวระนาบ หลังจากนั้นแรงพยุงรถที่ขาหนาและขาหลังก็จะทําหนาที่คอยควบคุมแรงกระทํา
ใหตัวรถกลับมาที่สมดุลระนาบอีกครั้งดวยแรง u1 และ u2 ตามลําดับ โดยแรงทั้งสามนี้จะทํา
หนาที่สัมพันธกัน แรงผลักรถใหเคลื่อนที่ u3 เม่ือออกแรงมากจะทําใหระดับเปลี่ยนแปลงเร็ว ก็จะ
ทําใหตองใชแรง u1 และ u2 เพ่ิมขึ้นในการรักษาสมดุลระนาบ ดังน้ันการควบคุมให u3 อยูใน
สภาพที่เหมาะสมตอการเคลื่อนที่ ก็จะชวยใหออกแรงในการรักษาสมดุลระนาบนอย และทําให
พลังงานรวมที่ใชในการควบคุมรถมีคานอยไปดวย ซ่ึงสามารถแสดงกราฟความสัมพันธระหวาง 
แรงกระทําตอตัวรถเทียบกับเวลา ( )tututu −−− 321 ,,  แสดงดังภาพประกอบ 48 49 และ 50 
 

 
ภาพประกอบ 48 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u1 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 
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ภาพประกอบ 49 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u2 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 
 

 
ภาพประกอบ 50 กราฟแรงกระทําตอตัวรถ u3 ที่ลอหนาเทียบกับเวลา t ที่ทางลงพื้นเอียง -30° ระยะระหวางลอ 1 m. 

 

4.2 การวิเคราะหผลการทดสอบ 
  กําหนดให รถเข็นซึ่งมีระยะหางระหวางลอ (Span) 1 m. มีนํ้าหนักของตัวรถ 20 kg 
และมีนํ้าหนักบรรทุกที่จุดกึ่งกลางรถ 10 kg วิ่งไปบนพ้ืนผิวซ่ึงเปนไปดังสมการ cmxy +=  
โดยมีคอนโทรลอินพุต (Control input) จํานวน 3 ตัวแปร ไดแก u1 = แรงพยุงรถที่ลอหนา, u2 = 
แรงพยุงรถที่ลอหลัง, u3 = แรงผลักดันใหรถวิ่ง นอกจากนั้นก็จะมีการกําหนดเงื่อนไขบังคับใหรถ
รักษาระนาบตลอดการเคลื่อนที่ 
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 จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรคํานวณหาคาพลังงานนอยสุดที่ใชในการเคลื่อนที่
และรักษาสมดุลระนาบ จะไดแสดงออกมาในลักษณะกราฟทั้งสิ้น 9 กราฟ ประกอบไปดวย ระยะ
ขจัดของรถในแนวแกน x และแกน y, ความเร็วของรถในแนวแกน x และแกน y, องศาความ

ลาดเอียง θ และความเร็วเชิงมุม ω แรงกระทําในแนวแกน x เพ่ือใหรถเคลื่อนที่ และแรงกระทํา
ในแนวแกน y เพ่ือรักษาสมดุลระนาบ  
 จากกราฟจะพบวาเม่ือรถเคลื่อนที่ไปบนพ้ืนเอียงและเกิดองศาความลาดเอียงขึ้น ตัว
รถก็จะพยายามปรับระนาบตัวเองใหกลับมาที่สมดุล °= 0θ  อีกครั้งดวยแรง u1 และ u2 โดยมี
แรง u3 เปนตัวกําหนดความเร็วที่เหมาะสมตอการเคลื่อนที่ของตัวรถ 
 และเม่ือวิเคราะหถึงความถูกตองของคําตอบที่ได โดยการพิจารณาความสอดคลอง
และความสมเหตุสมผลกับเง่ือนไขเร่ิมตน เง่ือนไขขอบเขต รวมทั้งเง่ือนไขบังคับ ก็พบวามีความ
สมเหตุสมผลและสอดคลองกัน โดยสามารถอธิบายไดวา เม่ือรถเคลื่อนที่ดวยแรงกระทํา u3 ให
เคลื่อนที่ไปบนพ้ืนเอียง ตัวรถจะเอียงตามสภาพพื้นผิวตามสมการขางตน ทําใหเกิดองศาความ

ลาดเอียงเปนมุม θ จากแนวระนาบ หลังจากนั้นแรงพยุงรถที่ขาหนาและขาหลัง ก็จะทําหนาที่
คอยดึงและดันใหตัวรถกลับมาที่ระนาบเดิมดวยแรง u1 และ u2 ตามลําดับ โดยแรงผลักดันตัวรถ
ทั้ง 3 แรงนี้จะทําหนาที่สัมพันธกัน แรงผลักรถใหเคลื่อนที่ u3 จะออกแรงเพิ่มขึ้นเม่ือขึ้นเนินและ
คอยดึงรถไวเม่ือลงเนิน เพ่ือควบคุมไมใหรถเคลื่อนที่เร็วเกินไป อันเปนผลทําใหระดับเกิดการ
เปลี่ยนแปลงเร็ว ตองใชพลังงานในการพยุงระนาบของ u1 และ u2 มากจนเกินไป และอาจทําให
เง่ือนไขการรักษาระนาบของรถไมไดตามที่กําหนดไว ดังนั้นแรงผลักรถ u3 ที่เหมาะสมที่สุด ณ 
สภาพพื้นผิวน้ันๆ จึงมีความสําคัญตอการรักษาระนาบของรถมาก สวนแรงพยุงรถ u1 และ u2 น้ี
ใชในการปรับระดับขาเพื่อใหรถกลับมาสูสมดุลระนาบอีกครั้งภายหลังจากที่ตัวรถเกิดความลาด
เอียง จะเปนผลพวงสืบเนื่องมาจากแรงผลักรถ u3  ดังกลาวขางตน และในขณะขึ้นหรือลงเนิน 
ขาหนึ่งก็จะยืดขึ้นสวนอีกขาหนึ่งก็จะหดลงเพื่อใหระนาบของรถกลับมาสูสมดุลระนาบ ดังน้ันแรง
ทั้งสามนี้จึงทํางานสัมพันธกันตลอดเวลาเพื่อใหใชพลังงานนอยที่สุดในการรักษาระนาบขณะที่
รถมีการเคลื่อนที่ 
 อยางไรก็ตาม ผูวิจัยไดพบวาการกําหนดระยะหางระหวางลอมีผลตอแรงที่ใชในการ
รักษาสมดุลระนาบดวย โดยที่ระยะหางระหวางลอมากจะชวยทําใหใชแรงในการรักษาสมดุล
นอยลง ทั้งน้ีเปนผลเนื่องมาจากการเปลี่ยนแปลงองศาความลาดเอียงนอยนั่นเอง 



บทที่  5 
สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

 

5.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

 การประยุกตใชทฤษฎีการควบคุมที่เหมาะสมของระบบพลศาสตร (Optimal control of 
dynamics system) ในการศึกษาความเปนไปไดของการพัฒนาระบบควบคุมสมดุลระนาบ 
(Flatness control) ของรถเข็น 2 มิติ (2-Dimension) เพ่ือใหใชพลังงานนอยสุด (Minimum energy) 
น้ี เม่ือเปรียบเทียบผลของคําตอบที่ไดจากโปรแกรมคํานวณและทฤษฎี พบวามีความสอดคลองและ
สมเหตุสมผลกัน โดยการทวนสอบกับ สภาวะเงื่อนไขเริ่มตน สภาวะเงื่อนไขขอบเขต และเง่ือนไข
บังคับที่ไดกําหนดขึ้น ทําใหสามารถอธิบายลักษณะการเคลื่อนที่ของรถจากกราฟที่เกิดขึ้นไดเปน
อยางดี ดังแสดงผลการทดสอบรวมทั้งไดอธิบายรายละเอียดของกราฟตางๆ ไวแลวในบทที่ 4  
 ผลจากการนําเอาทฤษฎีการควบคุมที่เหมาะสมของระบบพลศาสตร (Optimal control of 
dynamics system) มาใชเพ่ือคํานวณหาคาพลังงานนอยสุดของการควบคุมสมดุลระนาบ พบวาการ
กําหนดเงื่อนไขตางๆ ลวนมีผลตอการหาคาคําตอบของสมการทั้งสิ้น โดยการหาคําตอบของสมการ
จะเปนการสุมคาและคัดเลือกคาที่สอดคลองกับเง่ือนไขตางๆ ดังกลาวขางตน หากกําหนดเงื่อนไขที่
ไมสอดคลองกันหรือหางไกลจากความเปนจริงมาก ก็จะมีผลทําใหการหาคําตอบเปนไปไดยากและ
ใชเวลานาน ดังน้ันการศึกษาถึงสมการที่ใชและกําหนดเง่ือนไขตางๆ จึงมีความสําคัญมากตอการหา
คําตอบของสมการ นอกจากนี้การกําหนดสเกลปญหาและความละเอียดในการคนหาคําตอบก็มีผล
ตอการคนหาคําตอบเชนกัน โดยหากมีสเกลปญหาที่ใหญหรือมีความละเอียดมาก ก็จะทําใหการ
คนหาคําตอบใชเวลานานหรืออาจตองใชคอมพิวเตอรที่มีประสิทธิภาพสูงเพ่ือรองรับกับเง่ือนไข
ดังกลาว 
 สําหรับการเขียนโปรแกรมเพื่อแกปญหาทางออปติไมซเซชัน (Optimization problems) 
เพ่ือศึกษาการควบคุมระนาบโดยใชพลังงานนอยสุด (Minimum energy) ของรถเข็นนี้ ผูวิจัยไดรับ
ความอนุเคราะหจาก พ.ท.ผศ.ดร.ทวิวัชร วีระแกลว ที่ไดอนุญาตใหใชโปรแกรม T.Veeraklaew 
1995 ซ่ึงเปนโปรแกรมตนแบบในการแกปญหาออปติไมซเซชัน มาชวยในการวิเคราะหเพ่ือศึกษา
และหาคําตอบของสมการดังกลาว จนสามารถหาคําตอบของสมการไดเปนผลสําเร็จ 
 

5.2 ขอเสนอแนะ 

 การพัฒนาในขั้นตอไป อาจจะเพิ่มความซับซอนของปญหาใหมากขึ้นโดยการศึกษาถึง
ความเปนไปไดของการควบคุมสมดุลระนาบในระบบ 3 มิติ โดยไมจํากัดวาตองเปนรถเข็นเทานัน้ 
รวมถึงการประดิษฐอุปกรณตัวตนแบบเพือ่เปรียบเทียบกับผลที่ไดในทางทฤษฎีตอไป 
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อภิธานศัพท 
 
 x   คือ ระยะการขจัดของรถในแนวแกน x 
 1y   คือ ระยะการขจัดของลอหนาในแนวแกน y 
 2y   คือ ระยะการขจัดของลอหลังในแนวแกน y 
 3y   คือ ระยะการขจัดในแนวแกน y ที่จุดศูนยกลางของรถเข็น 
 x&   คือ ความเรว็ของรถในแนวแกน x 
 1y&   คือ ความเรว็ของลอหนาในแนวแกน y 
 2y&   คือ ความเรว็ของลอหลังในแนวแกน y 
 3y&   คือ ความเรว็ในแนวแกน y ที่จุดศูนยกลางของรถเข็น 
 x&&   คือ ความเรงของรถในแนวแกน x 
 1y&&   คือ ความเรงของลอหนาในแนวแกน y 
 2y&&   คือ ความเรงของลอหลังในแนวแกน y 
 3y&&   คือ ความเรงในแนวแกน y ที่จุดศูนยกลางของรถเข็น 
 1u   คือ แรงกระทําทีล่อหนาในแนวแกน y 
 2u   คือ แรงกระทําทีล่อหลังในแนวแกน y 
 3u   คือ แรงกระทําเพือ่ใหเกิดการเคลื่อนที่ในแนวแกน x 
 m   คือ มวลของรถเขน็ 
 lm   คือ มวลของน้ําหนักบรรทุก 
 l   คือ ระยะระหวางลอหนาและลอหลังของรถเข็น 
 1l   คือ ระยะระหวางลอหลังและจุดหมุนของรถเข็น 
 θ   คือ องศาความลาดเอียงของระนาบรถเข็น 
 ω   คือ ความเร็วเชิงมุม 
 α   คือ ความเรงเชิงมุม 
 *  คือ จุดหมุนของระนาบรถเข็น 

 

 
 



  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ประวัติยอผูวิจัย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 69 

ประวัติยอผูวิจัย 
 
ชื่อ  ชื่อสกุล                นายเกียรตศิักดิ์  โพธิ์สังข 
วันเดือนปเกิด               19  พฤศจิกายน  2519 
สถานที่เกิด                  จังหวัดสุรินทร 
สถานที่อยูปจจุบัน          457 หมูที่ 5 ต.ปรือ อ.ปราสาท จ.สุรินทร 32140 
 
ประวตัิการศึกษา 
 พ.ศ. 2534  มัธยมศึกษาตอนตน 
    จาก  โรงเรียนประสาทวิทยาคาร อ.ปราสาท จ.สุรินทร 
 พ.ศ. 2537  มัธยมศึกษาตอนปลาย 
    จาก  โรงเรียนสุรวิทยาคาร อ.เมือง จ.สุรินทร 
 พ.ศ. 2543  วิศวกรรมศาสตรบัณฑติ (วศ.บ. เครื่องกล) 
    จาก  มหาวิทยาลัยอุบลราชธาน ี
 พ.ศ. 2551  วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑติ (วศ.ม. เครื่องกล) 
      จาก  มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ    

   
 
 


	ปก
	บทคัดย่อ
	บทที่ 1
	บทที่ 2
	บทที่ 3
	บทที่ 4
	บทที่ 5
	บรรณานุกรม
	ภาคผนวก
	ประวัติผู้วิจัย

