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The Purpose of this research were to construct the Rotational Transformation of  
Quadratric Equations lessons for Mathayom Suksa IV students and to study the 
achievement  in learning on Rotational Transformation of Quadratric Equations of 
Mathayom Suksa IV students, designed by the researcher.  
 A sample consisted of thirty-two junior high school students (Mathayom Suksa IV) 
from the Secondary Demonstration School of Rajabhat  Institute Bansomdejchaopraya in 
Bangkok. The experiment was executed during the second semester of the 2002 
academic year. The students were taught, based on lessons prepared by the researcher, 
by using ten 50-minute periods. A final of the experiment, the achievement tests were 
given to them and their scores were later analyzed and judged for its effectiveness by 
the z-test. 

The  experiment indicated that the Mathayom Suksa IV students were able to 
learn  Rotational Transformation of Quadratric Equations at the .01 significance level. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
ภูมิหลัง 

สังคมไทยในปจจุบันมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว  เปนผลมาจากความเจริญกาวหนา
ของวิทยาการตาง ๆ แนวโนมของสังคมในอนาคตจะเปนสังคมที่ใชวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี
และ เปนสังคมขาวสารหรือสังคมสารสนเทศมากขึ้น  ระบบการศึกษาเปนการเตรียมคนสําหรับ
สังคมในอนาคต  จะตองเตรียมคนใหเปนผูมีความรู  ความสามารถ  รูจักติดตามขอมูลขาวสาร  
วิทยาการใหมๆ  รูเทาทันการเปลี่ยนแปลงตางๆ ที่เกิดขึ้นอยางรวดเร็วและหลากหลาย  รูจักคิด  
วิเคราะห ใหเหตุผลและแกปญหาได  มีความคิดริเร่ิมสรางสรรคและใฝเรียนใฝรู  รูจักการเลือก
รับวิทยาการตาง ๆ อีกทั้งยังมุงพัฒนาพฤติกรรมทางสังคมที่ดีงาม  ทั้งในการทํางานและการอยู
รวมกัน  รูจักการชวยเหลือเกื้อกูลประโยชนแกกันโดยไมเห็นแกตัว  มีความสามารถและทักษะ
ในการติดตอสื่อสารกับผูอ่ืน (สํานักงานคณะกรรมการการศึกษาแหงชาติ. 2535 : 8-9) จาก
ขอความดังกลาว คณิตศาสตรเปนวิชาที่สําคัญวิชาหน่ึงซ่ึงทําใหวิทยาการสาขาตาง ๆ และ
เทคโนโลยีเจริญกาวหนาอยางรวดเร็ว  อาชีพตาง ๆ จําเปนตองอาศัยความรูความเขาใจในวิชา
คณิตศาสตรเปนพ้ืนฐาน เชน วิศวกรไฟฟาตองมีความรูเร่ืองแคลคูลัส สมการเชิงอนุพันธ อุตสา-
หกรตองมีความรูเรื่องสถิติวาดวยการควบคุมคุณภาพ ผูบริหารตองสามารถแปลความของขอมูล
ทางสถิติได (เสริมศักดิ์   สุรวัลลภ. 2535  : 24-25)  นอกจากนี้วิชาคณิตศาสตรยังเปนพ้ืนฐาน
สําหรับการศึกษาคนควาวิจัยทุกประเภท  อาจกลาวไดวาวิชาคณิตศาสตรเปนปจจัยสําคัญที่จะ
นําสังคมไปสูความเจริญกาวหนา  และเนื่องจากวิชาคณิตศาสตรเปนวิชาที่เกี่ยวของกับความคิด 
กระบวนการและเหตุผล  จึงทําใหผูเรียนเปนผูรูและใชความคิดอยางรอบคอบ เปนระเบียบ  
ละเอียดถี่ถวนและมีเหตุผล เปนคนชางสังเกต และมีความสามารถในการวิเคราะหปญหา  ซึ่ง
คุณสมบัติเหลานี้เปนพ้ืนฐานสําคัญที่ทําใหมนุษยเปนผูมีความสามารถในการแกปญหาที่พบใน
ชีวิตประจําวันไดอยางมีประสิทธิภาพ (จุไร  ทวีรัตน. 2528 : 2-3) ประเทศจะพัฒนาทางดาน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยีได  ก็ตอเม่ือประเทศนั้นพัฒนาทางดานคณิตศาสตรแลวเปนอยางดี 
กลาวคือประเทศใดมีพลเมืองที่มีความรู ความสามารถทางดานคณิตศาสตรที่ดีและแข็งแกรงหรือ
มีศักยภาพทางคณิตศาสตร (Mathematical  Power)  ยอมไดเปรียบเพราะจะสามารถพัฒนาให
เปนผูที่มีศักยภาพทางดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีตอไปได  ดังน้ันในการพัฒนาดาน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี จึงจําเปนตองพัฒนาทางดานคณิตศาสตรกอน   เพราะความรู
พ้ืนฐานที่สําคัญและจําเปน  และเปนเคร่ืองมือที่มนุษยจะไดนําไปใชในการพัฒนาความรูดาน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยีใหเจริญกาวหนาตอไป  ประเทศที่มีความเจริญกาวหนาทาง
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วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี จึงใหความสําคัญตอการศึกษาคณิตศาสตรเปนอยางยิ่ง (ปานทอง  
กุลนาถศิริ . 2543  : 15)                        

จากความสําคัญของคณิตศาสตรดังกลาวหลักสูตรคณิตศาสตรระดับตาง ๆ ควรจะไดมี
การปรับปรุงเปลี่ยนแปลงเพื่อใหสอดคลองกับสภาพความเปลี่ยนแปลง ความตองการดาน
เศรษฐกิจและสังคม ความกาวหนาทางวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สถาบันสงเสริมการสอน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี. 2536 : ก) ในตางประเทศมีโครงการปรับปรุงหลักสูตรคณิตศาสตร
ระดับมัธยมศึกษาตอนปลายหลายโครงการ ซ่ึงโครงการเหลานี้จะแนะนําหัวขอตาง ๆ ที่ควรจะมี
เพ่ิมเติมในหลักสูตรระดับน้ี ซ่ึงอาจเปนหัวขอที่ไมมีในหลักสูตรเดิม หรือหัวขอเดิมแตสอนให
ลึกซึ้งขึ้น เชน การนําไมโครคอมพิวเตอรมาประยุกตใชในวิชาคณิตศาสตร  มิติที่สี่และมิติที่
มากกวามิติที่สี่  กรุปจํากัด  จํานวนเชิงอนันต  โทโปโลยี  ปทาโกรัสและทฤษฎีบทของปทาโกรัส 
การผกผัน (inversion)ในวิชาเรขาคณิต คณิตศาสตรการบิน เศษสวนตอเน่ือง ขอขัดแยงกันแต
จริง (paradox)ในคณิตศาสตร การสรางสมการจากตารางแสดงคาของตัวแปร การเขียนรูปที่
เหมือนกันหลาย ๆ รูปลงบนระนาบ  การแปลงสภาพเมตริกซตลอดจนการประยุกตสถิติ  กับ
ประวัติของ  ปาสคาลและสามเหลี่ยมของปาสคาล (ปรีชา  จ่ันกลา .2539 :1 ; อางอิงจาก 
Sachs. 1988 : 118 ) 

สําหรับหลักสูตรคณิตศาสตรระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย พุทธศักราช 2524 (ฉบับ
ปรับปรุง พ.ศ. 2533) ไดปรับปรุงระยะเวลาในการเรียนและเนื้อหาของวิชา  โดยเฉพาะดาน
เน้ือหามีการเพิ่มเนื้อหาใหม ๆ ซ่ึงมีประโยชนและเปนพ้ืนฐานของวิชาคณิตศาสตรในระดับสูงลง
ไปใหนักเรียนไดศึกษาหลายเรื่อง   เชน    ทฤษฎีจํานวนเบื้องตน  โปรแกรมเชิงเสนเบื้องตน  
สมการพหุนาม ลิมิตและความตอเน่ืองของฟงกชัน  อนุพันธอันดับสูง  อินทิกรัลจํากัดเขตและ
ดัชนีราคา  เปนตน  นอกจากนี้ยังไดขยายเนื้อหาเดิมที่มีอยู  โดยการเพิ่ม นิยาม  ทฤษฎีบท  
ตัวอยางและโจทยบางหัวขอ เชน  ตรรกศาสตรเบื้องตน  ฟงกชันจํานวนเชิงซอน และเมตริกซ  
(กระทรวงศึกษาธิการ. 2534 : 38-110)  ยิ่งไปกวานั้นในปจจุบัน ประเทศไทยกําลังอยูในระหวาง
การดําเนินการเพื่อปรับปรุงเปลี่ยนแปลงการศึกษาทางดานคณิตศาสตรทั้งในระดับประถมศึกษา
และระดับมัธยมศึกษาเพื่อใหสอดคลองกับพระราชบัญญัติการศึกษาแหงชาติ พ.ศ.2542 โดย
สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ไดรับมอบหมายใหดําเนินการ
จัดทํากรอบหลักสูตรการศึกษาขั้นพ้ืนฐานของกลุมวิชาคณิตศาสตร ทางสถาบันสงเสริมการสอน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยีไดจัดทําเอกสารคูมือการจัดการเรียนรู กลุมสาระการเรียนรู
คณิตศาสตรขึ้น ภายในเอกสารเลมน้ีไดกําหนดมาตรฐานการเรียนรูกลุมวิชาคณิตศาสตร (12 ป) 
และกําหนดสาระการเรียนรูกลุมวิชาคณิตศาสตร (12 ป) โดยแบงชวงการเรียนรูเปน 4 ชวงชั้น
คือ ประถมศึกษาปที่ 1-3 ประถมศึกษาปที่ 4-6 มัธยมศึกษาปที่ 1-3 และมัธยมศึกษาปที่ 4-6   

ในการจัดทําสาระการเรียนรูคณิตศาสตรไดแบงสาระการเรียนรูคณิตศาสตรออกเปน
สาระการเรียนรูคณิตศาสตรพ้ืนฐานและสาระการเรียนรูคณิตศาสตรเลือกไวในแตละชวงชั้น สวน
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ที่เปนสาระการเรียนรูคณิตศาสตรพ้ืนฐาน เปนสาระทีส่อดคลองกับมาตรฐานชวงชั้นที่กําหนดไว
ในหลักสูตร และสวนที่เปนสาระการเรียนรูเลือก เปนสาระการเรียนรูสําหรับการศึกษาตอและ
อาชีพ  ในสาระการเรียนรูคณิตศาสตรเลือกในชวงชัน้มัธยมศึกษาปที่ 4-6 ไดมีเน้ือหาใหม  ๆ ซ่ึง
เปนเนื้อหาที่ใชสอนในระดบัอุดมศึกษามาดัดแปลงเพื่อใชสอนในระดับมัธยมศึกษา เชน 
แคลคลูัสเบื้องตน  ทฤษฎีกราฟเบื้องตน เวกเตอรในสามมิติ  โดยพิจารณาใหเหมาะสมกับ
ความสามารถและความตองการของผูเรียน (สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและ
เทคโนโลยี. 2544 : 2-6) 
 หลักสูตรคณติศาสตรในระดับมัธยมศึกษาตอนปลายพุทธศักราช 2524 (ฉบับปรบัปรุง  
พ.ศ. 2533) และหลักสตูรการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน พุทธศกัราช 2544 กําหนดใหนักเรียนชั้นมัธยม 
ศึกษาปที่ 4 เรียนเร่ืองภาคตัดกรวย  โดยกลาวถึงสมการของภาคตัดกรวยในรปู 

0EDyCxByAx 22   เม่ือ 0A หรือ 0B  โดยมีเง่ือนไขดังตอไปน้ี 
1.  ถา BA   กราฟเปนวงกลม 
2.  ถา BA   และ A  กับ B มีเครื่องหมายเหมือนกัน ( 0AB ) กราฟเปนวงรี 
3.  ถา BA   และ A  กับ B  มีเครื่องหมายตางกัน ( 0AB ) กราฟเปน  
    ไฮเพอรโบลา 

         4.  ถา 0A   หรือ  0B   เพียงตัวใดตัวหน่ึง ( 0AB ) กราฟเปนพาราโบลา 
ภาคตัดกรวยที่ศึกษาในระดับมัธยมศึกษาตอนปลายของประเทศไทยในปจจุบันจะเร่ิม

ดวยการศึกษาภาคตัดกรวยที่เรียกวา ภาคตัดกรายในตําแหนงมาตรฐาน กลาวคอื ถาเปน
พาราโบลา หมายถึง พาราโบลาที่มีจุดยอดอยูที่จุดกําเนิด และแกนของพาราโบลาทับแกน x 
หรือทับแกน y  และถาเปนภาคตัดกรวยประเภทอื่น จะหมายถึง  ภาคตัดกรวยทีมี่จุดศูนยกลาง
อยูที่จุดกําเนิด แกนของภาคตัดกรวยทับแกน x หรือทับแกน y หลังจากนั้นจึงศึกษาภาคตัด
กรวยที่มีรูปแบบที่ซับซอนขึ้น โดยมีแกนของภาคตัดกรวยขนานกบัแกน  x หรือแกน y ในกรณี
น้ีสามารถใชความรูเรื่องการแปลงแบบเลือ่นแกนขนาน เพ่ือจัดสมการของภาคตัดกรวยใหมโดย
ใหไดภาคตัดกรวยที่อยูในตําแหนงมาตรฐานเมื่อเทียบกับแกนพิกดัใหม และนอกจากนี้เน้ือหาใน
หลักสูตรวิชาคณิตศาสตรระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนปลาย (ค012) ไดนําเสนอกราฟของสมการ  

kxy    เม่ือ 0k  เปนไฮเพอรโบลามุมฉากที่อยูในจตุภาคที่ 1 และ  3 และถา kxy   
เม่ือ 0k  กราฟจะเปนไฮเพอรโบลามุมฉากทีอ่ยูในจตุภาคที่ 2 และ 4 ซ่ึงแสดงเหตุผลโดย
การเขียนกราฟแบบคราว ๆ และกลาวแตเพียงวากราฟที่ไดเปนไฮเปอรโบลามุมฉากโดยไมบอก
เหตุผลวาทําไมกราฟของสมการนี้จึงเปนไฮเพอรโบลา  และทําไมจึงเรียกวาไฮเพอรโบลามุม
ฉาก  ซ่ึงในหลักสูตรมัธยมศึกษาตอนปลายในปจจุบันไมไดใหความหมายของไฮเพอรโบลามุม
ฉาก 
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จากภาคตัดกรวย วงกลม พาราโบลา วงรี และไฮเพอรโบลา  สมการของภาคตัดกรวยที่
ศึกษาในระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนปลายในปจจุบัน เม่ือเขียนสมการของภาคตัดกรวยเหลานี้ใน
รูปทั่วไปจะไดสมการในรูปทั่วไปดังตอไปน้ี  

0FEyDxCyAx 22                 ……………    (1) 
ซ่ึงภาคตัดกรวยที่มีสมการ (1) เปนกรณีเฉพาะของภาคตัดกรวยที่มีสมการ 
 0FEyDxCyBxyAx 22        ……………   (2) 
เม่ือ B,A   และ C   เปนคาคงตัวและไมเปนศูนยพรอมกัน 
 ในกรณีที่ 0B   สมการ (2) จะมีรูปแบบของสมการเชนเดียวกับสมการ (1) ภาคตัด
กรวยที่มีสมการตามนี้จะเปนภาคตัดกรวยที่มีแกนของรูปขนานกับแกนพิกัด และในกรณีที่

0B  สมการ (2)  จะมีพจน Bxy  ซ่ึงเรียกวาพจนคูณไขว ภาคตัดกรวยซึ่งมีพจนคูณไขว จะ
เปนภาคตัดกรวยที่มีแกนของรูปไมขนานกับแกนพิกัด ซ่ึงจะเรียกวาภาคตัดกรวยเอียง ปญหาที่
ตามมาคือ ในกรณีที่กําหนดสมการภาคตัดกรวยเอียง เราจะทราบไดอยางไรวาภาคตัดกรวยนี้
เอียงมากนอยเพียงใด และเขียนกราฟของภาคตัดกรวยนี้ไดอยางไร  หลังจากไดศึกษา
รายละเอียดของการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง จะสามารถตอบคําถามเหลานี้
ได  และเนื่องจาก สมการ  kxy   เม่ือ k   ไมเทากับศูนย  เปนสมการของภาคตัดกรวย
เอียงเพราะมีพจนคูณไขว    และเปนกรณี เฉพาะของสมการ  (2)   เ ม่ือ 1B   และ  

0EDCA  ดังน้ันเราสามารถแสดงเหตุผลและตอบคําถามไดวาทําไมกราฟของสมการ  
kxy   เม่ือ  k   ไมเทากับศูนย ดังกลาวจึงเปนไฮเพอรโบลา หลังจากไดศึกษาเรื่องการ

แปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสองแลว  และนอกจากนั้นยังไดศึกษาเรื่อง
ไฮเพอรโบลามุมฉากวามีที่มาอยางไร  เหตุใดจึงเรียกวาไฮเพอรโบลามุมฉาก  โดยใชการหมุน
แกนชวยหาคําตอบ ซ่ึงจะทําใหนักเรียนเขาใจเรื่อง  กราฟของสมการ  kxy   เม่ือ  k   ไม
เทากับศูนย  ไดดียิ่งขึ้น แทนการเรียนแบบการทองจําดังเชนในปจจุบัน 
 จากเหตุผลและความสําคัญดังกลาว  ทําใหผูวิจัยสนใจที่จะศึกษาผลสัมฤทธิ์ในการเรียน
เรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ตามเนื้อหาที่ผูวิจัยเรียบเรียงขึ้นสําหรับ
นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 เหตุผลที่เลือกนักเรียนระดับชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 เพราะวาผูเรียน
ที่จะเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสองไดควรมีพ้ืนฐานในการเรียน
วิชาคณิตศาสตร ค 012 เรื่องภาคตัดกรวย และฟงกชันตรีโกณมิติ  ดังนั้นผูวิจัยมีความเห็นวา
นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่  4 เปนนักเรียนที่มีความเหมาะสมในการศึกษาวิจัยครั้งน้ี  และผูวิจัย
มีความเห็นวาจะเปนประโยชนมากถาไดนําเนื้อหาเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการ
กําลังสอง มาบรรจุไวในระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนปลาย 
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จุดมุงหมายของการวิจัย                          
1. เพ่ือสรางบทเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 
2. เพ่ือศึกษาผลสัมฤทธิ์ในการเรียนของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  เร่ือง การแปลง

แบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 
 
ความสําคัญของการวิจัย 

1.  ทําใหทราบถึงความเปนไปไดในการนําเนื้อหา เร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัด
ของสมการกําลังสอง มาสอนเพิ่มเติมในชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 

2.  ผลการวิจัยครั้งน้ีอาจเปนแนวทางในการพัฒนาหลักสูตรคณิตศาสตรระดับชั้น
มัธยมศึกษาตอนปลาย 
 
ขอบเขตของการวิจัย 
 1.  ประชากร ไดแก  นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ของโรงเรียนมัธยมสาธิตสถาบัน
ราชภัฏบานสมเด็จเจาพระยา  จังหวัดกรุงเทพมหานคร  

2.  กลุมตัวอยาง เปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 ของโรงเรียนมัธยมสาธิตสถาบันราช
ภัฏบานสมเด็จเจาพระยา จังหวัดกรุงเทพมหานคร ในภาคเรียนที่ 2  ปการศึกษา  2545  
จํานวน 1 หองเรียนทั้งหมด  30 คน 

3.  เน้ือหาของเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  ประกอบดวย 
               3.1  ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกหรือผลตางของจํานวนจริงหรือมุม (2 คาบ) 
      3.2  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัด (6 คาบ)  
      3.3  ไฮเพอรโบลามุมฉาก (1 คาบ) 

     3.4  การแปลงพิกัดซอน (1 คาบ)   
 4.  ระยะเวลาที่ใชในการทดลองสอนเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลัง
สอง ในภาคเรียนที่ 2 ของปการศึกษา 2545 จํานวน  5  วัน  วันละ 2 คาบ  (คาบละ 50 นาที) 
รวม 10 คาบ  และระยะเวลาที่ใชในการทดสอบเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการ
กําลังสองใชเวลาทั้งหมด 2  ชั่วโมง 

5.   ตัวแปรทีศ่ึกษา 
5.1 ตัวแปรตน  ไดแก บทเรียนเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลัง

สองที่ผูวิจัยเรยีบเรียงขึ้น 
5.2 ตัวแปรตาม ไดแก ผลสัมฤทธิ์ในการเรยีนเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของ 

สมการกําลังสอง 
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นิยามศัพทเฉพาะที่ใชในการวิจัย 
 1.  นักเรียน หมายถึง นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 ของนักเรียนมัธยมสาธิตสถาบัน
ราชภัฏบานสมเด็จเจาพระยา ในภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2545 
 2.  ผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน หมายถึง คะแนนที่นักเรียนไดจากการทําแบบทดสอบใน
เรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  
 3.  เกณฑ  หมายถึง รอยละ 50 ของคะแนนรวม กลาวคือ ถาผูเรียนไดคะแนนในการทํา
แบบทดสอบตั้ ง แต ร อยละ  50 ขึ้ น ไปของคะแนนรวม  ถื อว าผู น้ั นสอบผ าน เกณฑ 
(กระทรวงศึกษาธิการ . 2534 : 28)  
 
สมมติฐานของการวิจัย 
 นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 สามารถสอบผานเกณฑเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัด
ของสมการกําลังสอง ไดตั้งแตรอยละ 50 ขึ้นไป ของนักเรียนทั้งหมด 
 



บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

 
ในการวิจัยครัง้น้ีเปนการศึกษาผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัด

ของสมการกําลังสอง  ผูวิจัยไดศึกษาเอกสารและงานวจัิยที่เกี่ยวของ ซ่ึงแบงไดดังน้ี 
 ตอนที่ 1 ความเคลื่อนไหวเกี่ยวกับ NCTM : Principles and Standards for School 
Mathematics ในปค.ศ. 2000 
 ตอนที่ 2 มาตรฐาน (Standard)  วิชาคณิตศาสตรระดับเกรด 9 – 12 ของนักเรียนใน
สหรัฐอเมริกาป ค.ศ.2000(พ.ศ. 2543) และสาระการเรียนรูดานเนื้อหาคณิตศาสตร ชวงชั้นที่ 4 
(ม.4 - ม.6) ของนักเรยีนในประเทศไทย (หลักสูตรการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน พุทธศักราช  2544) 
 ตอนที่ 3 โครงสรางหลักสูตรคณิตศาสตรระดับมัธยมศกึษาตอนปลาย พุทธศักราช 2524 
(ฉบับปรบัปรงุ พ.ศ. 2533) และตวัอยางการจัดสาระการเรียนรูรายวชิาคณิตศาสตรพ้ืนฐานและ
คณิตศาสตรเลือก ชวงชั้นที่ 4 (ม.4 – ม.6) ของหลักสูตรการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2544 
 ตอนที่ 4 งานวิจัยที่เกี่ยวกบัความสามารถทางการเรียนคณิตศาสตร  ในเรื่องการนํา
เน้ือหาระดบัสูงมาทดลองสอนในระดับทีต่่ํากวา 
   4.1 งานวิจัยภายในประเทศ 
   4.2 งานวิจัยตางประเทศ 
 
ตอนที่ 1 ความเคลื่อนไหวเกี่ยวกบั NCTM : Principles and Standards for School 
Mathematics ในปค.ศ. 2000 
 สมาคมครูคณิตศาสตรสหรฐัอเมริกาซึ่งรูจักกันในนาม The National Council of 
Teachers of Mathematics (NCTM ) ไดจัดทําและพิมพเผยแพรเอกสารมาตรฐานหลักสูตร
และการวัดผล ที่ชื่อวา The Curriculum and Evaluation Standard for School 
Mathematics ในป ค.ศ.1989 (พ.ศ. 2532) โดยมีเหตุผล 3 ประการ กลาวคือ     

1.   เพ่ือเปนการประกันคณุภาพของการศึกษาคณติศาสตร  (To Ensure Quality) 
2.   เพ่ือกําหนดเปาหมายของการจัดการศึกษาคณติศาสตร  (To Indicate Goals) 
3.   เพ่ือสงเสริมโอกาสในการศึกษาคณติศาสตร  (To Promote Chance) 

อีก 2 ปตอมา คือ ป ค.ศ.1991 (พ.ศ. 2534) NCTM ไดจัดทําและพิมพเผยแพรเอกสาร
มาตรฐานการสอนคณิตศาสตร ที่ชื่อวา The Professional Standards for Teaching 
Mathematics และตอมาอีก  4 ป คือ ป ค.ศ.1995 (พ.ศ. 2538) NCTM  ก็ไดจัดทําและพิมพ
เผยแพรเอกสารมาตรฐานการวัดและการประเมินผลคณิตศาสตรที่ชื่อวThe Assessment  
Standards for School Mathemetics การจัดทําเอกสารมาตรฐานทั้ง 3 เลมน้ัน เพ่ือเปนการวาง
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กรอบหลักสูตรที่มีศักยภาพ และกําหนดทิศทางการจดัการศึกษาคณิตศาสตรในระดับชั้น K – 12 
ใหไดมาตรฐานเดียวกันทั้งประเทศ ทั้งในแงของเนื้อหาสาระของหลกัสูตร การเรียนการสอน และ
การวัดและประเมินผลทางคณิตศาสตร (กอนหนานี้ประเทศสหรฐัอเมริกาไมมีหลักสูตร
คณิตศาสตรแหงชาติแตมีการจัดการศึกษาของรัฐแตละรัฐเปนอิสระ) 

เหตุผลสําคัญอีกประการหนึ่งที่ NCTM ไดทําหนาที่เปนผูนําของชาติในการปฏิรูปการ 
ศึกษาคณติศาสตร ในป  ค.ศ. 1989 น้ันก็เน่ืองมาจากผูนําของประเทศคือประธานาธิบดีแหง
สหรัฐอเมริกาไดประกาศอยางชัดเจนวา “ ภายในป ค.ศ 2000 ประเทศสหรัฐอเมริกาจะตอง
เปนผูนําทางดานคณิตศาสตรวทิยาศาสตร และเทคโนโลย”ี เพ่ือเปนการสนองตอบตอ
นโยบายของประเทศในการที่จะเปนผูนําของโลกดานการศึกษาคณติศาสตร   NCTM ซ่ึงถือวา
เปนสมาคมทีใ่หญที่สุดในโลก  จึงรับหนาที่เปนผูดําเนนิการจัดทํามาตรฐานการศกึษา
คณิตศาสตรของประเทศ 

การจัดการศึกษาทางดานคณิตศาสตรสําหรับประเทศสหรัฐอเมริกานั้น มุงหวังให
เยาวชนเปนผูที่มีศักยภาพทางคณิตศาสตร  (Mathematical  Power) ดังที่ NCTM ไดระบุไวใน
เอกสารมาตรฐานหลักสตูรและการวัดผลวาเยาวชนอเมริกันทุกคนจะตองมีความรูความสามารถ
ทางคณิตศาสตรในการ 

- สํารวจ (to explore) 
- คาดการณ (to conjecture) 
- ใหเหตุผลอยางมีตรรก  สมเหตุสมผล  (to reason logically)  
- นําความรูตาง ๆ ทางคณิตศาสตรไปใชในการแกปญหาที่ยากไดอยางเหมาะสมและ

มีประสิทธิภาพ (to use a variety of mathematical methods effectively to solve 
nonroutine problems) 

ทั้งน้ี  NCTM ไดกําหนดมาตรฐานตาง ๆ ในระดับชั้น K – 12 เม่ือป ค.ศ. 1989 ไวดังตอไปน้ี 
   การแกปญหา  (Problem  Solving)  
   การสื่อสาร   (Communicating) 
   การใหเหตผุล  (Reasoning) 
   การเชื่อมโยง  (Connections) 
           การใชเอกสารมาตรฐานหลักสตูรและการวัดผลของ NCTM (NCTM : Curriculum  and 
Evaluation Standards) ผานมาแลวประมาณ 1 ทศวรรษ  คือตั้งแตป ค.ศ. 1989 ถึง 1999 
ตลอดระยะเวลาของการใชเอกสารดังกลาว NCTM ไดรับทราบปญหาพรอมทั้งขอเสนอแนะและ 
ที่สําคัญอยางยิ่งก็เน่ืองมาจากการพัฒนากาวหนาไปอยางรวดเร็วและอยางมากทางดานเทคโน 
โลยี โดยเฉพาะอยางยิ่งเทคโนโลยีสารสนเทศ (Information Technology : IT) เน่ืองจากความ
เจริญกาวหนาทางเทคโนโลยีสารสนเทศ  ในชวงระยะเวลา  10 ป  (ค.ศ.1989 – 1999) ได
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พัฒนา ไปอยางรวดเร็ว จึงทําให  NCTM  ตองปรับทศิทางการศึกษา เน้ือหาหลักสูตร
คณิตศาสตรจะมีความเขมขนมากขึ้นในระดับมัธยมศึกษา (ปานทอง   กุลนาถศิริ.2543) 

จะเห็นไดวา สหรัฐอเมริกาไดปรับปรุงหลักสูตรวิชาคณิตศาสตรในระดับมัธยมศกึษา 
เน่ืองมาจากโลกวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีไดมีการเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา      และสําหรับ
ประเทศไทยเองไดมีการปรับปรุงหลักสตูรคณิตศาสตรใหสอดคลองกับการเปลี่ยนแปลงของ
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยีตลอดเวลาเชนกนั ซ่ึงจะเห็นไดจากการกระทรวงศึกษาธิการไดมีการ
ปรับปรุงหลักสูตรทุกระดบัชั้น โดยมีชื่อวา  หลักสูตรการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน  พุทธศกัราช 2544 
ซ่ึงทางสถาบนัสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีไดรับมอบหมายใหดําเนินการจัดทํา
กรอบหลักสูตรการศึกษาขัน้พ้ืนฐาน พุทธศักราช 2544 ของกลุมวิชาคณิตศาสตรและกลุมวิชา
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี และจะประกาศใชหลักสตูรนี้พรอมกันทั่วประเทศในป พุทธศักราช 
2546  
 
ตอนที่ 2 มาตรฐาน (Standard) วิชาคณิตศาสตรระดับเกรด 9–12 ของนักเรียนใน
สหรัฐอเมริกาป ค.ศ. 2000 ( พ.ศ. 2543 ) และสาระการเรียนรูดานเน้ือหาคณิตศาสตร 
ชวงชั้นที่ 4 (ม.4 – ม.6) ของนักเรียนในประเทศไทย ( หลักสูตรการศึกษาขั้นพื้นฐาน 
พุทธศักราช 2544) 

ในป ค.ศ. 2000 ( พ.ศ. 2543 ) สมาคมครูคณิตศาสตรแหงชาติสหรฐัอเมริกาไดกําหนด
หลักสูตรมาตรฐานที่เรียกวา  Standard  ซ่ึงระบุเน้ือหาวิชาคณิตศาสตร  ระดับเกรด  
9 – 12 ของนักเรียนในสหรฐัอเมริกา วาควรจะเรียนเน้ือหาเกี่ยวกับคณิตศาสตร   มี 10 
มาตรฐานดังน้ี 

1.  เน้ือหาที่เกี่ยวกับจํานวนและโอเปอเรชนั  (Number and  Operation) 
2.  แบบรูป ฟงกชัน และพีชคณิต  (Patterns , Function , and Algebra) 
3.  เรขาคณิต และความรูสึกเชิงมิติ / มิติสัมผัส  (Geometry and Spatial Sense) 
4.  การวัด  (Measurement) 
5.  การวิเคราะหขอมูล สถิติ และความนาจะเปน (Data  Analysis , Statistic , and 
      Probability) 
6.  การแกปญหา  (Problem Solving) 
7.  การใหเหตุผลและการพิสูจน  (Reasoning and Proof) 
8.  การสื่อสาร / การสื่อความหมาย  (Communication) 
9.  การเชื่อมโยง  (Connnection) 
10.  การแสดง /  การนําเสนอ  (Presentation)   
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       มาตรฐานที่  3  เรขาคณิต และความรูสึกเชิงมิต ิ/ มิติสัมผัส  (Geometry and Spatial 
Sense) โปรแกรมการเรียนการสอนคณิตศาสตรควรจัดใหนักเรียนไดเรียนเรขาคณติ  และ
ความรูสึกเชิงมิติ / มิติสัมผัส (spatial sense)  เพ่ือใหนักเรียนทุกคนสามารถ 

  วิเคราะหคณุลักษณะเฉพาะและสมบตัิ (Characteristics and properties) ของสิ่งของ 
2 - 3 มิติที่มีรูปรางและรูปทรงเรขาคณิต 

  เลือกและใชเรขาคณติระบบตาง ๆ รวมทั้งสามารถใชเรขาคณติเชงิพิกัด  
(Coordinate geometry) 

  เห็นประโยชนและสามารถนําความรูเกีย่วกับเรื่อง  การแปลง (Transformations)  
และความสมมาตร  (symmetry) ไปใชในการวิเคราะหสถานการณทางคณิตศาสตรได 

  ใชวิสัยทัศนทางคณิตศาสตร  (Mathematical  visualization) และการใหเหตุผลเชิง
มิติ (Spatial  reasoning) มาชวยในการแกปญหาตาง ๆ ทั้งที่เปนและไมเปนปญหาทาง
คณิตศาสตรได (Principles and Standards for  School  Mathematics .2000 : 10 - 360) 
 สําหรับประเทศไทยในปพ.ศ. 2544 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
(สสวท.) ไดกาํหนดสาระการเรียนรูรายวชิาคณิตศาสตร ประกอบดวยเน้ือหาวิชาคณิตศาสตร
และทักษะกระบวนการทางคณิตศาสตร   สาระที่เปนองคความรูของกลุมสาระการเรียนร ู
คณิตศาสตร ประกอบดวย 
           สาระที่ 1   จํานวนและการดําเนนิการ 
  สาระที่ 2   การวัด 
  สาระที่ 3   เรขาคณิต 
  สาระที่ 4   พีชคณิต 
  สาระที่ 5   การวิเคราะหขอมูลและความนาจะเปน 
  สาระที่ 6   ทักษะ / กระบวนการทางคณิตศาสตร 
 
 สาระการเรียนรูดานเน้ือหาคณิตศาสตร ชวงชั้นที่ 4 (ม.4 - ม.6) 
  

สาระการเรียนรูคณิตศาสตรพื้นฐาน สาระการเรียนรูคณิตศาสตรเลือก 
1) จํานวน 
           จํานวนจริง 
           เลขยกกําลัง 
 
 
 

1) จํานวน 
           ระบบจํานวนจริง 
           ทฤษฎีจํานวนเบือ้งตน 
           จํานวนเชิงซอน 
           คณิตศาสตรการเงิน 



                                                      11
 

สาระการเรียนรูคณิตศาสตรพื้นฐาน สาระการเรียนรูคณิตศาสตรเลือก 
2) พีชคณิต 
           ความสัมพันธและฟงกชัน 
           ลําดับและอนุกรม 
           เซต 
           การใหเหตุผล 

2) พีชคณิต 
           ตรรกศาสตรเบื้องตน 
           ฟงกชัน 
           เมทริกซ 
           กําหนดการเชิงเสน 

3) เรขาคณิต 3) เรขาคณิต 
           เรขาคณิตวิเคราะห 
           เวกเตอรในสามมิต ิ
           เรขาคณิตเพ่ือศลิปะและการ     
             ออกแบบ 

4) การวัด 
         อัตราสวนตรีโกณมติิและการนําไปใช 

4) การวัด 
           แผนที่และการสํารวจ 

5) สถิติและความนาจะเปน 
           สถิติเบื้องตน 
           ความนาจะเปน 

5) สถิติและความนาจะเปน 
           การวิเคราะหขอมูลเบื้องตน 
           การแจกแจงปกติ 
           ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวาง 
             ขอมูล 
           การวางแผนการทดลองเบื้องตน 
             ความนาจะเปน 

 6) แคลคูลสั 
           ลําดับอนันตและอนุกรมอนันต 
           แคลคูลัสเบื้องตน 

 7) วิยุกตคณิต 
           กราฟเบื้องตน  

(สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี . 2544 : 153 -154)           
          จากสาระการเรียนรูดานเนื้อหาคณิตศาสตร จะเห็นไดวา สถาบันสงเสริมการสอน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ใหความสําคัญกับวชิาเรขาคณิตซึ่งจัดไวในสาระการเรียนรู
คณิตศาสตร และเรขาคณิตวิเคราะหกเ็ปนสวนหนึ่งของวิชาเรขาคณิตจึงมีความจําเปนสําหรับ
นักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย และจากความสําคญัของการแปลงแบบหมุนแกนพิกัด ซ่ึง
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เปนเนื้อหาที่อยูในเรขาคณติวิเคราะห  ทาํใหผูวิจัยสนใจที่จะนําเนื้อหาการแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสองมาทดลองสอนในระดับมัธยมศึกษาตอนปลายของประเทศไทย 
 
ตอนที่ 3 โครงสรางหลักสตูรคณิตศาสตรระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย พุทธศักราช 2524 
(ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2533) และตวัอยางการจัดสาระการเรียนรูรายวิชาคณิตศาสตร
พื้นฐานและคณิตศาสตรเลือก ชวงชัน้ที่ 4 (ม.4 – ม.6)ของหลักสูตรการศกึษาขั้นพื้นฐาน  
พุทธศักราช  2544 

กระทรวงศึกษาธิการไดมีการเปลี่ยนแปลงและปรบัปรุงหลักสูตรทุกระดับชั้น เพ่ือให
สอดคลองกับความตองการของสังคม  ซ่ึงในป พ.ศ. 2520 ไดมีการประกาศใชหลกัสูตรระดับ
มัธยมศึกษาตอนตน  โดยมีชื่อวาหลักสตูรมัธยมศึกษาตอนตน พุทธศักราช 2521 ซ่ึงประกาศใช
ตั้งแตปการศกึษา 2521 เพ่ือใหการศึกษาเปนระบบที่ตอเน่ืองกันโดยตลอด สําหรับบุคคลที่เรียน
ในระดับสูงขึ้นไป กระทรวงศึกษาธิการจึงไดเปลี่ยนแปลงหลักสูตรมัธยมศึกษาตอนปลายเสียใหม
เพ่ือใหสอดคลองกับหลักสตูรมัธยมศึกษาตอนตน พุทธศักราช 2521 ซ่ึงมีชื่อวา หลักสูตร
มัธยมศึกษาตอนปลาย พุทธศักราช 2524  และไดประกาศใชตั้งแตปการศึกษา 2524 เปนตนมา 
หลังจากใชหลกัสูตรมาระยะหนึ่งจนถึงป  พ.ศ. 2533  ไดมีการปรับปรุงเปลี่ยนแปลงหลักสูตรทั้ง
สองฉบับอีกครั้งหน่ึง   โดยเฉพาะหลักสตูรมัธยมศึกษาตอนปลายพทุธศักราช 2524   กระทรวง 
ศึกษาธิการไดมอบหมายใหสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีปรับปรุง
หลักสูตรคณติศาสตรในระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย และประกาศใชหลักสตูรคณิตศาสตรระดับ
มัธยมศึกษาตอนปลาย พุทธศักราช 2524  (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2533) ในปการศกึษา 2534 
โดยวิชาคณิตศาสตรระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย จัดอยูในประเภทวชิาเลือกเสรี โดยแบงเปน 2 
โครงสรางดังน้ี (กระทรวงศึกษาธิการ. 2535 : 215 -217) 

 
โครงสรางที่ 1 วิชาเลือกเสรี 

สําหรับผูที่ตองการเรียนเนนหนักทางคณิตศาสตร (สายวิทยาศาสตร – คณิตศาสตร) 
หรือ (สายอังกฤษ – คณิตศาสตร) ใหเลอืกเรียนรายวชิาตอไปน้ี 

ค 011  คณิตศาสตร          5 คาบ / สัปดาห / ภาค               2.5  หนวยการเรยีน 
ค 012  คณิตศาสตร          5 คาบ / สัปดาห / ภาค               2.5  หนวยการเรยีน 
ค 013  คณิตศาสตร          5 คาบ / สัปดาห / ภาค               2.5  หนวยการเรยีน 
ค 014  คณิตศาสตร          5 คาบ / สัปดาห / ภาค               2.5  หนวยการเรยีน 
ค 015  คณิตศาสตร          5 คาบ / สัปดาห / ภาค               2.5  หนวยการเรยีน 
ค 016  คณิตศาสตร          5 คาบ / สัปดาห / ภาค               2.5  หนวยการเรยีน     
สําหรับผูที่ตองการเรียนคณิตศาสตรเพ่ิมเติมจากรายวิชา  ค 011 – ค 016  ใหเลือก

เรียนรายวิชาตอไปน้ี 
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ค 021  คณิตศาสตร          1 คาบ / สัปดาห / ภาค               0.5  หนวยการเรยีน 
ค 022  คณิตศาสตร          1 คาบ / สัปดาห / ภาค               0.5  หนวยการเรยีน  
ค 023  คณิตศาสตร          1 คาบ / สัปดาห / ภาค               0.5  หนวยการเรยีน 
ค 024  คณิตศาสตร          1 คาบ / สัปดาห / ภาค               0.5  หนวยการเรยีน 
ค 025  คณิตศาสตร          1 คาบ / สัปดาห / ภาค               0.5  หนวยการเรยีน 
ค 026  คณิตศาสตร          1 คาบ / สัปดาห / ภาค               0.5  หนวยการเรยีน 
สําหรับผูที่ตองการเรียนคณิตศาสตรเฉพาะดานเพิ่มเติมจากรายวิชา  ค 011 – ค 016  

อาจเลือกเรียนรายวิชาตอไปน้ี 
ค 031  คณิตศาสตร          2 คาบ / สัปดาห / ภาค               1.0  หนวยการเรยีน 
รายวิชา  ค 011 – ค 016 รายวิชาละ  2.5  หนวยการเรียน  เปนชดุที่จัดไวสําหรับผูที่

ตองการเรียนเนนหนักทางดานคณิตศาสตร เพ่ือเปนพ้ืนฐานในการศึกษาระดบัสูงหรือมุงศึกษา
ตอในแขนงทีต่องการใชพ้ืนฐานทางคณติศาสตร  เชน วิศวกรรมศาสตร  สถาปตยกรรมศาสตร 
หรือ วิทยาศาสตร  เปนตน  ผูเรียนในกลุมน้ีหากตองการเรียนคณิตศาสตรเพ่ิมเติมอาจเลือก
เรียนรายวิชา  ค 021 – ค 026 รายวิชาละ  0.5 หนวยการเรียน ซ่ึงเปนชุดที่เนนการศึกษาดวย
ตนเอง  และเรื่องที่เลือกใหเรียนเปนการตกลงระหวางผูสอนและผูเรยีนเปนรายบคุคล  โดยความ
เห็นชอบของโรงเรียน และใชรหัสวิชา ค 021 เปนรายวชิาแรกที่เริ่มเรียนของแตละคน 
นอกจากนี้หากผูเรยีนตองการเลือกเรียนรายวิชาทีเ่ปนเนื้อหาเฉพาะดานเพิ่มเติมอีกอาจจะเลือก
เรียนรายวิชา ค 031 รายวิชาละ 1 หนวยการเรียน ซ่ึงเนนการศึกษาและฝกทักษะการพสิูจน
ทฤษฎีและขอสรุปทางวิชาเรขาคณิต 

 
โครงสรางที่ 2 วิชาเลือกเสรี 
          สําหรับผูที่ตองการเรียนคณิตศาสตรพอเปนพ้ืนฐาน ใหเลือกเรียนรายวิชาตอไปน้ี 
          ค 041  คณิตศาสตร          3 คาบ / สัปดาห / ภาค               1.5  หนวยการเรียน 
          ค 042  คณิตศาสตร          3 คาบ / สัปดาห / ภาค               1.5  หนวยการเรียน 
          ค 043  คณิตศาสตร          3 คาบ / สัปดาห / ภาค               1.5  หนวยการเรียน 
          ค 044  คณิตศาสตร          3 คาบ / สัปดาห / ภาค               1.5  หนวยการเรียน 
          ค 045  คณิตศาสตร          3 คาบ / สัปดาห / ภาค               1.5  หนวยการเรียน 
          ค 046  คณิตศาสตร          3 คาบ / สัปดาห / ภาค               1.5  หนวยการเรียน 
 
หมายเหตุ 

สําหรับผูที่เลอืกเรียนวิชาชพีและประสงคจะเลือกเรียนคณิตศาสตร  อาจจะเลือกเรียน
คณิตศาสตรประยุกตจากหลักสูตรประกาศนียบตัรวชิาชีพ 
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รายวิชา  ค 041 – ค 046  รายวิชาละ  1.5 หนวยการเรียน  เปนชดุที่จัดไวสําหรับผูที่
ตองการเรียนคณิตศาสตรพอเปนพ้ืนฐานเหมาะสําหรับผูที่ตองการมุงศึกษาตอในแขนงวิชาที่
ตองการใชพ้ืนฐานทางคณติศาสตรไมมากนัก เชน รัฐศาสตร  นิตศิาสตร อักษรศาสตร เปนตน  
(กระทรวงศึกษาธิการ. 2535 : 131 -138) 
          ในพุทธศักราช 2544 กระทรวงศึกษาธิการไดมอบหมายใหสถาบันสงเสริมการสอน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยีจัดทาํกรอบหลักสูตรการศึกษาขั้นพ้ืนฐานของกล ุ มวชิาคณิตศาสตร  
ทางสถาบันจึงไดจัดทําเอกสารคูมือการจัดการเรียนรู กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตรขึ้น 
ภายในเอกสารไดจัดทําตัวอยางการจัดสาระการเรียนรูรายภาค รายวชิาคณิตศาสตรพ้ืนฐาน และ
ตัวอยางการจดัสาระการเรียนร ู รายภาค รายวิชาคณติศาสตรเลือก ชวงชั้นที่ 4 
 (ม.4 – ม.6) ดังน้ี 
 

ตัวอยางการจัดสาระการเรียนรูรายภาค 
รายวิชาคณติศาสตรพื้นฐาน   ชวงชัน้ที่ 4 (ม.4 – ม.6) 

 
ภาคเรียน

ที่ 
สาระการเรียนรู จํานวนชัว่โมง 

1  เซต 
 การใหเหตุผล 
 จํานวนจริง 
 เลขยกกําลังที่มีเลขชี้กําลังเปนจํานวนตรรกยะ 

10 
8 
14 
8 

2  ความสัมพันธและฟงกชัน 
 อัตราสวนตร ีโกณมิติและการนําไปใช 

28 
12 

3  ลําดับและอนุกรม 
 ความนาจะเปน 

18 
22 

4  สถิติเบื้องตน 40 
(สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี . 2544 : 155)           
หมายเหตุ   เวลาเรียนที่กาํหนดไว  40 ชั่วโมงตอภาคเปนเวลาโดยประมาณ  สถานศึกษาอาจ
ปรับเวลาไดตามความเหมาะสม 
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          สําหรับการจัดวิชาเลือกคณิตศาสตรในชวงชั้นที่ 4 ไดเสนอแนวคิดไวเปน 3 แบบสําหรับ
ผูเรียนที่มีจุดประสงคในการศึกษาตางกัน ดังน้ี 
แบบที่  1  สําหรับผูที่ตองการเรียนคณิตศาสตรเปนพ้ืนฐานเพื่อศึกษาตอในดานวิทยาศาสตรใน  
             ระดับอุดมศึกษา 
แบบที่  2  สําหรับผูที่ตองการเรียนคณิตศาสตรเปนพ้ืนฐานเพื่อศึกษาตอในดานสังคมศาสตรใน 
             ระดับอุดมศึกษา 
แบบที่  3  สําหรับผูที่ไมตองการศึกษาตอในระดับอุดมศึกษา แตสนใจและตองการความรูทาง 
             คณิตศาสตรเพ่ือนําไปประยกุตในชวีิตประจําวัน 
         
       สถานศึกษาอาจจัดสาระการเรียนรูคณิตศาสตรเลือกตามตวัอยางที่ไดนําเสนอไวน้ีให
ผูเรียนไดเลือกเรียนใหเหมาะสมกับความตองการและความสามารถ และสถานศึกษาสามารถ
ปรับเปลี่ยนลาํดับการจัดเนื้อหาหรือเวลาเรียนจากตัวอยางที่นําเสนอไวโดยพิจารณาตามความ
เหมาะสม 
         สําหรับผูเรียนที่มีความสามารถพิเศษทางคณติศาสตร สถานศึกษาสามารถจดัสาระให
เรียนรูเพ่ิมเตมิจากตัวอยางสาระที่นําเสนอไว เชน ตรรกศาสตรและการพิสูจน เรขาคณิตยุคลิด  
เปนตน 

 
ตัวอยางการจัดสาระการเรียนรูรายภาค 

รายวิชาคณติศาสตรเลือก   ชวงชั้นที่ 4 ( ม.4 – ม.6 ) 
 

ภาคเรียน
ที่ 

ตัวอยางแบบที่ 1 
( 80 ชั่วโมง/ภาค ) 

ตัวอยางแบบที่2 
( 60 ชั่วโมง/ภาค ) 

ตัวอยางแบบที่3 
( 40 ชั่วโมง/ภาค ) 

1  ตรรกศาสตรเบื้องตน  
   (28) 
 ระบบจํานวนจริง (38) 
 ทฤษฎีจํานวนเบื้องตน  

   (14) 
 

 ตรรกศาสตรเบื้องตน   
   (28) 
 ระบบจํานวนจริง (32) 

 

 คณิตศาสตรการเงิน  
   ตอนที่ 1 (40) 

2  เมทริกซ และดีเทอร  
   มินันต (20) 
 เรขาคณิตวิเคราะห (42) 
 ฟงกชัน (18) 

 เรขาคณิตวิเคราะห (40) 
 ฟงกชัน (20) 

 คณิตศาสตรการเงิน  
   ตอนที่ 2 (40) 
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ภาคเรียน
ที่ 

ตัวอยางแบบที่ 1 
( 80 ชั่วโมง/ภาค ) 

ตัวอยางแบบที่2 
( 60 ชั่วโมง/ภาค ) 

ตัวอยางแบบที่3 
( 40 ชั่วโมง/ภาค ) 

3  ฟงกชันเอกซโพเนน 
   เชียล และฟงกชัน  
   ลอการิทึม (20) 
 ฟงกชันตรีโกณมิติและ 

   การประยุกต (40) 
 เวกเตอรในสามมิติ (20) 

 

 ฟงกชันเอกซโพเนน 
   เชียล และฟงกชัน 
   ลอการิทึม (20) 
 ฟงกชันตรีโกณมิติ (20)   
 เมทริกซ และดีเทอร 

   มินันต (20) 

 กําหนดการเชิงเสน  
   (16) 
 ขายงาน (24) 

4  จํานวนเชิงซอน (22) 
 กราฟเบื้องตน (18) 
 ความนาจะเปน (40) 

 กําหนดการเชิงเสน (10) 
 ความนาจะเปน (50) 

 เรขาคณิตเพ่ือศิลปะ 
   และการออกแบบ  
   (20) 
 แผนที่และการ 

   สํารวจ (20) 
 

5  การวิเคราะห ขอมูล 
   เบื้องตน(40) 
 การแจกแจงปกติ (20) 
 ความสัมพันธเชิง 

   ฟงกชัน ระหวางขอมูล  
   (20) 
 

 การวิเคราะห ขอมูล 
   เบื้องตน(40) 
 การแจกแจงปกติ (20) 

 

 การวางแผนการ 
   ทดลองเบื้องตน   
   (40) 
 

6  ลําดับอนันตและอนุกรม 
   อนันต(20) 
 แคลคลูัสเบือ้งตน (50) 
 กําหนดการเชิงเสน (10) 

 

 แคลคลูัสเบือ้งตน (60) 
 

 

(สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี . 2544 : 161)          
หมายเหตุ   ตัวเลขในวงเลบ็ หมายถึง จํานวนชั่วโมง 

จากความสําคญัของการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง   ดังที่กลาวมา 
แลวในบทที่ 1  ประกอบกับหลักสูตรคณติศาสตรโครงสรางที่ 1 ของนักเรียนระดับมัธยมศึกษา
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ตอนปลายสําหรับผูที่เนนหนักทางคณิตศาสตร ในหลกัสูตรคณิตศาสตรระดับมัธยมศึกษาตอน
ปลาย พุทธศกัราช 2524 (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2533 ) และการเปดโอกาสใหสถานศึกษาจัดสาระ
การเรียนรูคณิตศาสตรเลือกตามความตองการและ ความสามารถของนักเรียนและสถานศึกษา 
ตลอดจนความตองการของทองถิ่น ในหลกัสูตรการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2544 ทําให
ผูวิจัยสนใจทีจ่ะนําเนื้อหาเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสองมาทดลองสอน
ในชั้นมัธยมศกึษาปที่ 4 และผลการวิจัยอาจเปนแนวทางในการพิจารณาเปลี่ยนแปลงและปรบั 
ปรุงหลักสูตร  ซ่ึงอาจบรรจุเพ่ิมเติมลงในรายวิชา ค 012 หรือ สาระการเรียนรูคณิตศาสตรเลือก 
 
ตอนที่ 4 งานวิจัยที่เก่ียวกับความสามารถทางการเรียนคณติศาสตร  ในเร่ืองการนํา
เน้ือหาระดับสูงมาทดลองสอนในระดับที่ต่ํากวา 
 จากความพยายามของนักคณิตศาสตรศกึษา  ไดพยายามที่จะปรับปรุงหลักสูตรการ
เรียนการสอนวิชาคณติศาสตร ดังน้ันจึงมีงานวิจัยที่เกีย่วกับการสอนคณิตศาสตรมากมาย  ซ่ึง
งานวิจัยที่ผูวจัิยรวบรวมมานี้เกี่ยวกับการนําเนื้อหาระดับสูงมาทดลองสอนในระดับที่ต่ํากวา 
ดังตอไปน้ี 
 
4.1 งานวิจัยภายในประเทศ 

บุญมา  สมสวัสดิ์ (2517 : 38) ไดทําการศึกษาความสามารถในการเรียนเร่ือง เซต
เบื้องตน กับนักเรียนระดับชั้นอนุบาล กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชัน้อนุบาลของโรงเรียนประถม 
สาธิตมหาวทิยาลัยศรีนครนิทรวิโรฒ ประสานมิตร จํานวน 30 คน ผลการวิจัยปรากฏวานักเรียน
ชั้นอนุบาลสามารถเรียนเร่ือง เซตเบื้องตนตามบทเรยีนที่ผูวิจัยสรางขึ้นได และนอกจากนี้ ดี บาง
กระ  (2538 : 9)  ยังไดกลาวไววาการศกึษางานวิจัยเรื่องนี้พบวา เซตเปนคณติศาสตรที่เรียนใน
ระดับอุดมศึกษา ยังมิไดนํามาสอนในระดับประถมศกึษาหรือระดับมัธยมศึกษา การนําเสนอ
งานวิจัยเรื่องนี้จึงถือวาเปนการริเริ่มแนวความคิดทางคณิตศาสตรทีมี่ประโยชน เพราะเปนพ้ืน 
ฐานในการเรยีนคณิตศาสตรหลายสาขาและตอมาภายหลังไดมีการนํามาบรรจุไวในหลักสตูร
ระดับมัธยมศกึษาตอนตนและระดับมัธยมศึกษาตอนปลายนอกจากนี้หนังสือคณิตศาสตรใน
ระดับประถมศึกษายังสอดแทรกแนวความคิดเกี่ยวกบัเซตดวย 

สุเทพ  ทองอยู ( 2517 : 38) ไดทําการศึกษาผลสัมฤทธิ์ในการเรยีนเร่ืองความนาจะเปน
ของนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนตน กลุมตัวอยางเปนนักเรียนจากโรงเรียนเขมาภิรตาราม ชัน้
มัธยมศึกษาปที่ 1 ถึงมัธยมศึกษาปที ่ 3 ชั้นละ 50 คน ผลการวิจัยปรากฏวานักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปที่ 2 และชั้นมัธยมศกึษาปที่ 3 มีความสามารถเพียงพอในการเรียนเร่ือง ความ
นาจะเปน ซ่ึงเรื่องความนาจะเปนเดิมไมมีสอนในระดับชั้นมัธยมศกึษาเพราะเนือ้หาอยูในระดับ 
อุดมศึกษา แตตอมาภายหลังไดมีการเปลี่ยนแปลงปรบัปรุงหลักสตูรโดยนําเรื่อง ความนาจะเปน 
บรรจุเปนเนื้อหาทั้งในชั้นมัธยมศึกษาปที ่3 และชั้นมัธยมศึกษาปที่ 6 ดวย 
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เสกสรร  ดํากระบี่ (2517 : 25) ไดทําการศึกษาผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง ลมิิต ของ
นักเรียนมัธยมศึกษาตอนปลายสายสามญัแผนกวิทยาศาสตร กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปที่ 4 จํานวน 72 คน และนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 5 จํานวน 48 คน ซ่ึงเปน
นักเรียนของโรงเรียนคณะราษฎรบํารุงจังหวัดยะลา ผลการวิจัยปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยม 
ศึกษาปที่ 5 มีความสามารถในการเรียนเร่ืองลิมิต งานวิจัยน้ีเปนเรื่องที่นาสนใจดังคํากลาวของ ดี 
บางกระ (2538 : 10-11) ที่วาการพัฒนาหลักสูตรในโอกาสตอมาไดนําเอาเนื้อหาเรื่อง ลิมิต ซ่ึง
เปนเรื่องที่อยูในระดับอุดมศึกษามาบรรจุไวในหลักสตูรระดับมัธยมศึกษาปที ่ 5 ภายหลังได
ปรับปรุงเปลี่ยนแปลงหลักสตูรคณิตศาสตรในปพุทธศักราช 2533 เน้ือหาเรื่อง ลิมิต ไดถูกนําไป
บรรจุไวในระดับชั้นมัธยมศกึษาปที่ 6 จึงนับวาผูวิจัยมองเห็นถึงความเปนไปไดทีจ่ะนําเรื่องลิมิต 
มาสอนในระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย 

ณรงค  ปนนิ่ม (2519 : 20) ไดทําการศึกษาผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนเร่ือง อสมการและ
คาสัมบูรณ  กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 และชั้นมัธยมศึกษาปที่ 3 ของ
โรงเรียนบางกรวย  อําเภอบางกรวย จังหวัดนนทบุรี ชั้นละ 50 คน ผลการวิจัยปรากฏวา 
นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 2 และชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 3 มีความสามารถเพยีงพอในการเรียน
เรื่องอสมการและคาสัมบูรณงานวิจัยน้ีมีประโยชนอยางยิ่งเพราะผลการวิจัยสอดคลองกับหลัก 
สูตรที่ปรับปรุงในเวลาตอมาคือไดนําเอาเนื้อหาเรื่องคาสัมบูรณมาบรรจุไวในระดับชั้นมัธยม  
ศึกษาปที่ 2 และเนื้อหาเรื่องอสมการมาบรรจุไวในชั้นมัธยมศึกษาปที่ 3 

ประเวศ  กอเกียรตศิิริกุล (2519 : 27) ไดทําการศึกษาผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ืองวิชา
เรขาคณิตวิเคราะหเบื้องตนของนักเรียนระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนตน กลุมตัวอยางเปนนักเรียน
ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 1  ถึงชั้นมัธยมศึกษาปที่ 3 ของโรงเรียนอุดรพิทยา อําเภอเมือง จังหวัดอุดร 
ธานี ชั้นละ 30 คน ผลการวิจัยปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 2 และ 3 มีความสามารถ
เพียงพอในการเรียนวิชาเรขาคณิตวิเคราะหเบื้องตน ปรากฏวาภายหลังมีการเปลี่ยนแปลง
หลักสูตรและไดบรรจุเน้ือหาเรขาคณิตวิเคราะหไวในหลกัสูตรคณิตศาสตรชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 

นพดล  สุธาพาณิชย  (2524 : 25) ไดทาํการศึกษาผลสัมฤทธิ์ในการเรียนวิชาเรขาคณิต
นอนยุคลิเดียน ของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 และมัธยมศึกษาปที่ 5 กลุมตวัอยางเปนนัก 
เรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 4 และนกัเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 5 ของโรงเรียนมัธยมสาธิต
มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ ประสานมิตร ชั้นละ  30 คน ผลการวิจัยปรากฏวา นักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปที่  4 และนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 สามารถเรียนเรขาคณิตนอนยคุลิเดียนได   
 ดี  บางกระ  (2538 : 18 - 19) ไดทาํการศึกษาความสามารถของนักเรียนชั้นมัธยม 
ศึกษาปที่ 6 ในการเรียนเร่ือง ฟงกชันกอกําเนิด กลุมตัวอยางที่ใชในการทดลองเปนนักเรียนชัน้
มัธยมศึกษาปที่ 6 สายวิทยาศาสตร ของโรงเรียนกรุงเทพคริสเตียนวิทยาลัย  จังหวัดกรุงเทพ 
มหานคร จํานวน 40 คน ผลการวิจัยปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 6 มีความสามารถใน
การเรียนเร่ือง ฟงกชันกอกําเนดิ 
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สิรสินธุ  นุชนารถ ( 2538 : 52) ไดทําการศึกษาการเรยีนเร่ือง การลงรอยกันเบื้องตนใน
ทฤษฎีจํานวน ของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 โรงเรียนคงคาราม อําเภอเมือง  จังหวัด
เพชรบุรี จํานวน 40 คน ผลการวิจัยปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 มีความสามารถ
เพียงพอในการเรียนเร่ือง การลงรอยกันเบื้องตนในทฤษฎีจํานวน 
 ปรีชา  จ่ันกลา (2539 : 21) ไดทําการศึกษาผลสมัฤทธิท์างการเรียนเร่ือง เศษสวน
ตอเน่ืองเบื้องตน ของนักเรยีนชั้นมัธยมศกึษาปที่ 4 กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่
4 ของโรงเรียนหัตถสารเกษตรวิทยาคาร  อําเภอคลองหลวง จังหวัดปทุมธานี จํานวน 35 คน 
ผลการวิจัยปรากฏวา นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 มีความสามารถเพียงพอในการเรียนเร่ือง
เศษสวนตอเน่ือง 

อําพล  โตตอบ (2539 : 29) ไดทําการศึกษาผลสมัฤทธิท์างการเรียนเร่ือง การหาคํา 
ตอบ ที่เปนจํานวนเชิงซอนของสมการพหุนาม ของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 3 กลุมตัวอยาง
เปนนักเรียนชัน้มัธยมศึกษาปที่ 3 โรงเรียนวัดจันทราวาสศขุประสานราษฎร จังหวัดเพชรบุรี 
ผลการวิจัยปรากฏวา นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 3 มีความสามารถเพียงพอในการเรียนเร่ือง 
การหาคําตอบที่เปนจํานวนเชิงซอนของสมการพหุนาม 
 ธานินทร  สิทธิวรัิชธรรม (2542 : 26) ไดทําการศึกษาผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนเร่ือง 
ทฤษฎีกราฟเบื้องตน ของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 3 กลุมตัวอยางเปนนกัเรียนชั้นมัธยม 
ศึกษาปที่ 3 ของโรงเรียนมัธยมสาธติสถาบันราชภัฏสวนสุนันทา จังหวัดกรุงเทพมหานคร 
จํานวน 45 คน ผลการวจัิยปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 3 มีความสามารถเพียงพอใน
การเรียนเร่ือง ทฤษฎีกราฟเบื้องตน ซ่ึงงานวิจัยมีประโยชนอยางยิ่ง เพราะการปรบัปรุงหลักสตูร
คณิตศาสตรในป พ.ศ. 2544 ไดนําเอาเนื้อหาเรื่อง ทฤษฎีกราฟเบื้องตน มาบรรจุไวเปน
คณิตศาสตรเลือกสําหรับการจัดสาระการเรียนรูรายภาคคณิตศาสตรแบบชวงชั้นที่ 4 (ม.4–ม. 6) 
 รจนา  รัตนานิคม ( 2544 : 29) ไดทําการวิจัยเพ่ือศกึษาผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนเร่ือง 
ความนาจะเปน ของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 1 และ 2 โดยการจัดกิจกรรมการเรียนการสอนที่
ผูเรียนสําคัญที่สุด ผลการวจัิยปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่1 และ 2 มีความสามารถใน
การเรียนเร่ือง ความนาจะเปน และนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 มีความสามารถในการเรียน
เรื่อง ความนาจะเปน สูงกวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 1 

พงศรัศม์ิ  เฟองฟู  (2545 : 28) ไดทําการศึกษาผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ืองการอุปนัย
เชิงคณิตศาสตร ของนักเรียนชั้นมัธยมศกึษาปที่ 5 กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่
5 โรงเรียนสาธิตสถาบันราชภัฏบานสมเด็จเจาพระยา จังหวัดกรุงเทพมหานคร จํานวน 35 คน 
ผลการวิจัยปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 มีความสามารถเพียงพอในการเรียนรูและ
ประยุกตเร่ืองการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

จีรศักดิ์  ดีสะเมาะ ( 2545 : 27) ไดทําการศึกษาผลสมัฤทธิท์างการเรียนเร่ือง เวกเตอร
ในสามมิติ ของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่ 5 
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แผนการเรียน สายวิทยาศาสตร โรงเรียนพระโขนงพิทยาลัย จังหวัดกรุงเทพมหานคร จํานวน 
38 คน ผลการวิจัยปรากฏวา นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 มีความสามารถในการเรียนเร่ือง
เวกเตอรในสามมิติ 
 
4.2  งานวิจัยตางประเทศ 

กัปรัด (Gubrud. 1971 : 6468 - A) ไดทําการวิจัยเพ่ือศึกษาความสามารถในการเรียน
เรื่อง การบวกเวกเตอรของนักเรียนเกรด 8 – 10 ผลการวิจัยปรากฏวา นักเรียนเกรด 9 และ
นักเรียนเกรด 10 มีความสามารถเพียงพอในการศึกษาเรื่อง การบวกเวกเตอร  และนักเรยีน
เกรด 10 มีความสามารถชัดเจนและสูงกวานักเรียนเกรด 8 และเกรด 9  

ไวท (White. 1974 : 1969 - A) ไดทําการวิจัยเพ่ือศึกษาความสามารถของนักเรียนเกรด 
7 และเกรด 8 ในการเรียนเร่ืองมโนคติเบื้องตนของความนาจะเปน ผลการวิจัยปรากฏวา  
นักเรียนเกรด 7 และเกรด 8 มีความสามารถเพียงพอในการเรียนเร่ืองมโนคติเบื้องตนของความ
นาจะเปน   

ไวนิง (Vining. 1989 : 380 – A อางมาจาก ดี  บางกระ. 2538 : 11) ไดทําการศึกษา
หัวขอเรื่องและแนวความคดิของคณิตศาสตรเต็มหนวยในระดับมัธยมศึกษาซึ่งกาํหนดโดย
สมาคม NCTM ไวนงิไดสํารวจความคิดเห็นของผูเชี่ยวชาญที่สอนคณิตศาสตรเต็มหนวยใน
หัวขอที่สัมพันธกับคณิตศาสตรเต็มหนวยในหลักสตูรของระดับชั้นมัธยมศึกษา ปรากฏวาผู 
เชี่ยวชาญมีความเห็นพองตองกันวาคณติศาสตรเต็มหนวยที่มีในระดับสูง ซ่ึงแยกมาสอนใน
ระดับมัธยมศกึษามีความเหมาะสม 

ดรัมมอนด (Drummond. 1989 : 641 – A) ทําการวิจัยออกแบบวิชาคณติศาสตรเต็ม
หนวย (Discrete  Mathematics) สําหรับนักเรียนชัน้มัธยมศึกษาตอนปลาย มีวัตถุประสงคเพ่ือ
ออกแบบวิชาคณิตศาสตรเต็มหนวยสําหรับนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ซ่ึงเปนการ
นําไปใชแกปญหา และเพ่ือกําหนดความเหมาะสมของการใชหลักสูตร ซ่ึงเสนอโดยสมาคมครู
คณิตศาสตรแหงชาติสหรัฐอเมริกา ในป ค.ศ.1987 ในหัวขอของวิชาคณิตศาสตรเต็มหนวย
ประกอบดวยเรื่อง เมตริกซ การอุปนัยเชิงคณิตศาสตร เซต การนับ ความนาจะเปน กราฟ และ
ความสัมพันธเวียนบังเกิด กลุมตัวอยางเปนนักเรียนระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ที่ผานการ
เรียนรายวิชาเรขาคณิต พีชคณิต 1 และพีชคณิต 2 จํานวน 203 คน ผลการศกึษาปรากฏวา
นักเรียนในระดับมัธยมศึกษาตอนปลายมีความสามารถในการเรียนวิชาคณติศาสตรเต็มหนวย 
จากหลักสูตรซึ่งเสนอโดยสมาคมครูคณิตศาสตรแหงชาติสหรัฐอเมริกา  
 จากงานวิจัยที่กลาวมาขางตน จะเห็นไดวา ทั้งในประเทศและตางประเทศมีความตื่นตวั
ในการปรับปรุงหลักสูตรคณติศาสตรอยางตอเน่ืองโดยการนําเนื้อหาในระดับสูงมาทดลองสอนใน
ระดับที่ต่ํากวา แตทั้งน้ีตองปรับปรุงเนื้อหาและวิธกีารสอนใหเหมาะสมกับระดับสติปญญาและ
ความสามารถของผูเรียน จากความสําคญัดังกลาวจึงทําใหผูวิจัยสนใจในการนําเนื้อหาเรื่อง การ
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แปลงแบบการหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ซ่ึงเปนเนื้อหาระดับอุดมศึกษามาทดลองสอน
ในชั้นมัธยมศกึษาปที่ 4 เพ่ือศึกษาผลสัมฤทธิใ์นการเรยีนเร่ือง การแปลงแบบหมนุแกนพิกัดของ
สมการกําลังสอง ของนักเรียนชั้นมัธยมศกึษาปที่ 4 วามีความสามารถที่จะเรียนเรื่องดังกลาวได
หรือไม 



บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 การวิจัยครั้งน้ีเปนการวิจัยเชิงทดลอง  เพ่ือศึกษาผลสมัฤทธิท์างการเรียนเร่ือง การ
แปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ของนักเรียนระดับชั้นมัธยมศึกษาปที่  4 โรงเรียน
มัธยมสาธิตสถาบันราชภัฏบานสมเด็จเจาพระยา  จังหวัดกรุงเทพมหานคร 
 
ประชากร 
 ประชากรที่ใชในการวิจัย  เปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 แผนการเรียนสาย
วิทยาศาสตร ของโรงเรียนมัธยมสาธิตสถาบันราชภัฏบานสมเด็จเจาพระยา จังหวัด
กรุงเทพมหานคร 
 
กลุมตวัอยาง 
 กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัยครั้งนี้  เปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 โรงเรียนมัธยม
สาธิตสถาบันราชภัฏบานสมเด็จเจาพระยา จังหวัดกรุงเทพมหานคร ปการศึกษา 2545 จํานวน 
1 หองเรียนทั้งหมด  32 คน ซ่ึงไดจากการสุมแบบแบงกลุม (Cluster Sampling) โดยการจับ
สลากเลือก 1 หองเรียนจากทั้งหมด 2 หองเรียน โดยแตละหองทางโรงเรียนไดจัดนักเรียนที่มี
ความสามารถในการเรียนสูง ปานกลาง และต่ําแบบคละความสามารถ 
 
เครื่องมือที่ใชในการวิจัย 
   1. ลักษณะของเครื่องมือ 

   1.1  บทเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ที่ผูวิจัยเรียบ
เรียงขึ้น เพ่ือใชสอนจํานวน 10 คาบ  คาบละ 50 นาที ซ่ึงประกอบดวยหัวขอดังตอไปน้ี 
             1.1.1  ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกหรือผลตางของจํานวนจริงหรือมุม  
(2 คาบ) 
          1.1.2  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  (6 คาบ)  
         1.1.2.1  การหาพิกัดเนื่องจากการหมุนแกน (2 คาบ) 
         1.1.2.2  การหมุนแกนของสมการที่มีพจนคูณไขว (2 คาบ) 

  1.1.2.3  การใชคาจําแนก ( Discriminant ) พิจารณากราฟของสมการ   
             กําลังสอง (2 คาบ) 

                   1.1.3  ไฮเพอรโบลามุมฉาก (1 คาบ) 
          1.1.4  การแปลงพิกัดซอน (1 คาบ) 
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    1.2  แผนการสอน 10 คาบ 
    1.3  แบบทดสอบวัดผลสมัฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมนุแกนพิกัดของ
สมการกําลังสอง  ซ่ึงเปนแบบปรนัย  4  ตัวเลือกทีว่ัดผลสัมฤทธิต์ามเนื้อหาที่กําหนดจํานวน 
25 ขอ 
    1.4  แบบทดสอบอัตนัยจํานวน  3 ขอ 
  

2.  ขั้นตอนการสรางเครื่องมือ 
     2.1  ศึกษาเนื้อหาเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง เพ่ือสราง

บทเรียนและแผนการสอนโดยศึกษาจากตําราและเอกสารที่เกี่ยวของ ดังน้ี 
   2.1.1  เรขาคณิตวิเคราะห  (สมัย  เหลาวาณิชย)  
   2.1.2  แคลคูลัส 1   (กมล  เอกไทยเจริญ) 
   2.1.3  เรขาคณิตวิเคราะห  (ศุภกิจ  เฉลมิวิสุตมกุล) 
            2.1.4  แคลคูลัสและเรขาคณิตวเิคราะห ตอน 3  (ภาควิชาคณิตศาสตร    
                              จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย) 
   2.1.5  แคลคลูัส  (อําพล  ธรรมเจริญ) 

 2.1.6  Precalculus with Graphing  and  Problem  Solving (Karl  Smitt J.) 
   2.1.7  Precalculus  (Sullivan , Michael) 

 2.1.8  Calculus of a Single Variable (Larson Roland E.) 
 2.1.9  Precalculus  : Problem solving with Teachnology (Cannon 
          Lawrence O.) 
 2.1.10 Calculus with Analytical  Geometry  (Youse  Bevan K.) 

     2.2  กําหนดจุดประสงคการเรียนรู เรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของ  
สมการกําลังสอง โดยมุงใหนักเรียนสามารถ 

 2.2.1  หาพิกัดจุดเนื่องจากการหมุนแกนพิกัดได 
 2.2.2  นําความรูเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนไปใชในการเขียนกราฟได 
 2.2.3  นําความรูเร่ืองการแปลงแบบการหมุนไปใชในการแกปญหาได 

     2.2.4  บอกนิยามของไฮเปอรโบลามุมฉากได 
 2.2.5  พิจารณากราฟของสมการกําลังสองโดยใชคาจําแนกได 
 2.2.6  นําความรูเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนและเลื่อนแกนพิกัดไปใชในการ  
         แกปญหาการแปลงพิกัดซอนได 

     2.3  สรางบทเรียนและแผนการสอน ตามลําดับขั้นตอนดังตอไปน้ี 
   ขั้นที่ 1  เขียนบทเรียน เน้ือหาเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการ
กําลังสอง เพ่ือใชสอนจํานวน 10 คาบ คาบละ 50 นาที  ซ่ึงในบทเรียนประกอบดวย จุดประสงค
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เชิงพฤติกรรม เน้ือหา แบบฝกหัด และจัดทําแผนการสอน สื่อการสอน การวัดผลและการ
ประเมินผล 
   ขั้นที่ 2  นําบทเรียนและแผนการสอนที่ผูวิจัยเรียบเรียงขึ้นไปใหคณะกรรมการ
ควบคุมปริญญานิพนธ และผูทรงคุณวุฒิ 3 ทาน ตรวจแกไขเพ่ือวิจารณ และ ชี้ขอบกพรอง  แลว
นํามาปรับปรุงแกไข 
   ขั้นที่ 3 นําบทเรียนและแผนการสอนที่ปรับปรุงแลวไปทดลองสอนกับนักเรียน
ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ที่ไมใชกลุมตัวอยาง  จํานวน  10 คน  โดยใชเวลาสอนรวม  10 คาบ คาบ
ละ 50 นาที  หลังจากทดลองสอนแลว  ผูวิจัยสังเกตบันทึกขอบกพรองในดานความเหมาะสม
ของเนื้อหา ความยากงายของภาษา  และเวลาที่ใชในการสอนแตละเน้ือหาของบทเรียน และ
กิจกรรมในแผนการสอน  แลวนํามาปรับปรุงแกไข  และใหคณะกรรมการควบคุมปริญญานิพนธ
ตรวจแกไขอีกครั้งกอนนําไปทดลองกับกลุมตัวอยาง 

     2.4  สรางแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียน  เร่ือง  การแปลงแบบแกนพิกัด
ของสมการกําลังสอง ที่ผูวิจัยสรางขึ้นตามจุดประสงคเชิงพฤติกรรม เปนแบบทดสอบปรนัย 4 
ตัวเลือก  35 ขอ  และนําแบบทดสอบชุดนี้ไปใหคณะกรรมการควบคุมปริญญานิพนธ และ
ผูทรงคุณวุฒิตรวจคัดเลือก   เพ่ือใหไดขอทดสอบที่มีความเที่ยงตรงตามเน้ือหา  จากน้ันนํา
แบบทดสอบที่ไดไปทดสอบกับนักเรียนกลุมเดิมที่ไดทดลองสอนมาแลว  จํานวน  10 คน  ใช
เวลาในการทดสอบ 1 ชั่วโมง 30 นาที 

     2.5  วิเคราะหแบบทดสอบปรนัยโดยการหาคาความยากงาย (p) และอํานาจจําแนก 
(r) 

     2.6  คัดเลือกขอสอบปรนัยที่มีคาความยากงายตั้งแต 0.2 ถึง 0.8 และคาอํานาจ
จําแนกตั้งแต 0.2 ขึ้นไป จํานวน 25 ขอ จากทั้งหมด 35 ขอ  และแบบทดสอบที่ไดมีคาความ
เชื่อม่ันเทากับ 0.8646  ซ่ึงคํานวณโดยใชสูตรของ คูเดอร - ริชารดสัน แลวจึงนําไปทดลองกับ
กลุมตัวอยาง 

     2.7  สรางแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัด
ของสมการกําลังสองในสวนที่เปนแบบทดสอบอัตนัย  จํานวน  6  ขอ  ซ่ึงครอบคลุมเน้ือหาเรื่อง 
การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง และนําแบบทดสอบชุดนี้ไปใหคณะกรรมการ
ควบคุมปริญญานิพนธ  และผูทรงคุณวุฒิตรวจแกไข  แลวนําไปทดสอบกับนักเรียนกลุมเดิมที่ได
ทดลองสอนมาแลว  จํานวน  10 คน  ใชเวลาในการทดสอบ  1 ชั่วโมง  30 นาที จากนั้น
คัดเลือกขอสอบ 3 ขอจาก  6  ขอ  ที่มีความเที่ยงตรงตามเนื้อหาแลวใหคณะกรรมการควบคุม
ปริญญานิพนธและผูทรงคุณวุฒิพิจารณาตรวจแกไขอีกครั้ง  เพ่ือใหไดขอสอบที่มีความเที่ยงตรง
ตามเนื้อหา แลวจึงนําไปทดลองกับกลุมตัวอยาง 
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วิธีดําเนินการวิจัย 
1. ผูวิจัยสอนนักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 ภาคเรียนที่ 2  ปการศึกษา 

2545  จํานวน 32 คน โดยใชบทเรียนและแผนการสอนที่ผูวิจัยเรียบเรียงขึ้น ใชเวลาทั้งหมด 10 
คาบ  คาบละ  50 นาที 

2. เม่ือเสร็จสิ้นการสอนครบ  10  คาบ  แลวใหนักเรียนกลุมตัวอยางทําการทดสอบวัด
ผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง เปนแบบทดสอบ
ปรนัย  4  ตัวเลือก จํานวน  25  ขอ  และแบบทดสอบอัตนัย จํานวน  3  ขอ  ใชเวลาในการ
ทดสอบ  2  ชั่วโมง 

3. ตรวจใหคะแนนแบบทดสอบสําหรับแบบทดสอบปรนัย 4 ตัวเลือก ขอที่ตอบถูกให  1 
คะแนน  และขอที่ตอบผิดหรือไมตอบหรือตอบมากกวา 1 คําตอบ ให  0  คะแนน  สวน
แบบทดสอบอัตนัย  3  ขอ  ผูวิจัยตรวจวิเคราะหเปนรายขอ ขอละ 5 คะแนน หามุมที่ใชในการ
หมุนไดถูกตอง  1 คะแนน  จัดรูปสมการใหมโดยกําจัดพจนคูณไขวไดถูกตอง  3  คะแนน    
และวาดรูปไดถูกตอง  1  คะแนน แลวนําคะแนนรวมที่ไดจากแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยมา
วิเคราะหขอมูลตอไป 

 
การวิเคราะหขอมูล 
 1. หาคาสถิติพ้ืนฐาน ไดแก คาเฉลี่ยเลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสิทธิ์
การแปรผัน 
 2. ทดสอบสมมติฐานที่วา  นักเรียนระดับชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  สามารถสอบผานเกณฑ
การเรียนเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ไดตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไป
ของนักเรียนทั้งหมด  โดยใชการทดสอบสมมติฐานเกี่ยวกับคาสัดสวนของประชากรดวยสถิติ
ทดสอบ  Z (Z –Test) 
 
สถิติที่ใชในการวิเคราะหขอมูล 
 1.  สถิติพ้ืนฐาน  ไดแก คาเฉลี่ยเลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน   สัมประสิทธิ์การ
แปรผัน 
 2.  คาความยากงาย (p) คาอํานาจจําแนก (r) และคาความเชื่อม่ันของแบบทดสอบใช
การคํานวณจากสูตรของคูเดอร – ริชารดสัน (KR - 20) 

3. สถิติเพ่ือการทดสอบสมมติฐาน ไดแก  สถิติทดสอบ Z (Z –Test) 
 
 



บทที่ 4 
ผลการวิเคราะหขอมูล 

 
การวิเคราะหขอมูลเพ่ือศึกษาผลสัมฤทธิท์างการเรียนเรื่อง  การแปลงแบบหมุนแกน

พิกัดของสมการกําลังสอง  ของนักเรียนชัน้มัธยมศึกษาปที่ 4 โรงเรียนมัธยมสาธิตสถาบันราช
ภัฏบานสมเด็จเจาพระยา จังหวัดกรุงเทพมหานคร ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2545  จํานวน 1 
หองเรียนทั้งหมด 32 คน  โดยใชแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรียนเร่ือง การแปลงแบบ
หมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  แบบปรนัยจํานวน 25 ขอและอัตนัยจํานวน 3 ขอ  ผูวิจัยได
เสนอผลการวเิคราะหขอมูลตามลําดับดังน้ี 

ตอนที่ 1  คาเฉลี่ยรอยละของนักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาศกึษาปที่ 4  จํานวน  
32  คน  ที่ผานแตละจุดประสงคเชิงพฤตกิรรม  จากการทําแบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ์ใน
การเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง   

ตอนที่ 2  คาเฉลี่ยเลขคณติ  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสทิธิ์การแปรผัน  ของ
คะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสอง  

ตอนที่ 3   คาเฉลี่ยเลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสทิธิ์การแปรผนั  ของ
คะแนนจากการทําแบบทดสอบอัตนัยวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสอง  

ตอนที่ 4  คาเฉลี่ยเลขคณติ  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสทิธิ์การแปรผัน  ของ
คะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบ
หมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  

ตอนที่ 5  คารอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตัวอยางชัน้มัธยมศึกษาปที่ 4  ที่ไดคะแนน
จากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสอง   

ตอนที่ 6  ผลการทดสอบนักเรียนกลุมตวัอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ที่สอบผานเกณฑ
ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  
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ผลการวิเคราะหขอมูล 
 
ตอนที่ 1     :  คาเฉลี่ยรอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตวัอยางชั้นมัธยมศกึษาศึกษาปที่ 
4  จํานวน  32  คน  ที่ผานแตละจุดประสงคเชงิพฤติกรรม  จากการทําแบบทดสอบปรนัย
วัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง   

คารอยละของจํานวนนักเรียนที่ผานแตละจุดประสงคเชงิพฤติกรรมหาไดจากคาเฉลี่ย
ของคารอยละของจํานวนนักเรียนที่ผานจุดประสงคน้ัน ปรากฏผลดังตาราง  1 

 
ตาราง 1 คาเฉลี่ยรอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตวัอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  จํานวน 32  คน 
    ที่ผานแตละจุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
 

 
จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 

 
ขอที่

จํานวน 
นักเรียน(คน) 

รอยละของ
นักเรียน 

คาเฉลีย่รอยละ
ของจํานวน
นักเรียน 

จุดประสงคที ่1 
   นักเรียนสามารถหาพิกัด
เน่ืองจากการหมุนแกนพิกัด
ได 

 
1 
2 
3 

 
32 
32 
31 

 
100 
100 

96.875 

 
 

98.958 

จุดประสงคที ่2 
   เม่ือกําหนดสมการและมุม
ใหนักเรียนสามารถแปลง
พิกัดของสมการกําลังสองได 

 
4 
5 
6 

 
31 
30 
20 

 
96.875 
93.75 
62.5 

 
 

84.375 
 

จุดประสงคที ่3 
   นักเรียนสามารถหามุมที่ใช
ในการแปลงพกิัดของสมการ
กําลังสองได 

 
7 
8 
9 

 
31 
30 
25 

 
96.875 
93.75 
78.125 

 
 

89.583 

จุดประสงคที ่4 
   นักเรียนสามารถนําความรู
เกี่ยวการแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดไปใชในการแกปญหาได 
 

 
10 
11 
12 
13 
 

 
30 
25 
30 
27 

 
93.75 
78.125 
93.75 
84.375 

 
 

87.5 
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ตาราง 1  (ตอ) 
 

 
จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 

 
ขอที่

จํานวน
นักเรียน(คน) 

รอยละของ
นักเรียน 

คาเฉลีย่รอยละ
ของจํานวน
นักเรียน 

จุดประสงคที ่5 
   นักเรียนสามารถนําความรู
เกี่ยวการแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดไปใชในการเขียนกราฟ
ได 

 
14 
15 
 

 
10 
10 

 
31.25 
31.25 

 

 
31.25 

จุดประสงคที ่6 
   นักเรียนสามารถบอกนิยาม
ของไฮเพอรโบลามุมฉากได 

 
16 
17 
 

 
29 
15 

 
90.625 
46.875 

 
68.75 

 
 

จุดประสงคที ่7 
   นักเรียนสามารถนําความรู
เรื่องการแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดไปใชในการแกปญหา
เกี่ยวกับไฮเพอรโบลามุมฉาก
ได 

 
18 
19 
20 

 
23 
31 
27 
 

 
71.875 
96.875 
84.375 

 
 

84.375 

จุดประสงคที ่8 
   นักเรียนสามารถนําความรู
เรื่องการแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดไปใชในการแกปญหา
การแปลงพิกัดซอนได 

 
 

21 
22 

 
 

13 
4 

 
 

40.625 
    12.5 

 

 
 

26.563 

จุดประสงคที ่9 
   นักเรียนสามารถพิจารณา
กราฟของสมการกําลังสอง
โดยใชคาจําแนกได 
 

 
23 
24 
25 

 
30 
26 
30 

 
93.75 
81.25 
93.75 

 
 

89.583 
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จากตาราง  1  แสดงคาเฉลี่ยรอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 
4  จํานวน  32  คน  ที่ผานแตละจุดประสงคเชิงพฤติกรรม  พบวา  จุดประสงคที่ 1  มีจํานวน
นักเรียนผานจุดประสงคเชงิพฤติกรรมมากที่สุด  คิดเปนคาเฉลีย่รอยละ  98.958  รองลงมาคือ 
จุดประสงคที่ 3  และ  9  มีจํานวนนักเรียนผานจุดประสงคเชิงพฤตกิรรม  คิดเปนคาเฉลี่ยรอยละ  
89.583  และลดหลั่นไปถึงจุดประสงคที่ 8  มีจํานวนนักเรียนผานจุดประสงคเชิงพฤติกรรมนอย
ที่สุดคิดเปนคาเฉลี่ยรอยละ  26.563  ซ่ึงในภาพรวมพบวามีจุดประสงคที่ 5  และ 8 มีจํานวน
นักเรียนผานจุดประสงคเชงิพฤติกรรมคดิเปนคาเฉลีย่นอยกวารอยละ  50  นอกนั้นมีนักเรียน
ผานจุดประสงคเชิงพฤติกรรมคิดเปนคาเฉลี่ยมากวารอยละ 50 
 
ตอนที่ 2  :  คาเฉลีย่เลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสมัประสิทธ์ิการแปรผัน  ของ
คะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบ
หมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  
 ปรากฏผลดังตาราง 2 
 
ตาราง 2    คาเฉลี่ยเลขคณติ  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสทิธิ์การแปรผนั  ของคะแนน 
     จากการทําแบบทดสอบปรนัยวัดผลสมัฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัด  
     ของสมการกําลังสอง  
 

กลุม
ตัวอยาง 

จํานวน
นักเรียน 

(คน) 

คะแนน
เต็ม 

คาเฉลีย่
เลข
คณิต 
( x ) 

คาเฉลีย่เลข
คณิตคิดเปน
รอยละของ
คะแนนเต็ม 

สวน
เบี่ยงเบน
มาตรฐาน 

สัมประสิทธ์ิ
การแปรผัน

นักเรียนชั้น
มัธยมศึกษา
ปที่ 4 

 
32 

 
25 

 
19.406 

 
77.624 

 
2.589 

 
13.34 % 

 
 จากตาราง 2  แสดงใหเห็นวา  คะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนยัวัดผลสัมฤทธิ์ใน
การเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  ของนักเรียนชัน้มัธยมศึกษาป
ที่ 4 จํานวน 32 คน มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 19.406  คิดเปนรอยละ  77.624  ของคะแนนเต็ม มี
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของคะแนนเปน 2.589 และมีสัมประสิทธิ์การแปรผันเปน 13.34  %   
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ตอนที่ 3  :  คาเฉลีย่เลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสมัประสิทธ์ิการแปรผัน  ของ
คะแนนจากการทําแบบทดสอบอัตนยัวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบ
หมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  
 ปรากฏผลดังตาราง  3 
 
ตาราง 3   คาเฉลี่ยเลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสทิธิ์การแปรผนั  ของคะแนน 
     จากการทําแบบทดสอบอัตนัยวัดผลสมัฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัด 
     ของสมการกําลังสอง  
 

กลุม
ตัวอยาง 

จํานวน
นักเรียน 

(คน) 

คะแนน
เต็ม 

คาเฉลีย่
เลข
คณิต 
( x ) 

คาเฉลีย่เลข
คณิตคิดเปน
รอยละของ
คะแนนเต็ม 

สวน
เบี่ยงเบน
มาตรฐาน 

สัมประสิทธ์ิ
การแปรผัน

นักเรียนชั้น
มัธยมศึกษา
ปที่ 4 

 
32 

 
15 

 
9.438 

 
62.92 

 
4.004 

 
42.42 % 

 
 จากตาราง 3 แสดงใหเห็นวา  คะแนนจากการทําแบบทดสอบอัตนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการ
เรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  ของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  
จํานวน  32  คน  มีคาเฉลีย่เลขคณิตเปน  9.438  คิดเปนรอยละ  62.92  ของคะแนนเต็ม  มี
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของคะแนนเปน  4.004  และมีสัมประสิทธิ์การแปรผันเปน  42.42 %   
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ตอนที่ 4  :  คาเฉลีย่เลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสมัประสิทธ์ิการแปรผัน  ของ
คะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การ
แปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  
 ปรากฏผลดังตาราง  4 
 
ตาราง 4    คาเฉลี่ยเลขคณติ  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสทิธิ์การแปรผนั  ของคะแนน 
     จากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรยีนเร่ือง  การแปลงแบบหมนุ 
      แกนพิกัดของสมการกําลังสอง  
 

กลุม
ตัวอยาง 

จํานวน
นักเรียน 

(คน) 

คะแนน
เต็ม 

คาเฉลีย่
เลข
คณิต 
( x ) 

คาเฉลีย่เลข
คณิตคิดเปน
รอยละของ
คะแนนเต็ม 

สวน
เบี่ยงเบน
มาตรฐาน 

สัมประสิทธ์ิ
การแปรผัน

นักเรียนชั้น
มัธยมศึกษา
ปที่ 4 

 
32 

 
40 

 
28.844 

 
72.11 

 
4.548 

 
15.77 % 

 
 จากตาราง 4  แสดงใหเห็นวา  คะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนยัและอัตนัยวดัผล 
สัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  ของนักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปที่ 4  จํานวน 32  คน  มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน  28.844  คิดเปนรอยละ  72.11  
ของคะแนนเตม็  มีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนเปน  4.548 และมีสัมประสทิธิ์การแปรผนั
เปน  15.77 %   
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ตอนที่ 5  :  คารอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตวัอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ที่ได
คะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การ
แปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  
 ปรากฏผลดังตาราง  5 
 
ตาราง 5    คารอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ที่ไดคะแนนจาก 
     การทําแบบทดสอบปรนยัและอัตนัยวดัผลสัมฤทธิ์ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกน 
     พิกัดของสมการกําลังสอง  
   

 
กลุมตวัอยาง 

 
จํานวน

(คน) 

จํานวนนักเรยีนที่ได
คะแนนตัง้แตรอยละ  
50  ข้ึนไปของคะแนน

เต็ม (คน) 

คารอยละของจํานวนนักเรียน
ที่ไดคะแนนตั้งแตรอยละ  50 

ข้ึนไปของคะแนนเต็ม 

นักเรียนชั้นมัธยม 
ศึกษาปที่  4 32 30 93.75 

 
จากตาราง 5  แสดงใหเห็นวา  นักเรียนกลุมตัวอยางชัน้มัธยมศึกษาปที่ 4 ที่ไดคะแนน

ตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของคะแนนเต็มหรือตั้งแต  20  คะแนนขึ้นไป จากคะแนนเต็ม  40  
คะแนน  มีจํานวน  30  คน  คิดเปนรอยละ  93.75  ของจํานวนนักเรียนทั้งหมด  ซ่ึงมากกวา
รอยละ  50  ของจํานวนนักเรียนทั้งหมด 
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ตอนที่ 6  :  ผลการทดสอบสมมติฐานที่วานักเรียนชั้นมัธยมศกึษาปที่ 4  สามารถสอบ
ผานเกณฑในการเรียนเรื่อง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลงัสองไดตัง้แต
รอยละ 50 ข้ึนไปหรือไม  
 ปรากฏผลดังตาราง  6 
 
ตาราง 6   ผลการทดสอบสมมติฐานทีว่านักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่4  สามารถสอบผานเกณฑ 
     ในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมนุแกนพิกัดของสมการกําลังสองไดตั้งแตรอยละ 50 ขึน้ 
     ไปหรือไม  
  

 
กลุมตวัอยาง 

 
จํานวน
คน 

จํานวนนักเรยีนที่ได
คะแนนตัง้แตรอยละ  
50  ข้ึนไปของคะแนน

เต็ม (คน) 

 
คาสถิติทดสอบ  Z 

นักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปที่  4 32 30 9491.4  

 
จากตาราง 6  แสดงใหเห็นวา  นักเรียนกลุมตัวอยางชัน้มัธยมศึกษาปที่ 4 ที่สอบผาน

เกณฑในการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง มีจํานวนตั้งแต 
รอยละ  50  ขึ้นไปที่ระดับนัยสําคัญ  .01  ( 33.2Z 01.0 ) 

 
 



บทที่ 5 
สรุปผล  อภิปรายผล  และขอเสนอแนะ 

 
 สังเขปจุดมุงหมายของการวิจัย สมมตฐิานของการวิจัย  วิธีดําเนินการวิจัยและ
การวิเคราะหขอมูล 
 
จุดมุงหมายของการวิจัย 
 1.  เพ่ือสรางบทเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 
 2.  เพ่ือศึกษาผลสัมฤทธิ์ในการเรียนของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่4 เรื่อง  การแปลง
แบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 
 
สมมติฐานของการวิจัย 
 นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่4  สามารถสอบผานเกณฑเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสอง ไดตั้งแตรอยละ 50 ขึ้นไป ของนักเรียนทั้งหมด 
 
วิธีดําเนินการวิจัย 
 กลุมตวัอยาง 
 กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัยครั้งน้ี เปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 ของโรงเรียนมัธยม
สาธิตสถาบันราชภัฎบานสมเด็จเจาพระยา  จังหวัดกรุงเทพมหานคร  ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 
2545 จํานวน 1 หองเรียน  จํานวน 32 คน 
 เครื่องมือที่ใชในการวิจยั 
 1. บทเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง เพ่ือใชสอน 10 คาบ 
 2. แบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนพิกัดของสมการ
กําลังสองจํานวน  25 ขอ 
 3. แบบทดสอบอัตนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนพิกัดของสมการ
กําลังสองจํานวน  3 ขอ 
 วิธีดําเนินการวิจัย 
 1. ผูวิจัยทําการสอนนักเรียนกลุมตัวอยาง  โดยใชบทเรียนและแผนการสอนที่ผูวจัิยสราง
ขึ้น  ใชเวลาทัง้หมด  10  คาบ  คาบละ 50  นาที 
 2. เม่ือเสร็จสิ้นการสอน 10 คาบ  แลวใหกลุมตัวอยางทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์เรื่อง  
การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง เปนแบบทดสอบปรนัย 4  ตวัเลือก จํานวน 
25 ขอ  และแบบทดสอบอตันัย จํานวน 3 ขอ ใชเวลาในการทําแบบทดสอบ 1 ชัว่โมง  30  นาที 
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การวิเคราะหขอมูล 
 การวิเคราะหขอมูลเพ่ือศึกษาผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัด
ของสมการกําลังสอง ของนักเรียนกลุมตวัอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ตามเนื้อหาที่ผูวิจัยสราง
ขึ้น หลังการทดลองแลวผูวิจัย ไดนําขอมูลมาวิเคราะหผลตามลําดับดังน้ี 

1. คาเฉลี่ยรอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาศกึษาปที่ 4  จํานวน  
32  คน  ที่ผานแตละจุดประสงคเชิงพฤตกิรรม  จากการทําแบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ์ใน
การเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง   

2. คาเฉลี่ยเลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสิทธิ์การแปรผัน  ของคะแนน
จากการทําแบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรยีนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของ
สมการกําลังสอง  

3. คาเฉลี่ยเลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสิทธิ์การแปรผัน  ของคะแนน
จากการทําแบบทดสอบอตันัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรยีนเร่ือง  การแปลงแบบหมนุแกนพิกัดของ
สมการกําลังสอง  
  4. คาเฉลี่ยเลขคณิต  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสัมประสิทธิ์การแปรผัน  ของคะแนน
จากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสอง  

5. คารอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตวัอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ที่ไดคะแนนจากการ
ทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรยีนเร่ือง  การแปลงแบบหมนุแกนพิกัด
ของสมการกําลังสอง   

6. ผลการทดสอบนักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ที่สอบผานเกณฑในการ
เรียนเร่ือง  การแปลงแบบหมนุแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 
 
สรุปผลการวจิัย 
 ผลการศึกษาเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ของนักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปที่ 4 ผลปรากฏดังน้ี 
 1. นักเรียนกลุมตัวอยางชัน้มัธยมศึกษาปที่ 4 จํานวน 32 คน ที่ผานแตละจุดประสงคเชิง
พฤติกรรม พบวาจุดประสงคที่ 1 (นักเรียนสามารถหาพิกัดใหมเน่ืองจากการหมุนแกนพิกัดได) 
มีจํานวนนักเรียนผานจุดประสงคเชิงพฤตกิรรมมากที่สุดรอยละ 98.958 รองลงมาคือจุดประสงค
ที่ 3 (นักเรียนสามารถหามุมที่ใชในการพิกัดของสมการกําลังสองได) และจุดประสงคที่ 9  
(นักเรียนสามารถพิจารณากราฟของสมการกําลังสองโดยใชคาจําแนกได) มีนักเรียนผาน
จุดประสงคเชงิพฤติกรรมรอยละ 89.583 และลดหลั่นตามลําดับจนถึงจุดประสงคที่ 8 (นักเรียน
สามารถนําความรูเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใชในการแกปญหาการแปลงพิกัดซอนได) 
มีจํานวนนักเรียนผานจุดประสงคเชิงพฤตกิรรมนอยที่สุดคิดเปนคาเฉลี่ยรอยละ 26.563 จาก



 36

จุดประสงคทั้งหมด 9 จุดประสงค มีจุดประสงคที่ 5 และ 8 มีจํานวนนักเรียนผานจุดประสงคเชิง
พฤติกรรมเปนคาเฉลี่ยนอยกวารอยละ 50 นอกนั้นมีนักเรียนผานจุดประสงคเชงิพฤติกรรมคดิ
เปนคาเฉลี่ยมากกวารอยละ 50 
 2. จากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรยีนเร่ืองการแปลงแบบ
หมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ปรากฏวานักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 ที่ได
คะแนนตั้งแตรอยละ 50 ขึน้ไปของคะแนนเต็มคิดเปนรอยะละ 93.75  ของจํานวนนักเรียน
ทั้งหมด  และเม่ือทดสอบสมมติฐานปรากฏวานักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  สามารถสอบผาน
เกณฑในการเรียนเร่ืองการแปลงแบบหมนุแกนพิกัดของสมการกําลังสองไดตั้งแตรอยละ 50 ขึน้
ไป ที่ระดับนัยสําคัญ .01   
 
อภิปรายผล 
 1. คาเฉลี่ยรอยละของจํานวนนักเรียนกลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 จํานวน 32 คน 
ที่ผานจุดประสงคที่ 5 (นักเรียนสามารถนําความรูเกี่ยวกับการหมุนแกนพิกัดไปใชในการเขียน
กราฟได) และจุดประสงคที ่8 (นักเรียนสามารถนําความรูเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใช
ในการแกปญหาการแปลงพิกัดซอนได) ไมสูงมากนัก ทั้งน้ีอาจเปนเพราะการทําแบบทดสอบ
สองขอน้ี คอนขางใชเวลามากและมีวิธทีํายาวอาจทําใหผิดพลาดไดงาย  และขอสอบตาม
จุดประสงคที่ 8 เม่ือวิเคราะหความยากงายของแบบทดสอบปรนัย พบวาขอสอบคอนขางยาก 
(ไดจากตาราง  10 ภาคผนวก ก หนา 46 ขอที่ 21) 
 2. สัมประสิทธิ์การแปรผันของคะแนนจากการทําแบบทดสอบอัตนัยวัดผลสัมฤทธิ์ของ
กลุมตัวอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 จํานวน 32 คน มีคาเทากับ 42.42 %  ทั้งน้ีอาจเปนเพราะการ
ทําแบบทดสอบนี้  คะแนนทีไ่ดมีคาแตกตางกันคอนขางมาก จึงทําใหมีความแปรปรวนคอนขาง
สูง (ไดจากตาราง 8 ภาคผนวก ก หนา 44 ) 
 3. นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 มีความสามารถเพียงพอในการเรียนเร่ือง การแปลง
แบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง จากบทเรียนที่สรางขึ้น ทั้งน้ีอาจเนื่องมาจาก 
     3.1  ผูวิจัยไดปรับปรุงเนือ้หาเรื่อง การแปลงแบบหมนุแกนพิกัดของสมการกําลังสอง
ที่ใชสอนในระดับอุดมศึกษา กอนนํามาสอนในระดับทีต่่าํกวา โดยปรับปรุงเนื้อหาใหเหมาะสมกับ
วัยของผูเรียน มีตัวอยางประกอบอยางชัดเจน โดยเริ่มจากเนื้อหาที่เปนพ้ืนฐานกอนแลวจึงเพ่ิม
เน้ือหาที่ยากขึ้นตามลําดับ 
     3.2  การจัดกิจกรรมการเรียนการสอนภายในชั้นเรียน ผูวิจัยไดถายทอดความรูให
นักเรียนไดอยางละเอียด นักเรียนมีความสนใจและตั้งใจเปนสวนใหญ ซ่ึงเห็นไดจากการซักถาม
ภายในชั้นเรยีนและการทําแบบฝกหัด อีกทั้งเนื้อหาเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของ
สมการกําลังสอง เปนเนื้อหาวิชาทีใ่หมมีลักษณะที่ทาทายความสามารถของผูเรียน และยังเปน
ประโยชนในการเรียนเน้ือหาตอไป 
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     3.3  สวนใหญกลุมตัวอยางจะทําคะแนนในสวนทีเ่ปนปรนัยไดดีกวาอัตนัยทั้งน้ีอาจ
เปนเพราะนักเรียนไดรับการฝกฝนใหทําโจทยจากแบบฝกหัดที่เปนอัตนัยไมมากพอ  จึงมีความ
ชํานาญในการแกปญหาไมสูงนัก 
     3.4  คาเฉลี่ยของคะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนัยในจุดประสงคที่ 5 (นักเรียน
สามารถนําความรูเกี่ยวกับการหมุนแกนพิกัดไปใชในการเขียนกราฟได) ไมสูงมากนัก  ทั้งน้ีอาจ
เปนเพราะนักเรียนขาดความรูพ้ืนฐานเดิมคือ การเขียนกราฟตาง ๆ ของภาคตัดกรวย จึงทําให
วาดกราฟไดไมถูกตอง  และคาเฉลีย่ของคะแนนจากการทําแบบทดสอบปรนัยในจุดประสงคที่ 8 
(นักเรียนสามารถนําความรูเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใชในการแกปญหาการแปลง
พิกัดซอนได) ไมสูงมากนัก ทั้งน้ีอาจเนื่องจากขาดความรูพ้ืนฐานเดิมคือ การจัดรูปสมการใหอยู
ในรูปกําลังสองสมบูรณ  จึงทําใหการจัดสมการที่ไมมีพจนคูณไขวไมถูกตอง 
 
ขอเสนอแนะ 

1.  ขอเสนอแนะทั่วไป 
    1.1  ผลการวิจัยปรากฏวา  นักเรียนชั้นมัธยมศกึษาปที่ 4 มีความสามารถ 

เพียงพอในการเรียนเร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง ดังน้ันผลการวิจัย
นาจะเปนแนวทางเลือกที่สถานศึกษาจะนาํไปใชในการเรียนการสอนในระดับชวงชัน้ที่ 2 (ม. 4  - 
ม. 6) ในกลุมสาระคณิตศาสตรเลือก 
     1.2  ควรใหนักเรียนไดทําแบบฝกหัดการจัดสมการใหมในรูปกําลงัสองสมบูรณ และ
การวาดกราฟตาง ๆ ของภาคตัดกรวย ใหเกิดความชํานาญกอนการเรียนเร่ือง  การแปลงแบบ
หมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  จะทําใหการเรียนการสอนไดประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น 
 2.  ขอเสนอแนะสําหรับการศึกษาคนควาตอไป 
      2.1  ควรทําวิจัยเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง   เร่ืองนี้ซํ้า
อีก โดยใชกลุมตัวอยางที่มีขนาดใหญขึ้น และมีขอบเขตกวางขึ้น เพ่ือหาขอสรุปที่แนนอนชัดเจน
ยิ่งขึ้น 
     2.2  ควรทาํการวิจัยเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  โดย
เพ่ิมการหามุมที่เหมาะสมในการกําจัดพจนคูณไขว ซ่ึงมีมุมอ่ืน ๆ นอกจาก มุม oo 45,30  และ  

o60  
     2.3  ควรทาํการวิจัยเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง  โดยวิธี
อ่ืนที่นอกเหนือจากการใชตรีโกณมิติ เชน การใชเมตริกซมาชวยในการจัดรูปสมการเพื่อขจัด
พจนคูณไขว 
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ตาราง 7  ตารางแสดงความถี่ของคะแนนที่ไดจากการทําแบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ์ของ  
      กลุมตัวอยาง 

คะแนน ความถี ่
13 1 
15 2 
16 2 
17 4 
19 4 
20 7 
21 5 
22 4 
23 3 
รวม 32 

 
คาเฉลี่ยเลขคณิต   คือ 19.406 
สวนเบีย่งเบนมาตรฐาน คือ 2.589  
และสัมประสทิธิ์การแปรผนั คือ  13.34 % 
 

ตาราง 8 ตารางแสดงความถี่ของคะแนนที่ไดจากการทําแบบทดสอบอัตนัยวัดผลสัมฤทธิข์อง 
      กลุมตัวอยาง 

คะแนน ความถี ่ คะแนน ความถี ่
0 1 8 2 

1.5 1 9 3 
2 1 10 3 

3.5 1 11 1 
4.5 1 11.5 2 
5 1 12 2 
6 1 13 5 
7 1 13.5 2 

7.5 1 14 3 
รวม   32 
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คาเฉลี่ยเลขคณิต   คือ 9.4375 
สวนเบีย่งเบนมาตรฐาน คือ 4.0035  
และสัมประสทิธิ์การแปรผนั คือ  42.42 % 

 
ตาราง 9  ตารางแสดงความถี่ของคะแนนที่ไดจากการทําแบบทดสอบปรนัยและอัตนัยวัด
ผลสัมฤทธิ์ของกลุมตัวอยาง 
 

คะแนน ความถี ่ คะแนน ความถี ่
17 1 29 3 
19 1 30 6 
20 1 31 3 
21 1 31.5 1 

24.5 1 32 1 
25.5 1 33 3 
26 1 33.5 2 

26.5 1 34.5 1 
27.5 1 36 1 
28 2 -  
รวม   32 

  
คาเฉลี่ยเลขคณิต   คือ 28.8438 
สวนเบีย่งเบนมาตรฐาน คือ 4.548  
และสัมประสทิธิ์การแปรผนั คือ  15.77 % 
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ตาราง 10  คาความยากงาย (p) คาอํานาจจําแนก (r) และคาความเชื่อม่ันของแบบทดสอบ 
     วัดผลสัมฤทธิใ์นการเรยีนเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 
 

ขอที่ p r ขอที่ p r 
1 0.6 0.4 14 0.6 0.6 
2 0.6 0.4 15 0.5 0.2 
3 0.6 0.2 16 0.5 0.2 
4 0.8 0.2 17 0.3 0.6 
5 0.8 0.6 18 0.2 0.4 
6 0.5 0.4 19 0.6 0.4 
7 0.8 0.4 20 0.4 0.4 
8 0.3 0.2 21 0.4 0.4 
9 0.7 0.2 22 0.5 0.2 

10 0.5 0.2 23 0.8 0.4 
11 0.8 0.4 24 0.7 0.6 
12 0.4 0.4 25 0.6 0.4 
13 0.5 0.6    

 
คาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบ   ( KR  -  20 ) 

  = 2

∑
1

1 s

pq

n
nrtt  

        =
8778.31
46.51

24
25  

       [ ]83.0
24
25

=  

       8646.0=  
 
 หมายเหตุ     s      แทน  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนนักเรียนที่ไมใชกลุมตวัอยาง
จํานวน  10  คน  ซ่ึงเทากับ  5.646 
  p     แทน  คาความยากงายของแบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ ์
  q     แทน   1 -  p  
  n     แทน  จํานวนขอสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิ์ จํานวน 25 ขอ 
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การทดสอบสมมติฐานเกี่ยวกับคาสัดสวนของประชากร  นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  
ซ่ึงใชคาสถติิ z ทดสอบ  (z – test  for  Population  Proportion) 

สมมติฐาน  คอื  50.0p:H0  
           50.0:1 <pH  
 
คาสถิตทิดสอบ     

n
pp

ppz
)1(

ˆ

00

0
=  

เม่ือใช  p̂   แทนสัดสวนของจํานวนนักเรียนในกลุมตวัอยางชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4  ที่ได
คะแนน  ตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของคะแนนเต็ม  ซ่ึง 

9375.0
32
30ˆ ==p  

50.00 =p  
n   แทน  จํานวนนักเรียนกลุมตัวอยาง  ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4   จํานวน  32  คน 

แทนคา    

32
)5.01(5.0

50.09375.0
=z  

      
0884.0
4375.0

=  

ดังน้ัน               9491.4=z  
เปดตาราง  z  ที่ระดับนัยสาํคัญ  01.α =  จะได   z  =  -2.33 
 เพราะวา  4.9491   >   -2.33 
 เพราะฉะนั้น  ยอมรับ 0H  ที่ระดับนัยสําคัญ  .01 
 น่ันคือ    นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4    สามารถสอบผานเกณฑการเรียนเร่ืองการ
แปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง   เปนจํานวนตั้งแตรอยละ   50   ของจํานวน
นักเรียนทั้งหมดที่ระดับนัยสําคัญ .01 
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แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ในการเรียน  
เร่ือง การแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 

 
คําชี้แจง 

1. แบบทดสอบวดัผลสัมฤทธิ์น้ี  แบงเปน  2  ตอน ไดแก 
ตอนที่ 1  เปนแบบทดสอบปรนัย  จํานวน  25 ขอ  คะแนนเต็ม  25  คะแนน 
ตอนที่ 2  เปนแบบทดสอบอัตนัย  จํานวน  3  ขอ  คะแนนเต็ม  15  คะแนน 

2. ใชเวลาในการทดสอบ  2  ชั่วโมง 
3. แบบทดสอบชดุนี้วัดจุดประสงคเชิงพฤตกิรรมดังน้ี 

จุดประสงคที่ 1  นักเรียนสามารถหาพิกัดเนื่องจากการหมุนแกนพิกัดได (ขอ 1 - 3) 
จุดประสงคที่ 2  เม่ือกําหนดสมการและมุมให นักเรียนสามารถแปลงพิกัดของ 
                    สมการกําลังสองได (ขอ 4 – 6) 
จุดประสงคที่ 3  นักเรียนสามารถหามุมที่ใชในการแปลงพิกัดของสมการกําลังสอง 
                     ได (ขอ 7 - 9) 
จุดประสงคที่ 4  นักเรียนสามารถนําความรูเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใช 
                     ในการแกปญหาได  (ขอ 10 - 13) 
จุดประสงคที่ 5  นักเรียนสามารถนําความรูเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใช 
                    ในการเขียนกราฟได  (ขอ 14 -15) 
จุดประสงคที่ 6  นักเรียนสามารถบอกนิยามของไฮเพอรโบลามุมฉากได  
                     (ขอ 16 –17) 
จุดประสงคที่ 7  นักเรียนสามารถนําความรูเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใช 
                     ในการแกปญหาเกี่ยวกบัไฮเพอรโบลามุมฉากได  (ขอ 18 – 20) 
จุดประสงคที่ 8  นักเรียนสามารถนําความรูเรื่องการแปลงแบบหมุนแกนและเลื่อน 
                     แกนพิกัดไปใชในการแกปญหาการแปลงพิกัดซอนได (ขอ 21 -22) 
จุดประสงคที่ 9  นักเรียนสามารถพิจารณากราฟของสมการกําลังสองโดยใชคา 

     จําแนกได  (ขอ 23 – 24) 
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แบบทดสอบปรนัยวัดผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเรื่อง การแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสอง 

1.  ถา P  เปนจุดในระนาบทีมี่พิกัด  ( )6,2 ในระบบแกนพิกัด  yx ′′  แลวขอใดเปนพิกัดของ 
P  
     ในระบบแกนพิกัด  xy  เม่ือหมุนแกนพิกัด  xy  ไปเปนมุม  

6
π   เรเดียน 

     ก.   ( )33,34    ค.   ( )33,34  
     ข.   ( )33,31+    ง.   ( )331,33 +  
2.  ขอใดเปนพิกัดใหมของ  ( )3,0   เม่ือหมุนแกนพิกัด  xy  ไปเปนมุม  o30  

     ก.   2
33,

2
3

   ค.   
2
3,

2
33  

     ข.   
2

33,
2
3     ง.   

2
3,

2
33  

3.  พิกัดQ ( )1,3 เปนพิกัดจุดในระบบแกนพิกัด yx ′′  ขอใดเปนพิกัดQ  ในระบบแกนพิกัด
xy   
     เม่ือหมุนแกนไปเปนมุม  

6
πθ =   เรเดียน 

    ก.    
2

33,
2

331    ค.   +
2

331,
2

33  

    ข.    +
2

33,
2

331    ง.   +
2

33,
2

133  

4.  ขอใดเปนสมการในระบบแกนพิกัด yx ′′  ของสมการ 4=xy   เม่ือหมุนแกนพิกัดไปเปนมุม 

  
4
π   เรเดียน 

     ก.   822 =′′ yx      ค.   422 =′′ yx  
     ข.   822 =′′ xy      ง.   422 =′′ xy  
5.  ขอใดเปนสมการในระบบแกนพิกัด yx ′′  ของสมการ 01023 22 =++ yxyx  เม่ือหมุน   
     แกนพิกัด  xy   ไปเปนมุม  o60  
     ก.   0205 22 =′+′ yx    ค.   0401020 22 =′+′ yx     
     ข.   0205 22 =′+′ yx    ง.   0402010 22 =′+′ yx  
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6.  สมการ  122 =′′ xy  เปนสมการใหมเม่ือหมุนแกนพิกัด xy  ไปเปนมุม o30   ขอใดเปน 
    สมการเดิม ในระบบแกนพิกัด  xy  
    ก.    0232 22 =++ yxyx   ค.   0232 22 =xxyy  
    ข.    0232 22 =yxyx   ง.    0232 22 =+ xxyy  
 

7. มุม  
3
π   เรเดียน   เปนมุมที่เหมาะสมในการจัดสมการใหมของสมการใด 

     ก. 09 =+xy       
     ข. 0232332 22 =+++ yxyxyx  
     ค. 0624 22 =+ yxyx     
     ง. 0100608016249 22 =++ yxyxyx  
8. ขอใดจัดมุม  θ ไดเหมาะสมกับสมการ 
     ก. o30θ,0232 22 ==+ yxyx  ค. o30θ,072131013 22 ==++ yxyx  
     ข. o60θ,02233 22 ==++ yxyx  ง.  o45θ,02332 22 ==++ yyxyx  
9.  จากสมการ  02 22 =+++ yxyxyx   ขอใดถูกตอง 

      ก.  มุมที่เหมาะสมในการจัดรูปสมการคือ   
3
πθ =  

      ข.  มุมที่เหมาะสมในการจัดรูปสมการคือ   
4
πθ =  

      ค.  มุมที่เหมาะสมในการจัดรูปสมการคือ   
6
πθ =  

      ง.  มุมที่เหมาะสมในการจัดรูปสมการคือ    
2
πθ =  

10.  06222 22 =++ yxyx  เปนสมการในระบบแกนพิกัด xy เม่ือหมุนแกนพิกัด xy ไป 

      เปนมุม
4
π  เรเดียนแลวขอใดกลาวถูกตอง 

      ก. ( )
2

2 xyx
′′

=    ค.  ( )
2

2 yxy
′′

=  

      ข. ( )
2

2 yxx
′+′=    ง.  ( )

2
2 yxy

′+′=  

11.  ขอใดเปนสมการที่ไมมีพจนคูณไขวของสมการ  06222 22 =++ yxyx  
      ก.   0623 22 =+′+′ yx    ค.   063 22 =′+′ xy  
      ข.   063 22 =′+′ yx    ง.    063 22 =+′′ xy  
12.  สมการทีไ่มมีพจนคูณไขวของสมการ  02 22 =+++ yxyxyx    คือขอใด 
      ก.   022 2 =′′ xy    ค.   022 2 =′+′ yx  
      ข.   022 2 =′′ yx    ง.   022 2 =′+′ xy  
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y′
y

o30

13.  ขอใดเปนสมการที่ไมมีพจนคูณไขวของสมการ 063 2 =+yxy  
      ก.   123 22 =′′ yx    ค.   123 22 =′′ yx  
      ข.   1222 =′+′ yx    ง.    123 22 =′′ yx  
 
 
14.  จากสมการ  062 22 =++ yxyx ขอใดกลาวถูกตอง 
       ก.  กราฟเปนวงร ี
       ข.  กราฟเปนพาราโบลา 
       ค.  กราฟเปนวงกลม 
       ง.  กราฟเปนไฮเพอรโบลา 
15.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     จากรูปเปนกราฟของสมการใด 
     ก.   01613367 22 =++ yxyx  ค.   01613367 22 =+ yxyx  
     ข.   01613367 22 =++ yxyx  ง.    01613367 22 =++ yxyx  
16. ขอใดกลาวไมถูกตอง 
    ก.    ไฮเพอรโบลามุมฉากมีแกนสังยุคและแกนตามขวางยาวเทากัน       

ข.  ไฮเพอรโบลามุมฉากมีแกนสังยุคและแกนตามขวางตั้งฉากซึ่งกันและกัน 
ค.  ไฮเพอรโบลามุมฉากมีสมการรูปทั่วไปเปน kyx =22   เม่ือ  0≠k  
ง.  ไฮเพอรโบลามุมฉากมีสี่เหลี่ยมกํากับเปนสี่เหลี่ยมจัตรัุส 

 
 
 
 

x  

x′
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y′

y

o45 x

17. จงพิจารณาขอความตอไปน้ี 
     1.   922 =xy มีกราฟเปนไฮเพอรโบลามุมฉาก   

2.   06 =xy   มีกราฟเปนไฮเพอรโบลามุมฉาก 
      3.   01622 =+yx  มีกราฟเปนไฮเพอรโบลามุมฉาก 
     ก.  เปนจริง  1  ขอ      ค.  เปนจริง  2  ขอ   
     ข.  เปนเท็จทั้ง 3  ขอ   ง.  เปนจริงทั้ง  3  ขอ  
 
18. จากสมการ  09 =+xy ขอใดถูกตอง 
    ก.   กราฟเปนไฮเพอรโบลามุมฉากทีมี่แกนสังยุคยาวเทากบั  23   หนวย    

ข.  กราฟเปนไฮเพอรโบลามุมฉากที่มีสมการใหมเปน  01822 =′′ xy  
ค.  กราฟเปนไฮเพอรโบลามุมฉากที่มีแกนตามขวางทับแกน x′  

    ง.    กราฟเปนไฮเพอรโบลามุมฉากที่มีสมการใหมเปน  01822 =′′ yx  
19. สมการที่ไมมีพจนคูณไขวของ   06 =xy   คือขอใด 
     ก.   01822 =+′′ xy    ค.   01822 =+′′ yx  
     ข.   01222 =′′ xy    ง.    01222 =′′ yx  
 
20.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     จากรูปเปนกราฟของสมการใด 
     ก.   09 =+xy     ค.   09 =+yxy  
     ข.   09 =xy     ง.    09 =++xxy  

 
  

x ′
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     จงพิจารณาสมการ  0444565 22 =+++ yxyxyx แลวตอบคําถามขอ 21 - 22 
21. เม่ือหมุนแกนแลวไดสมการในขอใด 
     ก.    042428 22 =′′+′ yyx  ค.   042428 22 =′+′+′ yyx  
     ข.   042428 22 =+′+′′ yyx  ง.    042428 22 =+′′′ yyx  
22. จะตองเลือ่นแกนขนานไปที่จุดใด  สมการจึงจะอยูในรูปมาตรฐาน 
     ก.   ( )0,2     ค.   ( )2,0  
     ข.   ( )0,2     ง.    ( )2,0  
23. จากสมการ 0232332 22 =+++ yxyxyx พิจารณาจากคาจําแนก  จะมีกราฟเปน 
     ภาคตัดกรวยชนิดใด 
     ก.   ไฮเพอรโบลา    ค.   พาราโบลา 
     ข.   วงร ี     ง.    ไมมีขอใดถูก 
24. พิจารณาจากคาจําแนก  สมการในขอใดเปนไฮเพอรโบลา 
     ก.   063 2 =+yxy    ค.   0232332 22 =+++ yxyxyx  
     ข.   02 22 =+++ yxyxyx   ง.   01613367 22 =++ yxyx  
25. จากสมการ  0322 =++ yxyx  ขอใดถูกตอง 
    ก.    มีคาจําแนกมากกวาศูนย  และมีกราฟวงรี       

ข.  มีคาจําแนกนอยกวาศูนย  และมีกราฟเปนวงรี 
ค.  มีคาจําแนกเทากับศูนย  และมีกราฟเปนพาราโบลา 
ง.    มีคาจําแนกมากกวาศนูย  และมีกราฟเปนไฮเพอรโบลา 
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แบบทดสอบอัตนัยวดัผลสัมฤทธิใ์นการเรียนเรื่อง    การแปลงแบบหมุนแกน
พิกัดของสมการกําลังสอง 

 
1. จงวิเคราะหและเขยีนกราฟของสมการ  021332 22 =++ yxyx  
2. จงวิเคราะหและเขยีนกราฟของสมการ  06 =+xy  
3. จงวิเคราะหและเขยีนกราฟของสมการ  024 =yxxy  
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แผนรูปใส (3)
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แผนรูปใส (6)
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แผนรูปใส (7)
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แผนรูปใส (8)
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แผนรูปใส (12)
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แผนรูปใส (13)
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แผนรูปใส (16)
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แผนรูปใส (17)
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แผนรูปใส (18)
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ภาคผนวก  ง 



 

  
 

87

แผนการสอนเรื่องที่ 1 
 
หัวเรื่อง  ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกหรือผลตางของจํานวนจริงหรือมุม       จํานวน  1  คาบ 
 
จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
 นักเรียนสามารถหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกหรือผลตางของจํานวนจริงหรือ
มุมตาง ๆ ได 
 
เน้ือหา 

1.   ( ) βsinαsinβcosαcosβαcos +=  
2.   ( ) βsinαsinβcosαcosβαcos =+  
3.   ( ) βsinαcosβcosαsinβαsin =  
4.   ( ) βsinαcosβcosαsinβαsin +=+  

 
กิจกรรมการเรียนการสอน 

1. ครูทบทวนฟงกชันตรีโกณมิติโดยการถาม – ตอบ เกี่ยวกับความหมายของคา    
sin   หมายถึง  ............................................... 
cos   หมายถึง  ............................................... 
tan   หมายถึง  ............................................... 
และทบทวนสวนกลบัของฟงกชันตรีโกณมิติ เชน 
สวนกลบัของ  sin   คือ  ………………………………….. 
สวนกลบัของ  cos  คือ  …………………………………… 
สวนกลบัของ  tan  คือ  ……………………………………. 

 2.  ครูอธิบายและพิสูจน  cos   ของผลตางของจํานวนจริงหรือมุม โดยดูแผนใส (1) , 
(2) , (3) แผนใสรูป (1) และ (2) ประกอบคําอธิบาย 
 3.  ครูและนักเรียนชวยกันหาสูตร cos ของผลบวกจากการทําแบบฝกหัดในเอกสาร
ประกอบการสอนชุดที่ 1 
 4.  ครูและนักเรียนชวยกันหาสูตร sin  ของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม  
จากเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 1 (ตอ) 
 5.  ใหนักเรียนชวยวันสรุปสูตรในการหา sin  และ cos  ของผลตางและผลบวกของ
จํานวนจริงหรือมุม 
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สื่อการสอน  
1.  เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 1 

  2.  แผนใส (1) , (2) , (3) 
 3.  แผนใสรูป (1) , (2)   
 
การวัดผล  

1. การถาม-ตอบในชั้นเรียน 
2. การตรวจเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 1 

 
การประเมินผล  

1. นักเรียนสามารถตอบคําถามไดถูกตองตั้งแตรอยละ  50 ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 2.  นักเรียนทาํแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 1 ไดถูกตองตั้งแตรอยละ  
50 ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
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1. โคไซนของผลตางของจํานวนจริงหรือมุม 
 

กําหนดให α  และβ  เปนจํานวนจริงใดๆ (หรือมุมใด ๆ ) 
 

)α(P  และ )β(P  เปนจุดบนวงกลมหนึ่งหนวยที่แทน  
 
α  และ β  ตามลําดับ 
 

เน่ืองจาก βα  เปนจํานวนจริง  เพ่ือความ 
 
สะดวก เราจะกําหนดให α  และβ   เปนจํานวนจริงในชวง 
[ ]π2,0  และ  α≤β  
 

สมมติให  ( )111 ,)α( yxPP =  
 
           ( )222 ,)β( yxPP =  
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A (1,0) 

α

 
 
 
 
 
 

 
   
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

y

o

)y,x(P
111

 

รูป 1 

)y,x(P
222

 

β

x
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จากรูป 1 จะไดวา 
 ความยาวสวนโคง    α1 =PA        หนวย 
 ความยาวสวนโคง    β2 =PA        หนวย 
 ความยาวสวนโคง   βα21 =PP   หนวย 
  

สมมติให  ( )333 , yxP  เปนจุดบนวงกลมหนึ่งหนวยที่แทน βα  น่ันคือ 
 ความยาวสวนโคง βα3 =AP หนวย(ดูรูป 2) 
  

เน่ืองจาก  
( )111 ,)α( yxPP =  ,     ( )222 ,)β( yxPP =  และ ( ) ( )333 ,βα yxPP =   

 
ดังน้ัน   จากบทนิยามของฟงกชันตรีโกณมิติ  จะไดวา 
 
 11 αsin;αcos yx ==  
 22 βsin;βcos yx ==  

33 )βαsin(;)βαcos( yx ==   
                                     …………..  (1)                                                                   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

  
 

92

A 

 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
จากรูป 2  จะไดวา 
ความยาวสวนโคง =3AP ความยาวสวนโคง     

 

y

o

)y,x(P
111

 

รูป 2 

)y,x(P
222

 

x

)y,x(P
333
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                                   βα21 =PP  
 ดังน้ัน     213 PPAP =  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2121
2
2

2
2

2
1

2
13

2
3

2
3

2
221

2
1

2
221

2
1

2
33

2
3

2
21

2
21

2
3

2
3

2212

2212

01

yyxxyxyxxyx

yyyyxxxxyxx

yyxxyx

+++=++
+++=++

+=+

                                                        

…….. (2) 
 เน่ืองจาก 21 , PP และ 3P เปนจุดบนวงกลมหนึ่งหนวย  ดังน้ัน 
   12

1
2
1 =+yx  

  12
2

2
2 =+yx   ………     (3) 

  12
3

2
3 =+ yx         

  จากสมการ (2)  และ  (3)   จะไดวา 21213 22222 yyxxx =+  
น่ันคือ 21213 yyxxx +=    ……….     (4) 
  นําผลลัพธจาก  (1) แทนใน (4) จะไดสูตรของ   ( )βαcos    ดังน้ี 

 
( ) βsinαsinβcosαcosβαcos +=  

 
เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 1 

ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกหรือผลตางของจํานวนจริงหรือมมุ 
จงเติมคําลงในชองวางใหสมบูรณ 
                 ( )=βαcos ................................................................................. 
 เราสามารถนําสูตรของ  ( )βαcos และความรูเบื้องตนเกี่ยวกับฟงกชันตรีโกณมิติ
ของ  θ−   มาชวยในการพิสูจนโคไซนของผลบวกของจํานวนจริงหรือมุมไดดังตอไปนี้ 

กําหนดให α  และ β  เปนจํานวนจริง ใด ๆ (หรือมุมใด ๆ ) 
ดังน้ัน      ( ) [ ])β(αcosβαcos =+  
                          ............................................................ +=  
  เน่ืองจาก  β=β− cos)cos(  และ  βsin)βsin( =  ดังน้ันสูตรของ ( )βαcos +  
ดังน้ี 

( )=+βαcos .............................................................. 
นอกจากนั้นเราสามารถนําผลจาก 
  θsinθ

2
πcos =          ……….     (A) 

  θcosθ
2
πsin =          ……….     (B) 
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มาชวยในการหาสูตรของ  )βαsin(  ไดดังตอไปน้ี 
 จาก  (A)   และ  (B)  และสูตร ( )βαcos + จะไดวา 
             ( ) ( )= βα

2
πcosβαsin  

                 += βα
2
πcos  

         .........................................................=  
                       .........................................................=  
ดังน้ันเราจะไดสูตรของ  ( )βαsin ดังน้ี 

( ) ............................................................βαsin =  
และ      ( ) [ ])β(αsinβαsin =+  

         ..................................................................=  
         ..................................................................=  
ดังน้ัน  จะไดสูตรการหา  ( )βαsin + ดังน้ี 

( ) .......................................................βαsin =+  
 



 

 

95

แผนการสอนเรื่องที่ 2 
 

หัวเรื่อง  สมการของภาคตัดกรวยแบบตาง ๆ         จํานวน  1  คาบ 

จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
 1. นักเรียนสามารถบอกบทนิยามของภาคตัดกรวยเอียงได 

2. นักเรียนสามารถบอกไดวาภาคตัดกรวยใดเปนภาคตัดกรวยเอียง 

เน้ือหา 
สมการรูปทั่วไปของภาคตัดกรวย  จะมีรูปดังน้ี 

0FEyDxCyBxyAx 22 =+++++  
1)   ในกรณีที่  0B =  ภาคตัดกรวยจะมีแกนของรูปขนานกับแกน x  หรือแกน y  
2) ในกรณีที่  0B ≠  สมการจะมีพจนคูณไขว  ซ่ึงมีแกนของรูปไมขนานกับแกน x  

หรือแกน y เราเรียกภาคตัดกรวยนี้วา  ภาคตัดกรวยเอยีง 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
 1.  ครูและนักเรียนชวยกันทบทวนสมการของภาคตัดกรวยแบบตาง ๆ โดยกลาวถึงบท
นิยามของ วงกลม  วงรี  ไฮเพอรโบลา  พาราโบลา   การจําแนกสมการตาง ๆ วามีกราฟเปน
รูปอะไรบางจากเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 2 
 2.  ครูอธิบายถึงสมการภาคตัดกรวยที่ไดเรียนไปแลวคือ  วงกลม  วงรี  ไฮเพอรโบลา  
พาราโบลา   จะมีกราฟของรูปขนานกับแกน x  หรือ แกน y  เทานั้น 
 3.  ครูอธิบายตัวอยางที่ 1 โดยแผนใส (4) และ  (5) เพ่ือใหนักเรียนไดเห็นถึงวาสมการ
กําลังสองไมไดมีเฉพาะกราฟขนานกับแกน x  หรือ แกน y  เทานั้น แตยงัมีกราฟที่มีลักษณะ
ไมขนานกับแกน x  หรือ แกน y  ซ่ีงการวาดกราฟนี้เราอาศัยนิยามของวงรี โดยใชแผนใสรูป (3) 
 4.  จากตัวอยางครูและนักเรียนสามารถสรุปไดวา โดยทั่วไปสมการของภาคตัดกรวย
ทั้งหมดไมวาจะขนานหรือไมขนานกับแกน x  หรือ แกน y   จะอยูในรูปดังน้ี 

 ในกรณีที่  0B =  ภาคตัดกรวยจะมีแกนของรูปขนานกับแกน x  หรือแกน y  
  ในกรณีที่  0B ≠  สมการจะมีพจนคูณไขว  ซ่ึงมีแกนของรูปไมขนานกับแกน x  
หรือแกน y   
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สื่อการสอน  
1. เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 2 
2. แผนใส (4) และ (5) 
3. แผนใสรูป (3) 

 
การวัดผล  

1. การถาม-ตอบในชั้นเรียน 
2. การตรวจเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 2 

 
การประเมินผล  

1. นักเรียนสามารถตอบคําถามไดถูกตองตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 2.  นักเรียนทาํแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 2 ไดถูกตองตั้งแตรอยละ  
50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
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เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 2 
สมการของภาคตัดกรวยแบบตาง ๆ 

จงเติมคําลงในชองวางใหสมบูรณ 
 บทนิยาม   วงกลม  คือ ............................................................................................ 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
 บทนิยาม   วงรี  คือ ................................................................................................. 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
 บทนิยาม   พาราโบลา คือ ........................................................................................ 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
 บทนิยาม   ไฮเพอรโบลา คือ .................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
 

สมการของภาคตัดกรวยในรปู  022 =++++ EDyCxByAx  เม่ือ 0≠A  หรือ 0≠B  
โดยมีเง่ือนไขดังตอไปน้ี 

1.  ถา BA =   กราฟเปน  .................................................... 
2.  ถา BA ≠ และ A  กับ B มีเครื่องหมายเหมือนกัน ( 0>AB )  
     กราฟเปน  ................................................... 
3.  ถา BA ≠   และ A  กับ B  มีเครื่องหมายตางกัน ( 0<AB ) 
    กราฟเปน  .................................................... 
4. ถา 0=A   หรือ  0=B   เพียงตัวใดตัวหน่ึง ( 0=AB  )  

กราฟเปน  ................................................... 
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จงแยกสมการของภาคตัดกรวยตอไปน้ี 
 
1.  0124622 =+ yxyx  
 

2.  0400216 22 =+ yx  

3.  xy 82 =  
 

4.  0122 =yx  

5.  02883 22 =+ yyx  
 

6.  0922 =+yx  

7.  0162 =xy  
 

8.  0245 22 =xy  

9.  02512103 22 =++ yxyx  
 

10. 0995495 22 =+ yyx  

11. 05763616 22 =+ xy  
 

12. 06=xy  

13. 2522 =+yx  
 

14. 08449616 22 =+ yxyx  

15. 0374222 =++ yxyx  
 

16. 027162444 22 =++ yxyx  

17. 04520459 22 =+ yyx  
 

18. 09 =+xy  

19. 014436128916 22 =+ yxyx  
 

20. 0451082 =+++ yxx  

21. 10812 22 =yx  
 

22. 012124 22 =+xxy  
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สมการที่มีกราฟเปนวงกลม  ไดแก 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 
 

 
สมการที่มีกราฟเปนวงรี  ไดแก 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

 
สมการที่มีกราฟเปนไฮเพอรโบลา  ไดแก 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 
 

 
สมการที่มีกราฟเปนพาราโบลา  ไดแก 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 

..................................................................... 
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จงใชบทนิยามของวงรี  หา
สมการของวงรีที่มีจุดศูนยกลางที่จุด   (0,0)  มี 1F (2,2)  
และ  2F  (-2,-2) เปนโฟกัสของวงรีและมีผลบวกของ
ระยะทางระหวางจุดใด ๆ บนวงรีกบัโฟกัสทั้งสองมีคา
คงตัวเทากับ 8 หนวย 
 
วิธีทํา   กําหนดวงรีที่มีจุด 1F  (2,2) และ 2F  (-2,-2)  เปน
โฟกัส  จะพบวาแกนเอกของวงรีน้ีอยูบนเสนตรง   ซ่ึงไม
ขนานกับแกน x  และไมขนานกับแกน y แตจะอยูใน
ลักษณะเอียง 
 ถากําหนดใหวงรีน้ีประกอบดวยจุด  ),( yxP  บนระนาบ
ที่ทําใหผลบวกของระยะทางจาก P  ไปยังโฟกัสทั้งสองมีคา
คงตัวเทากับ  8  หนวย  แลวสมการของวงรีน้ีหาไดจาก
สมการตอไปนี้ 
  821 =+PFPF                            
( ) ( ) ( ) ( ) 82222 2222 =+++++ yxyx หรือ  

 ( ) ( ) ( ) ( )2222 22822 +++=+ yxyx                                                                  
       …………………..  (1) 

จากการยกกําลังสองทั้งสองขางของสมการ  (1)  พรอมทั้งกระจาย  จะไดวา 
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7244

84416844
22

2222

+++++

++++=++

yyxx

yyxxyyxx  

หรือ 
( ) 64161628444 2222 +++++=+++ yxyxyxyyxx  

648884416 22 ++=++++ yxyyxx  
 
หรือ  88442 22 ++=++++ yxyyxx                                   
……………………….  (2) 
ยกกําลังสองทั้งสองขางของสมการ (2)  จะไดวา 
 

032233 22 =+ xyyx  …………………   (3) 
 

 ดังน้ันสมการ (3)  เปนสมการวงรีที่กําหนดให  ซ่ึงมีกราฟดังรูป 

             
 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 

 
 

 

y

)y,x(P  

 (2,2) 

รูป 1 

x

 (-2,-2) 
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แผนการสอนเรื่องที่ 3 
 
หัวเรื่อง  การแปลงแบบหมนุแกนพิกัด     จํานวน  2  คาบ 

จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. นักเรียนสามารถหาพิกัดเนื่องจากการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดได 
2. เม่ือกําหนดมุม θ  ที่เหมาะสมให  นักเรียนสามารถแปลงพิกัดของสมการได 

เน้ือหา 
  ความสัมพันธระหวาง y,x  กับ yx ′′,  มีดังตอไปน้ี 
 
 θsinθcos yxx ′′=                   
 θcosθsin yxy ′+′=    
 
               ในทางกลับกันการหา x ′  และ y′   ในรูปของ y,x  จะไดวา 
  
 θsinθcos yxx +=′  
 θcosθsin yxy +=′  
  

2. โดยการหมุนแกนพิกัด xy  ไปเปนมุม θ  ที่เหมาะสมก็จะสามารถจัดรูปสมการให
อยูในรูปมาตรฐานได ซ่ึงทําใหไดสมการของภาคตัดกรวยอยูในรูปของตัวแปร 

yx ′′,  

กิจกรรมการเรียนการสอน 
1. ครูอธิบายถึงความสัมพันธระหวาง  )y,x(P  จุดในระบบแกนพิกัด  xy  และ 
),( yxP ′′  จุดในระบบแกนพิกัด yx ′′   วามีความสัมพันธกันอยางไร  โดยแผนใสรูป (4) และ 

(5)  และแผนใส (6) , (7) และ (8)  ซ่ึงทําใหไดความสัมพันธดังน้ี 
  θsinθcos yxx ′′=                   

  θcosθsin yxy ′+′=  
และ   

  θsinθcos yxx +=′  
  θcosθsin yxy +=′  
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2.  ครูอธิบายถึงการหาคา )y,x(P  จุดในระบบแกนพิกัด  xy  เม่ือเราทราบคาของมุม 
θที่ใชในการหมนุ  และทราบคา )y,x(P ′′  จุดในระบบแกนพิกัด yx ′′ จากตัวอยางที่ 2 โดย
แผนใส (9) และแผนใสรูป (6) 

3.  ครูอธิบายถึงหารหาคา  )y,x(P ′′ จุดในระบบแกนพิกัด yx ′′  เม่ือเราทราบคา θ  ที่
ใชในการหมุน และทราบคา )y,x(P  จุดในระบบแกนพิกัด  xy  จากตัวอยางที่ 3  โดยแผนใส 
(10) และแผนใสรูป (7)   

4.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 3  ขอ 1 , 2 
5.  ครูอธิบายถึงการหาสมการในระบบแกนพิกัด yx ′′   เม่ือกําหนดสมการในระบบแกน

พิกัด xy  และมุมθ  ที่ใชในการหมุนให  จากตัวอยางที่ 4 โดยแผนใส (11) และ (12)  แผนใสรูป 
(6) 

6.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 3 
7.  ครูและนักเรียนชวยกันทําแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 3 ขอ 4  ที่

แสดงถึงการหาสมการในระบบแกนพิกัด xy  เม่ือกําหนดสมการในระบบแกนพิกัด yx ′′  และ 
มุม θ  ที่ใชในการหมุน  

8.  ครูและนักเรียนชวยกันสรุปความสัมพันธระหวาง y,x  กับ y,x ′′  
9.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 2 เปนการบาน 
 

สื่อการสอน  
1. เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 3 
2. แผนใส (9) , (10) , (11)  และ  (12) 
3. แผนใสรูป (4)  , (5) , (6) , (7) , (8) 

 
การวัดผล 

1. การถาม – ตอบ ในชั้นเรียน 
2. การตรวจเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 2 
3. การทําแบบฝกหัดที่ 1   

 
การประเมินผล  

1. นักเรียนสามารถตอบคําถามไดถูกตองตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 2.  นักเรียนทาํแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 3 ไดถูกตองตั้งแตรอยละ  
50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 3. นักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 1 ไดถูกตองตัง้แตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
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     จากรูปให  r  แทนระยะทางจากจุด O ถึงจุด  P จะได  r   ทํามุม α  กับแกน  x′  
และทํามุม (θ + α  ) กับแกน x      พบวา    
       αcosrx =′          ,     αsinry =′  
       ( )αθ += cosrx    ,   ( )αθ += sinry     
ดังน้ัน  จาก          ( )αθ += cosrx                
      จะไดวา   

              

θθ
θαθα

αθαθ
αθαθ

cosycosx
sin)sinr(cos)cosr(

sinsinrcoscosr
)sinsincoscos(rx

′−′=
−=
−=
−=

    

และ     จาก         ( )αθ += sinry    
จะไดวา 

              

θθ
θαθα

αθαθ
αθαθ

cosysinx
cos)sinr(sin)cosr(

sincosrcossinr
)sincoscossin(ry

′+′=
+=
+=
+=

          

เพราะฉะนั้น  
 
         θθ sinycosxx ′−′=         ………   (1) 

          θθ cosysinxy ′+′=        ...........  (2) 
 ความสัมพันธตามขางบน  แสดงถึงการหาคา x  และ y    ในเทอมของ  x′  และ  
y′    สําหรับการหาคาของ x′ และ y′   ในเทอมของ x  และ y   เราสามารถทําไดโดย
การคูณสมการ  (1) ดวย θcos   จะได 
 

θθθθ cossinycosxcosx 2 ′−′=  ………   (3) 
 
และคูณสมการ (2) ดวย  θsin   จะได  
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θθθθ sincosysinxsiny 2 ′+′=  ………   (4) 

 
นํา  (3)  +  (4)   จะได 
 

)sincos(xsinycosx 22 θθθθ +′=+  
 

)1sincos(xsinycosx 22 =+′=+ θθθθ Q
 
น่ันคือ  
 θθ sinycosxx +=′  
 
    
     ในทํานองเดียวกัน  คูณสมการ  (1) ดวย  θsin  และคูณสมการ  (2)  ดวย θcos   
จะได 
 

θθθθ 2sinysincosxsinx ′−′=   ……  (5) 
และ 

θθθθ 2cosycossinxcosy ′+′=    ……  (6)   
นํา   (5)  -  (6)   จะได 

)cossin(ycosysinx 22 θθθθ +′−=−  
 

)1cossin(ycosysinx 22 =+′−=− θθθθ Q
 
น่ันคือ 
 θθ cosysinxy +−=′  
 
     ดังน้ันถาเราทราบคา  x  และ y   สามารถหาคาของ  x′ และ y′  ไดตาม
ความสัมพันธ 
 
 θθ sinycosxx +=′  
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 θθ cosysinxy +−=′  
  

        กําหนดให P  เปนจุดบนระนาบที่มพีิกัดเปน 
)1,2(   เมื่อเทียบกบัแกนพิกัด yx ′′ ซึ่งเกิดจากการหมุนแกนพิกัด xy  ไปเปนมุม 

3
πθ =  จงหาพิกัดของจุด P  เมื่อเทียบกับแกนพิกัด xy  

 

วิธีทํา    ในทีน้ี่ 1y,2x =′=′  และ 
3
πθ =  ดังน้ัน 

 θθ sinycosxx ′−′=  

  
3

sin1
3

cos2 ππ
−=  

  
2
31

2
3

2
12 −=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 θθ cosysinxy ′+′=  

  
3

cos1
3

sin2 ππ
+=  

  
2
13

2
1

2
32 +=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=   

ดังน้ันพิกัดของ P  เม่ือเทียบกับแกนพิกัด xy  คือ   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

2
13,

2
31   
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x

x′

o60
o

( )

( )1,2
2
13,

2
31P

=

−−=
 y′  
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 จงหาพิกัดจุด )4,2(P −   เมื่อเทียบกับแกน
พิกัด  yx ′′   ที่เกิดจากการหมุนแกนพิกัด  xy    เปนมุม  o30=θ  
วิธีทํา    จากความสัมพันธ 
   θθ sinycosxx +=′  
    θθ cosysinxy +−=′  
เน่ืองจาก   4y,2x =−=  และ   o30=θ   ดังน้ัน 
 θθ sinycosxx +=′  
   oo 30sin430cos2 +−=  

   32
2
14

2
32 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  

 θθ cosysinxy +−=′  
  oo 30cos430sin2 +=  

 321
2
34

2
12 +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 

ดังน้ันพิกัดของจุด P  เม่ือเทียบกับแกนพิกดั yx ′′  คือ  ( )321,32 +−  
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กําหนดภาคตัดกรวยที่มสีมการ 
06yxyx 22 =−+− ถาหมุนแกนพิกัด xy  ไปเปนมุม o45=θ    จง

หาสมการของภาคตัดกรวยนี้  เมื่อเทียบแกนพิกัดใหม   
 
วิธีทํา   สมมติใหแกนพิกัดใหมเปนแกนพิกัด  yx ′′  ดังน้ัน 
  θθ sinycosxx ′−′=  
            θθ cosysinxy ′+′=  
 ในที่น้ี  o45=θ  ดังน้ัน 
 θθ sinycosxx ′−′=  
 oo 45siny45cosx ′−′=  

  
2

y
2

x ′
−

′
=  

 θθ cosysinxy ′+′=  
   oo 45cosy45sinx ′+′=  

  
2

y
2

x ′
+

′
=  

 
ดังน้ันเม่ือแทน x   และ  y    ในสมการของภาคตัดกรวย จะไดวา 
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06
2

y
2

x
2

y
2

x
2

y
2

x
2

y
2

x 22

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+
′

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−
′

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−
′

 
หรือ     

   6
2

yyx2xyxyyx2x 222222

=
′+′′+′+′+′−′+′′−′

 

หรือ    

           6
2

y3x 22

=
′+′

  

     ดังน้ัน  สมการของภาคตัดกรวยที่กาํหนดให  เม่ือเทียบกับแกนพิกัด yx ′′   คือ   

 1
4

y
12
x 22

=
′

+
′

  

     จะพบวาสมการดังกลาว ไมมีพจนคูณไขว  ดังน้ัน จึงเปนสมการของภาคตัดกรวยที่เปนวงรี
ที่มีแกนเอกขนานกับแกน x′ ดังรูป 
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เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 3 
การหมุนแกนพิกัด 

จงเติมคําลงในชองวางใหสมบูรณ 
 
 ความสัมพันธระหวาง y,x  กับ y,x ′′  มีดังตอไปน้ี 
 
  =x  ................................................................. 
  =y  ................................................................. 
 
  =′x  ................................................................. 
  =′y  ................................................................. 
 
1.  พิกัดใหมของจุด A ( -6 , -4 ) ถาหมุนแกนพิกัดของ xy  ไปเปนมุม o45  หาไดดังตอไปน้ี 
วิธีทํา    จากความสัมพันธ 
   ......................................................=′x  
      ......................................................=′y  
เน่ืองจาก   ......................,................. == yx  และ   ...........................θ = ดังน้ัน 
 .........................................................=′x  
   .........................................................=  
   .........................................................=  
 .........................................................=′y  
  .........................................................=  
 .........................................................=  
ดังน้ันพิกัดของจุด A  เม่ือเทียบกับแกนพิกดั yx ′′  คือ  ………………………………………. 
 
2.  พิกัด B  )1,2(   เปนพิกัดจุดในระบบแกนพิกดั yx ′′  ซ่ึงเกิดจากการหมุนแกนพิกัด xy  ไป

เปนมุม 
6
πθ =  การหาพิกัดของจุด B  เม่ือเทียบกับแกนพิกัด xy  ทําไดดังตอไปน้ี 

วิธีทํา    ในทีน้ี่ .............................,............................ =′=′ yx  และ ................θ =  
ดังน้ัน 
 θsinθcos yxx ′′=  
 ......................................................=  
 .....................................................=  
 .....................................................=  



 117

  

 θcosθsin yxy ′+′=  
 ...................................................=  
 ..................................................=  
ดังน้ันพิกัดของ B  เม่ือเทียบกับแกนพิกัด xy  คือ  ........................................................ 
 
3.  กําหนดภาคตัดกรวยทีมี่สมการ  01023 22 =++ yxyx  ถาหมุนแกนพิกัด xy  ไปเปน
มุม  o60θ =    การหาสมการของภาคตัดกรวยนี้  เม่ือเทียบแกนพิกัด  yx ′′   ทําไดดังน้ี 
วิธีทํา     
  θsinθcos yxx ′′=  
            θcosθsin yxy ′+′=  
 ในที่น้ี  o60θ =  ดังน้ัน 
 ......................................................=x  
 ......................................................=  
  ......................................................=  
 ......................................................=y  
   .....................................................=  
 ......................................................=  
ดังน้ันเม่ือแทน x   และ  y    ในสมการของภาคตัดกรวย จะไดวา 
………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………… 
นํา  4  คูณตลอดทั้งสมการ   จะได 
หรือ       ……………………………………………….… = ………………………………..…. 
หรือ       ............................................................................................................................ 
ดังน้ัน  สมการของภาคตัดกรวยที่กําหนดให  เม่ือเทียบกับแกนพิกดั yx ′′   คือ   
........................................................................................................................................ 
 
4. เม่ือหมุนแกนพิกัด xy  ไปเปนมุม o45  ไดสมการที่ไมมีพจนคูณไขวเปน  63 22 =′+′ yx  
เราสามารถหาสมการในระบบแกนพิกัด ไดดังตอไปน้ี  
วิธีทํา        ................................................=′x  
            ................................................=′y  
 ในที่น้ี  o45θ =  ดังน้ัน 
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......................................................=x  
 ......................................................=  
  ......................................................=  
 ......................................................=y  
   .....................................................=  
 ......................................................=  
ดังน้ันเม่ือแทน x′   และ   y′   ในสมการของภาคตัดกรวย จะไดวา 
………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………… 
นํา  4 คูณตลอดทั้งสมการ  จะได 
     ................................................................................................................................... 
     ................................................................................................................................... 
นํา  .................  หารตลอด  จะได 
     .................................................................................................................................... 
หรือ ................................................................................................................................... 
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แผนการสอนเรื่องที่ 4 
 
หัวเรื่อง  การกําจัดพจนคูณไขว        จํานวน  2  คาบ 

จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
 1.  นักเรียนสามารถหามุมที่ใชในการแปลงพิกัดของสมการกําลังสองได 

2. นักเรียนสามารถนําความรูเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใชในการเขียน
กราฟได 

3. นักเรียนสามารถนําความรูเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใชในการแกปญหา
ได 

เน้ือหา 
ทฤษฎีบทที่ 1      กําหนดสมการกําลังสอง 

   022 =+++++ FEyDxCyBxyAx           ....................     (1) 
  เม่ือ   0≠B   ถาหมุนแกนพิกัดเปนมุม θ ซ่ึงสอดคลองกับสมการ 

  
B

CAθ2cot =                                     ………………     (2) 

แลวสมการ  (1)  เม่ือเทียบกับแกนพิกัด yx ′′  จะไมมีพจนคูณไขว และ
อยูในรูป    

022 =′+′′+′′+′′+′′ FyExDyCxA            ....................   (3) 
ซ่ึงสะดวกตอการเขียนกราฟ 

 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
1. ครูทบทวนคามุมตางๆ ของฟงกชันตรีโกณมิติ จากเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 4  
2. ใหนักเรียนตอบคําถามเกี่ยวกับความสัมพันธระหวาง  y,x  กับ yx ′′,   
3. ครูอธิบายบทพิสูจนของสูตรในการหามุมที่เหมาะสมในการแปลงพิกัดของทฤษฎ ี

บทที่ 1 โดยแผนใส (13) และ (14) 
4. ครูอธิบายถึงการหาสมการที่ไมมีพจนคูณไขว เม่ือกําหนดสมการใหเพียงอยาง 

เดียว โดยใหหามุม θ  ที่เหมาะสมในการหมุนเอง  จากทฤษฎีบทที่ 2  พรอมทั้งวาดกราฟที่เกิด
จากการหมุนแกน จากตัวอยางที่ 5  โดยแผนใส (15) และ (16)  และแผนใสรูป (9)  

5. ครูอธิบายตัวอยางที่ 6 จากแผนใส (17) และ (18) และแผนใสรูป (10)  
6. ครูอธิบายตัวอยางที่ 7  จากแผนใส (19) และ (20)  และแผนใสรูป (11) 
7. ในนักเรียนทําแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 4 
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8. ครูและนักเรียนชวยกันสรุปการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดของสมการกําลังสอง 
9.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 2 เปนการบาน 

สื่อการสอน  
 1. เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 4 

2. แผนใส (13) , (14) , (15) , (16) , (17) , (18) , (19)  และ  (20) 
3. แผนใสรูป (9) , (10) และ (11) 
 

การวัดผล  
1. การถาม – ตอบ ในชั้นเรยีน 
2. การตรวจเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 4 
3. การทําแบบฝกหัดที่ 2   

 
การประเมินผล  

1. นักเรียนสามารถตอบคําถามไดถูกตองตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 2.  นักเรียนทาํแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 4 ไดถูกตองตั้งแตรอยละ  
50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 3. นักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 2 ไดถูกตองตัง้แตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
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เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 4 
การหามุม θ  และเขียนกราฟ 

ทบทวนคามุมตาง ๆ ของฟงกชันตรีโกณมิติ 
 sin  cos  tan  sec  eccos  cot  

o0        
o30        
o45        
o60        
o90        
o120        
o135        
o180        

 
จงเติมคําลงในชองวางใหสมบูรณ 
 1.  จงวิเคราะหและเขียนกราฟของ  021332 22 =++ yxyx  
วิธีทํา    ในทีน้ี่   ...........................,................. == BA    และ  ...........................=C  
 การวิเคราะหกราฟ สามารถทําไดดวยการเขียนสมการของกราฟนี้ใหม  ที่เกิดจากการ
หมุนแกนพิกัดเดิมเปนมุม θ  ซ่ึงสอดคลองกับ 

  
B

CAθ2cot =         

  .....................................θ2cot =    
      =  …………………………...... 

  .................cotθ2cot =    
  ....................................θ,..................θ2 ==       
ดังน้ัน                θsinθcos yxx ′′=  
                 ..................sin.............cos yx ′′=  
           ..................................... yx ′′=  
        ...........................=  
              θcosθsin yxy ′+′=  
       ...................................sin yx ′+′=  
      ................................... yx ′+′=        ............................=  
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แทนคา  x   และ y  ในสมการ  จะไดวา 
 ..................................................................................................................................
...............................................................................................................................................
...............................................................................................................................................
...............................................................................................................................................
............................................................................................................................................... 
 
หรือ                           1................................................... =  
 
              1................................................... =       
 
  ซ่ึงเปนสมการเมื่อเทียบกบัแกนพิกัด  yx ′′ พบวากราฟเปนรูป................. มีจุดศูนยกลางอยูที่ 
................................. เม่ือเทียบกับแกน yx ′′  แกนเอกทับแกน  ……………..….. และยาว   
...................  หนวย  แกนโททับแกน...................และยาว  ...........................หนวย กราฟของ
วงรีน้ีมีลักษณะดังรูป 
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เน่ืองจาก 
    θsinθcos yxx ′′=  

    θcosθsin yxy ′+′=   
แทนความสัมพันธดังกลาวนี้ในสมการ  (1)  จะไดสมการในรูปดังน้ี 
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) 0θcosθsin

θsinθcosθcosθsin

θcosθsinθsinθcosθsinθcos
2

2

=+′+′
+′′+′+′+

′+′′′+′′

FyxE
yxDyxC

yxyxByxA

 

( )
( )( )[ ]

( )
( ) ( ) 0θcosθsinθsinθcos

θcosθcosθsinθsin
θcosθsin2θsinθcos

sinθcosθsinθcos

222

22

222

=′+′++′++
′++

′′+
+′++

FyEDxED
yBA

yxACB
xCBA

  

ให  ( )22 sinθcosθsinθcos CBAA ++=′  
    ( )( )[ ]θcosθsin2θsinθcos 22 ACBB +=′  
    ( )θcosθcosθsinθsin 22 +=′ BAC  
    ( )θsinθcos EDD +=′  
    ( )θcosθsin EDE +=′  

       FF =′  
           
จะไดสมการในรูป         
    022 =′+′′+′′+′′+′′′+′′ FyExDyCyxBxA  
เราจะได   0=′B   ก็ตอเม่ือ 
     ( ) ( ) 0θcosθsin2θsinθcos 22 =+ ACB  
                   ( ) 0θ2sinθ2cos =+ ACB   
                           ( ) θ2sinθ2cos CAB =                                                                         
 

                          
B

CAθ2cot =               

 
 
 
 



 

 

125

จงหาสมการที่ไมมีพจนคูณไขว พรอมทั้งเขียน
กราฟของ 01613367 22 =+ yxyx   เมื่อเทียบกับแกนพิกัดใหม  หลังจากหมุนแกน
พิกัดเดิมเปนมุม θ    
 
วิธีทํา    ในทีน้ี่   36,7 == BA    และ    13=C  
 การวิเคราะหกราฟ สามารถทําไดดวยการเขียนสมการของกราฟนี้ใหม  ที่เกิดจากการ
หมุนแกนพิกัดเดิมเปนมุม θ  ซ่ึงสอดคลองกับ 

  
B

CAθ2cot =         

  
3

1
36

6
36

137θ2cot ===       

  o60cotθ2cot =    
  oo 30θ,60θ2 ==       
ดังน้ัน                θsinθcos yxx ′′=  
                     oo 30sin30cos yx ′′=  

                   ′′=
2
1

2
3 yx  

                
2

3 yx ′′
=  

            θcosθsin yxy ′+′=  
    oo 30cos30sin yx ′+′=  

   ′+′=
2
3

2
1 yx  

     
2

3yx ′+′=  

แทนคา  x   และ y  ในสมการ  จะไดวา 

 016
2

313
2

3
2

336
2

37
22

=
′+′+

′+′′′′′ yxyxyxyx  

หรือ                 16)(16)(4 22 =′+′ yx  

                   1
14

22

=
′

+
′ yx  
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          ซ่ึงเปนสมการเมื่อเทียบกับแกนพิกัด  yx ′′ พบวากราฟเปนรูปวงรี  มีจุดศูนยกลางอยูที่ 
(0,0) เม่ือเทียบกับแกนใหม  แกนเอกทับแกน  x′  และยาว  4  หนวย  แกนโททับแกน y′  และ
ยาว  2 หนวย กราฟของวงรีน้ีมีลักษณะดงัรูป 
 
 
 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 

y

x

x′

y′

o30
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    จงหาสมการที่ไมมีพจนคูณไขว  พรอมทั้ง
เขียนกราฟของ 63 2 =+ yxy   เมื่อเทียบกับแกนพิกัดใหม  หลังจากหมุนแกนพิกัดเดิม
เปนมุม θ   
 
วิธีทํา    ในทีน้ี่   3,0 == BA    และ    1=C  
 การวิเคราะหกราฟ สามารถทําไดดวยการเขียนสมการของกราฟนี้ใหม  ที่เกิดจากการ
หมุนแกนพิกัดเดิมเปนมุม θ  ซ่ึงสอดคลองกับ 

  
B

CAθ2cot =         

  
3
1

3
10θ2cot ==       

  o120cotθ2cot =    
  oo 60θ,120θ2 ==       
ดังน้ัน           θsinθcos yxx ′′=  
                oo 60sin60cos yx ′′=  

             ′′=
2
3

2
1 yx  

          
2

3yx ′′
=  

            θcosθsin yxy ′+′=  
    oo 60cos60sin yx ′+′=  

   ′+′=
2
1

2
3 yx  

     
2

3 yx ′+′=  

แทนคา  x   และ y  ในสมการ  จะไดวา 

 6
2

31
2

3
2

33
2

=
′+′+

′+′′′ yxyxyx  

หรือ                     12)()(3 22 =′′ yx  

                     1
124

22

=
′′ yx  
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    ซ่ึงเปนสมการเมื่อเทียบกับแกนพิกัด  yx ′′ พบวากราฟเปนรูปไฮเพอรโบลา  มีจุดศูนยกลาง
อยูที่ (0,0) เม่ือเทียบกับแกนใหม  แกนตามขวางทับแกน  x′  และยาว 4 หนวย  แกนสังยุคทับ
แกน y′  และยาว  34  หนวย กราฟของไฮเพอรโบลานี้มีลักษณะดังรูป 
 
 
 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 

y

x

x′

y′  

o60
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  จงหาสมการที่ไมมีพจนคูณไขว  พรอมทั้งเขียน
กราฟของ yxyxyx 2 22 =++   เมื่อเทียบกับแกนพิกัดใหม  หลังจากหมุนแกนพิกัด
เดิมเปนมุม θ   
 
 วิธีทํา    ในที่น้ี   2,1 == BA    และ    1=C  
 การวิเคราะหกราฟ สามารถทําไดดวยการเขียนสมการของกราฟนี้ใหม  ที่เกิดจากการ
หมุนแกนพิกัดเดิมเปนมุม θ  ซ่ึงสอดคลองกับ 

  
B

CAθ2cot =         

  0
2
0

2
11θ2cot ===       

  o90cotθ2cot =    
  oo 45θ,90θ2 ==       
ดังน้ัน           θsinθcos yxx ′′=  
                oo 45sin45cos yx ′′=  

              ′′=
2
2

2
2 yx  

           
2

)(2 yx ′′
=               

            θcosθsin yxy ′+′=  
    oo 45cos45sin yx ′+′=  

   ′+′=
2
2

2
2 yx  

     
2

)(2 yx ′+′
=  

แทนคา  x   และ y  ในสมการ  จะไดวา 

 

2
)(2

2
)(2

2
)(2

2
)(2

2
)(22

2
)(2

2

2

yxyxyx

yxyxyx

′+′′′
=

′+′+

′+′′′
+

′′

 

หรือ                     yx ′=′ 2)(2 2  

                     yx ′=′
2
22  
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ซ่ึงเปนสมการเมื่อเทียบกับแกนพิกัด  yx ′′  พบวากราฟเปนรูปพาราโบลา  มีจุดศูนยกลางอยูที่ 
(0,0) เม่ือเทียบกับแกนใหม  แกนสมมาตรทับแกน  y′   เปนกราฟคว่ํา กราฟของพาราโบลานี้มี
ลักษณะดังรูป 
 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 

 
 
  
 
 

 

α

x

x′  

y′

o45
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แผนการสอนเรื่องที่ 5 
 
หัวเรื่อง  ไฮเพอรโบลามุมฉาก       จํานวน  1  คาบ 

จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. นักเรียนสามารถบอกนิยามของไฮเพอรโบลามุมฉากได 
2. นักเรียนสามารถนําความรูเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนพิกัดไปใชในการแกปญหา

เกี่ยวกับไฮเพอรโบลามุมฉากได 

เน้ือหา 
ไฮเพอรโบลาที่มีความยาวแกนของสังยุคเทากับความยาวของแกนตามขวางเราเรียก

ไฮเพอรโบลานี้วา   
ไฮเพอรโบลามุมฉาก 
 

กิจกรรมการเรียนการสอน 

 1.  ครูทบทวนโดยการถาม – ตอบ เกี่ยวกับไฮเพอรโบลามุมฉากวามีรูปสมการเปน
แบบใดบาง  และทบทวนการวาดกราฟของไฮเพอรโบลา  วาตองใชสวนประกอบใดบาง ในการ
วาดกราฟ   และทบทวนถึงสวนประกอบตาง ๆ ของไฮเพอรโบลามุมฉาก เชน  แกนสังยุค  
แกนตามขวาง  เสนกํากับ  สี่เหลี่ยมกํากับ ฯลฯ 
 2.  ครูอธิบายตัวอยางที่ 8  โดยแผนใส (21) แผนใสรูป (12) 
 3.  ใหนักเรียนชวยกันพิจารณาและสรุปจากตัวอยางที ่8  เกี่ยวกับสมบัติของไอเพอรโบ
ลามุมฉากวามีสมบัติไรบาง 
 4.  ครูอธิบายตัวอยางที่ 9 โดยแผนใส (22) , (23)  แผนใสรูป (13) ซ่ึงเปนการกําจัด
พจนคูณไขวโดยการหมุนแกนไปเปนมุม  แลวไดกราฟออกมาเปนไฮเพอรโบลามุมฉาก 
 5.  ครูอธิบายตัวอยางที่ 10 โดยแผนใส (24) , (25)  แผนใสรูป (14) ซ่ึงจะไดกราฟ
ออกมาเปนไฮเพอรโบลามุมฉากอีกรูปแบบหนึ่ง 
 6.  ใหนักเรียนหาขอแตกตางเปรียบเทียบระหวาง ไฮเพอรโบลามุมฉากจากตัวอยางที่ 
9 และ 10 วาแตกตางกันอยางไร และเหมือนกันอยางไร 
 7.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 5 
 8.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 3  เปนการบาน 
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สื่อการสอน  
 1. เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 5 

2. แผนใส (21) , (22) , (23) , (24)  และ  (25) 
3. แผนใสรูป (12) , (13) และ (14) 

 
การวัดผล  

1. การถาม – ตอบ ในชั้นเรยีน 
2. การตรวจเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 5 
3. การทําแบบฝกหัดที่ 3 

 
การประเมินผล  

1. นักเรียนสามารถตอบคําถามไดถูกตองตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 2.  นักเรียนทาํแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 5 ไดถูกตองตั้งแตรอยละ  
50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 3. นักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 3 ไดถูกตองตัง้แตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

137

 
           จงเขียนกราฟของไฮเพอรโบลา    922 =xy  
 
วิธีทํา      จากสมการ   9xy 22 =−   เม่ือเขียนเปนสมการมาตรฐานจะไดสมการใหม
ดังน้ี 

   1
9
x

9
y 22

=−  

 จะเห็นวา 3a =  และ   3b =  
 ดังน้ันไฮเพอรโบลานี้เปนไฮเพอรโบลามุมฉากมีกราฟดังรูป 
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y

x

)3,3()3,3(−  

)3,3( −−  )3,3( −

)3,0(

)3,0( −
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จงวเิคราะหและเขียนกราฟของสมการ       1=xy  
         
วิธีทํา   ในทีน้ี่  1,0 == BA   และ  0=C             
 ดังน้ันถาตองการสมการใหมที่ไมมีพจนคูณไขว  แลวมุม  θ   ตองสอดคลองกับ   

  
B

CAθ2cot =         

  0
1

00θ2cot ==       

  o90cotθ2cot =    
  oo 45θ,90θ2 ==       
  
ดังน้ัน           θsinθcos yxx ′′=  
                oo 45sin45cos yx ′′=  

              ′′=
2
2

2
2 yx  

           
2

)(2 yx ′′
=    

              
 
            θcosθsin yxy ′+′=  
    oo 45cos45sin yx ′+′=  

   ′+′=
2
2

2
2 yx  

     
2

)(2 yx ′+′=  

        แทนคา  x   และ y  ในสมการ  1=xy  จะไดวา 
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       ( )
2

)(2 yx ′′ ( )
2

)(2 yx ′+′     =   1 

       หรือ  1
22

22

=
′′ yx           ...............  (*) 

 สมการ (*) เปนสมการของไฮเพอรโบลา  เม่ือเทียบกับแกนพิกัดใหม  ซ่ึงเกิดจากการ
หมุนแกนพิกัด  xy เปนมุม  o45    เม่ือเทียบกับแกนใหม พบวาไฮเพอรโบลานี้มีจุดศูนยกลาง
ที่จุดกําเนิด  แกนตามขวางทับแกน x′  ยาว 22   หนวย  และแกนสังยุคทับแกน y′  ยาว 

22   จะเห็นวา  แกนตามขวางและแกนสังยคุยาวเทากัน ดังน้ันกราฟของสมการนี้จึงเปน
ไฮเพอรโบลามุมฉาก มีลักษณะกราฟดังรูป     
     
 
 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

x

x′ y′  

o45
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  จงวิเคราะหและเขียนกราฟของสมการ   

2
9=xy    

       
วิธีทํา   ในทีน้ี่  2,0 == BA   และ  0=C             
 ดังน้ันถาตองการสมการใหมที่ไมมีพจนคูณไขว  แลวมุม  θ   ตองสอดคลองกับ   

  
B

CAθ2cot =         

  0
2

00θ2cot ==       

  o90cotθ2cot =    
  oo 45θ,90θ2 ==      
  
ดังน้ัน           θsinθcos yxx ′′=  
                oo 45sin45cos yx ′′=  

              ′′=
2
2

2
2 yx  

           
2

)(2 yx ′′
=    

              
           θcosθsin yxy ′+′=  
   oo 45cos45sin yx ′+′=  

  ′+′=
2
2

2
2 yx  

    
2

)(2 yx ′+′=  

        แทนคา  x   และ y  ในสมการ  จะไดวา 

                          ( )
2

)(2 yx ′′ ( )
2

)(2 yx ′+′     =   
2
9  

       หรือ      1
99

22

=
′′ xy      ................   (**) 

 สมการ (**) เปนสมการของไฮเพอรโบลา  เม่ือเทียบกับแกนพิกัดใหม  ซ่ึงเกิดจากการ
หมุนแกนพิกัด  xy เปนมุม  o45    เม่ือเทียบกับแกนใหม พบวาไฮเพอรโบลานี้มีจุดศูนยกลาง
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ที่จุดกําเนิด  แกนตามขวางทับแกน y′  ยาว 6  หนวย  และแกนสังยคุทับแกน x′  ยาว 6  
หนวย จะเห็นวา  แกนตามขวางและแกนสังยุคยาวเทากัน ดังน้ันกราฟของสมการนี้จึงเปน
ไฮเพอรโบลามุมฉาก มีลักษณะกราฟดังรูป         
 
 
 
 
 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

x

x′ y′  

o45
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เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 5 
ไฮเพอรโบลามุมฉาก 

จงพิจารณาการเขียนวิเคราะหและเขียนกราฟของ  06 =+xy  แลวเติมคําในชองวางให
สมบูรณ 
วิธีทํา  ในที่น้ี  .............................,..................... == BA   และ  .....................=C             
 ดังน้ันถาตองการสมการใหมที่ไมมีพจนคูณไขว  แลวมุม  θ   ตองสอดคลองกับ   

  
B

CAθ2cot =         

  .....................................θ2cot =       
  .................cotθ2cot =    
  ..................θ,............θ2 ==       
ดังน้ัน                θsinθcos yxx ′′=  
                 ................sin...........cos yx ′′=  
           ........................... yx ′′=  
        ......................=   
  
              θcosθsin yxy ′+′=  
      .................cos................sin yx ′+′=  
     ............................... yx ′+′=  
       ..................................=  
        แทนคา  x   และ y  ในสมการ  06 =+xy  จะไดวา 
                ...............................................................   =  - 6 
  …………………………………………….   =  - 6 
  …………………………………………….   =   6 
       หรือ      1...................................................... =                              
 ซ่ึงเปนสมการของ...............................  เม่ือเทียบกับแกนพิกัดใหม  ซ่ึงเกิดจากการ
หมุนแกนพิกัด  xy เปนมุม  ...........  เม่ือเทียบกับแกนใหม พบวาไฮเพอรโบลานี้มีจุด
ศูนยกลางที่.......................  แกนตามขวางทับแกน ............. ยาว ....................หนวย  และ
แกนสังยุคทับแกน ................... ยาว ..................  หนวย  จะเห็นวา  แกนตามขวางและแกนสัง
ยุคยาวเทากัน ดังน้ันกราฟของสมการนี้จึงเปนไฮเพอรโบลามุมฉาก มีลักษณะกราฟดังรูป         
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แผนการสอนเรื่องที่ 6 
 
หัวเรื่อง  การแปลงพิกัดซอน      จํานวน  2  คาบ 

จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
 นักเรียนสามารถนําความรูเร่ืองการแปลงแบบหมุนแกนและเลื่อนแกนพิกัดไปใชในการ
แกปญหาการแปลงพิกัดซอนได 
 

เน้ือหา 
 ในการจัดรูปสมการของภาคตัดกรวยใหอยูในตําแหนงมาตรฐาน บางครั้งการแปลงแบบ
หมุนแกนพิกัดเพียงอยางเดียวไมเพียงพอในการจัดรูปของสมการ ดังน้ันจึงใชการแปลงแบบ
เลื่อนแกนพิกัดมาชวยในการจัดรูปสมการใหอยูในตําแหนงมาตรฐาน  โดยมีการมีการแปลงถึง  
2  ขั้นตอน  กลาวคือ แปลงโดยการหมุนแกนและการเลื่อนแกน    หรือ  แปลงโดยการเลื่อน
แกนและหมุนแกน   เราเรียกการแปลงทีมี่การแปลง  2  แบบในขอเดียวกันวา   การแปลง
พิกัดซอน 

 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
1. ครูและนักเรียนชวยกันทบทวนความรูเกีย่วกับการเลื่อนแกนขนานวาเปนการแปลง 

พิกัดแบบหนึ่งเพ่ือกําจัดพจนกําลังหน่ึง  เพ่ือจัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐาน เพ่ือสะดวกในการ
พิจารณากราฟและเขยีนกราฟ  โดยการถาม – ตอบในชั้นเรียน 

2. ครูอธิบายตัวอยางที่ 11 โดยแผนใส (26)  ใหนักเรียนชวยกันพิจารณาสมการวามี 
ทั้งพจนคูณไขว ( xy ) และพจนกําลังหน่ึง ดังน้ันการหมุนแกนเพียงอยางเดียว หรือการเลื่อน
แกนเพียงอยางเดียวไมเพียงพอ ในการแกปญหา  ดังน้ันจึงจําเปนตองใชการหมุนแกนพิกัดและ
การเลื่อนแกนพิกัดเขามาชวยในการแกปญหา 

3. ครูอธิบายตัวอยางที่ 11 การแปลงพิกัดซอนโดยการเลื่อนแกนกอนแลวตามดวย 
การหมุนแกนโดยใชแผนใส (26) และ (27)  แผนใสรูป (15)  แลวครอูธิบายการแปลงพิกัดซอน
โดยการหมุนแกนกอนแลวตามดวยการเลื่อนแกน โดยแผนใส (28) และ (29)  แผนใสรูป (16) 

4. ครูถามนักเรียนถึงความแตกตางระหวางการแปลงพิกัดซอนแบบหมุนแกนกอนแลว 
ตามดวยการเลื่อนแกน  กับการแปลงพิกัดซอนแบบเลือ่นแกนกอนแลวตามดวยการหมุนแกน  
วาเหมือนหรือแตกตางกันอยางไร  
 5.  ครูอธิบายตัวอยางที่ 12 โดยแผนใส (30) และ (31)  แผนใสรูป (17) ซ่ึงใชการแปลง
พิกัดโดยหมุนแกนกอนแลวตามดวยการเลื่อนแกน และใหเปรียบเทียบกับการแปลงโดยการ
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เลื่อนแกนกอนแลวตามดวยการหมุนแกน โดยแผนใส (32) แผนใสรูป (18) วาเหมือนหรือ
แตกตางกันอยางไร 
 6.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 6 
 7.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 4  เปนการบาน 
 

สื่อการสอน  
 1. เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 6 

2. แผนใส (26) , (27) , (28) , (29) , (30) , (31) และ (32) 
3. แผนใสรูป (15) , (16) , (17)  , (18)  , (19) และ (20) 

 
การวัดผล  

1. การถาม – ตอบ ในชั้นเรยีน 
2. การตรวจเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 6 
3. การทําแบบฝกหัดที่ 4 

 
การประเมินผล  

1. นักเรียนสามารถตอบคําถามไดถูกตองตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 2.  นักเรียนทาํแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 6 ไดถูกตองตั้งแตรอยละ  
50 ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 3. นักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 4 ไดถูกตองตัง้แตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
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จงเขียนกราฟของ 0444565 22 =+++ yxyxyx  
 
วิธีทํา      
วิธีที่ 1  โดยการเลื่อนแกนขนานกอนแลวตามดวยการหมุนแกน 

   ให hxx +′=   และ  kyy +′=  แทนลงในสมการจะได 
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 0444

565 22

=+′++′
+′++′+′++′

kyhx
kykyhxhx  

 
( ) ( )yhkxkhyyxx ′+++′+′+′′+′ 46104610565 22

0444565 22 =++++ khkhkh   ……….  (1) 
 
    ให  04610 =+ kh   และ   04610 =++ hk   

แกสมการจะได  1,1 == kh  ดังน้ันเลื่อนแกนขนานโดยใหจุดกําเนิดเลื่อนไปที่จุด 
(1,-1) 

แทนคา  kh ,  ลงในสมการ  (1) จะได  สมการ  (2)  ในระบบแกนพิกัด yx ′′ ดังน้ี 
8565 22 =′+′′+′ yyxx        ………..   (2)                                 

 หมุนแกน  yx ′′ ไปเปนมุม θ  จะไดแกนพิกัด yx ′′′′   

 0
6

55θ2cot ===
B

CA  

    oo 45θ,90θ2 ==   
 ให   yxyxx ′′′′=′′′′=′

2
1

2
1θsinθcos  

 และ yxyxy ′′+′′=′′+′′=′
2

1
2

1θcosθsin  

แทนลงในสมการ  (2)  จะได  สมการ  (3)  ในระบบแกนพิกัด  yx ′′′′  

                       8
2

5
22

6
2

5
22

=
′′+′′+

′′+′′′′′′
+

′′′′ yxyxyxyx    

44 22 =′′+′′ yx                    หรือ  

                 1
41

22

=
′′

+
′′ yx    ………..   (3) 
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กราฟเปนวงรมีีจุดศูนยกลางอยูที่  ( )1,1 −   แกนเอกทับแกน  y ′′  และยาว  4  
หนวย แกนโทขนานแกน x ′′ และยาว 2  หนวย วงรีน้ีมีลกัษณะดังภาพ 
 
 

 
 

 
   
 
 
 
 
 
 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

y

x

x′

y′

o45

y ′′  

x ′′  

o

)1,1( −
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วิธีที่ 2    โดยวิธีการหมุนแกนกอนแลวตามดวยการเลือ่นแกนขนาน 

ทําไดโดยการหมุนแกนไปเปนมุม    θ          

    0
6

55θ2cot ===
B

CA   

                                oo 45θ,90θ2 ==   

 ให   yxyxx ′′=′′=
2

1
2

1θsinθcos  

 และ yxyxy ′+′=′+′=
2

1
2

1θcosθsin  

แทนลงในสมการ  0444565 22 =+++ yxyxyx    
จะได 

      
04

2
4

2
4

2
5

22
6

2
5

22

=
′+′+

′′

′+′+
′+′′′

+
′′

yxyx

yxyxyxyx

      

จะได     
              042428 22 =′+′+′ yyx         44))2(22(28 222 +=+′+′+′ yyx  
    ( ) 8228

22 =+′+′ yx  
    
   

   ( ) 1
4

2
1

22

=+′+
′ yx  

ให  xx ′′=′   และ         yy ′′=+′ 2                          
   น่ันคือ  เลื่อนแกนขนานไปที่  C ( )2,0  ซ่ึงอยูใน 
ระบบแกนพิกดั  yx ′′  ( หรือ จุด P  (1,-1) ในระบบแกนพิกดั xy )    จะได สมการใหมใน

ระนาบ yx ′′′′   ดังน้ี   1
41

22

=
′′

+
′′ yx      วงรีน้ีมีลักษณะดังกราฟ 
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y

x

x′  

y′  

o45

)(y′′  

x′′  

o

)1,1()2,0( =C  
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จงเขียนกราฟของ 012 =yxy  
 
วิธีทํา    
วิธีที่ 1   โดยการหมุนแกนกอนแลวตามดวยการเลื่อนแกน 

ทําไดโดยการหมุนแกนไปเปนมุม θ        

             0
6

00θ2cot ===
B

CA                           
oo 45θ,90θ2 ==   

 ให   yxyxx ′′=′′=
2

1
2

1θsinθcos  

 และ yxyxy ′+′=′+′=
2

1
2

1θcosθsin  

แทนคา x  และ y   ลงในสมการจะไดวา 

        01
2

2
22

=
′+′′+′′′ yxyxyx  

   02222222 =′′′′ yxyx  
( ( ) ) ( ( ) 222222222

2222 +=+′+′+′′ yyxx  
               ( ) ( ) 222

22
=+′′ yx  

หรือ          ( ) ( ) 1
2

2
2

2
22

=+′′ yx  

 
   เลื่อนแกนขนานไปที่ C ( )2,2   เม่ือเทียบกับแกนพิกัด  yx ′′′′  ( หรือ จุด C (2,0) ใน
ระบบแกนพิกดั xy )จะไดสมการใหมเปน 

            ( ) ( ) 1
22

22

=
′′′′ yx  

   ซ่ึงสมการที่ไดน้ีจะเปนสมการของไฮเพอรโบลามุมฉาก มีจุดศูนยกลางอยูที่ ( )0,2 มีแกน
ตามขวางและแกนสังยุคยาวเทากันและเทากับ 2 2   และมีแกนตามขวางทับแกน x ′′  และ
แกนสังยุคทับแกน  y ′′   กราฟมีลักษณะดังรปู 
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วิธีที่ 2  โดยการเลื่อนแกนขนานกอนแลวตามดวยการหมุนแกน 
           จากสมการ   012 =yxy    
          ( ) 12 =xy   ………..   (1) 
 สมมติให     2xx =′  
                 yy =′  
 การให   2xx =′     และ  yy =′  เปนการเลื่อนแกนพิกัด  โดยใหจุดกําเนิดเลื่อน
จากจุด (0,0) ไปยังจุด (2,0) ดังน้ันสมการใหมเม่ือเทียบกับแกนพิกดัใหมจะไดเปน  
     1=′′yx          …………   (2) 
 จากตัวอยางที ่9  ถาใชการแปลงแบบหมนุแกนพิกัดกับสมการ  (2)  จะไดสมการในรูป 

   1
22

22

=
′′′′ yx  

ซ่ึงเปนไฮเพอรโบลามุมฉากมีลักษณะกราฟดังรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 y′
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เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 6 

การแปลงพกัิดซอน 
จงพิจารณาการเขียนวิเคราะหและเขียนกราฟของสมการ      
 1.  0883 22 =+++ yxyxyx  
วิธีทํา      
วิธีที่ 1  โดยการเลื่อนแกนขนานกอนแลวตามดวยการหมุนแกน 

   ให hxx +′=   และ  kyy +′=  แทนลงในสมการจะได 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0883 22 =+′++′+′++′+′++′ kyhxkykyhxhx  

  …………………………………………………………………………………………… 
  ………………………………………………..……………………………………………    

   …………………………………………………………………………                   
(1) 

ให  0............................................ =   และ   0..................................... =   
แกสมการจะได  ................,.................. == kh  ดังน้ันเลื่อนแกนขนานโดยใหจุด

กําเนิดเลื่อนไปที่จุด ............................ 
แทนคา  k,h  ลงในสมการ  (1) จะได  สมการ  (2)  ในระบบแกนพิกัด yx ′′ ดังน้ี 
……………………………………………...…………………………………………   (2) 

 หมุนแกน  yx ′′ ไปเปนมุม θ  จะไดแกนพิกัด yx ′′′′   

       .................................θ2cot ===
B

CA  

    ....................θ,...............θ2 ==   
 ให   yxyxx ′′′′=′′′′=′ ....................................θsinθcos  
 และ yxyxy ′′+′′=′′+′′=′ ......................................θcosθsin  
แทนลงในสมการ  (2)  จะได  สมการ  (3)  ในระบบแกนพิกัด  yx ′′′′  
   ………………………………………………….............................................................. 
 .................................................................................................................................. 
 .................................................................................................................................. 
หรือ      ………………………………………………………………………………………..   (3) 

ซ่ึงมีกราฟเปน........................มีจุดศูนยกลางอยูที่  .....................   แกนตามขวางทับ
แกน ............... และยาว ............. หนวย แกนสังยุคทับแกน ............... และยาว   ............  
หนวย มีลักษณะดังภาพ 
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วิธีที่ 2    โดยวิธีการหมุนแกนกอนแลวตามดวยการเลือ่นแกนขนาน 

ทําไดโดยการหมุนแกนไปเปนมุม θ   ,   .............................θ2cot ===
B

CA  

                           ....................θ,................θ2 ==  
 ให   yxyxx ′′=′′= ....................................θsinθcos  
 และ yxyxy ′+′=′+′= ..................................θcosθsin  
 แทนลงในสมการ  (1)  จะได 
       .................................................................................................................................. 
 .................................................................................................................................. 

.................................................................................................................................      
จะได                ………………………………………………………………………………….. 
    ………………………………………………………………………………….. 
                      …………………………………………………………………………………. 
                      ………………………………………………………………………………….. 
                      ………………………………………………………..................................... 

ให  x ′′=......................   และ         y ′′=..........................                          
   น่ันคือ  เลื่อนแกนขนานไปที่ C...................... ซ่ึงอยูในระบบแกนพิกัด  yx ′′  ( หรือ จุด P 
............ ในระบบแกนพิกัด xy ) จะได สมการใหมในระนาบ yx ′′′′   ดังน้ี   
…………………….…………………………………………………          มีลักษณะดังกราฟ 
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2.  จงเขียนกราฟของ 024 =yxxy  
วิธีทํา    

ทําโดยการหมุนแกนไปเปนมุม θ   ,   ..............................θ2cot ===
B

CA  

                           ..................θ,..............θ2 ==   
 ให   yxyxx ′′=′′= ............................θsinθcos  
 และ yxyxy ′+′=′+′= .............................θcosθsin  
แทนคา x  และ y   ลงในสมการจะไดวา 
             
…………………………………………………………………………………………. 
       
…………………………………………………………………………………………. 
       
…………………………………………………………………………………………. 
      …………………………………………………………………………………………. 
      …………………………………………………………………………………………. 
               ………………………………………………………………………………………… 
เลื่อนแกนขนานไปที่ C …….……  เม่ือเทียบกบัแกนพิกัด  yx ′′′′  ( หรือ จุด C ........... ใน
ระบบแกนพิกดั xy )จะไดสมการใหมเปน 
  ……………………………………………. 
ซ่ึงสมการที่ไดน้ีจะเปนสมการของไฮเพอรโบลามุมฉาก มีจุดศูนยกลางอยูที่ .............มีแกนตาม
ขวางและแกนสังยุคยาวเทากันและเทากบั ............... หนวย  และมีแกนตามขวางทับแกน ........ 
และแกนสังยคุทับแกน ................. กราฟมีลักษณะดงัรูป 
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แผนการสอนเรื่องที่ 7 
 
หัวเรื่อง  การใชคาจําแนกพิจารณากราฟ      จํานวน  1  คาบ 
 
จุดประสงคเชิงพฤติกรรม 
 นักเรียนสามารถพิจารณากราฟของสมการกําลังสองโดยใชคาจําแนกได 
  
เน้ือหา 
 ทฤษฎีบทที่ 2  กําหนดสมการกําลังสองในรูป 
  022 =+++++ FEyDxCyBxyAx  

1. ถา  042 <ACB   แลว  กราฟของสมการ  จะเปนวงกลม หรือวงรี  หรือจุดหนึ่ง
จุด หรือไมมีกราฟ 

2. ถา  042 >ACB แลว  กราฟของสมการ   จะเปนไฮเพอรโบลา  หรือเสนตรงคู
หน่ึงที่ตัดกัน 

3. ถา 042 =ACB  แลว  กราฟของสมการ  จะเปนพาราโบลา  หรือเสนตรงหนึ่ง
เสนหรือเสนตรงหนึ่งคูที่ขนานกัน  หรือไมมีกราฟ  

 
กิจกรรมการเรียนการสอน 
 1.  ครูและนักเรียนชวยกันทบทวนการแปลงพิกัดแบบหมุนแกน จากตัวอยางที่ผานมา 
วาสมการภาคตัดกรวยมีกราฟเปนรูปอะไรบาง เชนตวัอยางที่ 5 , 6 , 7 , 9  และ 10 
 2.  ครูอธิบายทฤษฎีบทที่ 2  โดยใชแผนใส (33)  ซ่ึงมีดังน้ี 
  ทฤษฎีบทที่ 2  กําหนดสมการกําลังสองในรูป 
   022 =+++++ FEyDxCyBxyAx  

1. ถา  042 <ACB   แลว  กราฟของสมการ  จะเปนวงกลม หรือวงรี  หรือ
จุดหนึ่งจุด หรือไมมีกราฟ 
2. ถา  042 >ACB แลว  กราฟของสมการ   จะเปนไฮเพอรโบลา  หรือ
เสนตรงคูหน่ึงที่ตัดกัน 
3. ถา 042 =ACB  แลว  กราฟของสมการ  จะเปนพาราโบลา  หรือเสนตรง
หน่ึงเสนหรือเสนตรงหนึ่งคูที่ขนานกัน  หรือไมมีกราฟ  

 3.  ครูอธิบายตัวอยางที่ 13 โดยใชแผนใส (34) และ (35) 
 4.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 7  
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 5.  ใหนักเรียนชวยกันพิจารณาสมการของตัวอยางที่ 5 , 6 , 7 , 9  และ 10 วาเปนไป
ตามทฤษฎีบทที่ 2  หรือไม 
 6.  ใหนักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 5  เปนการบาน 
 
สื่อการสอน  
 1. เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 7 

2. แผนใส (33) , (34)  และ (35) 
 
การวัดผล  

1. การถาม – ตอบ ในชั้นเรยีน 
2. การตรวจเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 7 
3. การทําแบบฝกหัดที่ 5 

 
การประเมินผล  

1. นักเรียนสามารถตอบคําถามไดถูกตองตั้งแตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 2.  นักเรียนทาํแบบฝกหัดในเอกสารประกอบการสอนชุดที่ 7 ไดถูกตองตั้งแตรอยละ  
50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
 3. นักเรียนทําแบบฝกหัดที่ 5 ไดถูกตองตัง้แตรอยละ  50  ขึ้นไปของนักเรียนทั้งหมด 
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กําหนดสมการกําลังสองในรูป 
  022 =+++++ FEyDxCyBxyAx  
 

1. ถา  042 <ACB   แลว  กราฟของสมการ  
   จะเปนวงกลม หรือวงรี  หรือจุดหนึ่งจุด 
   หรือไมมีกราฟ 

 
1. ถา  042 >ACB แลว  กราฟของสมการ  จะเปนไฮเพอรโบลา  หรือเสนตรงคู

หน่ึงที่ตัดกัน 
 
3. ถา 042 =ACB  แลว  กราฟของสมการ  จะเปนพาราโบลา  หรือเสนตรงหนึ่งเสน
หรือเสนตรงหนึ่งคูที่ขนานกนั  หรือไมมีกราฟ  
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 จงใชคาจําแนกบอกลักษณะกราฟของสมการตอไปน้ี 

1)   01613367 22 =++ yxyx  
2)   1=xy  

            3)   0510328 22 =+++ xyxyx  
วิธีทํา    
1) จาก  01613367 22 =++ yxyx  

 มี  13,36,7 === CBA   ดังน้ัน 

  ( ) ( )( )
0256364108

1374364
22

<==
=ACB  

 ดังน้ัน จากทฤษฎีบทที่ 2  จะไดวา  กราฟของสมการที่กําหนดใหเปนวงกลม หรือวงรี  
หรือจุดหนึ่งจุด  หรือไมมีกราฟ 
 2) จาก  1=xy  
 มี  0,1,0 === CBA   ดังน้ัน 

  ( ) ( )( )
0101

00414 22

>==
=ACB  

 ดังน้ัน จากทฤษฎีบทที่ 2  จะไดวา  กราฟของสมการที่กําหนดใหเปนไฮเพอรโบลา หรือ
เสนตรงหนึ่งคูที่ตัดกัน   
 3) จาก 08126529214 22 =+++ yxyxyx  
 มี  9,12,4 === CBA   ดังน้ัน 

  ( ) ( )( )
0144144

944124 22

==
=ACB  

 ดังน้ัน จากทฤษฎีบทที่ 2  จะไดวา  กราฟของสมการที่กําหนดใหเปนพาราโบลา หรือ
เสนตรงหนึ่งเสน  หรือเสนตรงคูหน่ึงที่ขนานกัน  หรือไมมีกราฟ 
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เอกสารประกอบการสอน ชุดที่ 7 
การใชคาจําแนกพิจารณากราฟ 

จงใชคาจําแนกบอกลักษณะกราฟของสมการตอไปน้ี 
1.  จาก   144 22 =++ xyxyx  

 มี  ..................,...............,........... === CBA   ดังน้ัน 

  
.................................................
.................................................
.................................................42

=
=
=ACB

 

 ดังน้ัน จากทฤษฎีบทที่ 2  .......................................................................................... 
.............................................................................................................................................. 

2.  จาก   04652 22 =++ yxyxyx  
 มี  ..................,...............,........... === CBA   ดังน้ัน 

  
.................................................
.................................................
.................................................42

=
=
=ACB

 

 ดังน้ัน จากทฤษฎีบทที่ 2  .......................................................................................... 
.............................................................................................................................................. 

3.  จาก   032 =++yxxy  
 มี  ..................,...............,........... === CBA   ดังน้ัน 

  
.................................................
.................................................
.................................................42

=
=
=ACB

 

 ดังน้ัน จากทฤษฎีบทที่ 2  .......................................................................................... 
.............................................................................................................................................. 
4.  จาก   07842 22 =++ yxyx  
 มี  ..................,...............,........... === CBA   ดังน้ัน 

  
.................................................
.................................................
.................................................42

=
=
=ACB

 

 ดังน้ัน จากทฤษฎีบทที่ 2  .......................................................................................... 
.................................................................................................................. 
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