
การเปรียบเทยีบผลลัพธทีไ่ดจากการใชพลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุด 
โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของตัวแปรควบคุมในระบบพลศาสตร 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ปริญญานิพนธ 
ของ 

โรมรัน  ลาดเหลา 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
เสนอตอบัณฑิตวทิยาลยั มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ เพ่ือเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 

ตามหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑติ สาขาวชิาวศิวกรรมเครื่องกล 
พฤษภาคม  2551 

 



 

การเปรียบเทยีบผลลัพธทีไ่ดจากการใชพลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุด 
โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของตัวแปรควบคุมในระบบพลศาสตร 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ปริญญานิพนธ 
ของ 

โรมรัน  ลาดเหลา 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
เสนอตอบัณฑิตวทิยาลยั มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ เพ่ือเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 

ตามหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑติ สาขาวชิาวศิวกรรมเครื่องกล 
พฤษภาคม  2551 

ลิขสิทธิ์เปนของมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 



 

การเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการใชพลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุด 
โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของตัวแปรควบคมุในระบบพลศาสตร 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

บทคัดยอ 
ของ 

โรมรัน  ลาดเหลา 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

เสนอตอบัณฑิตวทิยาลยั มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ เพ่ือเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 

ตามหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล 
พฤษภาคม  2551 

 



 

โรมรัน  ลาดเหลา.  (2551).  การเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการใชพลังงานนอย 
 ที่สุดกับการใชความนิม่นวลที่สุด โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจดุสิ้นสุดของตัว 

 แปรควบคุมในระบบพลศาสตร. ปริญญานิพนธ วศ.ม.(วิศวกรรมเครื่องกล).  
กรุงเทพฯ: บัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ.  คณะกรรมการ
ควบคมุ: พันโท ผูชวยศาสตราจารย ดร.ทวิวชัร  วีระแกลว,  พันโท ผูชวย
ศาสตราจารย ดร.อโณทัย  สุขแสงพนมรุง 

  
 ปริญญานิพนธนี้มีวตัถุประสงคที่มุงเนนวิจัย เพื่อศึกษาปญหาในการหาคา
ความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรในรูปแบบของการใชพลังงานนอยที่สุดและ
ความตองการความนิ่มนวลของระบบตลอดการทํางานโดยกําหนดจุดเริ่มตนและจดุ
สุดทายของตัวแปรควบคุม  ซึ่งปกตแิลวในการกําหนดฟงกชั่นของคาความเหมาะสม
สูงสุดของระบบพลศาสตรนั้น  นิยมใช พลังงาน  เวลา  ความเร็ว และระยะขจัด  แต
ในบทความวิชาการหรืองานวิจัยนี้จะเนนเฉพาะ 
ในการแกปญหาการใชความนิ่มนวลที่สุดที่เปนสมการเชิงเสนของการใชพลังงานนอย
ที่สุดของระบบ เนื่องจากความนิ่มนวล  มีความจําเปนตอการทํางานของระบบ
พลศาสตรหลายระบบดวยกัน  อาทเิชน  ความนิ่มนวลของการขับข่ีรถยนต  ความ
นิ่มนวลในการทํางานของหุนยนต แขนกล  ซึ่งเปนเครื่องมอือุปกรณทีท่ําจากวัสดุ
เปราะบาง แตกหักเสียรูปรางไดงาย  รวมทั้งการนําไปใชในกระบวนการผลิตชิ้นงาน
ที่เปราะบาง  ดังนั้น ผูวิจัย  จึงมีความสนใจศึกษาในปญหาความนิ่มนวลของระบบ
พลศาสตร โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสุดทายของตัวแปรควบคุม  และตองการ
ศึกษาผลลัพธที่ได  เพื่อนําไปเปรียบเทียบกับการใชพลังงานนอยที่สุด   จากการวิจัย
พอสรุปไดวา  เมื่อนําผลรวมการใชพลังงานทั้งหมดมาเปรียบเทียบ จะไดคําตอบของ
ปญหาความนิ่มนวลที่ไดมีคาแตกตางกันกับการใชพลังงานนอยที่สุด ซึ่งเปนเพราะคา
เงื่อนไขขอบเขต จากผลลัพธที่ไดจากการทดลอง สามารถนาํไปแกปญหาสมการเชิง
เสนเพื่อปรบัใชการแกปญหาในระบบงานไดอยางเหมาะสม ซึ่งไดทั้งความนิ่มนวล
และชวยใหเกิดการประหยัดพลังงานในการทํางาน 

 
 
 
 



 

A COMPARISON OF USING MINIMUM ENERGY AND MINIMUM JERK 
BY GIVING BOTH END OF CONTROL INPUT IN DYNAMIC SYSTEMS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

AN ABSTRACT 
BY 

ROMRUN  LADLOU 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Presented in Partial Fulfillment of the Requirements for the 
Master of Engineering Degree in Mechanical Engineering 

at Srinakharinwirot University 
May  2008 



 

 

Romrun  Ladlou.  (2008).  A Comparison of Using Minimum Energy and  
 Minimum Jerk by Giving Both End of Control Input in Dynamic  
 Systems. M.Eng. (Mechanical Engineering).  Bangkok: Graduate  

School, Srinakharinwirot University.  Advisor Committee : Lt. Col. 
Assist. Prof. Dr. Tawiwat  Veeraklaew, Lt. Col. Assist. Prof. Dr. Anotai  
Suksangpranomrung. 

  

 This paper deals with the problem of finding the external solutions of 
the dynamic systems in term of minimum energy and minimum jerk with given 
both end of control input. In general, energy, time, velocity and displacement 
are used as an objective function; however, this paper is emphasizing the 
minimum jerk of linear equation problem. Moreover, this objective is needed in 
many dynamic systems such as automobile and robot that work with the 
fragile equipments.  Not only the minimum jerk with given both end of control 
input in dynamic systems is become an objective of this work, but also the 
results are used to compare with the minimum energy problem.  After 
comparison, the conclusion is that both results from the minimum jerk and 
minimum energy are quite different when the total energy consumptions are 
compared because of boundary condition.  The result from experimentation 
can solve the extremum linear equation problem and save the energy of work. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 

ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
   ในปจจุบันการสรางและการออกแบบเครื่องจักร เครื่องกลชั้นสูง ตองมีความเหมาะสม
ในการใชพลังงาน  หรือการเคลื่อนที่ใหมีความนิ่มนวลมากที่สุด  ดังน้ัน  จึงมีการวางแผน และ
ออกแบบเกี่ยวกับ  วิถีการเคลื่อนที่ของเครื่องจักร  เครื่องยนต  หลักการออกแบบมีหลายวธิ ี ที่ 
เรายังไมไดนํามาประยุกตใชใหเกิดประโยชนสูงสุด เชน การใชพลังงานนอยที่สุด และใหมีความ 
น่ิมนวลมากทีสุ่ด  ซ่ึงหุนยนตจําเปนตองเคลื่อนทีต่ามคาํสั่งอยางนิ่มนวล   เพ่ือหลกีเลีย่งความ
เสียหายอันจะเกิดกับชิ้นสวนและชิน้งาน ในชวงระยะเวลาเทากันการทํางานของหุนยนตแขนกลนั้น  
ตองการ  การใชพลังงานนอยที่สุด  พรอมทั้งใหมีความนิ่มนวลมากทีสุ่ด  ประกอบกับงานวิจัยของ 
ปเสฏฐา  สารลักษณ (2548) ไดศึกษาปญหา เร่ือง การเปรยีบเทยีบผลลัพธที่ไดจากการใชพลงังาน 
นอยที่สดุกบัการใชความนิ่มนวลที่สุดในระบบพลศาสตร  ซ่ึงไดผล  ดัง ภาพประกอบ 1 
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ภาพประกอบ 1  เปรียบเทยีบ  )(1 tu  ที่ไดจากทั้งสองปญหา 
 
 
 จากการศึกษาของ ปเสฏฐา  สารลักษณ (2548)  ไดขอสรุปวา  คําตอบที่ไดจากการ
พิจารณาหาคาความนิ่มนวลสูงสุดนั้น  มีความใกลเคียงกับการใชพลังงานนอยที่สุด  เปนฟงกชั่น
ของคา ความเหมาะสมสูงสุด  ซ่ึงจะเปนผลดีในการวิเคราะหทางตัวเลข ในเรื่องของการที่สามารถ
กําหนดคาเริ่มตน และสุดทายใหกับแรงที่จะมาทํากับระบบการเคลื่อนที่ไดในอนาคต น่ันคือ  
ผลลัพธของการศึกษาไมสามารถนําไปใชกับงานจริงไดเน่ืองจากการกําหนด หรือเพ่ิมแรงที่มีคาสูง
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เขาไปในระบบการเคลื่อนที่อยางทันทีทันใด ณ จุดเริ่มตน จะมีผลทําใหเกิดการกระชากไมน่ิมนวล
สงผลใหชิ้นงาน เครื่องจักร  เครื่องยนต  หุนยนตไดรับความเสียหาย  รวมถึงผูปฏิบัติงาน มี
ความเสี่ยงจากอันตราย  ดังน้ัน ผูวิจัยจึงมีแนวคิดในการแกปญหาดังกลาวโดยกําหนดจุดเริ่มตน
และจุดสุดทายของคา  Control Input  มีคาเงื่อนไขที่เปนขอบเขตสองตําแหนง  (Two-Point 
Boundary Value Conditions) เง่ือนไขของคาเริ่มตน (Initial Conditions) เง่ือนไขที่เปน
ขอบเขต (Boundary Conditions) ที่สําคญัการเคลื่อนที่ของหุนยนต ใหมีความนิ่มนวลมากที่สุด
และการเคลื่อนที่ไดอยางเหมาะสมที่สุด  ดีที่สุด หรือไมขึน้อยูกับการใชพลังงานของหุนยนตน่ันเอง  
โดยทั่วไปรูปแบบปญหาของระบบการเคลื่อนที่ในระบบพลศาสตร  จะตองประกอบไปดวยหลาย
สวน เชน  สมการ การเคลื่อนที่  เง่ือนไขของคาเริ่มตน (Initial Conditions) เง่ือนไขที่เปน
ขอบเขต  (Boundary Conditions)  หรือเง่ือนไขที่เปนขอบเขตสองตําแหนง (Two-Point 
Boundary Value Conditions) ในการแกปญหาตองพิจารณาเงื่อนไขที่เปนขอบเขตสองตําแหนง
เสียกอน แตละกรณี  มีวิธีการแกปญหามากมายขึ้นอยูกับวตัถุประสงคของการนําไปประยุกต 
ใชงาน ตัวอยางที่เห็นไดชัด คือ หุนยนตที่สรางขึ้นมา เพ่ือทํางานที่ใชพลังงานต่ําสุดจะออกแบบ 
ใหมีคา  Actuator Inputs  ต่ําสุด  ซ่ึงเปนหลักพื้นฐานของระบบพลศาสตร  วัตถปุระสงคของ
งานวิจัยน้ี  เปนการศึกษาคนควาเกี่ยวกบัการใชพลังงานนอยที่สุดและใหมีความนิ่มนวลมากทีสุ่ด 
และนําผลลัพธมาเปรียบเทยีบ โดยวิธีการหาคาความเหมาะสมสูงสุด (Optimization Method) และ
ใชเง่ือนไขที่เปนขอบเขต (Boundary Conditions) ซ่ึงเปนทางเลือกใหมสามารถนํามาใชแกปญหา
ระบบงานได  เน่ืองจากเรารูวาคาพลังงานต่ําสุดเปนฟงกชันของความเรง  ดังน้ัน  ผูวิจัยจึงมี
ความเห็นวา ปจจัยที่สําคัญตอผลลัพธที่ไดคือคาความเหมาะสมสูงสุดของความนิ่มนวลสัมพันธกับ
การใชพลังงานนอยที่สุด  
 

วัตถุประสงคของการวิจัย 
 1.  เพ่ือนําเอาเทคนิควิธีแกปญหาความนิม่นวลที่สุดของระบบพลศาสตรมาประยกุตใช 
ในการออกแบบเครื่องจักร เครื่องยนต และหุนยนต 
 2.  เพ่ือพิสูจนถึงทฤษฎีหลกัการแกปญหาทางดานการควบคุมที่ไดความนิ่มนวลทีสุ่ด 
ของระบบพลศาสตร (Dynamic Optimization)  
 3.  เพ่ือนําเสนอถึงการเปรียบเทียบขอดีและขอเสียของการหาคําตอบของการใช 
พลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุด  โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของคา 
ตัวแปรควบคมุ ในระบบพลศาสตร 
 

ขอบเขตของการวิจัย 
 1.  การศึกษาวิจัยครั้งนี ้ จะนําเอาปญหาการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบ
พลศาสตร  ในการใชความนิ่มนวลที่สุดและการใชพลังงานนอยที่สุด  โดยกําหนดจุดเริ่มตน และ 
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จุดสิ้นสุดของคาตัวแปรควบคุมในระบบพลศาสตร  จากนั้นนําความเหมาะสมสูงสุด ในหลักการ 
การใชพลังงานต่ําสุด มาเปรียบเทียบกับหลักการใชความนิ่มนวลที่สุด  ในระบบพลศาสตรที่เปน 
เชิงเสน (Linear Systems) โดยทําการแกปญหาโดยวิธีตรง (Direct Methods) 
 2.  ใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณหาคําตอบโดยใชระเบียบวธิีทางตวัเลข 
ในการแกสมการเชิงเสนของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy Problems) 
และปญหาของความนิ่มนวลสูงสุด (Minimum Jerk Problems) 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 
 1.  ศึกษาขอมูลเกี่ยวกบัหลักการ ทฤษฎี และงานวิจัยที่เกี่ยวของกับระบบทาง
พลศาสตร  ประกอบดวย 
  1.1  หลักการวิเคราะหสมการการเคลื่อนที่  
  1.2  หลักการวิธีการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุมระบบ
พลศาสตร  
  1.3  แนวความคิดทางคณิตศาสตร  
 2.  ศึกษาปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy Problems) และปญหา
ของความนิ่มนวลสูงสุด (Minimum Jerk Problems) 
 3.  สรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร คอื  สมการการเคลื่อนที่ของระบบพลศาสตร 
ที่เปนสมการเชิงเสนและการกําหนดเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา โดยการกําหนดสภาวะ
เริ่มตนและสภาวะสุดทายของตัวแปรควบคุม (Control Input) และสรางคอสฟงกชันนอล (Cost 
Functional)  
 4.  ใชโปรแกรมแม็ทแลป (Matlab) เพ่ือหาคาความเหมาะสมสูงสุดในการใชพลังงาน
นอยที่สุด (Minimum Energy Problems) และปญหาของความนิ่มนวลสูงสุด (Minimum Jerk 
Problems) โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของคาตัวแปรควบคมุในระบบทางพลศาสตร 
จากแบบจําลองทางคณิตศาสตร 
 5.  นําผลลัพธจากการแกปญหามาเปรียบเทียบการใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum 
Energy Problems) และปญหาของความนิ่มนวลสูงสุด (Minimum Jerk Problems) 
 6.  สรุปและจัดทํารายงาน (Summary) โดยทําการวิเคราะหขอมูลที่ไดรวมทั้งสรุปผล
การเปรียบเทยีบผลลัพธของการแกปญหา และจัดทํารายงาน 
 

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 
 1.  สามารถนําหลักการแกปญหาทางดานการควบคุมที่ไดความนิ่มนวลทีสุ่ดของระบบ
พลศาสตร (Dynamic Optimization)  มาประยุกตใชในการออกแบบเครื่องจักร  เครื่องยนต และ
หุนยนต 
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 2.  สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรมาใชประโยชน ในการคํานวณหาคําตอบ โดย
ระเบียบวธิีเชงิตัวเลขของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุดและนําไป
แกปญหาที่มีลักษณะใกลเคียงกันได 
 3.  สามารถนําเสนอถึงหลักการการใชพลงังานที่นอยที่สุด (Minimum Energy)  
เปรียบเทียบกบัการใชการใชความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk) ที่เปนเชิงเสนโดยใชขอมูล 
ที่เปนตวัแปรอยางเดียวกันดวยวธิีโดยตรง (Direct Methods) 
 4.  สามารถนําขอดี และขอเสียของการหาคําตอบของการใชพลังงานนอยที่สุดกับการ
ใชความนิ่มนวลทีสุ่ด  โดยกําหนดจุดเริ่มตน และจุดสิน้สุดของตัวแปรควบคุม ในระบบพลศาสตร 
มาแกปญหางานได 
 5.  สามารถนําไปใชเปนแนวทางในการพัฒนา เพ่ือแกปญหากับงานจริง หรือนําไป
ประยุกตใชแกปญหาที่มีลกัษณะใกลเคยีงกันไดตอไป               

 

 
 

 
 
 
 
 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

 
 การศึกษาวิจัยน้ี ผูวิจัยไดศกึษาคนควาขอมูลเกี่ยวกับทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ
จากบทความทางวิชาการ ตํารา ซ่ึงเปนการนําเสนอขอมูลที่เกี่ยวของกับการวิจัยที่สงผลใหการ
ทําวิจัยบรรลตุามวตัถุประสงคที่ตั้งไวและไดเรียงลําดบัเนื้อหาตามหัวขอตางๆ ดังตอไปน้ี 
 1.  ทฤษฎีที่เกี่ยวของ 
 2.  งานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

ทฤษฎีที่เก่ียวของ 
 1.   ออปติไมซเซชัน (Optimization)  
  ออปติไมซเซชัน  เปนระเบยีบวธิีทางตวัเลข   ที่นํามาใชในการหาคาที่เหมาะสม 
ที่เปนคาทีต่่ําสุด  หรือคาสูงสุด  เพ่ือทําใหการใชประโยชน และความปลอดภัย รวมทั้งมีความ
คุมคาที่สุด  ทั้งดานการลงทุนและดานพลงังาน  ซ่ึงสามารถนําไปประยุกตใชงานไดกับทุก
สาขาวิชา   เพ่ือคนหาคําตอบของปญหา  จําเปนตองนําลักษณะของปญหามาจัดใหอยูในรูปของ
แบบจําลองทางคณิตศาสตร เสียกอน ในเทอมทางคณิตศาสตรที่สําคัญ  มีองคประกอบโครงสราง
ของปญหา (Elements of Problem Formulation) สามเทอม คือ ดีไซนวาริเอเบลิ (Design 
Variables)  ดีไซนพารามิเตอร  (Design Parameters)  และดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  
ซ่ึงมีรายละเอียด  ดังน้ี 
  1.1  ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)  
   คือตัวแปรที่แสดงถึงรายละเอียดของการออกแบบเปนตัวแปรที่ไมทราบคา 
ที่จะตองหาคาํตอบ เชน ปญหาการหาขนาดที่เหมาะสม ดีไซนวาริเอเบิล คอื ความยาว และ 
ความสูง ในการแกปญหา  ผูออกแบบจําเปนตองใชความรูความชํานาญ และประสบการณ มา
เปนองคประกอบการพิจารณาตัดสินใจกําหนด หรือเลอืกวา  สิ่งไหน คือ  ดีไซนวาริเอเบลิ น้ัน  
มีหลักการพื้นฐานคือ จะตองเปน ลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear Independent) กําหนดขึ้นมา 
จากการใชความสัมพันธทางเลขคณติศาสตรไมได  เชน  การออกแบบหนาตัดของสี่เหลี่ยมผืนผา 
ที่เหมาะสม  เราจะไมสามารถกําหนด ดีไซนวาริเอเบลิ  เปนความยาว  ความกวาง และพ้ืนที่ได 
เพราะถาหากเรากําหนดความยาวและความกวางเปนดีไซนวาริเอเบลิ  ตัวแปรที่สามคือพ้ืนที่จะ
เกิดขึ้นมาเองโดยอัตโนมัติ  เพ่ือใหการออกแบบ มีความสมบูรณ ดีไซนวาริเอเบลิ  มีไดหลายตัว 
และกลุมดีไซนวาริเอเบลิ เหลานี้ จะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร (Design Vecto r : Matrix) และ
ใชอักษร  n แทนจํานวนใดๆ ของดีไซน วาริเอเบลิ  และในเทอมทางคณิตศาสตรน้ันจะใชอักษร 
x และมีตัวเลขหอยเพ่ือระบุลําดับทีข่องตัวแปรของการออกแบบนั้นๆ การเขียนสัญลักษณของ
ดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะดังน้ี คือ [ ]X , X  หรือ x , [ ]Tnxxx ,...,, 21  และ nixi ,...,2,1, =  
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  1.2  ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)  
   คือ คาคงที่ ที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบ  แมวาจะมีการ
ออกแบบในลกัษณะที่แตกตางกัน  เชน ภาระที่กระทํา  คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรง  
เปนตน  ดีไซนพารามิเตอร มีไดหลายตัวเชนเดียวกบัดีไซนวาริเอเบลิ (Design Variables) และ
เปน เวกเตอร (Vector : Matrix) เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณไดคลายๆ กัน  ดังน้ี คือ [ ]P , 
P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  

 

  1.3  ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  
   คือ ขอมูลที่สาํคัญเกี่ยวกบัการออกแบบ เพ่ือประเมินคา และเปนตวัพิสูจน
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาการออกแบบ  โดยจะใช ดีไซนวาริเอเบลิ  (Design 
Variables) และดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters) ซ่ึง ดีไซนฟงกชันน้ี  สามารถแสดง
ออกมาในรูปแบบของ ดีไซนออปเจคทิฟว และ/หรือเง่ือนไขบังคับ (Design Objectives and/or 
Constraints) ซ่ึงเปนปจจัยที่ทําใหเกิดการคนหาการออกแบบมีเหมาะสมและเปนไปตามเง่ือนไข
บังคับดวยจึงจะถือวา เปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได (Feasible)  เชน  ตองการ
ออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุด โดยที่ความเคนในวัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึง
คราก (Yield Strength) น่ันคือ ตองการออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุดเปนออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective Function)  สวนความเคนในวัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงสูงสุด เปน
คอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint Functions) ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปน้ี 
   1.3.1  ออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective Function)  
    เปนดีไซนฟงกชัน (Design Function) แบบฟงกชันเด่ียว รูปแบบของการ
นําไปใชคือการหาปริมาณที่นอยที่สุดหรือปริมาณที่มากที่สุด ซ่ึงเปนปริมาณสเกลาร ในเทอม
ทางคณิตศาสตรน้ันจะเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังน้ี  คือ ( )Xƒ  และ ( )qxxx ,...,, 21ƒ  
   1.3. 2  คอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint Functions)  
    เปนดีไซนฟงกชัน ที่มีไดมากกวาหนึ่งฟงกชัน (เปนไดทั้งสมการและ
อสมการ) ดังน้ัน จึงเปนเวกเตอร (Vector : Matrix) และใชเครื่องหมายในการเปรียบเทียบสาม 
ตัวคือ ≥≤   ,  และ = ซ่ึงเง่ือนไขบังคับน้ีแบงเปนสามรูปแบบคือ อันคอนสเทรนท (Unconstraint),  
อีควอลิตคีอนสเทรนท (Equality Constraints) และอินอีควอลิตคีอนสเทรนท (Inequality 
Constraint)  ซ่ึงมีรายละเอียด  ดังตอไปนี้ 
    1.3.2.1  อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraints)  
     เปนเง่ือนไขทีบ่ังคับใหการออกแบบตองเปนไปตามเงือ่นไข  อยาง
เครงครัด  โดยจะตองไมขาดและไมเกินจากเงื่อนไขรูปแบบเปนสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใช
อักษร g เง่ือนไขบังคับน้ี สามารถมีไดหลายตัวแปรและเปนเวกเตอร สัญลักษณสามารถเขียนได
หลายแบบ ดังน้ี คือ  [ ]G , [ ]lggg ,...,, 21  และ mlgl ,...,2,1, =  จํานวนดีไซนวาริเอเบลิ 
(Design Variables) n จะตองมีขนาดที่มากกวาจํานวน m การออปตไิมซเซชัน (Optimization) 
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อีควอลิตคีอนสเทรนท (Equality Constraints) จะตองสอดคลองกับออปเจคทิฟวฟงกชัน 
(Objective Function) และมีเครื่องหมายเทากับ โดยฝงขวามือของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย  
ดังตัวอยางนี้ ( ) ( ) 0500:1 =−ƒ XXg  เปนตน 
    1.3.2.2   อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
      เปนเง่ือนไขบังคับที่มีความยืดหยุนในการออกแบบ ลักษณะการ
บังคับเปนชวงใหเปรียบเทยีบมีรูปแบบเปนอสมการ  สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร c เง่ือนไข
บังคับน้ีสามารถมีไดหลายตัวและจะเปนเวกเตอร สัญลักษณเขียนไดหลายแบบ ดังน้ี คือ 

][C , ],...,,[ 21 mccc  และ mlcl ,...,2,1, =  เครื่องหมายที่เขามาเกี่ยวของ คือเครื่องหมาย
มากกวาหรือเทากับ และนอยกวาหรือเทากับ  แตในงานดานวิศวกรรมจะนิยมใชแบบนอยกวา
หรือเทากับ  โดยฝงขวามือของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ ( ) ( ) 01:1 ≤−ƒ XXc  
เปนตน 
    1.3.2.3  ไซดคอนสเทรนท (Side Constraints)  
     เปนเง่ือนไขบงัคับที่นํามาใชเพ่ือกําหนดตัวเลขชวงใหกับดีไซนวาร ิ
เอเบิล (Design Variables) และการกําหนดเปนแบบขดีจํากัดบน และขีดจํากัดลาง 
    1.3.2.4  ดีไซนสเปส (Design Space)  
     ก็คือ ปริภูมิที่จะถูกใชเพ่ือการออกแบบทีเ่หมาะสม เปนปริภูมิ 
ที่เกิดขึ้นจากหลักการของ Euclidean or Cartesian n-dimensional Space ที่มีมิตใิดๆ ซ่ึง
เกิดขึ้นจากกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) แตจะมีความซับซอนมากกวาระบบปริภูมิ
อางอิงทั่วไปที่เปนสามมิติตามที่เราคุนเคยกัน เชน มี ดีไซนวาริเอเบิล 10 ตัว ก็จะมีมิติของ
ปริภูมิเปน 10 มิติ เปนการยากมากที่จะอธิบายโดยการวาดภาพหรือเขียนกราฟออกมา ดวย
เหตุน้ี จึงใช ไซดคอนสเทรนท (Side Constraints) มาเปนตวัจํากัดขอบเขตของปริภูมิ  ซ่ึงหาก
ผลเฉลยอยูในชวงขอบเขตนี้ก็ถือวายอมรับได   
  1.4  ฟอรมมาตรฐานออปติไมซเซชนั (The Standard Format Optimization)  
   องคประกอบทั่วไปของแบบจําลองทางคณิตศาสตร ของการใชเทคนิค 
ออปติไมซเซชัน (Optimization) มีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดหลายๆ แบบ  ดังน้ี 
 
 หาคานอยที่สุดของ  
  
    ( )nxxx ,...,, 21ƒ                                                       (2.1)     
 
 
 
 



 8

 โดยสอดคลองกับเง่ือนไข:  
 
    ( ) 0,...,, 211 =nxxxg  
    ( ) 0,...,, 212 =nxxxg                                        
    ( ) 0,...,, 21 =nl xxxg           (2.2) 
                  
    ( ) 0,...,, 211 ≤nxxxc  
      ( ) 0,...,, 212 ≤nxxxc                                 
    ( ) 0,...,, 21 ≤nl xxxc            (2.3) 
 
    njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤                                        (2.4) 

 
 หรือเขียนสั้นๆ ไดดังน้ี หาคานอยที่สุดของ 
  
    ( )nxxx ,...,, 21ƒ                                 (2.5) 
  
 โดยสอดคลองกับเง่ือนไข:  
    
    ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==         (2.6) 
       
         ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤                              (2.7) 
 
     njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤                                     (2.8) 

 
 หรือเขียนในลกัษณะที่เปนเวกเตอรดังน้ี หาคานอยที่สุดของ    
    

                  ( ) [ ]nXX  ,ƒ                                               (2.9) 
 
 โดยสอดคลองกับเง่ือนไข: 
 
    ( )[ ] 0=lXg                                      (2.10) 
 
    ( )[ ] 0≤lXc                                                (2.11) 
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         uplow XXX ≤≤                                     (2.12) 
 
  ปญหาของการออปติไมซเซชัน (Optimization) ที่อยูในรูปแบบเทอมทาง
คณิตศาสตร มีฟอรมมาตรฐานที่เปนภาษาสากลนั้นสามารถเรียกไดดังนี้คือ  หาคานอยที่สุดของ
ออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective Function)  โดยจะตองสอดคลองกับเง่ือนไข (Subject to) 
บังคับเชิงเทากับ (Equality Constraints) จํานวน l  เง่ือนไข และตองสอดคลองกับ  อินอีควอลิตี 
คอนสเทรนท (Inequality Constraints) จํานวน i เง่ือนไข ทั้งน้ี ดีไซนวาริเอเบลิ (Design 
Variables) ทั้งหมดจํานวน n ตัวแปร ตองอยูในชวงขอบเขตลางและขอบเขตบนของ ไซดคอน 
สเทรนท (Side Constraints) เทานั้น 
  1.5  ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวศิวกรรม  
   ปญหาทางวิศวกรรมที่นําเอาออปติไมซเซชัน (Optimization) ประยกุตใชงาน 
และ ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) ไมขึ้นกับเวลาจะเรียกกันวา  สแตติกออปติไมซเซชนั 
(Static Optimization) สวนปญหาที่ขึ้นกบัเวลาจะเรียกวา  ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
Optimization) ดังที่ไดกลาวมาแลววา  เปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of Optimization) 
คือ  การคนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) ที่มีออปเจคทิฟวฟงกชนั 
(Objective Function) เปนคานอยที่สุดหรือมากที่สุด (Minimum or maximum) ซ่ึงมีอยูสอง
ลักษณะคือ  โกลบอล (Global) และโลคอล (Local)  
  กรณีนอยที่สุด (Minimum) กลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 
( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลมีนิมัม (Global Minimum) ไดถา 

    
    ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111                (2.13) 
 
 เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n

T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกบั [ ]n
T xxxx  ...  21=  แลวทําให

เกิดคาของฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  มีคานอยที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวา   
โลคอลมีนนิมัม (Local Minimum)  
  กรณีมากที่สุด (Maximum) กลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําให
ฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลเม็กซิมัม (Global maximum) ได ถา 
    
    ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111           (2.14) 
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 เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกบั [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวก็ยัง
ทําใหคาของฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 
( )nxx ,...,1ƒ  มีคามากที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood)  แลวจะเรยีกวา โลคอล

เม็กซิมัม (Local Maximum)  
  1.6  สแตติกออปติไมซเซชัน (Static Optimization)  
   เปนปญหาพื้นฐานทางวศิวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบลิ (Design Variables) ไม
ขึ้นกับเวลา ซ่ึงไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) เพราะตองอาศัยหลักการ
แกปญหาของสแตติกออปตไิมซเซชัน (Static Optimization) เชนกัน ดังน้ันจึงควรทําการศึกษา
หลักการและเทคนิคการคนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) 
และการตรวจสอบคาของตวัแปรที่หาไดวา เปนคานอยที่สุดหรือมากที่สุด ดังน้ี 
   กรณีอันคอนสเทรนท (Unconstraint)  กลุมดีไซนวาริเอเบลิ (Design 
Variables) ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มีคานอยที่สุดหรือมากที่สุดเรียกวา เอ็กทรีมัม 
(Extremum) ถากําหนดให nxx ,...,1  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ ( )nxx ,...,1ƒ  แลวทําการ 
พิจารณาโดยการเพิ่มคา ih ใหกับ nixi ,...,1, =  แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) ก็จะได 
 

  
( ) ( ) ( )

( ) termsorderhigherxx

xxxxhxhx

n

nnnn

 ,...,                                

,...,,...,,...,

1
2

1111

−+ƒ+

ƒ+ƒ=++ƒ

δ

δ
  (2.15) 

 
 เม่ือ 

  ( ) ( )
i

n

i i

n
n h

x
xxxx ∑

= ∂
∂ƒ

=ƒ
1

1
1

,...,,...,δ  

  ( ) [ ] ( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ƒ

n

nnn

h

h
,...,xxH ... hhxx M

1

111
2  

2
1,...,δ  

  ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂
ƒ∂

=

2

2

2

2

1

2

2

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

1

nnn

n

n

n

xxxxx

xxxxx

xxxxx

,...,xxH

L

MOMM

L

L

  

 
 H เรียกวา เฮสเซียนแมตริกซ (Hessian Matrix) ในการพิจารณากรณีคานอยที่สุด 
(Minimum) ดังน้ัน สมการ (2.15) ก็จะมีการเปลี่ยนแปลงดังน้ี 02 <ƒδ  ทําให nxx ,...,1  มี
เครื่องหมายเปนลบทั้งหมด เปนคามากที่สุด (Maximum)  แตเราสามารถลดความซับซอน 
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ในการพิสูจนได โดยการใช เฮสเซียนแมตริกซ (Hessian Matrix) เพราะเปนการทาํใหสอดคลอง
กับสมการ (2.20) ไดจะมีคาเจาะจง (Eigenvalues) เปนบวกทั้งหมด (Positive Definite 
Matrices) น่ันคือ ถา 
 0>H  ทําใหคาเจาะจง (EigenValues) มีเครื่องหมายเปนบวกทั้งหมด (Positive 
Definite Matrices) ทําให nxx ,...,1  เปนคานอยที่สดุ (Minimum) 
 0<H  ทําใหคาเจาะจง (Eigenvalues) มีเครื่องหมายเปนลบทั้งหมด (Negative 
Definite Matrices) ทําให nxx ,...,1  เปนคามากที่สดุ (Maximum) 
 ถาคาเจาะจง (Eigenvalues) มีคาบวกบางลบบางจะเรยีกวา แซดเดิลพอยด (Saddle 
Point) 
   กรณีอีควอลติีคอนสเทรนท (Equality Constraint) พิจารณาการหาคา 

nxx ,...,1  ที่เปนเอ็กทรมัีม (Extremum) ของ ( )nxx ,...,1ƒ  ซ่ึงจะตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ 
น่ันคือ 
 
    ( ) mlxxg nl ,,1,0,...,1 K==  เม่ือ nm <         (2.16) 
 
 โดยทั่วไปจะหาคาดวยสองวิธีการ คือ  วิธีพารติชัน (Partition Method) กับวธิ ี 
ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier Method)  
 

    
( ) ( )
( ) ( ) 0,...,,...,      

,...,,...,

1
2

1

111

≥+ƒ+ƒ=

ƒ−++ƒ=ƒ∆

Knn

nnn

xxxx

xxhxhx

δδ
    (2.17) 

 
จากสมการ (2.17) เม่ือตัดเทอมที่มีเลขชีก้ําลังสูงทิ้งไปก็จะได 
 

    ( ) ( ) 0,...,,...,
1

1
1 ≥

∂
∂ƒ

=ƒ=ƒ∆ ∑
=

i

n

i i

n
n h

x
xxxxδ       (2.18) 

 
 จากสมการ (2.18) หากทําการตัด ih  ออกไปจะทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary Conditions) เพ่ือใชหาคา nxx ,...,1  ที่ทําใหฟงกชนั ( )nxx ,...,1ƒ  มีคานอยที่สุด 
(Minimum) ในทํานองเดียวกันยังสามารถหาคามากที่สุด (Maximum) ไดเชนกัน ดังน้ันจึงได
สมการที่ใชหาคา nxx ,...,1  ดังน้ี 
 

    ,n,,i
x i

K10 ==
∂
∂ƒ              (2.19) 
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 ดังน้ัน เม่ือใชสมการ (2.19) หาคาของ nxx ,...,1  ไดแลวแตกย็ังบอกไมไดวาคาที่หามา
ไดเปนคานอยที่สุด หรือมากที่สุด (Minimum or maximum) ก็มีวิธทีี่จะบอกไดวาคา nxx ,...,1  ที่
หามาไดน้ันเปนคานอยที่สดุหรือมากที่สุด (Sufficient Conditions) โดยพิจารณาจากการใช
อนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) ดังที่ผานมา ณ เทอมกําลังสอง จะพบวา ƒ∆ จะมีคาเปนบวก
ในกรณีที ่

    [ ] ( ) 0 
2
1 1

11
2 >

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ƒ

n

nn

h

h
,...,xxH ... hh Mδ          (2.20) 

 
 ซ่ึงหมายความวา คา nxx ,...,1 จะสอดคลองกับสมการ (2.20)  ไดจะตองมีคา 
อยางนอยที่สุดเทากับ โลคอลมีนนิมัม (Local Minimum) สวนคา ih ที่เพ่ิมเขาไปนั้น ทําใหเกิด
คาการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน ƒ∆  เปนบวก ดังน้ันจึงบอกไดวา  ถา 02 >ƒδ  ทําให 

nxx ,...,1  มีเครื่องหมายเปนบวกทั้งหมดเปนคานอยที่สุด (Minimum) 
   วิธีพารตชิัน (Partition Method) การออปติไมตเซซนั (Optimization) ที่มี
เง่ือนไขบังคับ (Constraint) จะทําใหตวัแปร nxx ,...,1  ไมเปนอิสระ (Independent) ซ่ึงตัวแปร
ทั้งหมดตองสอดคลองกับอีควอลติีคอนสเทรนท (Equality Constraints) ทั้งหมดจํานวน m  
สมการ ถาตัวแปร ix  ถูกเพิ่มคาดวย ih  จะทาํใหพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน ƒ∆ เปน 
 
    ( ) ( )nnn xxhxhx ,...,,..., 111 ƒ−++ƒ=ƒ∆         (2.21) 
 
ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตดัเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงออกจะไดฟงกชัน คือ 
 

    i

n

i i

h
x∑

= ∂
∂ƒ

=ƒ
1

δ                (2.22) 

 
 โดยที่ ƒδ  เปนคาประมาณของ ƒ∆  เพราะตัดเทอมที่มีเลขชีก้ําลังสูงทิ้งไป ทํานอง
เดียวกันคา ih ที่เพ่ิมใหกับตวัแปร ix  จะตองมีความสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับดวย น่ันคือ  
 
    ( ) mlhxhxg nnl ,,1,0,...,11 K==++  เม่ือ nm <    (2.23) 
 
ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตดัเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงออกจะได 
 

    mlh
x
g

i

n

i i

l ,,1,0
1

K==
∂
∂∑

=

           (2.24) 
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เพ่ือความเหมาะสมของสัญลักษณ ตวัแปร nxx ,...,1  จะแยกออกเปนสองกลุมคือ myy ,...,1 และ 

mnzz −,...,1  ตัวแปรทีเ่พ่ิมคาใหกับกลุมตัวแปร myy ,...,1  สามารถคํานวณหาไดจากการเพิ่มคา
ในเทอมของกลุม mnzz −,...,1  ดังน้ันเราจึงเขียนสมการไดเปน 
 

   ( )

( )

)1()1(

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

)1(

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

0

0
0

2

1

2

1

××−

−×−

−

−

×

×

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

− mmnz

z

z

mnmmn

mmm

mn

mn

my

y

y

mmm

mmm

m

m

mn

m

h

h
h

z
g

z
g

z
g

z
g

z
g

z
g

z
g

z
g

z
g

h

h
h

y
g

y
g
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g
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g
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g
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g

y
g

y
g
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g

MM

L

MOMM

L

L

M

L

MOMM

L

L

   (2.25) 

 
เราเขียนสมการ (2.25) ใหมไดเปน  
 
   0=+ zzyy hJhJ               (2.26) 
 
ดังน้ันเราสามารถหาคา yh ไดเม่ือกําหนดคาใหกับ zh ดังน้ี   
 
   zzy hJJh

y

1−−=              (2.27) 

 
โดยที่ 1−

y
J  คือ เมตริกซผกผัน ดังน้ันสมการ (2.22) สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกซ เปน 

 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂ƒ

∂
∂ƒ

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂ƒ

∂
∂ƒ

−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂ƒ

∂
∂ƒ

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂ƒ

∂
∂ƒ

=ƒ

−

−

−

−

−
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z

z
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zy

m

z

z
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y

y
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h
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 เม่ือ 
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ดังน้ัน จะทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) สําหรับ 0=ƒδ  เปน 
 

 mni
zi

c −==
∂
ƒ∂ ,...,1,0                (2.31) 

 
 
 สมการ (2.31) จะนํามาใชเพ่ือเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันที่มี  อีควอลิตีคอน 
สเทรนท  (Equality Constraint) 
 เม่ือพิจารณาดูการตรวจสอบวาคา nxx ,...,1  ที่หามาไดเปนคานอยที่สุด หรือคา 
มากที่สุด (Sufficient Conditions) จากการใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series)  เม่ือคนพบวา
เอ็กทรีมัม จะหาไดเม่ือ 0=ƒδ  ดังน้ัน การตรวจสอบวาเปนคานอยที่สุดหรือมากที่สุดหาไดจาก 

ƒ=ƒ∆ 2δ  และจากการแบงแยกออกเปนสองกลุม  ทําใหพบวา 
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 อยางไรก็ตาม zzy hJJh

y

1−−=  ดังน้ัน ƒ∆ สามารถเขียนใหมไดเปน 

 

     z
T
z hHh ~

2
12 =ƒ=ƒ∆ δ            (2.33) 

 

 เม่ือ ( ) ( ) zyy
TT

yz
TT

zzyzz JJHJJHJJJJHHH
yyzyzy

1111~ −−−− +−−=  

 
ซ่ึงถาคาของ H~  เปนบวกก็จะทําให nxx ,...,1  เปนคานอยที่สุด แตหากคา H~  เปนลบ จะทําให 

nxx ,...,1  เปนคามากที่สุด 
  วิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier Method) วิธีการนี้  จะทํา
การหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ไดโดยการเปลี่ยนสมการ อีควอลิตี
คอนสเทรนท (Equality Constraint) ใหไปอยูในรูปแบบอันคอนสเทรนท (Unconstraint)  ดวย
การเพิ่มสมการอีควอลิตคีอนสเทรนท (Equality Constraint) เขาไปในฟงกชันด้ังเดิม (Original 
Function) โดยที่คอนสเทรนทอีเควชันนี ้จะตองคูณดวยลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
Multiplier) น่ันคือ mll ,,1, K=λ  ซ่ึงจะเรียกสมการนี้วา  ลากรานซฟงกชัน (Lagrange 
Function) เขยีนไดเปน 
 

    ( ) l

m

l
lmn gxx ∑

=

+ƒ=
1

11 ,,,,, λλλζ KK       (2.34) 

 
 เม่ือ ix  และ lλ  เปนอินดิเพนเดนทวาริเอเบลิ (IndepEndent Variables) ของ  
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ลากรานซฟงกชัน (Lagrange Function) ดังน้ัน จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
Conditions) เปน 

      ni
x
g

x i

l
m

l
l

i

,,1,0
1

K==
∂
∂

+
∂
∂ƒ ∑

=

λ         (2.35) 

 
      mlgl ,,1,0 K==            (2.36) 
 
 โดยที่สมการจํานวน mn +  สมการจะตองถูกแกสมการเพื่อหาเอ็กทรีมัม 

(Extremum)     nxx K,1  และ  mλλ ,...,1 ตามลําดับ 
 
 เม่ือหาเอ็กทรีมัมไดแลวก็มีความจําเปนที่ตองการทราบวา  เอ็กทรมัีมที่หาไดเปนคา 
นอยที่สุด หรือมากที่สุด (Sufficient Conditions) จากที่ไดกลาวมาแลววา 

K+ƒ+ƒ=ƒ∆ 2δδ  หากเราพิจารณาโดยการเพิ่มคาใหกับอีควอลติีคอนสเทรนท (Equality 
Constraint) กจ็ะพบวา 
 

( ) ( ) ( ) KKKK ++=−++=∆ llnlnnlnl ggxxghxhxgxxg 2
1111 ,,,,,, δδ     (2.37) 
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 ทําการรวมเทอม ƒ∆  และ lg∆  เขาดวยกันก็จะได 
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  (2.38) 

 
 
 ดังน้ัน  เม่ือตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงออกจะพบวา 
 

   [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ƒ∆

n

n

h

h
Hhh MK

1

1
ˆ

2
1          (2.39) 

 
 เม่ือ 
  

   ∑
=

+=
m

l
ll HHH

1

ˆ λ             (2.40) 

 
 
 ซ่ึงถาคาของ Ĥ  เปนบวกทําให nxx ,...,1  เปนคานอยที่สุด แตหากคา Ĥ  เปนลบ 
ก็เปนคามากที่สุด 
   กรณีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraint) จะพิจารณาการ
หาคา nxx ,...,1  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ ( )nxx ,...,1ƒ  ซ่ึงจะตองสอดคลองกับเง่ือนไข
บังคับ น่ันก็คอื 
 
   ( ) mlxxc nl ,,1,0,...,1 K=≤           (2.41) 
 
จะสามารถทําการแปลงสมการอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraint) น้ีใหเปน
สมการอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraint) ไดดวยการเตมิแสลกวาริเอเบิล (Slack 
Variables) คือ mlsl ,,1, K=  ดังน้ันจะไดสมการเงื่อนไขใหมเปน 
 
   mlsc ll ,,1,02 K==+            (2.42) 
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ทําใหเราสามารถหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เพ่ือใชเอ็กทรีมัม 
(Extremum) โดยใชวธิีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier Method) ไดคือ 
 

   ( ) ( )∑
=

++ƒ=ƒ
m

l
lllmmn scssxx

1

2
111 ,...,,,...,,,...,~ λλλ      (2.43) 

 
 โดยที่ตัวแปร ix , lλ  และ ls , ni ,,1K= , ml ,,1K=  ลวนแตเปนอินดิเพนเดนท 
วาริเอเบลิทั้งสิ้น ดังน้ัน  จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ดังน้ี 
 

   ni
x
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x

m

l i

l
l
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K==
∂
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+
∂
∂ƒ ∑

=

λ            (2.44) 

 
   mlsc ll ,,1,02 K==+              (2.45) 
 
   mlsll ,,1,0 K==λ                   (2.46) 
 
 สมการจํานวน nn 2+    สมการจะถูกแกเพ่ือหาคา  nxx ,...,1 , mss ,...,1 และ 

mλλ ,...,1  เม่ือได เอ็กทรีมัม แลว  
 การพิสูจนวาคาที่หาไดเปนคานอยที่สุดหรือมากที่สุด (Sufficient Conditions) 
พิจารณาจากสมการ (2.39) แลวทําการปรับปรุงไดเปน  
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 โดยที่  
 

         ∑
=

+=
m

l
ll HHH

1

ˆ λ  

       

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂
ƒ∂

=

2

2

2

2

1

2

2

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

nnn

n

n

xxxxx

xxxxx

xxxxx

H

L

MOMM

L

L

 

       

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=

2

2

2

2

1

2

2

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

n

l

n

l

n

l

n

lll

n

lll

l

x
c

xx
c

xx
c

xx
c

x
c

xx
c

xx
c

xx
c

x
c

H

L

MOMM

L

L

 

 
 ดังน้ัน สามารถเขียนสมการ (2.47) ไดใหมเปน 
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 ซ่ึงถาคาของ Ĥ  เปนบวกและ mll ,,1,0 K=≥λ  ก็จะทําให nxx ,...,1  เปนคา 
นอยที่สุด แตหากคา Ĥ  เปนลบและ mll ,,1,0 K=≤λ   จะทําให nxx ,...,1  เปนคามากที่สุด 
  1.7  ไดนามิกออปติไมซเซชนั (Dynamic Optimization)  
   ปญหาทางวิศวกรรมที่ตวัแปรตางๆ (Variables) ขึ้นกับเวลา  
(Time-Dependent) จะถูกเรยีกวา ไดนามิก (Dynamics) และมักจะใชสมการเชิงอนุพันธ 
(Differential Equations) มาเปนตวัแสดงระบบไดนามกิ (Dynamic Systems) ดังน้ี 
 
     ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=       (2.50) 
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 เม่ือ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบลิ (State Variables) ตัวอยางเชน พิกัด
ทั่วไปหรืออนุพันธเวลา (Generalized Coordinates or Time Derivatives), iu  คือ คอนโทรล
อินพุต (Control Inputs) และ iƒ  คือ นอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear Functions) ของสเตต 
วาริเอเบลิ (State Variables) และคอนโทรลอินพุต (Control Inputs) หากทําการกําหนดคา
ใหกับคอนโทรลอินพุต (Control Inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเง่ือนไขเริ่มตน (Initial Condition) 
เราก็จะสามารถทําการคํานวณวิถี (Trajectory) ของสเตตวาริเอเบลิ (State Variables) ( )txi  
ไดดวยวธิีอนาไลติกคอล หรือวิธีเชิงตัวเลข (Analytical or Numerical) ได ตัวอยางเชนการ
เคลื่อนที่เปนเสนตรงของอนุภาคหนึ่งหนวยมวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให โดย
สามารถเขียนอธิบายไดดวยสมการเชิงอนุพันธ (Differential Equation) เปน ux =&&  เม่ือ x  คือ 
ตําแหนงของอณุภาคและ u  คือ แรงกระทํา จะเห็นไดวา เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง 
(Second-order Differential Equation) แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ
หน่ึง (First-order Differential Equation) ดังสมการ (2.51) ได น่ันคือให 21 xx =&  และ ux =2&    
สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ (2.51) น้ัน โดยปกติแลวจะตองมีการกําหนด
สภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial State) จากนั้นก็ทําการเลือกชวงเวลาใหกับตวัแปรควบคุม 
( ) ( )tutu m,,1 K  เพ่ือใหออปเจคทิฟวฟงกชนั เปนคานอยสุดหรือมากสุด ปญหาไดนามิกสจะ

เรียกวา คอสฟงกชันนอล และเขยีนเปนสมการ  ดังน้ี 
 

 ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK     (2.51) 

 
  เม่ือ 0t  คือ เวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost 
Functional) ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ  ),,,( 1 nxxt KΦ ซ่ึงจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย 
(Final Time)  และสภาวะสดุทาย (Final State) ของระบบ สวนที่สองคือ 

tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนทีข่ึน้อยูกับเวลาที่ผานไปของ สเตตวาริเอเบลิ (State 

Variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control Variables) โดยที่ Φ  และ L  คือ นอนลิเนียร
ฟงกชัน (Nonlinear Functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State Variables) และคอนโทรลวารเิอ
เบิล (Control Variables)  
  การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) น้ันนอกจาก 
จะอาศัยพ้ืนความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static Optimization) แลวยังจะตองใชความรู
และความเขาใจทางดานแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations)  อยางมากอีกดวย 
ระบบไดนามกิส (Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะตามระดับขั้น
ความเสรี (Degree of  Freedom) คือ ระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-Stage Systems) และ
ระบบหลายระดับขั้นความเสรี (Multistage Systems) สวนดานวธิีการหาคําตอบของปญหา 
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ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) น้ันแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน 
คือ วิธีทางตรง (Direct Methods) และวิธโีดยออม (Indirect Methods)  ซ่ึงวิธีทางตรง (Direct 
Methods) จะใหผลคําตอบที่หยาบมากกวา แตก็มีความซับซอนนอยกวาวธิีโดยออม (Indirect 
Methods) 
 2.  แคลคลูัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations)  
  โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-Stage Systems) และระบบหลาย
ระดับขั้นความเสรี (Multistage Systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลสัออฟวาริเอเบลิ  
ก็คอื  ฟงกชันนอล  เขียนเปนสมการไดเปน 
 

    [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &             (2.52) 

 
 ซ่ึงเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous Functions) ( )tx  ใหเปนจํานวนจริง
น่ันคือ ถากําหนด ( )tx หาคาของฟงกชันนอล ไดโดยการใชวิธีอนาไลตกิ หรือวิธีเชิงตัวเลข  
โดยที่ฟงกชันนอล อาจจะขึ้นอยูกับหลายๆ ฟงกชันตอเน่ือง (Continuous Functions) ก็ได 
ดังเชน 
 

   [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121 &K&&KK   (2.53) 

 
 ฟงกชันนอล  สมการ (2.53) เปนการเปลีย่นฟงกชันตอเน่ือง (Continuous 
Functions) หลายๆ ฟงกชันคือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 K  ใหเปนจํานวนจริง น่ันเอง ในการนําเอา
แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล  มาใชน้ันมีเปาหมาย ในการคนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
Conditions) สําหรับเอ็กทรมัีม (Extremum) สําหรับฟงกชันนอล  และการตรวจสอบวา 
เอ็กทรีมัม ที่หาไดเปนคานอยที่สุดหรือมากที่สุด (Sufficient Conditions) ในการนําเอาแคลคูลสั
ออฟวาริเอเบิล มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) จะเกี่ยวของกับ
จุดเริ่มตนและจุดสุดทาย ดังรายละเอียด  ตอไปน้ี 
  2.1  ฟงกชันนอลของฟงกชันเดี่ยว(Functionals of a Single Function)  
   เปนฟงกชันนอล  ของระบบขั้นความเสรเีด่ียว (Single-stage Systems) โดย
มีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะ ดังน้ี คือ 
   2.1.1  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตวั (Fixed End Time 
and End Points)  
    ถาฟงกชัน ( )xxtF &,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสองไดอยาง
ตอเน่ืองโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
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Conditions) ( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกําหนด การคนหาคาของฟงกชัน
เปาประสงค (Desire Function) ( )tx  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum)  ของฟงกชันนอล  

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  น่ันเอง  ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชัน

เปาประสงค (Desire Function) ที่เปนเอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล [ ]xJ   ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคา
ดวย ( )th  เพ่ือใหสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  ดังน้ัน 
( ) ( ) 00 == fthth  ของฟงกชันนอล  J∆  จะปลีย่นแปลงเปน 

 

  [ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=∆
0

,,,, &&&     (2.54) 

 
 เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดเปน 
 

    dth
x
Fh

x
FJ ft

t∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
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∂
∂

=
0

&
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δ         (2.55) 

 
 เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  
ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรด สมการ (2.56) จะไดวา 
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 เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions)  ก็คือ 0=Jδ  ที่ 
( ) ( ) 00 == fthth  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) และกําหนดไว

อีกวา F  จะตองทําอนุพันธไดอยางตอเน่ืองสองครั้ง น่ันก็หมายความวา 
x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂   เปน

ฟงกชันที่ตอเน่ือง และเม่ือ 0=Jδ  จะไดเปน 
 

    0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
             (2.57) 

 
 ซ่ึงสมการ (2.57) เปนสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลย
ของ ( )tx  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  
ซ่ึงทําการหาคําตอบ โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
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   2.1.2  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed 
End Time, Variable End Points)  
    แตกตางกับการกําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัวเพียงแคจุด
สุดทายเทานัน้ ดังน้ัน จึงใชสมการ (2.54 – 2.56) ได เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตัว และ ( ) ( )fthth ,0  สามารถกําหนดได
ตามตองการ ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปนดังน้ี 
 

    0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
             (2.58) 

 

    0
0
=

∂
∂

tx
F
&

               (2.59) 

 

    0=
∂
∂

ftx
F
&

               (2.60) 

 
 ซ่ึงสมการ (2.58 – 2.60) เปนสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซ่ึงจะทําใหผล
เฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ที่หา
คาไดโดยใชความรูทางแคลคูลัส ดวยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
   2.1. 3  เวลาสุดทายและจุดสดุทายแปรผนัได (Variable End Time and 
End Points)  
    กรณีเปนรูปแบบทัว่ไปของปญหาทางวศิวกรรม มีวิธีการหาคาํตอบคลายๆ 
กับกรณี 1. ถา ( )tx  เปนฟงกชนัเปาประสงค (Desire Function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) 
ของฟงกชันนอล  [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังน้ัน ก็จะเห็นการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันนอล J∆  เปน 
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    (2.61) 

 
 เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะได 
การเปลี่ยนแปลง  ดังน้ี 
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 เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  
ดังน้ัน เม่ือทําการอินทิเกรด สมการ (2.62) จะไดวา 
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 เม่ือ ( ) 00 00
txxth tt δδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ &−=  ดังน้ัน  สมการ (2.63) เขียน

ไดเปน 
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 เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 0=Jδ  ที่ ( )th , 

ftxδ , 

0t
xδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จะได 
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 ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํานวณได
จากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 
  2.2  ฟงกชันนอลของ N ฟงกชัน (Functionals of N Functions)  
   เปนฟงกชันนอล ของระบบหลายระดับขัน้ความเสรี (Multistage Systems) 
โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทาย  ดังน้ีคือ 
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   2.2.1  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตวั (Fixed End Times 
and End Points)  
    ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF &K&K ,,,,, 11  สามารถหาอนุพันธอันดับหน่ึงและ
สองไดอยางตอเน่ืองโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต 
(Boundary Conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  จะเปนการกําหนดการหาคาของฟงกชัน
เปาประสงค (Desire Function) ( ) nitxi ,,1, K= ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 

(Functionals) [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  น่ันเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือกําหนดให ( )tx  เปน

ฟงกชันเปาประสงค (Desire Function) ที่เปนเอ็กทรมัีม (Extremum) ของฟงกชันนอล  คือ 
 

  [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK         (2.67) 

 
 ถา  ( ) nitxi ,,1, K=  ถูกเพิ่มคาดวย  ( ) nithi ,,1, K=  และเพื่อใหสอดคลองกับ
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ดังน้ัน ( ) ( ) 00 == fii thth  ฟงกชันนอล J∆   
จะเปลี่ยนแปลงเปน 
 

   
[ ] [ ]

( )
( )

dt
xxxxtF

hxhxhxhxtF

xxJhxhxJJ

ft

t
nn

nnnn

nnn

∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
++++

=

−++=∆

0 ,,,,,,
,,,,,,

      

,,,,

11

1111

111

&K&K

&&K&&K

KK

    (2.68) 

 
 ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตดัเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ก็จะได 
การเปลี่ยนแปลงเปน 
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 เม่ือ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ J∆  เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป 
ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส สมการ (2.69) จะได  
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 เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) คือ 0=Jδ  ที่ 
( ) ( ) 00 == fii thth จะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) และกําหนดใหF
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จะตองหาอนุพันธไดอยางตอเน่ืองสองครั้งน่ันก็หมายความวา 
ii x

F
dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่

ตอเน่ืองและเม่ือ 0=Jδ  ดังน้ี 
 

   ni
x
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dt
d

x
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,,1 ,0 K
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==
∂
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−
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∂            (2.71) 

 
 ซ่ึงสมการ (2.71) เปนสมการของออยเลอร (Euler’ Equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ 
( )txi  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ซ่ึง

สามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส ดวยวธิอีอยเลอร-ควอทชี (Euler-Cauchy) ได 
   2.2.2  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed 
End Time and Variable End Points)  
    แตกตางกับกรณี 1.  เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังน้ัน  จึงใชสมการ  
(2.68 – 2.70) ได เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ไมได
ถูกกําหนดไวตายตวัและ ( ) ( )fii thth ,0  สามารถกําหนดไดตามที่ตองการ  จึงทําใหได เนคเซสเซอรี
คอนดิซัน (Necessary Condition) เปน 
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 ซ่ึงสมการ (2.72 – 2.74) เปนสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ที่จะทําใหผล
เฉลยของ ( )txi  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ซ่ึง
สามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส ดวยวธิอีอยเลอร-ควอทชี ไดเชนกนั 
   2.2. 3  เวลาสุดทายและจุดสดุทายแปรผนัได (Variable End Time and 
End Points)  
    กรณีน้ีเปนรูปแบบทัว่ไปของปญหาทางวศิวกรรม แตก็มีวิธีการหาคําตอบ
คลายๆ กับกรณี 1. ถา ( ) nitxi ,,1 , K=  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire Function) ที่เปน
เอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล ],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )txi  ถูกเพิ่มคาดวย ( )thi  ดังน้ัน 
ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล  J∆  เปน 
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 เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะได 
การเปลี่ยนแปลงเปน 
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 เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  
เม่ือทําการอินทิเกรด สมการ (2.76) ก็จะไดวา 
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 เม่ือ ( ) 00 00
txxth titii δδ &−=  และ ( ) ftitifi txxth

ff
δδ &−=  ดังน้ันสมการ (2.77)  

จะเปน 
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 เม่ือ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 

ftixδ , 
0tixδ , ftδ และ 0tδ  จะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต 

(Boundary Conditions) ทําใหได เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
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 และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) เปน 
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 ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํานวณ
ไดจากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 
  2.3  ฟงกชันนอลมีเงื่อนไขบังคับ (Functionals with Constraints)   
   เปนฟงกชันนอล ที่มีเง่ือนไขบังคับเขามาเกี่ยวของ  ซ่ึงอาจจะเปนไดทั้ง 
อีควอลิตคีอนสเทรนท (Equality Constraints) และอินอีควอลิตคีอนสเทรนท (Inequality 
Constraints) ในที่น้ีจะกลาวถึงเฉพาะวธิีลากรานซมัลตไิพลเออร (Lagrange Multiplier)  
   2.3.1   ฟงกชนัคอนสเทรนท (Function Constraints)  
    การพิจารณาฟงกชันนอล ],,[ 1 nxxJ K  ซ่ึงจะตองเกี่ยวของหรือมี
ความสอดคลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraints) 

mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  และ nm <  เสมอ เม่ือเราใชเทคนิควิธีการแบบ 
ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอลใหมเปน 
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 เม่ือ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier) และ 

∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ ซ่ึงจะเปน F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) 

เพ่ือใชสําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล น่ันเอง โดยจะนําไปใชกบัเวลาและจุด
สุดทายทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว น่ันก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตวั 
(Fixed End Time and End Points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตวัแตจุดสุดทายแปรผันได 
(Fixed End Time, variable End Points) และเวลาสุดทายและจุดสดุทายแปรผันได (Variable 
End Time and End Points) ซ่ึงกระทําไดเพียงแคเปลี่ยนจากF  เปน F ′ก็สามารถทําการหา
เนคเซสเซอรคีอนดิซัน (Necessary Conditions) ซ่ึง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําให
สามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ได 
  2.4  ฟงกชันเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End Point Function Value 
Constraints)  
   เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล ],,[ 1 nxxJ K  ซ่ึงฟงกชัน )( fi tx  จะตอง
สอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย 

การหาผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
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 เม่ือ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multiplier) ทําให
สามารถดัดแปลงสมการ (2.78) ไดเปน 
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 เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 

ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จะไดเนคเซส

เซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
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 โดยที่ 0=ks  จึงไดคําตอบทีเ่ปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเง่ือนไขขอบเขตเปน 
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  2.5   ฟงกชันเงื่อนไขบังคบัทั่วไป (General Constraints)  
   จากหัวขอ (2.3) สามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล  

[ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  ซ่ึงจะสอดคลองกับ

ฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  เม่ือ
mj ,...,1 = โดย nm <  เสมอ และสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End  Point 

Constraints) ( ) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังน้ัน เม่ือใชเทคนิควิธ ี

ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล  ใหมเปน 
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 เม่ือ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier)  หากกรณี
ปญหาเปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End Points) ก็
จะสามารถดัดแปลงสมการ (2.78) ไดเปน 
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λ  ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) 

สําหรับ เอ็กทรีมัม (Extremum) ดังน้ี 
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 โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==  จึงจะทําใหไดคําตอบทีเ่ปนที่
ยอมรับได 
    
  2.6  การตรวจสอบเอ็กทรมีัมวาเปนคานอยที่สุดหรือมากที่สุด (Sufficient 
Conditions for Minimum and Maximum)  
   จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) 
สําหรับใชเอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น  ซ่ึงยังบอกไมไดวา เปนคานอยที่สุด หรือมากที่สุด ใน
การตรวจสอบเพื่อบงชี้วา เอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดนั้น  ซ่ึงจะกลาวเฉพาะการตรวจหาคา
นอยที่สุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากที่สุดก็ใชหลักการเดียวกัน ในการพิจารณาปญหาการ

หาคาสเกลาร ( )tx ที่ทําใหฟงกชันนอล  ( )[ ] ( )dttxxFtxJ ft

t∫= 0

,, &   น้ีมีคานอยสุด เม่ือ 0t  และ ft  

ถูกกําหนดไวตายตวั และ F  สามารถทําอนุพันธอยางตอเน่ืองได อยางนอยสองครั้งเทียบกับ 
xx &,  และ t  ถากําหนดให ( )tx  เปนคาที่ทําใหฟงกชันมีคานอยที่สุด และลองทาํการเพิ่มคา ( )tx  

ดวย ( ) ( ) 00 == fthth  เราจะพบการเปลี่ยนแปลงของคอสฟงกชันนอล  ที่สอดคลองกับการเพิ่มคา 
( )th  เปน [ ] [ ]xJhxJJ −+=∆  แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) กระจายเทอมก็จะได  

 
     termsorderhighJJJ −−++=∆ 2δδ        (2.89) 
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 เม่ือ 
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 ซ่ึงจากในหัวขอที่ผานๆ มา เราพบวา ( )tx  จะเปนคานอยทีสุ่ดก็ตอเม่ือ 

02 >=∆ JJ δ  (คามากที่สุดก็คือ 02 <=∆ JJ δ ) และเราสามารถเขียนใหกระชับไดเปน 
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 เม่ือ 
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 ซ่ึงถาคาของ F~  เปนบวก (Positive definite) ก็จะทําให ( )tx  เปนคานอยที่สดุ แต
หากคา F~  เปนลบ (Negative Definite) กจ็ะทําให ( )tx  เปนคามากที่สุด 
  2.7  การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of Variation with Dynamic Optimization)  
   แคลคลูัสออฟวาริเอเบลิ มีประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดาน
ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) ดังรายละเอียดตอไปน้ี 
  2.8  เวลาสุดทายถูกกําหนดไวตายตวั (Fixed Final Time)  
   เปนระบบที่เขาขายดังน้ี คือ มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.51), 
มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล  ดังสมการ (2.52), เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทายคอื 0t  และ ft  
ถูกกําหนดไวตายตวั (Fixed End Time) และระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  
ตามลําดับ ตวัอยางเชน รถไฟที่วิ่งระหวางเมืองสองเมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานี
ไวตายตวัแลว ซ่ึงออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective Function) อาจจะเปนการสิ้นเปลืองพลังงาน
เชื้อเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซ่ึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน 
(Dynamic Optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไว
ตายตวั สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตัวแตมีเง่ือนไขบังคับ และสุดทาย
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คือคอนโทรลวาริเอเบลิและสเตตวาริเอเบลิ (Control Variables and State Variables) ตอง
สอดคลองกับเง่ือนไขบังคับตลอดเวลา ดังรายละเอียดตอไปน้ี 
  2.9  สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว(Final States are Prescribed)  
   ปญหานี้มีการกําหนดเวลา และจุดสุดทายไวตายตวัแลวทําใหเทอม  
( )nxxt ,,, 1 KΦ ในสมการ (2.51) ไมมีความเกี่ยวของกบัการออปติไมซเซชัน (Optimization) 

ลักษณะของปญหานี้จะคลายกับหัวขอ (2.3) ทําใหเราไดฟงกชันนอล เปน 
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 เม่ือ  
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 เม่ือ ( )tiλ  คือ ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดังน้ัน มีการ
เปลี่ยนแปลงของฟงกชัน  ดังน้ี 
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 แตวา มีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 0

0
== txtx jfj

hh   

ทําใหเราเขียนเทอมตางๆ ของสมการ (2.92) แยกสวนยอยไดเปน 
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 เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jxh และ 

kuh , 0=′Jδ  ถา 0=
∂

′∂
−

∂
′∂

jj x
L

dt
d

x
L

&
 และ 

0=
∂

′∂
−

∂
′∂

kk u
L

dt
d

u
L

&
สําหรับ nj ,,1K=  และ mk ,,1K=  ดวยการแทนสมการ (2.93) กลับเขา

ไปในสมการดังกลาว จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ( )tjλ  
(บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  สามารถหาคา
ไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือสมการ (2.50) จํานวน n  สมการ, สมการโคส
เตต (Costate Equations) คือสมการ (2.94) จํานวน n  สมการและเอดดิชันนอลอีเควชัน 
(Additional Optimality Equations) คือสมการ (2.95) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการ 
เชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First Order Different Equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการ
สามัญ (Ordinary Equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนีมี้ความจําเปนตองมีการ
กําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข  และตองกําหนดสภาวะที่
เวลา 0t  และ ft  ดวย ซ่ึงสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations) ที่มีการระบุเง่ือนไขขอบเขต 
(Boundary Conditions) ที่เวลาตางกันสองเวลาเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด 

(TPBVP: Two Point Boundary Value Problems) และในสวน ∑
=

ƒ+=
n

i
iiLH

1

λ  เรียกวา  

ฮามิลตันเนียนของระบบ (Hamiltonian of  System)  
  2.10  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงือ่นไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface)  
   ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 01 ,,, =ns xxt

ftl K  เม่ือ 

pl ,,1K=  มีรูปแบบคลายกับหัวขอ (2.4) ทําใหเราไดฟงกชันนอล เปน 
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 เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ 
L′  เขียนเปน 
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 เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซ่ึงเปนฟงกชันของ
เวลา เม่ือทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัว ดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน  ดังน้ี 
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 เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 

jxh , 
kuh  และคาขอบ (Boundary Values) 

fj txh  จะ

ทําให 0=
∂

′∂

ku
L
&

, คาการเปลี่ยนแปลง 0=′Jδ  ถา 0=
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 จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ( )tjλ  
และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  หาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน  
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(State Equations) คือ สมการ (2.51) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate 
Equations) คอืสมการ (2.99) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional 
Optimality Equations) คือ สมการ (2.100) จํานวน m  สมการ  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่ง (First Order Different Equations) อยูจํานวน n2   สมการ และมีสมการสามัญ 
(Ordinary Equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจาํเปนตองมีการกําหนด
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะสุดทาย 
( )fj tx  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.101) สวนคา 

lυ  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลยที่ ft  ในสมการ 0=
ftls  

  2.11  ออกซิลเลยีรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
   กรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบลิ และคอนโทรลวาริเอเบิล (State and Control 
Variables) จะตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints)  ซ่ึงเขียนในเทอมทางคณิตศาสตร
เปน ( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg KK   และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft   

ซ่ึงที่สภาวะสดุทายจะเปนไปตามเง่ือนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 
( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts K  และ pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล เปน 
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 เม่ือ lυ  ก็คือ คาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ 
L′  เขียนเปน 
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 เม่ือ ( )tiλ  และ ( )trµ  คือ ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซ่ึงเปน
ฟงกชันของเวลา เม่ือทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตาย ดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชัน  ดังน้ี 
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 เม่ือเปลี่ยนแปลงคาของ 

jxh , 
kuh และคาขอบ (Boundary Values) 

fj txh จะทําใหเกิด

คาการเปลี่ยนแปลงของ 0=′Jδ  ถา 0=
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 จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรลอินพุต (Control 
inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ( )tlµ  และ lυ หาคาไดโดยการ
ใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือ สมการ (2.50) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน 
(Costate Equations) คือ สมการ (2.105) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน คือ 
สมการ (2.106) จํานวน m สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint Equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชัน ที่จุดสุดทาย 

(End-point Constraint Equations) จํานวน p  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different 
Equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน 

ppm +′+  สมการ มีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข และตอง
กําหนดสภาวะที่ 0t  และโคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.107)  
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  2.12  เวลาสดุทายแปรผนั (Variable Final Time)  
   มีลักษณะคลายกับหัวขอ (2.11) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผันได  
แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.50), เปนคอสฟงกชันนอล  ดังสมการ (2.51), 
เวลาเริ่มตนคอื 0t  ถูกกําหนดไวตายตวั (Fixed Start Time) แตเวลาสุดทาย ft  มีการแปรผัน 
(Variable End Time) และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามลําดับ เชน  
การแขงรถ จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
Optimization) ได 3 ลักษณะดวยกัน คอื ในสภาวะสดุทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  จะถูกกําหนดไว
ตายตวั, ซ่ึงในสภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเง่ือนไขบงัคับ 
(Constraints) และสุดทาย คือ คอนโทรลวาริเอเบลิ และสเตตวารเิอเบิล (Control Variables 
and State Variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคบัตลอดเวลาการเคลื่อนที่ ดังรายละเอียด
ตอไปน้ี 
  2.13  สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
   ปญหานี้มีฟงกชันนอล เปน 
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 เม่ือ 
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 เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกําหนดเวลา
และสภาวะเริม่ตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังน้ันจะพบการเปลีย่นแปลงของฟงกชัน  ดังน้ี 
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 การประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.109) จะทําใหสามารถหาเนคเซสเซอรี 
คอนดิซัน (Necessary Conditions) ไดดังน้ี 
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 ผลเฉลยของสภาวะ ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ( )tjλ  
(บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control Inputs) ( )tuk  และเวลาสดุทาย 

ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชนั (State Equations) คือสมการ (2.50) จํานวน n  
สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือ สมการ (2.110) จํานวน n  สมการ และเอดดิชัน
นอลอีเควชัน คือสมการ (2.111) จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) คือ สมการ (2.112) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First Order Different 
Equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน 1+m  
สมการ ในการหาผลเฉลยนี ้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  
  2.14  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงือ่นไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface)  
   ปญหานี้ใหอยูในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts K   

เม่ือ pl ,,1K=  มีรูปแบบคลายกบั (2.9) ทําใหเราไดฟงกชันนอล  เปน 
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 เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ 
L′  เขียนเปน 
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 เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซ่ึงเปนฟงกชันของ
เวลา เม่ือเวลาสุดทายแปรผัน (Variable End Time) ดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
และไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ดังน้ี 
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 ผลเฉลยของสภาวะ ( )tx j ,โคสเตต (Costates) ( )tjλ ,คอนโทรลอินพุต (Control inputs) 
( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือ

สมการ (2.50) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือสมการ (2.116) 
จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.117) จํานวน m  สมการ และสมการ
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือสมการ (2.119) มีสมการเชิงอนุพันธ (Different 
Equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน 1+m  
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สมการ การหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะเริ่มตนที่เวลา 0t  ดวย สวน โคสเตต 
(Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.118)  
  2.15   ออกซิลเลยีรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
   สเตตวาริเอเบลิและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and Control Variables) 
จะตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) ซ่ึงเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซ่ึงที่

สภาวะสุดทายจะตองเปนไปตามเง่ือนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 
( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts K  และ pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล เปน 
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 เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ 
L′  เขียนเปน 
 

 

( ) ( )

( ) ( )[ ]

( ) ( )∑

∑
′

=

=

+

−ƒ+

=′

p

r
mnrr

n

i
imnii

mnmn

uuxxtgt

xuuxxtt

uuxxtLuuxxtL

1
11

1
11

1111

,,,,,,                                   

,,,,,,                                   

,,,,,,,,,,,,

KK

&KK

KKKK

µ

λ    (2.121) 

 
 เม่ือ ( )tiλ  และ ( )trµ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซ่ึงเปน
ฟงกชันของเวลา เม่ือเวลาสดุทายมีการแปรผัน (Variable End Time) จะทําใหฟงกชันนอล  
เปลี่ยนแปลงได  ดังน้ี 
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 เม่ือทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ  (2.122)  จะทําใหสามารถหาเนคเซสเซอรี
คอนดิซัน (Necessary Conditions) ไดดังน้ี 
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 ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State Variables) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,
คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) 

( )tlµ  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือ
สมการ (2.50) จํานวน n  สมการ  โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือ สมการ (2.123) 
จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน คือสมการ (2.124) จํานวน m  สมการ คอนสเท
รนท อีเควชัน (Constraint Equations) ( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ 

และสมการเงือ่นไขขอบเขต (Boundary Conditions)  คือสมการ (2.126)  ทําใหมีสมการเชิง
อนุพันธ (Different Equations)  อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary 
Equations) จํานวน 1+′+ pm  สมการ มีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  
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เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณได
จากสมการ (2.125)  
  2.16  การเคลื่อนที่ดวยเวลานอยที่สุด (Minimum Time Motion)  
   ในทางวศิวกรรมถือวา เปนประโยชนอยางมากตอการนําไปใชในการหาเวลา
ที่นอยที่สุดในขบวนการทํางานตางๆ สวนมากแลวการเคลื่อนที่แบบน้ีจะทําใหคา 1=L  และ 

0=Φ  ดังน้ัน จากหัวขอที่ (2.15) จะไดสมการเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) 
ดังน้ี        
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 ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State Variables) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,
คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) 
( )tlµ  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือ

สมการ (2.50) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือสมการ (2.127) 
จํานวน n  สมการ, เอดดิชันนอลอีเควชันคอืสมการ (2.128) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนท 
อีเควชัน (Constraint Equations) ( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ และ

สมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  คือ สมการ (2.130)  ทําใหมีสมการเชิง
อนุพันธ (Different Equations)  อยูจํานวน n2  สมการ และ มีสมการสามัญ (Ordinary 
Equations) จํานวน 1+′+ pm  สมการ มีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน 

n2  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณ
ไดจากสมการ (2.129)  
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  2.17  การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยที่สุดหรือมากที่สุด (Sufficient 
Conditions for Minimum and Maximum)  
   การพิจารณาปญหาการหาคา ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหฟงกชันนอล น้ีมีคานอย
ที่สุด  
 

    [ ] ( ) ( )dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt ∫+Φ=
0

,,,,        (2.131) 

 
 โดยสอดคลองกับ  ( )uxtx ,,ƒ=&  และ  ( ) 00 xtx =  เม่ือ ( ) nRtx ∈ , 0t และ ft ถูก
กําหนดไวตายตัว ถากําหนดให ( ) n

x Rth ∈  และ ( ) m
u Rth ∈  เปนคาที่เพ่ิมเขาไปในฟงกชัน จะ

พบการเปลี่ยนแปลงของคอสฟงกชันนอล ดังน้ี 
 
    [ ]uxJhuhxJJ ux ,],[ −++=∆         (2.132) 
 
แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) กระจายเทอมก็จะได  
 
    termsorderhigherJJJ −−++=∆ 2δδ      (2.133) 
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 ซ่ึงโคสเตตเวกเตอร (Costate Vector) อยูในรูปของสเกลารฮามิลตนัเนียนฟงกชนั 
(Scalar Hamiltonian Function) fLH Tλ+=  และ ( ) nRt ∈λ เรียบรอยแลว 
 เม่ือ ( )tx  และ ( )tu  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) น่ันคือ 0=Jδ  ทําใหสมการ 
(2.133) เขียนไดเปน termsorderhigherJJ −−+=∆ 2δ  ซ่ึงเราจะพบวาคาของ ( )tx  และ 
( )tu  จะเปนคานอยที่สุดเม่ือ J2δ  มีคาเปนบวกทัง้หมด (Positive definite)  น่ันก็คือ 
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  2.18  อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
   ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) ทีมี่อินอีควอลิตี 
คอนสเทรนท  ของการคนหาคา ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหฟงกชันนอล มีคานอยที่สุด ดังสมการนี้คือ 
 

     [ ] ( ) ( )dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt ∫+Φ=
0

,,,,       (2.136) 

 
 โดยสอดคลองกับ 
  
            ( )uxtx ,,ƒ=&                    (2.137) 
 
             ( ) pituxci ,,2,1 ,0,, K=≤                (2.138) 
 
             ( ) 00 xtx =             (2.139) 
 
 เม่ือ ( ) nRtx ∈ , เวลาเริม่ตนและเวลาสุดทาย ( 0t  และ ft ) ถูกกําหนดไวตายตวั 
สมการอินอีควอลิตคีอนสเทรนท คือ ( ) pituxci ,,1 ,,, K=  จะประกอบไปดวยตวัแปร 
อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Variable inequality Constraints) และ สเตตวารเิอเบิลอินอีควอลิตี
คอนสเทรนท (State variable Inequality Constraints) และเม่ือใชวิธกีารเติมสแลกวาริเอเบิล 
(Slack Variables) คือ ( )tsi  เขาไปในคอนสเทรนทอีเควชนั (Constraints) จะไดสมการเปน 
 
      ( ) ( ) pitstuxc ii ,,1 ,0,, 2 K==+      (2.140) 
 
 ซ่ึงสแลกวาริเอเบิล (Slack Variables) ในสมการ (2.140) จะเปนคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control Variables) ตัวใหมในปญหา เม่ือเพ่ิมสมการ (2.137) และสมการ (2.141) เขาไปใน
สมการฟงกชันนอล  สมการ (2.136) ดวยการใชลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
Multipliers) nR∈λ  และ pR∈µ  ทําใหไดสมการใหมเปน 
 

     ( ) ( ) dtscxLJ ft

t ii

p

i
iii

n

i
i∫ ∑∑ ⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛
++−ƒ++Φ=′

==0
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µλ &   (2.141) 

 เม่ือ 0=′Jδ  จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ดังตอไปน้ี คือ 
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                     nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=           (2.142) 
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     pisii ,,2,1 ,20 K== µ           (2.145) 
 
     pisc ii ,,2,1 ,0 2 K=+=          (2.146) 
 
     ( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==          (2.147) 
 

     ( ) ni
x

t
ft

i
fi ,,2,1 , K=

∂
Φ∂

=λ         (2.148) 

 
 ซ่ึงสมการ (2.142 – 2.149) คือลักษณะของบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE: Two Point 
Boundary Value Problem Involving Differential and Algebraic Equations) เม่ือสมการ 
(2.142 และ 2.143) คือสมการอนุพันธ (Differential Equations) สวนสมการ (2.144 – 2.145) 
คือ สมการพีชคณิต (Algebraic Equations) และสมการ (2.147 และ 2.148) คือ สมการเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary Conditions) สําหรับกรณีที่เปนการหาคานอยที่สุด (Minimum) จะหา 
เนคเซสเซอรคีอนดิซัน (Necessary Conditions) ได เม่ือ 0=′′Jδ  น่ันก็คือ 
 

    ( ) dtcxLJ ft

t i
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เม่ือ 0=′′Jδ  จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ดังตอไปน้ี คือ 
 
                            nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=            (2.150) 
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    picii ,,2,1 ,0 K== µ            (2.153) 
 
    pii ,,2,1 ,0 K=≤ µ                          (2.154) 
 
    pici ,,2,1 ,0 K=≥                        (2.155) 
 
    ( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==                    (2.156) 
 

    ( ) ni
x

t
ft

i
fi ,,2,1 , K=

∂
Φ∂

=λ          (2.157) 

 
  2.19  การหาผลเฉลยดวยวิธีอินไดเรคท (Indirect Solution)  
   ใชหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบลิ (Calculus of Variation) โดยจะหาคา
ของสเตต, โคสเตตวาริเอเบลิ (Costate Variables) และ คอนโทรลวาริเอเบิล (Control 
Variables) ดวยการแกปญหาคาขอบ (Boundary Value Problems)  ซ่ึงเทคนิควธิีที่ใหความ
แมนยําในการแกปญหาคาขอบที่เกี่ยวของกับสมการอนุพันธก็คือมัลติเปลชูดติ้งเทคนิค 
(Multiple Shooting Techniques) ซ่ึงมีรายละเอียด  ดังน้ี 
   -  ปญหาคาขอบของการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal Control 
Boundary Value Problems) 
    การพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะทีสุ่ด (Optimal Control Problem)  
ที่อันคอนสเทรนท เปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ที่เขียนอยูในรูป
ของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point Boundary-Value Problem) ที่เกี่ยวของเฉพาะ
กับสมการเชิงอนุพันธ (Differential Equations) โดยพิจารณาปญหาการหาคาคอนโทรล  
( ) mRtu ∈  ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) มีคานอยที่สุด ซ่ึงมีรูปแบบสมการ  ดังน้ี 

 

      ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,       (2.158) 

 โดยสอดคลองกับ 
           ( )uxtx ,,ƒ=& , ],0[ ftt ∈         (2.159) 
 
      ( ) 00 xx =            (2.160) 
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      ( )( ) 0=ftxψ            (2.161) 
 
 เม่ือ ( ) nRtx ∈ คือสเตตเวกเตอร (State Vector), 0x  คือ กลุมของเง่ือนไขเร่ิมตน 
(Set of Initial Conditions), และ ( )( ) fn

f Rtx ∈ψ  คือเง่ือนไขบังคับที่สภาวะสุดทาย (Final 
State Constraint) ซ่ึงเปนกรณีเดียวกับหัวขอ 2.14  คือสภาวะสุดทายตองเปนไปตามเง่ือนไข
บังคับ (Final States Lie On a Constraint Surface) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
Conditions) ดังน้ี 
 
      ( )uxtHx ,,ƒ== λ

&         (2.162) 
 
      xH−=λ&             (2.163) 
 
      uH=0             (2.164) 
 
      ( ) 000 xx −=            (2.165) 
 
      ( )( )ftxψ=0            (2.166) 
 
      ( ) f

T
xxft υψλ −Φ−=0        (2.167) 

 
 เม่ือ ( ) nRt ∈λ  คือโคสเตตวาริเอเบลิ (State Variables), สเกลาร ƒ+= TLH λ , 

xHH x ∂∂= , uHHu ∂∂= , xx ∂Φ∂=Φ   ตามลําดับ สวน fn
f R∈υ    คือ ลากรานซ 

มัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) ที่เพ่ิมเขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost  
Functional) เพ่ือลดความซับซอนลง เราจะทําการสมมุติใหอยูในสภาวะคงที่ (Stationary 
Condition) คือ 0=uH  และทําการจัดรูปของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control Variables) u  ใน
เทอมของสเตตวาริเอเบิล (State) และโคสเตตวาริเอเบลิ (Costate) สมมุติใหสมการ (2.168 – 
2.171)  มีจํานวน fnn +2  เพ่ือใชสําหรับสรางเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 
จํานวน n2  เง่ือนไขเพ่ือใหอยูในเทอมของ x  และ λ  ดวยการกําจัด fυ  ออก สวนปญหา 
ที่ไมมีการกําจัด fυ  และ u  ออกจะกลาวในหวัขอตอไป 
 จากการกําจัด fυ และ u  ออกจะทําใหไดปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-Point 
Boundary-Value Problem) ที่กําหนดรูปแบบตามสมการ (2.164 - 2.169) กลายเปน 
 
      ( )ythy ,=&             (2.168) 
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      ( ) ( )( )ftyyr ,00 =           (2.169) 
 

 เม่ือ [ ] nTTT Rxy 2, ∈= λ , ( ) [ ] nTT
x

T RHHyth 2,, ∈−= λ  และเง่ือนไขขอบเขต 
(Boundary Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข ไดจากสมการ (2.167 - 2.169)  
 3.  สรุปเกี่ยวกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization Conclusion) 
  ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการ
การเคลื่อนที ่ก็คือ ∑ == xmmaF &&  แตรูปแบบสมการที่เปนกําลังสองมีการแกปญดวยโปรแกรม
คอมพิวเตอรจะไมสะดวก ดังน้ัน จึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหน่ึงคือ 21 xx =&  และ 

mFx ∑=2&  ดังสมการ (2.49) คือ  
 
     ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=   
 
 ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) น้ัน จะมีการกําหนด
เง่ือนไขเร่ิมตนและเง่ือนไขขอบเขตเสมอ (Initial and Boundary Conditions) และอาจจะมีการ
เพ่ิมเง่ือนไขบงัคับ (Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกาํหนดคอสฟงกชันนอล วาตองการคานอย
ที่สุดหรือมากที่สุด ดังน้ี 
 

    ( ) ( ) tduuxxtLxxtJ f

f

t

t mntn ∫+Φ=
0

,,,,,,,,, 111 KKK   (2.170) 

 
 โดยที่คอสฟงกชันนอล มีสองสวนก็คือ ( )

ftnxxt ,,, 1 KΦ  ซ่ึงเรียกวา เทอรมินอลเทอม 

(Terminal Term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11 KK  ซ่ึงเรียกวา อินทิกรัลเทอม  (Integral 

Term) ซ่ึงหากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

2  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy), 

หากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1
 จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยที่สุด (Minimum Fuel), หากกําหนด 

ft=Φ  จะเรียกวา ปญหาเวลานอยที่สุด (Minimum Time) และหากกําหนด ( )ftx2=Φ  จะ
เรียกวา ปญหาความเร็วสูงสุด (Maximum Velocity) เปนตน  ซ่ึง Φ  และ L  จะเรียกวา สภาวะ
ของปญหา (State of the Problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข 
(Numerical Techniques) มีสองลักษณะใหญคือ วิธทีางตรง (Direct Methods) และวธิีโดยออม 
(Indirect Methods) โดยอาศัยหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations) 
ทําใหสามารถเขียนคอสฟงกชันนอล โดยทั่วไป ที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
Multiplier) lυ , iλ  และ iµ  เขามาเกี่ยวของได  ดังน้ีคือ 
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 สมการดังกลาวนี้ นําไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) ไดทุก
ปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชงิเปรียบเทยีบ (Equality and Inequality 
Constraints) ไวดวยกัน เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูปสมการตามโจทย
ของปญหานั้นๆ น่ันเอง 
 4.  ปญหาการหาคําตอบที่เหมาะสมทีสุ่ดสําหรับระบบควบคุมทางพลศาสตร 
(Transcription Method) 
  สามารถใชหลกัการของระเบียบวิธีเชิงตวัเลขมาอธิบายการ ทรานสคริปชัน 
(Transcription) โดยระเบียบวธิีเชิงตัวเลข คือ กลุมของวิธีทีใ่ชแกปญหาทางคณิตศาสตรดวย
การแบงขอมูลเปนชวงๆ มีวิธีการแบงอยูหลายวธิี ไมวา จะเปนเทคนิควิธทีางไฟไนตเอลิเมนต 
(Finite Element Method) วิธีคอลโลเคชนัวิธีทางโพลีโนเมียล (Polynomial Method) หรือวิธี
ดิสครีท  เปนตน  แลวแตความเหมาะสมของปญหาที่ตองการศึกษา  โดยจะตองแกปญหา
รวมกับการใชโปรแกรมดวยภาษาทางคอมพิวเตอร  ซ่ึงการแปลงปญหาการหาคาที่เหมาะสม
ที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตรไปเปนโปรแกรมทางคณิตศาสตรน้ัน ตองทําฟงกชันใหเปน
ชวงๆ ตามวิธขีองการอินทิเกรท โดยใชระเบียบวธิีเชิงตัวเลข  แตเน่ืองจาก )(tx และ )(tu  เปน
ฟงกชันตอเน่ือง ดังน้ัน  ปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรสามารถแปลง หรือ
อธิบายไดในรปูของวิธีแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน   
  โดยขั้นตอนการแกปญหาของการทรานสคริปชัน มีสองขั้นตอน ดังน้ี  ขั้นตอน 
ที่หน่ึงคือ การแปลงปญหาทางพลศาสตร (Dynamics) ใหเปนปญหาทางสถิตยศาสตร 
(Statistics) และขั้นตอนที่สอง คือ หาคําตอบของปญหาทางสถิตยศาสตร โดยใชการหาคาที่
เหมาะสมที่สดุของระบบพลศาสตร ดวยวิธีการทาํใหเปนตัวแปร  ซ่ึงสามารถเลือกวิธีแกปญหา
ไดสองแบบ คือ วิธีตรง (Direct Approach) และวธิีออม (Indirect Approach) ขึ้นอยูกับปญหา 
ที่จะนํามาพิจารณา โดยแตละแบบมีขอเดน ขอจํากัด และมีวธิีการแกปญหา  ดังน้ี 
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  4.1  วิธีตรง (Direct approach หรือ Direct transcription)  
                   โดยที่ Agrawal  (1999)  อธิบายวา วิธตีรงเปนวิธทีี่มีสเตทวาริเอเบลิ และ
คอนโทรลวารเิอเบิล เปนพารามิเตอร และหาคาคําตอบโดยวิธทีางโพลีโนเมียล  ซ่ึงเปนวิธเีชิง
ตัวเลข  ทําการแกปญหา โดยการเปลี่ยนปญหาที่ไดเปนสมการเชิงอนุพันธ และสมการทาง
พีชคณิต (Algebraic Equation) ซ่ึงใชแกปญหาทางคณิตศาสตรดวยการกําหนดเงื่อนไขของคา
ต่ําสุดและสูงสดุ  โดยวิธตีรงสามารถเรียกรวมๆ ไดวา Differential Algebraic Equation (DAE) 
โดยมีขอดีคือ  เปนวิธทีี่ลดจาํนวนปญหาคาเริ่มตนใหเหลือนอยที่สุด  แตมีขอจํากัดคือ ผลที่อยู
ในรูปปญหาทางการควบคุมที่ไดผลสูงสุดของระบบสถติยศาสตร จะมีจํานวนตัวแปรที่ไมทราบ
คามากมาย เน่ืองจากยังไมมีเง่ือนไขใดๆ เขามาชวยควบคุมคอนโทรลวาริเอเบิล  
   เม่ือพิจารณาปญหาที่ตองการหาคาคอนโทรลวารเิอเบลิ )(tu  ใหปริมาณของ    
คอสฟงกชันนอล ใหมีคาต่ําที่สุด  สามารถเขียนสเตทเมนทออฟพรอบเบิ้ม (Statement of 
Problem) ไดในรูป 
 

   ∫+=′
ft

f dtuxtLtxJ
0

),,())((φ                                  (2.171) 

หรือ                   

            ∫+=′
f

f

t

t
mntn dtuuuxxxtLxxxtJ

0

),......,,.,,.........,,(),........,,,( 212121φ   (2.172) 

 
   จากสมการ (2.171) ในเทอม 

ftnxxxt ),........,,,( 21φ เรียกวา  เทอมินอล

เทอม (Terminal Term)  เปนฟงกชันของตัวแปรที่อยู ณ เวลาสุดทาย และ 

∫
ft

t
mn dtuuuxxxtL

0

),......,,.,,.........,,( 2121  เรียกวา อินทิกรัลเทอม (Integral Term) เปนคาของ

ฟงกชันที่ตองการหาคาความเหมาะสมสูงสุดตลอดชวงเวลา   
   โดยที่คา J ′  คือ คอสฟงกชันนอล   n  คือ จํานวนของสเตทวาริเอเบลิ และ 
m  คือ จํานวนของคอนโทรลวาริเอเบิล ซ่ึงสอดคลองกับสมการ  
 
                ),,( uxtfx =&                                                     (2.173) 
 

 สามารถเขียนเปนรูปแบบอยางงายไดวา  
    

               ),,........,,,,.......,,( 2121 tuuuxxxfx mnii =&  ;  ni ,,.........2,1=       (2.174) 
 
 ตอมาพิจารณา 0)0( xx =  ซ่ึงหมายถึงการแสดงการทํางานที่สภาวะเวลาเริ่มตน 
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เปนศูนย )( 0t หรือเริ่มทํางานจากจุดหยุดนิ่ง และที่สเตทวาริเอเบิลให nRtx ∈)(  ซ่ึงเวลาที ่
จุดปลายทาง )( ft มีคาแนนอนเนื่องจากสามารถกําหนดไดเอง และรูสภาวะเริ่มตนทั้งหมด 
จากเงื่อนไขบังคับ แลวนํามารวมไวในคอสฟงกชันนอลผานตัวคูณลากรางจ (Lagrange 
Multipliers) nRt ∈)(λ  แลวจึงไดสมการเปน 
 

                                 [ ]∫ −++Φ=
f

t

t
T dtxfLJ

0

)( &λ                            (2.175) 

 
  เม่ือพิจารณาคา คอนโทรลวาริเอเบลิ จากคาเริ่มตน (Initial Guess; )(tuo ) จะทํา
ใหทราบคา คอนโทรลอินพุท (Control input; )(1 tu ) และปรบัปรุงคานี้ไปเรื่อยๆ จนทําให  
คอสฟงกชันนอล มีจํานวนลดลง  โดยสามารถอธิบายความสัมพันธระหวางคาเริม่ตน และ
คอนโทรลอินพุทไดวา 
 
                              )()()(1 thtutu u

o +=                                       (2.176) 
 
   โดยที่ )(thu  คือ  คาที่เพ่ิมขึ้นไปเรื่อยๆ ของคาเริ่มตนทุกๆ ครั้งที่ทําการหาคา  
จากหลักการดังกลาว เปลีย่นจากพารามิเตอรกลายเปนปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
ปญหาจะถูกแบงออกเปนชวงๆ เรียกวา เฟส (Phase) ตามวิธีเชิงตวัเลข ตวัแปรทั้งหมด ไมวา 
จะเปน )(),( tutx  และ t  จะถูกกําหนดใหตรงกับแตละเฟสในแตละชวงเวลา  
   พิจารณาเวลา ( t ) ในแตละชวงเวลา  (Interval; k ) กําหนดใหเวลาเริ่มตน 
(Initial Time; k

int ) และเวลาที่จุดสุดทาย (Final Time; k
ft ) เปน k

f
k
in ttt ≥≥  หรือ k

f
k
in tt =+1   

ตอจากนั้นกลุมของตัวแปรที่ไมเปนอิสระ (Dependent Variable) เชน ความเร็ว ระยะทาง  
ความดัน เปนตน   จะขึ้นกับ สเตทวาริเอเบิล และคอนโทรลวาริเอเบลิ โดยจะถูกกําหนดขึ้นเปน
ขอบเขตของตัวแปรใหม แตในบางปญหาอาจมีตัวแปรอิสระที่ไมขึ้นกับเวลา (Independent 
Variable)  ซ่ึงเปนตวัแปรทีมี่มิติ เชน แรงดึงดูดของโลก ความหนาแนนของของไหล คานิจ
สปริง เปนตน 
   สําหรับแตละเฟสของเง่ือนไขขอบเขตถกูกําหนดไวที่เวลาเริ่มตนของเฟสแรก

)1( =k  และเฟสสุดทาย nk =  น่ันคือ 
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 โดยที่ตัวแปร p  เปนคาที่ถูกกาํหนดไวในแตละเฟส ทําให ψ  เสมือนเปนฟงกชันของ
คาเปนจุดๆ ไมมีความตอเน่ืองของขอมูล  โดยสามารถกําหนดขอบเขต หรือชวงของสถานะ 
หรือคอนโทรลวาริเอเบิลไดวา 
 
    k

U
kk

L xtxx ≤≤ )(                                                     (2.178) 
 
    k

U
kk

L utuu ≤≤ )(                                                       (2.179) 
 
   4.1.1  ปญหาของสมการที่เปนเชงิเสน (Linear programming Problem) 
    เปนการแกปญหาการหาคาความเหมาะสมสูงสุด ซ่ึงอธิบายดวยสมการที่
เปนเชิงเสน เราเรียกวา การแกปญหาของสมการที่เปนเชิงเสน ซ่ึงเปนปญหาทางคณิตศาสตรที่
จัดเปนปญหาที่เปนฟงกชันของเวลา (Time Variant) ซ่ึงไมขึ้นกับฟงกชันของตัวแปร x  ในการ
พิจารณาวา ปญหาใดเปนการแกปญหาของระบบสมการที่เปนเชิงเสน คือ  ปญหานั้น เม่ือเขียน
ในรูปของเมตริกซแลว เมตริกซ A  เปนเมตริกซที่ไมติดในรูป x  หรือตัวแปรอ่ืนใด เปนเพียง
เมตริกซ ที่แสดงในรูปตัวเลขหรือเมตริกซที่ขึ้นกับเวลา   
    รูปแบบทัว่ไปของระบบสมการที่ใชแกปญหาของระบบสมการที่เปน 
เชิงเสน  เขียนได  ดังน้ี   
 
                                   0=+ BAx                                                  (2.180) 
 
   จากสมการ 2.40 สามารถแสดงในรูปของเมตริกซไดวา   
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   โดยปกติปญหาที่ไดมักไมคอยพบในรูปแบบสมการทีเ่ปนเชิงเสน เน่ืองจาก
ปญหาทั่วไปมักติดในรูปตัวแปร และมีมุมเขามาเกี่ยวของ 
   4.1. 2  ปญหาของสมการที่ไมเปนเชงิเสน (Nonlinear Programming 
Problem) 
    โดยทั่วไปแลวปญหาเกี่ยวกบังานทางวิศวกรรม สวนใหญเปนสมการ 
ที่ไมเปนเชิงเสนแทบทั้งสิ้น เน่ืองจากมีหลักการพิจารณาวา หากพบปญหาที่มีสมการที่ไมเปน
เชิงเสนบางสมการ ก็ถือวา เปนปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชงิเสนไดเลย การแกปญหา
ของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนมักจะถกูนํามาแกปญหารวมกับปญหาการหาคาที่เหมาะสม
ที่สุดของ คอสฟงกชันนอล ประกอบกับเง่ือนไขบังคับทีเ่ปนสมการ (Equality Constraints) และ
เง่ือนไขบังคับที่เปนอสมการ (Inequality Constraints) สมมติใหสมการที่ไมเปนเชงิเสนอยูในรูป
ของฟงกชัน  
                             
      ( )nxxxf ,....,, 21                                          (2.182) 
 
    และ 
                        ( ) 0,....,, 21 =nk xxxh        ,        lk ,.....,2,1=     (2.183) 
 
                        ( ) 0,....,, 21 ≤nj xxxg        ,       mj ,.....,2,1=      (2.184) 
 
                        u

ii
l
i xxx ≤≤                   ,        ni ,.....,2,1=    (2.185)  

 
   โดยที่ kh คือ เง่ือนไขบังคับที่เปนสมการ และ jg คือ เง่ือนไขบังคับทีเ่ปน
อสมการ มีบางกรณีที่ปญหามีฟงกชันเปาหมายที่ตองการ (Objective Function) เทานั้นที่เปน
สมการที่ไมเปนเชิงเสน  นอกนั้นไมวาจะเปนเง่ือนไขบังคับตางๆ ก็เปนสมการเชิงเสนทั้งหมด 
แตก็จะตองแกปญหาแบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนเทานั้น ซ่ึงคําตอบของปญหาจะตองสอดคลอง
กับเง่ือนไขของคาต่ําสุดและสูงสุด และระดับของปญหาดวย เม่ือผานการแกปญหาของสมการที่
ไมเปนเชิงเสน คําตอบที่ไดก็ถือวา เปนคาที่เหมาะสมที่สุด (Optimum) ของปญหานั้นได และถา 
สามารถแกปญหาใหสอดคลองกับเง่ือนไขของคาต่ําสดุและสูงสุด และสภาวะที่เพียงพอจะเรียกวา  
คําตอบที่ไดเปนคาที่เหมาะสมที่สุดอยางแทจริง เรียกวา คําตอบที่เหมาะสมที่สุด (Optimum 
Solution)  
   การแกปญหาของสมการที่ไมเปนเชิงเสน สามารถแบงการแกปญหาออกเปน
สามกรณี  คือ 
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    4.1. 2.1  ปญหาทีม่ีเงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ    
     เปนปญหาที่มีเง่ือนไขบังคับที่เปนสมการเพียงอยางเดียว รูปแบบของ
สมการจะมีเครื่องหมายเทากับใหสมการอยูในรูปของฟงกชัน  
 
     2121 :),( xxxxf −                                              (2.186) 
 
  สมมติตัวอยาง  ดังน้ี 
 
     ( ) 019781017:, 21211 =−+ xxxxh                   (2.187) 

 
               ( ) 198983:, 2

2
2
1212 =+ xxxxh                              (2.188) 

                
  โดยที่                
 
                    30 1 ≤≤ x          ;       30 2 ≤≤ x                       (2.189)      

 
 สมการ (2.187) และ (2.188) เปนเง่ือนไขบังคับของปญหาแบบระบบสมการที่ไมเปน 
เชิงเสน ที่สามารถใหคําตอบสําหรับปญหาแบบสองตวัแปร  ทําใหปญหาดังกลาวสามารถหาคา
เหมาะสมที่สดุได  จึงสมมติใหกรณีทัว่ไป  ตัวแปรทีท่าํใหเปาหมายที่ตองการ (Objective) มีคา
ต่ําที่สุด จะเปนคําตอบที่เหมาะสมที่สุดของปญหา  ซ่ึงเม่ือพิจารณาเปนปญหาทางคณิตศาสตร
แลวจะเปนปญหาที่แกไดงาย  แตเม่ือนํามาแกปญหาดวยระเบียบวิธเีชิงตวัเลขคําตอบที่ไดจะแก
ไดยากและคอนขางอยูในวงจํากัด 
    4.1. 2.2  ปญหาทีม่ีเงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ 
     เปนปญหาที่มีเง่ือนไขบังคับที่เปนอสมการ  รูปแบบของสมการจะมี
เครื่องหมายมากกวา  นอยกวา  รวมกับเครื่องหมายเทากับเสมอ ใหสมการอยูในรูปของฟงกชัน  
 
      2121 :),( xxxxf −                                          (2.190) 

 
   สมมติตัวอยาง  ดังน้ี 

 
                    ( ) 019781017:, 21211 ≤−+ xxxxh                  (2.191) 
 
      ( ) 198983:, 2

2
2
1212 ≤+ xxxxh                      (2.192) 
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   โดยที่    
 
          30 1 ≤≤ x          ;       30 2 ≤≤ x                  (2.193) 
   
   สมการ (2.191) และ (2.192)  เปนเง่ือนไขบังคับของปญหาแบบระบบสมการ 
ที่ไมเปนเชิงเสนที่สามารถใหคําตอบสําหรับปญหาแบบสองตัวแปรที่ใหคําตอบ มีความยืดหยุน
มากกวาในการคนหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุด  เน่ืองจากขอบเขตของคําตอบที่ใชไดกวางกวา
เม่ือเปรียบเทยีบกับการแกปญหาที่มีเง่ือนไขบังคับที่เปนสมการ  ซ่ึงเม่ือพิจารณาเปนปญหาทาง
คณิตศาสตรจะเปนปญหาทีแ่กไดยาก  แตเม่ือนํามาแกปญหาดวยระเบียบวิธเีชิงตวัเลข คาํตอบ
ที่ไดจะแกไดคอนขางงาย 
    4.1. 2.3  ปญหาแบบไมมีเงื่อนไขบังคับ (Unconstraint)     
     วิธีน้ี การออกแบบตวัแปร จึงเปนสิ่งที่สําคัญมาก  เน่ืองจากเปนวิธ ี
ที่ไมมีเง่ือนไขบังคับใดๆ มาเกี่ยวของ แตถาเรากําหนดขอบเขตบน (Upper Bounded) และ
ขอบเขตลาง (Lower Bounded) ของตัวแปร ก็จะสามารถทําใหไดคําตอบ  คําตอบที่ไดเปนไป
ตามวตัถุประสงค ใหสมการอยูในรูปของฟงกชัน 
 
                          2121 :),( xxxxf −                                 (2.194) 
 
   โดยที่ 
 
                           30 1 ≤≤ x ; 30 2 ≤≤ x                                  (2.195) 
 

  4.2  วิธีออม (Indirect Approach หรือ Indirect Transcription) 

   อธิบายโดย Agrawal (1999) วา เปนวธิีทีป่ระกอบไปดวยเง่ือนไขขอบเขต 
และเง่ือนไขของคาต่ําสุดและสูงสุด ในการหาคําตอบของฟงกชัน โดยการหาเงื่อนไขของคาต่ํา
ที่สุด (Minimum) หรือสูงที่สุด (Maximum) ซ่ึงทําใหรูปแบบของคอสฟงกชันนอล ถูกเปลี่ยนจาก
สมการอินทิกรัล มาเปนสมการเชิงอนุพันธ แลวแกปญหาแบบระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน โดย
เง่ือนไขของคาต่ําสุดและสูงสดุ  สามารถแกปญหาโดยใชแคลคูลัสของความแปรปรวน  หลักการ
การหาคาที่ต่าํสุดหรือหลักการของ พอนทิยากิน (Pontriyakin’s Principle) ก็ไดแลวแตความ
เหมาะสมของปญหา   
     4.2. 1  แคลคูลัสของความแปรปรวน  
    เปนระเบยีบวธิีที่จะทําใหไดคาคําตอบวา ปริมาณอันหน่ึง ซ่ึงเกี่ยวเนื่อง
กับตวัแปรจํานวนหนึ่งจะใหคาต่ําสุดและสูงสุดเม่ือใด เปนประโยชนเม่ือตองการประหยัด
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ทรัพยากรในการดําเนินกิจกรรมตางๆ  ซ่ึงสงผลตอการเลือกรูปแบบของการดําเนินกิจกรรม 
การเลือกเสนทาง (Path) การเลือกรูปทรงของวัสดุ เปนตน  โดยปกติแลว การประหยัดพลังงาน
น้ีจะเขียนในรปูอินทิกรัล  ผลลัพธของแคลคูลัสของความแปรปรวนนัน้ใชประโยชนในการพัฒนา
ทฤษฎีของความเหมาะสมของระบบพลศาสตร   
    ใหฟงกชันนอลของแคลคลูสัของความแปรปรวนเปน (Functional; [ ]xJ )  
ซ่ึงเปนฟงกชันพ้ืนฐาน โดยที่ 
 

                              [ ] ∫=
ft

t

dtxxtFxJ
0

),,( &                                   (2.196) 

                                         
    ซ่ึงฟงกชัน )(tx  จะตอเน่ืองจนถึงจํานวนจริง ถากําหนด )(tx มาให 
ฟงกชันนอล [ ]xJ  สามารถหาคาไดจาก  ทั้งการวิเคราะหหรือการพิจารณาทางตัวเลข  โดย
ฟงกชันน้ีมีคาเปนปริมาณสเกลาร และอาจจะมีความตอเน่ืองที่หลายฟงกชันเชนเดียวกับ 
 

                   [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ
ft

t
nnn ∫=

0

,...,,,,...,,,,...,, 212121 &&&       (2.197) 

                     
    ดังน้ันฟงกชันจะตอเน่ืองจาก )(),....,(),( 21 txtxtx n  จนถึงจํานวนจริง 
[ ]nxxxJ ,....,, 21 ในกรณีที่เม่ือคาตางๆ ที่จุดปลายทางเปนฟงกชันที่เกี่ยวของกับเง่ือนไขบังคับ 

พิจารณาฟงกชันของคาต่ําที่สุด หรือสูงที่สุด  จุดที่นาสนใจคือการหาเงื่อนไขของคาต่ําสุดและ
สูงสุด  สําหรับคาที่สุดของฟงกชันนอล โดยฟงกชันนอล [ ]nxxxJ ,....,, 21  สามารถวิเคราะหได 
3 ลักษณะ  ดังน้ี 
    4.2. 1.1  กรณีที่มีเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and 
End Points) 
     เปนฟงกชันทีก่ําหนดเวลาเริ่มตน ( 0t ) เวลาสุดทาย ( ft ) รวมทั้งคา
ของฟงกชัน )(),( 0 ftxtx ไวแลว มีฟงกชัน ( )nn xxxxxxtF &&& ,...,,,,...,,,

2121  เปนความตอเน่ือง
ที่อนุพันธลําดบัที่หน่ึง และสองไดดวยตัวมันเอง  โดยความตอเน่ืองทัง้หมด และความสามารถ
ในการแบงแยกกันของฟงกชัน (Differentiable Functions) เปนไปตามเง่ือนไขขอบเขตของ

ff xtxxtx == )(,)( 00  โดยเวลาที่ใชจะอยูระหวาง fttt ≤≤0 และหาคาฟงกชัน )(tx ซ่ึงเปน
คําตอบทีเ่หมาะสมที่สุด (Extremizes) ของฟงกชันนอลหาไดจากสมการ 2.196 
    เม่ือพิจารณาความยาวของเสนโคงในพื้นที่ tx −  เปนความตอเน่ืองของ
ฟงกชันหลายฟงกชันจากเวลาเริ่มตนไปจนเวลาสุดทาย fttt ≤≤0   ตามภาพประกอบ 2 
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ภาพประกอบ 2  แสดงคาทีเ่พ่ิมขึ้นของ )(th ภายใตสภาวะขอบเขตของ )(tx  ในกรณีที่มีเวลา 
     และตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and End Points) (1) 
 
 
    ถาให )(tx  ถูกเพิม่คาขึ้นเรื่อยๆ โดย )(th แตยังคงอยูในเง่ือนไขขอบเขต 
ทําให 0)()( 0 == fthth ฟงกชันนอลในสมการ 2.56 จะถูกเปลี่ยนแปลงเปน 
 

                    
[ ] [ ]

( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtF

xJhxJJ
ft

t

 ,,,,     
0

∫ −++=

−+=∆

&&&
               (2.198) 

 
    โดยที่    J∆ เปนฟงกชันนอลที่ถูกเปลี่ยนแปลงเนื่องจากมีการเพิ่มขึ้นของ

)(th เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series) กระจายสมการและตัดเทอมที่มีดีกรีตั้งแตสองขึ้น
ไป (Higher order terms)  จะไดวา 
 

                       ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
ft

t

dth
x
Fh

x
J

0

 F &
&

δ                            (2.199) 

                                       
    ซ่ึง Jδ เปนการประมาณคาของ J∆ เม่ือตัดเทอมที่มีดีกรีตั้งแตสองขึ้นไป 
ตอมาเม่ือทําการ อินทิเกรทสมการ 2.198  ในเทอมที่สองจะไดวา 
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δ         (2.200) 

 
โดยเงื่อนไขของคาต่ําสุดและสูงสุดของคาเหมาะสมสูงสุด เปนคาที่ทําให 0=Jδ  โดยตัวทีท่ําให
เปนเชนน้ันอยูที่คา )(th  คือการทําให 0)()( 0 == fthth ดังน้ันจึงสมมติให F  เปนอนุพันธ
ตอเน่ือง (Continuous Derivatives) ทําใหไดคาความตอเน่ืองเปน 
 

                          0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
                                               (2.201) 

 
    การหาคา )(tx  สามารถหาคาเงื่อนไขขอบเขตไดจากการกําหนดให 

00 )( xtx = และ ff xtx =)(  โดยแบงการพิจารณาการหาคา F  ออกเปนสามกรณี  คือ 
     4.2. 1.1.1  กรณีทีห่นึ่ง คา F  ไมขึ้นกับ x  จากสมการ 2.192 
สามารถเขียนรูปสมการใหมเขียนไดเปน 
 

                                [ ] ( )dtxtFxJ
ft

t
∫=
0

, &                                 (2.202) 

 
   ดังน้ันในสมการ 2.200 รูปแบบสมการจงึเปน 
 

                                  0=⎟
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                                            (2.203) 

 
   และ  
 

                                  c
x
F
=

∂
∂
&

                                                      (2.204) 

 
  โดยที่ c คือ คาคงที่ (Constant) 
 
     4.2. 1.1.2  กรณีทีส่อง คา F  ไมขึ้นกับ t  ดังน้ันฟงกชันของ 

),( xxF &  ในสมการ 2.200  รูปแบบสมการ จึงเปน 
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    และ  
 

                                  c
x
FxF =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
&

&                                             (2.206) 

 
     4.2. 1.1.3  กรณีทีส่าม คา F  ไมขึ้นกับ x&  ดังน้ันฟงกชันของ 

),( txF  ในสมการ 2.201  รูปแบบสมการ  จึงเปน 
 

                                  0=
∂
∂

x
F                                                    (2.207)   

                                                       
    4.2. 1.2  กรณีมีเวลาที่มีปลายทางทีแ่นนอนและมตีําแหนงปลายทาง
ที่แปรผันได (Fixed End Times and Variable End Points) 
     เปนฟงกชันทีก่ําหนดเวลาเริ่มตน ( 0t  ) เวลาสุดทาย ( ft ) แตคาของ
ฟงกชัน )(),( 0 ftxtx  เปนอิสระ  มีฟงกชัน ( )xxtF &,,  เปนความตอเน่ืองที่อนุพันธอันดับที่หน่ึง
และสองไดดวยตัวมันเอง โดยความตอเน่ืองทั้งหมด และความสามารถในการแบงแยกกันของ
ฟงกชันเปนไปตามสภาวะขอบเขตของ ff xtxxtx == )(,)( 00  โดยคาฟงกชัน )(tx ซ่ึงเปน
คําตอบทีเ่หมาะสมที่สุดของฟงกชันนอลหาไดจากสมการ 2.196 เม่ือพิจารณาความยาวของ 
เสนโคงในพื้นที่ tx −  ตามภาพประกอบ 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ 3  แสดงคาทีเ่พ่ิมขึ้นของ )(th ภายใตสภาวะขอบเขตของ )(tx  ในกรณีที่มีเวลา 
     ที่ปลายทางที่แนนอนและมีตําแหนงปลายทางที่แปรผันได (Fixed End Times and  
     Variable End Points)  
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               ให )(tx  ถูกเพิ่มคาขึ้นเรื่อยๆ โดย )(th  แตยังคงอยูในสภาวะขอบเขต 
ทําให 0)()( 0 == fthth ฟงกชันนอล ][xJ ในสมการ 2.196 จะถูกเปลี่ยนแปลงเปน J∆ และ
เม่ือใชอนุกรมเทยเลอรกระจายสมการและตัดเทอมที่มีดีกรีตั้งแตสองขึ้นไปทิ้ง แลวทําการ 
อินทิเกรทบายพารท จะไดฟงกชันนอล Jδ ใหม  คือ 
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   แตเน่ืองจากวา )(),( 0 ftxtx  มีคาอิสระ ไมคงที่  ทําใหคา )( 0th )( fth มีคา
เปลี่ยนแปลงไดตลอดเวลา ดังน้ันเง่ือนไขของคาต่ําสุดและสูงสุดของฟงกชันแบบนี้  ไดแก 
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   ซ่ึงสุดทายแลวคําตอบที่เหมาะสมที่สุด )(tx  ทําใหสามารถหาคาเงื่อนไข
ขอบเขตได แตจะไดคาเงื่อนไขขอบเขตสองคา หรืออาจเรียกวาเปนสองจุดสุดทาย (Two End 
Points) 
    4.2. 1.1.3  กรณีทีม่ีเวลาที่ปลายทางและตําแหนงที่ปลายทางมีคาที่
แปรผันได (Variable End Time and End Points) 
                        เปนฟงกชันที่เปนอิสระทั้งเวลาเริ่มตน ( 0t ) เวลาสดุทาย ( ft ) รวมทั้งคาของ
ฟงกชัน )( 0tx )( ftx  เม่ือพิจารณาความยาวของเสนโคงในพื้นที่ tx −  เปนความตอเน่ืองของ
ฟงกชันหลายฟงกชันจากเวลาเริ่มตนไปจนเวลาสุดทาย fttt ≤≤0  ตามภาพประกอบ 4 
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ภาพประกอบ 4  แสดงคาทีเ่พ่ิมขึ้นของ )(th ภายใตสภาวะขอบเขตของ )(tx  ในกรณีที่มีเวลา 
     ที่ปลายทางและตําแหนงที่ปลายทางมีคาที่แปรผันได (Variable End Time and End Points)   
 
 
    ให )(tx ซ่ึงเปนคําตอบที่เหมาะสมที่สุดของฟงกชันนอลถูกเพิ่มคาขึ้น
เรื่อยๆ โดย )(th  แตยังคงอยูในสภาวะขอบเขต ทําให 0)()( 0 == fthth ฟงกชันนอลใน
สมการ 2.196  จะถูกเปลี่ยนแปลงเปน 
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  ใชอนุกรมเทยเลอรกระจายสมการและตดัเทอมที่มีดีกรีตั้งแตสองขึน้ไปทิ้งจะไดวา 
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  โดยที่ Jδ เปนการประมาณคาของ J∆ เม่ือตัดเทอมที่มีดีกรีตั้งแตสองขึ้นไป แลว
ทําการอินทิเกรท จะไดฟงกชันนอล Jδ ใหม คือ 
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 แตเม่ือกําหนดให ( ) 00  | | 

00
txxth tt δδδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
 | | δδδ &−=   

จะสามารถเขยีนรูปสมการอยางงายไดวา 
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 การพิจารณาเงื่อนไขของคาต่ําสุดและสูงสดุสําหรับคาเหมาะสมสูงสุด น่ันคือ การทําให 

0=Jδ  โดยการกําหนด ftt txxth
f

δδδ ,,),(
0

 และ 0tδ ดังน้ันสามารถกําหนดเงื่อนไขของคา

ต่ําสุด และสูงสุดของฟงกชันลักษณะนี้ไดจากสมการออยเลอร  
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  เง่ือนไขขอบเขต 
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    โดยทั้งสี่เง่ือนไขขอบเขตจากสมการ (2.217), (2.218), (2.219) และ (2.220) 
เปนตวับงคาเหมาะสมสูงสุดของ )(tx   
   ตอมาวิเคราะหปญหาการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุม 
ทางพลศาสตร  ใหอยูในรูปที่สามารถแกปญหาดวยวธิขีองโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสนได 
เน่ืองจากปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร มีลักษณะของปญหา
แบบตอเน่ือง (Continuous) จึงเปนฟงกชันที่ขึ้นกับเวลา  แตปญหาโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน
เปนการแกปญหาแบบดิสครีท ดังน้ัน  จึงแบงกระบวนการแกปญหาออกเปนสองขั้นตอน คือ 
แปลงปญหาจากเวลาตอเน่ืองเปนดิสครีท โดยเทคนิคของวิธีคอลโลเคชัน ทําใหปญหาถูกศึกษา
เปนชวงๆ และจะถูกแปลงจากปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร 
(Dynamic Optimization) เปนปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางสถิตยศาสตร 
(Static Optimization) หรือเรียกวา Parameter Optimization ตอมาหาคําตอบของปญหาดวย
วิธขีองสมการออยเลอร-ลากรานซ  ทําใหไดปญหาโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสนซึ่งนําไปแกปญหา
ตอไป 
 5.  แนวความคิดทางคณติศาสตร (Mathematical concept) 
  มนัส  สังวรศลิป และคณะกลาววา  คอมพิวเตอรถูกสรางขึ้นมาเพื่อแกปญหา 
ในวิธเีชิงตวัเลข  โดยมีภาษาทางคอมพิวเตอรในการแกปญหา  เชน  ภาษาซี  ภาษา Fortran  
ภาษา Pascal  ภาษา MATLAB เปนตน  โดย ภาษา C  ภาษา Fortran  และภาษา Pascal  
เหมาะในการแกปญหาเชิงตัวเลข  แตไมเหมาะกับงานกราฟกที่ซับซอน เน่ืองจากการใชงานที่
ยุงยากและเสยีเวลาในการแสดงผลมาก  โดยมีรูปแบบคําสั่งที่แนนอน สวนภาษา MATLAB 
เปนการพัฒนาโปรแกรมเพื่อใชในการคํานวณเชิงตวัเลขโดยตรง และกราฟกที่ซับซอนใหงายตอ
การใชงาน  โดยมีการพัฒนาอยางไมหยุดยั้ง งายตอความเขาใจ และการเขียนโปรแกรมที่ไม
ซับซอน สามารถหาผลลัพธไดอยางรวดเร็ว  ปจจุบันมีการใชงานอยางกวางในงานสาขาตางๆ  
   MATLAB ยอมาจาก  Matrix Laboratory  เปนภาษาชัน้สูง  สําหรับการ
คํานวณทางเทคนิคที่ประกอบดวยการคาํนวณเชิงตวัเลข  กราฟกทีซั่บซอน และการจําลองแบบ
เพ่ือใหมองเห็นภาพอยางชัดเจน  โดยผูใชหลายๆ แขนง ไดชวยพัฒนาโปรแกรมการแกปญหา
ทําใหปจจุบัน MATLAB มีฟงกชันตางๆ ใหเลือกมากมาย เหมาะในการศึกษางานดาน
คณิตศาสตร  วิศวกรรมศาสตร และวิทยาศาสตรแขนงตางๆ  ตลอดจนงานดานอุตสาหกรรม 
   ในงานวิจัยน้ีเลือกใชโปรแกรม MATLAB โดยมีซิมโบลิกสทูลบอกซ 
(Symbolic Toolbox) ทางคณิตศาสตรทีเ่ปนเครื่องมือในการคํานวณทางระเบียบวธิีเชิงตัวเลข 
ซ่ึงชวยใหการแกปญหาแคลคูลัสพีชคณิตเชิงเสน การหาคําตอบของระบบสมการ และงานใน
สาขาอื่นๆ ทําไดงายขึ้น  โดยไมตองใชความรูทางการคํานวณทางคอมพิวเตอรมากนัก  โดย
หลักการพื้นฐานทางคณิตศาสตรที่จะนํามาใชในการแกปญหาของระบบสมการทีไ่มเปนเชิงเสน 
คือ  อนุพันธตางๆ อนุพันธยอย เวกเตอร  เมตริกซ  อนุพันธของเมตริกซ และการหาคําตอบ
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ของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน จาโคเบียน (Jacobian) และเฮสเชี่ยน (Hessian) ซ่ึงสามารถ
ใชซิมโบลิกส ใน MATLAB คํานวณหาคาเหลานี้ได โดยไมตองกําหนดขึ้นมาใหมโดย  
MATLAB มีขอเดนที่งายตอการใชงานหลายประการ  คือ  
   1.  มีฟงกชันทางคณิตศาสตรใหเลือกในการคํานวณมากมาย ตลอดจน
สามารถสรางฟงกชันขึ้นมาใชเองไดกับงานเฉพาะสาขานั้นๆ ผูใชจึงสามารถสรางทูลบ็อกส 
(Tool boxes) ของตัวเองขึน้มาได 
   2.  Algorithm พัฒนางายไมยุงยาก สามารถแกปญหาทางคณิตศาสตรที่มี
ความซับซอนงาย และรวดเร็ว 
   3.  มีโครงสรางแบบจําลอง (Simulink) ซ่ึงเปน Package ที่สามารถสราง
บล็อกไดอะแกรม เพ่ือใชทดสอบและประเมินผลของระบบพลศาสตรตางๆ กอนการนําไปใชงาน
จริง 
   4.  มีลักษณะเปน Interactive Software งายตอผูใชเบือ้งตนในการเรียนรู 
   5.  การเขียนโปรแกรมไมยุงยากและการแกปญหาที่มีความซับซอนทาง
คณิตศาสตร สามารถทําไดงายและรวดเรว็กวา เม่ือเปรียบเทียบกับการเขียนโปรแกรมดวย 
ภาษาอื่น  
   6.  มีฟงกชันที่ผูใชในวศิวกรรมหลายแขนงสามารถนําไปใชไดทนัที หรือ
เรียกวา Tool Boxes เชน Control System, Signal Processing, Dynamic System 
Simulation, Neutral Network  เปนตน 
 
   โครงสรางของโปรแกรม ประกอบดวย  5 สวนใหญๆ  คือ 
    1.  ภาษาโปรแกรม MATLAB เปนโปรแกรมชั้นสูงที่ใชควบคุม Flow 
Statements ฟงกชัน โครงสรางขอมูลอินพุท/เอาทพุท 
    2.  สถาปตยกรรมในการทาํงานของ MATLAB (The MATLAB Working 
Environment) ใชโปรแกรม โดยจัดการตัวแปรใน Workspace นําขอมูลหรือการผานคาตัวแปร
เขา/ออก และกลุมของเครื่องมือตางๆ น้ีกจ็ะใชสําหรับพัฒนา จัดการ ตรวจสอบความผิดพลาด
ของโปรแกรม (Debugging) ที่ไดเขียนขึ้น 
    3.  ฟงกชันในการคํานวณทางคณิตศาสตร  (The MATLAB 
Mathematical Function Library)  มีไลบรารีทั่วไปที่ใชในการคํานวณอยางกวาง  เชน  Sine, 
Cosine และพีชคณิตเชิงซอน โดยสามารถนําไปประยกุตใชเปนฟงกชันหรือไลบรารีเพ่ิมเติม  
ทําใหโปรแกรม MATLAB มีฟงกชันการใชงานมาก และครอบคลุมในรายละเอียดของการ
คํานวณในงานตางๆ  
    4.  Handle Graphic ประกอบดวยคําสั่งชั้นสูงสําหรับการพล็อตกราฟ  
ซ่ึงสามารถตดิตอกบัผูใชโดยผานหนาจอรับขอมูลบนพ้ืนฐานความตองการใชงานของผูใช  
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การสรางหนาจอรับขอมูลสามารถนํารูปแบบตางๆ มาประยุกตใชโดยการเขียนในโปรแกรม  
M-file  
    5.  The MATLAB Application Program Interface (API) เปนฟงกชนั
เพ่ือสนับสนุนการติดตอจากภายนอก   
 

งานวิจัยที่เก่ียวของ 
 งานวิจัยในประเทศ 
  ทววิัชร  วีระแกลว (2000) กลาวถึง ทฤษฎีการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของ
สมการเชิงอนุพันธอันดับสูงที่เรียกวา  ทฤษฎีความคาต่ําสุด ทฤษฎดัีงกลาว ที่นําเสนอถูกพิสูจน 
จากสองวิธีการ คือ ทฤษฎีของ ฮามิลตัน-จาโคบี  ซ่ึงจะนําไปสูการพิจารณาทฤษฎขีองพอนทริ
ยากิน  และทฤษฎีความต่ําสุด และยังสนบัสนุนทฤษฎตีางๆ ใหกับระบบการเคลื่อนที่ ที่อยูในรปู
สมการเชิงอนุพันธอันดับสูงและแคลคูลัสออฟวาริเอชั่น ซ่ึงเปนวิธีทีใ่ชตรวจสอบทฤษฎีของ 
พอนทริยากิน และทฤษฎีความต่ําสุดอีกครั้งหน่ึง  ซ่ึงจะเห็นไดวาทัง้สองวิธีการนีส้ามารถไดให
คําตอบทีต่รงกัน 
  ทววิัชร  วีระแกลว (2000) ศึกษาปญหา  เรื่องความเหมาะสมสูงสุดของการใช
เวลานอยทีส่ดุของการเคลือ่นที่เปนแบบเชิงเสน (The Minimum Time Problem of Linear 
Dynamic Optimization)  โดยจะใชวธิีการพิจารณาหลายวิธทีี่ชวยในการวิเคราะหตามหลักการ
ระเบียบวธิีเชงิตัวเลขโดยตรงไดสะดวกยิง่ขึ้น  ขึ้นอยูกับคุณลักษณะของปญหา เรื่องการใชเวลา
นอยที่สุด (Minimum Time Problem) การพิจารณาปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุด มีความเหมือน 
กับปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานงึถึงเวลาสุดทาย (Maximum Energy with Free Final 
Time Problem) ในเอกสารทางวิชาการฉบับน้ี  จะไดอธิบายถึงรายละเอียดความเหมือนกัน 
ระหวางปญหาทั้งสองขอ  คือ  ปญหาพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสดุทาย  และปญหาเวลา 
ที่นอยที่สุดสําหรับระบบที่เปนเชิงเสน แตการพิจารณาดวยวธิีน้ีมีขอดีกวาหลายประการ ในตอน
ทายสุดไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสองปญหา  โดยวิธีระเบียบเชิงตวัเลขทั้งวิธตีรง
และวธิีออม ทําใหเกิดความชัดเจนยิ่งขึ้น 
  ยศศักดิ ์ สายสนิท (2003) ศึกษาวิธีการวิเคราะหหาคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสม
ของรถแขงทีแ่ลนในสนามแขงขัน  โดยใชวิธ ีมีนนิมัมไทมออปติไมตเซชัน (Minimum Time 
Optimization) มาเปนเครื่องมือในการวิเคราะห และใชโปรแกรมคอมพิวเตอร ในการหาคําตอบ
ของคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขง  โดยสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของรถแขง 
ซ่ึงเปนรถยนตแบบหาระดับขั้นความเสร ีทําใหไดสมการการเคลื่อนที่ทั้งหมดหาสมการ  ซ่ึงไม
คิดผลกระทบจากอากาศพลศาสตร และใชแบบจําลองของรถแขงทีมี่มวลขนาดตางๆ เพ่ือใช
เปรียบเทียบกนัโดยมีเง่ือนไขบังคับ ก็คือ รูปรางของสนามแขงขัน แลวใหรถแขงวิ่งในสนาม
ดังกลาว โดยจะปอนคาคอนโทรลอินพุต (Control Input) ในรูปของแรงขับเคลื่อนและมุมเลี้ยว  
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เพ่ือดูความเรว็สูงสุดเทาใด เพ่ือเปรียบเทยีบเวลาทีใ่ชในการเคลื่อนที่แบบจําลองของรถแขงและ
สนามแขงขันจะถูกแปลงใหเปนสมการทางคณิตศาสตรแลวใชโปรแกรมแมทแล็บหาคาความเรว็
สูงสุดของรถแขง ผลจากการศึกษาวิจัยพบวา วธิีการหาคาของความเหมาะสมที่สดุทางพลศาสตร   
(Minimum Time Optimization) สามารถนํามาใชหาคาความเร็วสูงสุดในการเคลื่อนที่ได และผลของ
คําตอบอยูในเกณฑที่ยอมรับได แตมีความยากในการหาคําตอบคอนขางมากเนื่องจากจะตอง
กําหนดคาเริ่มตนของเวลาใหใกลเคียงกบัคําตอบใหมากที่สุด แตก็สามารถนําไปประยุกตใชหา
เวลาในการเคลื่อนทีข่องวตัถุตางๆ ไดเชนกัน 
  ปเสฏฐา  สารลักษณ (2548)  ศึกษาปญหา  เรื่องการเปรียบเทียบผลลัพธที่ได
จากการใชพลงังานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สดุ ในระบบพลศาสตร  โดยการนํา
หลักการของแคลคลูัส ความแปรปรวนหาเงื่อนไขของคาต่ําที่สุดและสูงที่สุด ซ่ึงเปนวิธีออม 
ทางการหาคาเหมาะสมที่สดุ สําหรับระบบควบคุมในระบบทางพลศาสตร ขึ้นกับการตั้ง
สมมุติฐานเกีย่วกับสมรรถนะเงื่อนไขจํากัดทางกายภาพ หรือปลายทางของระยะการทํางาน  
แลวนําคาคําตอบของการใชพลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลทีสุ่ดมาเปรียบเทียบกัน  
ผลจากการศกึษาวิจัยพบวา  คาความนิ่มนวลที่สุดมีความใกลเคียงกับการใชพลังงานนอยที่สุด 
เปนฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุด  ซ่ึงจะมีผลดีในการวิเคราะหทางตัวเลข ในเรื่องของการ
ที่สามารถกําหนดคาเริ่มตนและคาสุดทายใหกับแรงทีจ่ะมาทํากับระบบในอนาคต และนําผลลัพธ
ที่ไดไปใชงานไดอยางเหมาะสมทั้งดานความนิ่มนวลและการประหยดัพลังงาน 
 งานวิจัยในตางประเทศ 
  เอฟทิม วีแซด (Evtim VZ.  1997) ศึกษา “ระบบพลศาสตรและกลไกการควบคุม
ทางการหาคาที่เหมาะสมทีสุ่ด” (Dynamics and Optimization of Controlled Mechanical 
Systems) โดยศึกษาจากระบบของเครื่องจักรกล (Multibody Systems) ระบบการทํางานของ
หุนยนต การทํางานจริงของชิ้นสวนที่เลยีนแบบมนุษย (Manipulators and Robots) การ
เปลี่ยนแปลงรูปรางอัตโนมัติ (Automobiles) และการเคลื่อนยายโครงสรางอ่ืนๆ (Moving 
Structures) เปนตน ทําใหไดขอมูลทางพลศาสตรการเคลื่อนที่ (Kinematics) และคาเหมาะสม
สูงสุด (Extremum) โดยแกปญหาระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear Dynamics) 
แกปญหาแบบโดยวิธตีรง และปญหาผกผัน  (Inverse Problems) โดยการสรางโปรแกรมบน
ภาษา Fortran เพ่ือหาคําตอบโดยใชวธิีของ นิวตัน ออยเลอร ลากรางจ (Newton-Euler 
Lagrange Equations) ประกอบกับแกปญหาที่ไมเปนเชิงเสน จะไดผลที่แสดงโดยกราฟการ
วิเคราะหโครงสรางและวเิคราะหระบบ ผลที่ไดคือโปรแกรมสามารถแกปญหาทางการควบคุมให
ไดประโยชนสงูสุดไดอยางแมนยํา แตสรางโปรแกรมที่ใชงานไดหลากหลายมาก ดังน้ัน การใช
งานจึงใชเวลาในการวิเคราะหนาน และไมสะดวกในการกําหนดขอมูลเริ่มตน 
  จูแฟง พี (Jufeng P.  2002)  ศึกษา “การใช Mathematical Program with 
Complementarily Constraints (MPCC) ในการวิเคราะหหาความเสียดทานที่เกิดขึน้กับหุนยนต 
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โดยการแกปญหาการควบคุมใหไดประโยชนสูงสุด” (Optimal Control of Multiple Robot 
Systems with Friction Sing MPCC) โดยความเสียดทานไดจากระบบพลศาสตร (Dynamic 
System) ซ่ึงแบงเปนทางพลศาสตรการเคลื่อนที่ และขอบเขตทางพลศาสตร (Dynamics 
Constraints) ซ่ึงเปนสมการไมเปนเชิงเสน  ใชโปรแกรมวิเคราะหปญหาของการควบคุม 
โดยสมบูรณแบบที่เหมาะสมที่สุด (Full Minimal Time Optimal Control) ผลลัพธที่ไดแสดง 
เปนภาพประกอบตามปญหาตางๆ คอนขางแมนยํา แตไมครอบคลมุเพียงพอ เน่ืองจาก
รายละเอียดยอยอ่ืนๆ ไมไดแสดงผลออกมา 
  สุนิล เค ; แอคกราวัล ท ี; วีระแกลว และ ฟาเบน (Sunil, K. ; Agrawal, T.; 
Veerakleaw, & Fabien, B.C.  1999)    ศกึษาการวิเคราะหหาคําตอบของระบบสมการ 
การเคลื่อนที่เปนเสนตรง  และสัมประสทิธิ์เปนคาคงที่กําหนดใหเคลื่อนที่ระหวางจุดสองจุด 
ในระยะเวลาที่กําหนดจากทฤษฎีที่มีอยูเดิม คําตอบทีไ่ดของสมการการเคลื่อนที่ และสมการ
ควบคูตองเปนจริงในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง โดยการเปลี่ยนรูปที่สามารถแทน
คาตัวแปรสถานะ  และตวัแปรควบคุม (State and Control Variable)   เขาไปในฟงกชันที่
ตองการหาคาสูงสุด และต่ําสุด โดยนําวิธีการทางตรง  และทางออมมาแกปญหาไดเปนอยางดี   
ในการวิเคราะหปญหาของการหาคาต่ําสุด และสูงสุดนั้น ระบบการเคลื่อนที่ ที่อยูในรูปสมการ 
เชิงอนุพันธอันดับสูง  มีขอไดเปรียบในการคํานวณมากกวารูปสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง 
โดยเฉพาะสมการการเคลื่อนที่ทางดานวศิวกรรมเครื่องกล  จะอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ
อันดับที่สองเสมอ ในงานวิจัยฉบับน้ี  ไดนําเสนอผลการเปรียบเทียบการแกสมการการเคลื่อนที่  
ที่อยูในรูปสมการชั้นสูงและสมการอนุพันธอันดับหน่ึงอยางชัดเจน และไดสรางซอฟแวรขึ้นมาทั้งวิธี
ตรงและวิธีออม  ซ่ึงโปรแกรมสามารถแกสมการการเคลื่อนที่  เพ่ือใชในการเปรียบเทียบไดหลาย
รูปแบบ 
 สรุปจากการศกึษางานวิจัยที่เกี่ยวของ โดยสวนใหญเปนการวิจัยเกีย่วกับความ
เหมาะสมสูงสุดทางพลศาสตร ที่มุงเนนในการแกปญหาโดยใชสมการการเคลื่อนทีข่องระบบ
พลศาสตร ซ่ึงเปนสมการเชงิอนุพันธอันดับที่สองเทานัน้ โดยมีการเปรียบเทยีบการใชพลังงาน
นอยที่สุด และการใชความนิ่มนวลมากทีสุ่ด แตยังไมมีการกําหนดคาเริ่มตนและสดุทายหรือ 
ตัวแปรควบคมุใหกับแรงทีม่ากระทํากับระบบการเคลื่อนที่ในระบบพลศาสตร 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 ในการวิจัยครัง้น้ี ผูวิจัยไดดําเนินการตามขั้นตอน  ดังน้ี 
  1.  การกําหนดปญหา (State of the Problem) 
  2.  เง่ือนไขที่จําเปนในการแกปญหา (Necessary Conditions) 
 

การกําหนดปญหา (State of the Problem) 
 ในระบบพลศาสตรที่เปนเชงิเสนและไมเชิงเสน (Nonlinear) น้ันสามารถเขียนอยูในรูป
ของสมการอนุพันธอันดับที่หน่ึงได  ดังน้ี 
 
  ,)();,,( 00 xtxtuxfx ==&                       (3.1) 

 
 โดยที่ nRx∈  เปนตวัแปรที่เรยีกวา สถานะและตัวแปรควบคมุ  mRu∈ เปนตวัแปร
ควบคุมปอนเขาของการแกปญหาตามลําดับ 0x  คือ คาเงือ่นไขเร่ิมตนของตัวแปร States 0t  
คือ เวลาเริ่มตนและ ),,( tuxf เปนฟงกชั่นที่อยูในรปูของ States Control Input และ เวลา  
รูปแบบของปญหาในที่น้ีก็คอื การหาคาของ States x(t) และ Control Input )(tu  ที่ทําใหการ
ทํางานของระบบการเคลื่อนที่เปนไปตามวัตถุประสงคที่ตองการพลังงานนอยที่สุดหรือความ 
น่ิมนวลสูงสุดเปนจริง โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสดุทายของ Control Input  
 1.  ปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy Problems) 
  ในปญหานี้ การควบคุมใหเกิดความเหมาะสมสูงสุดของการใชพลังงานนอยที่สุด 
จะจัดใหอยูในรูป ดังน้ี 
 

   midtuJ
ft

t
i ,...,1,

0

2 == ∫∑                                 (3.2) 

 
  เม่ือ ui เปนตัวแปรควบคุมสามารถนํามาประยุกตการใชงานเปนแรง หรือทอรก
ของระบบการเคลื่อนที ่J เปนคาฟงกชั่นการใชพลังงาน 
 2.  ปญหาของความนิ่มนวลสงูสุด (Minimum Jerk Problems) 
  ในรูปแบบที่คลายกันกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดนั้น  สามารถนํามาใช
แกปญหาของความนิ่มนวลสูงสุด เน่ืองจากการเปลี่ยนแปลงของแรงที่เทียบกับเวลา คือ ตัวแปร
ที่เปนอนุพันธอันดับที่หน่ึงของ Control Input u  ดังน้ัน Jerk สามารถถูกเขียนในรูปของตัวแปร
ใหมได  ดังน้ี 
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  กําหนดให 
 
    xu =                                         (3.3) 
 
  จากสมการที่ (3.1) จึงเขียนใหมไดวา 
 
    ),,( txxfx =&                                                        (3.4) 
 
  โดยที่ 
 
    ux ~=                                           (3.5) 
  และ 
 
    uuxJerk ~=== &&&&  .                                             (3.6) 
 
  ดังน้ันสมการที่ (3.4) จึงกลายเปน 
 
     mnituuxxfx mmnii +== + ,..,1  );,~,...~,,...,( 11&                   (3.7) 
 
  ให u~ เปนตวัแปรและคา Control Input ของระบบการเคลือ่นที่ในระบบพลศาสตร
ดวยเหตุน้ีสมการ (3.2) จึงเขียนเปนสมการใหมตามวัตถุประสงคของฟงกชันความนิ่มนวลสูงสุด 
ไดวา 
 

    midtuJ
ft

t
i ,...,1,~

0

2 == ∫∑                                (3.8) 

 
  เม่ือ J เปนคาฟงกชั่นของ Jerk 
 

เงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา (Necessary Conditions) 
 โดยการศึกษาในงานวิจัยน้ีใชหลักการของแคลคูลัสความแปรปรวนหาเงื่อนไขของคา
ต่ําที่สุดและสงูที่สุด ซ่ึงเปนวิธีแกปญหาทางออมโดยกําหนดคา Control Input ใหมเปนคาu~

หลักการของแคลคลูัสความแปรปรวนชวยแกของปญหาทางการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดสําหรับ
ระบบควบคุมในระบบทางพลศาสตรดวยการหาคาเวลาของ Control Input ควรเปนคาต่ําสุด 
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ของฟงกชันดังสมการ     
   ∫+Φ=

1

),...,,...,,(),...,,(
L

L
mlultuL

o

f
dtuuxxtLxxtJ                  (3.9) 

 
  เม่ือ 
 
   

ftnxxt ),...,,( 1φ ,                             (3.10) 

 
  เปนคาพื้นฐานในการหาคาเวลาสิ้นสุดและสถานะสุดทายของระบบสมการ 
การเคลื่อนที ่

 

   dtfxLJ
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  เปนการอินตรเิกรทคาตวัแปรอิสระในชวงเวลาที่ผานมาของสถานะและคาควบคุม
แปรปรวน  ดังน้ัน  จึงตัดเทอมแรกของสมการที่ (3.9)  สมการการเคลื่อนที่ระบบพลศาสตรจะ
เทากับคาฟงกชันของ Lagrange  Multiplier  ดังตอไปนี้ 
 

   ),...,,,...,(' 11 mn uuxxJ = dtuuxxtL
ft

it
mn∫ ),...,,,...,,(' 11                    (3.12) 

 
  ในการศึกษางานวิจัยน้ีเปนการแกปญหา โดยพิจารณาเงื่อนไขที่กําหนดคาเริ่ม
และคาสุดทายที่แนนอน  ซ่ึงเปนฟงกชันที่กําหนดเงื่อนไขเวลาเริม่ตน 0t  เวลาสดุทาย  t 
  เง่ือนไขสถานะ (Initial  State) x(tf) เพ่ือใชแกปญหาไวกอนแลว และฟงกชัน
สามารถแบงแยกไดเปน   เง่ือนไขขอบเขตที่ไมเปนอิสระ ของ    x(t0)= x0, x(tf)= xf , u(t0)= u0   
และ u(tf)= uf  เม่ือเวลาทีใ่ชลดลงมาอยูในชวงระหวาง fi ttt ≤≤  
 
  ใหฟงกชัน ( )nn xxxxtF && ,...,,,...,, 11

 สามารถแสดงเปนฟงกชันนอลใหมไดวา 
 

   [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ
ft

t
nnn ∫=

0

,...,,,,...,,,,...,, 212121 &&&                     (3.13) 

 
  ให )( 0tx  ถูกเพิ่มคาดวย )( 0thxj , u(t0) ถูกลดคาโดย )( 0thuk  จนกระทั่งเปนไปตาม
เง่ือนไข  ขอบเขต  ดังน้ัน  the )( 0thxj  )( fxj th=  )( 0thuk=  )( fuk th=  0=   
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ซ่ึงเกิดการเปลี่ยนแปลงภายในฟงกชัน  J∆   ดังน้ี 
 

   
[ ] [ ]

( )
( )

dt
xxxxtF

hxhxhxhxhxtF

xxxJhxhxhxJJ
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t nn
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      (3.14) 

 
  เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series) ดังสมการที่ 3.1  โดยตัดเทอมของ
สมการที่มีดีกรีสูงออกไป และนําไปประยกุตเพ่ือหาคําตอบไดวา  
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δ                                  (3.15) 

 
  และอินทิเกรทดวยวธิีบายพารท (Integral by Parts) จะได 
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  เน่ืองจากวิธีการแกไขปญหาของคาต่ําสุดและคาสูงสุดนั้น  เง่ือนไข ทําให   

0 =Jδ  ที่คาความ แปรปรวนไมเฉพาะเจาะจงของ  0)()( 0 == fthth . 
ดังน้ัน  จะไดอนุพันธตอเน่ือง (Continuous Derivative) เปน 

 

   ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,...,1    ,0 ==
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                                       (3.17) 

 

  Necessary Conditions (3.17)  นําไปแกปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดกับการใช
ความนิ่มนวลที่สุด  โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสดุของตัวแปรควบคุมในระบบพลศาสตร   
 



บทที่ 4 
ผลการทดสอบและเปรียบเทียบผลลัพธ 

 
 จากการศึกษาวิจัยเรื่องการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการใชพลังงานนอยที่สุดกับ
การใชความนิ่มนวลที่สุด โดยกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิน้สุดของตัวแปรควบคุม ในระบบ
พลศาสตร ไดมีการวิเคราะหผลการทดสอบ และเปรียบเทียบผลลัพธ และนําเสนอขอมูลเปน
ลําดับตามรายละเอียด ดังน้ี 
 1.  ตัวอยางของปญหา (Example Problem) 
 2.  การเปรียบเทียบผลลัพธจากการใชพลังงานนอยที่สุด และปญหาของความนิ่มนวล
สูงสุด 
 

ตัวอยางของปญหา (Example Problem) 
 กําหนดใหระบบสมการเชิงเสนของการเคลื่อนที่ของเครื่องยนตเครือ่งจักร  ดัง 
ภาพประกอบ 5 

 
                                      )(1 tx  
         

                     1u                      1m  
 
 

ภาพประกอบ 5  ระบบพลศาสตรของมวล 1m  
 
 
 จากภาพประกอบ 5  กําหนดให   kgm 11 =   จากกฎขอที่ 2 ของนิวตัน จะไดสมการ
เคลื่อนที่อยูในรูป 
 
   11 ux =&&                                                                    (4.1) 

 
 หรือ  

   
12

21

ux
xx

=
=

&

&
                                                                   (4.2) 

 
 โดย  1u  เปนตวัแปรควบคุมของสมการสามารถกําหนดให 
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   0)0(1 =x        1)1(1 =x  
 
   0)0(1 =x&        0)1(1 =x&                           (4.3) 
    
   0)0(1 =x&&       0)1(1 =x&&  
  
 
 1.   ปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy Problems) 
  รูปแบบของคาฟงกชั่นของความเหมาะสมสูงสุด  คือ 

 

   dtuJ ∫=
1

0

2
1                                                            (4.4) 

 
 พิจารณาจากคาฟงกชันในสมการ (4.4) เพ่ือใหไดคาทีน่อยที่สุด  เม่ือใช แคลคลูัส
แปรปรวนจะไดฟงกชันนอล ][xJ ′  ใหม  ซ่ึงกําหนดชัดเจนใน (4.3)  ถาแทน  L ดวย   F  จะได
วา 
 
   )()( 212121

2
1 xuxxuF && −+−+= λλ                                (4.5) 

 
 เง่ือนไขที่จําเปนในการหาคําตอบของปญหา มีดังน้ี 
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ภาพประกอบ 6  ผลการเปรียบเทียบระหวางการขจัดกับเวลาจากการแกปญหาการใช 
     พลังงานนอยที่สุด 
 
 
 จากภาพประกอบ 6  เปนรูปกราฟ 1x   ซ่ึงพล็อตแสดงความสัมพันธระหวางการขจัด
และเวลาทีช่วงระยะเวลาเริม่ตน 0t  ถึงเวลาสุดทาย ft  เปนผลจากการหาอนุพันธของการขจัด
เทียบกบัเวลาตามสมการเชงิอนุพันธของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด ผลเฉลยไดกราฟเปน
รูปเสนโคงที่เวลาใดๆ ความชันของเสนกราฟคือความเร็ว 
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ภาพประกอบ 7  ผลการเปรียบเทียบระหวางความเรว็กับเวลาจากการแกปญหาการใช 
     พลังงานนอยที่สุด 
 
 
 จากภาพประกอบ 7  เปนภาพกราฟ 2x   ซ่ึงพล็อตแสดงความสัมพันธระหวาง
ความเร็วและเวลาทีช่วงเวลาเริ่มตน 0t  ถึงเวลาสุดทาย ft  เปนผลจากการหาอนุพันธของ
ความเร็วเทียบกับเวลาตามสมการเชิงอนุพันธของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดหรือเกิดจาก
การนําความชนัของกราฟ s-t (ภาพประกอบ 7) มาพล็อตเทียบกับเวลาอีกครั้ง ผลเฉลยจะได
กราฟเปนเสนตรง เปนชวงๆ เวลาตามเงือ่นไขเร่ิมตน  ซ่ึงความชันของเสนกราฟ คือ ความเรง 
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ภาพประกอบ 8  ผลการเปรียบเทียบระหวาง Control Input กับเวลา จากการแกปญหาการใช 
     พลังงานนอยที่สุด 
 
 
 จากภาพประกอบ 8  เปนรูปกราฟแสดงผลลัพธการใชพลังงานนอยที่สุด เปนผลจาก
การพล็อตตวัแปรควบคุม เทียบกับเวลาตามการแกสมการปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด ซ่ึง
การหาอนุพันธของสมการทีเ่ปนเสนตรงจะไดสมการเสนตรงที่ขนานกบัแนวระนาบพื้นที่ไดกราฟแต
ละชวงเวลาหรอืที่  t  ใดๆ  จะแสดงถึงการเปลี่ยนแปลงของความเรง   แตผลที่ไดในกรณน้ีีไมสามารถ
นําไปใชงานจรงิได เน่ืองจากเปนการปอนแรงที่  0=t  วินาที  ในทันทีซ่ึงทาํใหระบบไมสามารถ
ควบคุมความนุมนวลได 
 2.  ปญหาของความนิ่มนวลสงูสุด  โดยการกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสุดทาย
ของตัวแปรควบคุม (Minimum Jerk Problems with Given Both End of Control Input) 
  ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดมีความเทีย่งตรง แนนอนเหมือนรูปแบบปญหาของ
การใชพลังงานนอยที่สุดใน  (3.17) ดังแสดงไวขางลาง 
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  เม่ือกําหนดคาเริ่มตนและคาสุดทายของ Control  Input  ปญหานี้ยังคงตอง
พิจารณาถึงเง่ือนไขของเวลา  ดังน้ี 
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 ในปญหานี้คาฟงกชันของ Jerk  กําหนดไวชัดเจน  ดังที่แสดง 
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    1x&&&  จะขึ้นอยูกับ ),,,,( txxxxF &&&&&&  
 
  ซ่ึงวิธีการนี้เหมือนกับการนําไปใชในปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด  ดังน้ัน 
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  พิจารณา (4.10) ดวยสมการ  Euler- Lagrange Equation. 
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  เง่ือนไขที่จําเปนสําหรับปญหาของความนิ่มนวลสูงสดุ  มีดังน้ี 
 

    

2
~

~

0

3
1

13

32

21

23

12

1

λ

λλ

λλ

λ

−=

=
=
=
−=

−=

=

u

ux
xx
xx

&

&

&

&

&

&

                                                (4.12) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Time (sec)

D
is

pl
ae

m
en

t (
m

)

 
 
 
 

ภาพประกอบ 9  ผลการเปรียบเทียบระหวางการขจัดกับเวลาจากการแกปญหา 
     ของความนิ่มนวลสูงสุด   
 
 
 จากภาพประกอบ 9  เปนรูปกราฟ 1x   ซ่ึงพล็อตแสดงความสัมพันธระหวางการขจัด
และเวลาทีช่วงระยะเวลาเริม่ตน 0t  ถึงเวลาสุดทาย ft   เปนผลจากการหาอนุพันธของการขจัด
เทียบกบัเวลา ตามสมการเชิงอนุพันธของปญหาการใชความนิ่มนวลที่สุด  ผลเฉลยไดกราฟเปน
รูปเสนโคงที่เวลาใดๆ ความชันของเสนกราฟคือความเร็ว 
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ภาพประกอบ 10  ผลการเปรียบเทยีบระหวางความเรว็กับเวลาจากการแกปญหาของ 
     ความนิ่มนวลสูงสุด   

 
 

 จากภาพประกอบ 10  เปนรูปกราฟ 2x   ซ่ึงพล็อตแสดงความสัมพันธระหวางความเร็ว
และเวลาทีช่วงเวลาเริ่มตน 0t  ถึงเวลาสุดทาย ft เปนผลจากการหาอนุพันธของความเรว็เทียบกับ
เวลาตามสมการเชิงอนุพันธของปญหาการใชความนิ่มนวลสูงสุด หรือเกิดจากการนําความชัน
ของกราฟ ts −   (ภาพประกอบ 9) มาพล็อตเทยีบกับเวลาอกีครั้ง ผลเฉลยจะไดกราฟเปน
เสนตรง เปนชวงๆ เวลาตามเงื่อนไขเร่ิมตน  ซ่ึงความชันของเสนกราฟคือความเรงเนื่องจากเรา
สามารถกําหนดเงื่อนไขเร่ิมตนใหกับสมการการเคลื่อนที่แลวหาอนพัุนธอีกครั้ง ทําใหผลลัพธเปน
กราฟเกิดการเปลี่ยนแปลงนอยมากมีผลทําใหมีความนิ่มนวลมากกวาปญหาการใชพลังงานนอย
ที่สุด 
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ภาพประกอบ 11  ผลการเปรียบเทยีบระหวางความเรงกับเวลาจากการแกปญหาของ 
     ความนิ่มนวลสูงสุด 
 
 
 จากภาพประกอบ 11  เปนรูปกราฟ 3x  ซ่ึงพล็อตแสดงความสัมพันธระหวางความเรง
และเวลาทีช่วงเวลาเริ่มตน 0t  ถึงเวลาสุดทาย ft   เปนผลจากการหาอนุพันธของความเรงเทียบ
กับเวลา ( )tx −2  ซ่ึงจะตางจากกรณีของการใชพลังงานนอยที่สุด  เพราะจุดเริ่มตนของกราฟจะ
เริ่มจากจุด 0=x  และ 0=y  ซ่ึงจะสามารถนําคุณลักษณะที่ดีของกรณีของความนุมนวลที่สุดนี้
มาประยุกตใชไดเพราะ การปอนแรงของใหกับระบบนั้น จะตองแปรผันตามเวลาจากนอยไปหา
มาก จึงจะเกิดความนุมนวลตามทีต่องการ   ซ่ึงในหลกัการ การใชพลังงานนอยที่สุดจะไมมี
คุณลักษณะทีดี่ ตามสมการเชิงอนุพันธของปญหาการใชความนิ่มนวลสูงสุด ผลเฉลยจะไดกราฟ
เปนเสนตรงทีต่อเน่ือง พ้ืนที่ใตกราฟในชวงเวลาเริ่มตนถึงเวลาสุดทาย คือการเปลีย่นแปลงของ
ความเรงซ่ึงเปนไปตามสมการเชิงอนุพันธ 
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ภาพประกอบ 12  ผลการเปรียบเทยีบระหวาง Control Input กับเวลา จากการแกปญหาของ 
     ความนิ่มนวลสูงสุด   

 
 
 จากภาพประกอบ 12  เปนรปูกราฟแสดงผลลัพธการใชความนิ่มนวลสูงสดุ  โดยกําหนด
จุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของตัวแปรควบคมุในระบบพลศาสตร  เปนกราฟซึ่งพล็อตระหวางความ
ชันของ Jerk เทียบกบัเวลา ( )tu −~  เปนผลจากการแกปญหาความนิ่มนวลสงูสุด ไดกราฟ
เสนตรงในแนวขนานกับระนาบ ซ่ึงในกรณีสมการการเคลื่อนที่ การหาอนุพันธครั้งสุดทาย จะได
เสนตรงขนานกับแนวระนาบเสมอ  ขึ้นอยูกับอันดับของอนุพันธ 
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การเปรียบเทียบผลลัพธจากการใชพลังงานนอยที่สุด และปญหาของ 
ความนิ่มนวลสูงสุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ 13  เปนเสนกราฟแสดงการเปลี่ยนแปลงเม่ือเวลาของตัวแปรควบคมุเปลี่ยนไป   
      ซ่ึงไดจากทั้งสองปญหา คือ การใชพลังงานนอยที่สุด และความนิ่มนวลสูงสดุ โดยกําหนด 
      จุดเริ่มตนและจุดสุดทายของตัวแปรควบคุม 
 
 
 ในสวนของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด ตัวแปรควบคุมขึ้นอยูกับเวลา ซ่ึงหาคาํตอบ
ของปญหาได โดยใหเวลาเริ่มตน ( )0=t  และ Control Input  เพ่ิมขึ้นลงอยางฉับพลัน ดังน้ัน จึง
เกิดการเคลื่อนที่แบบกระชากอยางรุนแรง เม่ือเวลาผานไปเสนกราฟของตัวแปรควบคุมจะลดลง
มีลักษณะเปนเสนตรง ในเทอมของสมการและสามารถพิจารณาจากแรงที่กระทําและการเคลื่อนที่
แบบกระชากที่มีเง่ือนไขของเวลาอาจมีผลทําให ชิ้นสวนหรืออุปกรณ รวมถึงชิ้นงานที่ถูกจับโดย
หุนยนตเกิดความเสียหาย หรือ เครื่องยนตเครื่องจักรเคลื่อนที่ไมสะดวก 
 จากภาพประกอบ 13  เสนกราฟที่ไดจากการเคลื่อนทีข่อง Jerk  จากจุดเริ่มตนที่ 

)0,0( และ )0,1(   เพราะวา เปนเง่ือนไขขอบเขต  อยางไรก็ตาม  เม่ือนําคาในแตละปญหามา
เปรียบเทียบ จะเห็นวา ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดจะใชพลังงานมากกวา จากการแกปญหา
ของสมการเชิงเสนดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร  โดยใชระเบียบวธิีทางตัวเลขชวยในการหาคําตอบ
ได  จากการสังเกตผลที่แสดงในกราฟจะเห็นไดชัดวา เสนกราฟของตัวแปรควบคมุ ( )tu  และ ( )t    
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มีความแตกตางกันมาก  เพราะปญหาความนิ่มนวลสงูสุดจะกําหนดตัวแปรควบคุม ทั้งเง่ือนไข
และจุดปลายของเสนพ้ืนทีใ่ตกราฟ 1u  กรณี Jerk มีการเปลี่ยนแปลงคานอยกวาพลังงาน  ทําให
เกิดผลดีตอการควบคุมการเคลื่อนที่ในระบบพลศาสตร ฉะนั้นจะเห็นวา เราสามารถนําวิธีการ
แกปญหาทางคณิตศาสตรเกี่ยวกับตัวเลขจริงมาใชในระบบพลศาสตรได  ดวยเหตุน้ี  ปญหาของ
ความนิ่มนวลสูงสุดมีขอดี  คือ สามารถกําหนดเพิ่มเง่ือนไขขอบเขตของตัวแปรควบคุม  เพ่ือ
แกปญหางานได 
  
 
 
 
 
 



บทที่ 5 
สรุป วิจารณผลและขอเสนอแนะ 

 
สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
 ปริญญานิพนธน้ีมีวัตถุประสงคเพ่ือศึกษาวิจัย  โดยมุงเนนเกี่ยวกบัปญหาในการหาคา
ความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร  ในรูปแบบของการใชพลังงานนอยที่สุด  และความ
ตองการความนิ่มนวลของระบบตลอดการทํางาน โดยกําหนดจุดเริ่มตน และจุดสดุทายของตัวแปร
ควบคุม   ซ่ึงปกติแลวในการกําหนดฟงกชั่นของคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรน้ัน 
นิยมใชพลังงาน  เวลา  ความเร็ว และระยะขจัด  แตในงานวิจัยน้ี  จะเนนเฉพาะในการแกปญหา
การใชความนิ่มนวลที่สดุ ที่เปนสมการเชิงเสนของการใชพลังงานนอยที่สุดของระบบ เน่ืองจาก
ความนิ่มนวล  มีความจําเปนตอการทํางานของระบบพลศาสตรหลายระบบดวยกนั   อาทิเชน  
ความนิ่มนวลในการทํางานของเครื่องจักรกล ความนิ่มนวลของการขับขี่รถยนต ความนิ่มนวล 
ในการทํางานของหุนยนต  แขนกล ซ่ึงเปนเครื่องมืออุปกรณที่ทําจากวัสดุเปราะบาง แตกหักเสีย
รูปรางไดงาย  รวมทั้งการนําไปใชในกระบวนการผลิตชิ้นงานที่เปราะบาง  ดังน้ัน ผูวิจัย  จึงมี
ความสนใจศึกษาในปญหาความนิ่มนวลของระบบพลศาสตร  โดยกําหนดจุดเริ่มตน และจุดสุดทายของ  
ตัวแปรควบคมุและตองการศึกษาผลลัพธที่ได เพ่ือนําไปเปรียบเทียบกับการใชพลังงานนอยที่สุด 
 จากการแกปญหาของสมการเชิงเสนดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร  โดยใชระเบียบวิธีทาง
ตัวเลขชวยในการหาคําตอบได  จากการสังเกตผลที่แสดงในกราฟจะเห็นไดชัดวา  เสนกราฟของ   
ตัวแปรควบคมุ  ( )tu และ ( )tu~  มีความแตกตางกนัตรงที่จุดเริ่มตนของ Control Input ; ( )tu  
เพราะปญหาความนิ่มนวลสูงสุดจะกําหนดตัวแปรควบคุม ทั้งเง่ือนไข และจุดปลายของเสน  
ฉะนั้นจะเห็นวา เราสามารถนําวิธีการแกปญหาทางคณิตศาสตรเกีย่วกับตัวเลขจริงมาใชในระบบ
พลศาสตรได  ดวยเหตุน้ี ปญหาของความนิ่มนวลสูงสดุ มีขอดี คือ  สามารถกําหนดเงื่อนไข
ขอบเขตของตัวแปรควบคมุ  เพ่ือแกปญหางานได และนํามาประยุกตใชในการออกแบบ
เครื่องจักรกล หุนยนต  เครือ่งยนต ใหมีความนิ่มนวลสงูสุดใชพลังงานนอยที่สุด เคลื่อนที่ไดอยาง
เหมาะสมที่สดุ  
 เม่ือนําคาในแตละปญหามาเปรียบเทียบ จะเห็นวา ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดจะใช
พลังงานสิ้นเปลืองมากกวา  แตขอดีของการใชความนิ่มนวลสูงสุด คือ สามารถนําไปใชงานได
จริงทําใหการเคลื่อนที่น่ิมนวลขึ้น  ในสวนของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดพบวา  ไมสามารถ
นําไปใชงานไดจริง เน่ืองจากการกําหนดหรือเพ่ิมแรงที่มีคาสูงเขาไปในระบบการเคลื่อนที่อยาง
ทันทีทันใด ณ จุดเริ่มตน จะมีผลทําใหเกิดการกระชากไมน่ิมนวลสงผลใหชิ้นงาน เครื่องจักร 
เครื่องยนต หุนยนต ไดรับความเสียหายและการเคลื่อนไหวของชิ้นสวนไมสะดวก จึงเกิดการ 
ขัดตัวทําใหชิน้งานเสียหาย รวมถึงผูปฏบิัติงานมีความเสี่ยงจากอันตราย 
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ขอเสนอแนะ 
 จากผลการเปรียบเทียบผลลัพธดวยวธิีเชงิตัวเลข โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร ซ่ึง
เปนการพิสูจนถึงทฤษฎีหลักการแกปญหา จะเห็นขอดีของรูปแบบปญหาทั้งสองแบบ สามารถ
นําไปประยุกตใชเพ่ือใหเกดิประโยชนในการควบคุมการทํางานของเครื่องจักร เครื่องยนต 
แขนกล หุนยนต ที่สงกําลังดวยสายพาน เฟอง ลูกสูบ ไฮดรอลิกส แรงดัน ซ่ึงอาจจะเคลื่อนที่
เปนเสนตรง หรือเคลื่อนทีแ่บบหมุน เน่ืองจากแรงหรือทอรคมีผลตอการเคลื่อนที ่ฉะนั้น ตองให
ความสําคัญตอการกําหนดคาตัวแปรควบคุมในระบบการเคลื่อนที่ โดยการกําหนดหรือปรับคาที่
อุปกรณควบคุมทั้งที่เปนทางกระบวนการควบคุมการผลิต และทางเซอรโวแมคคานิคส เพ่ือให
เกิดการใชพลงังานและความนิ่มนวลเหมาะสมสูงสุด 
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อภิธานศัพท 
 

Boundary Condition เง่ือนไขที่เปนขอบเขต 
Calculus of Variation แคลคลูัสความแปรปรวน 
Constraints เง่ือนไขบังคับ 
Continuous Derivatives อนุพันธตอเน่ือง 
Control Input ตัวแปรควบคมุของระบบพลศาสตร 
Control Variable คอนโทรลวารเิอเบิล 
Cost Functional คอสฟงกชันนอล 
Differential Equation สมการเชิงอนุพันธ  
Direct Method วิธีแกปญหาโดยตรง 
Design Functions ดีไซนฟงกชัน 
Design Parameters ดีไซนพารามิเตอร 
Design Variables ดีไซนวาริเอเบิล 
Displacement การขจัด  
Dynamics Constraints ขอบเขตทางพลศาสตร 
Dynamic Equation สมการทางพลศาสตร  
Dynamic Optimization Problem ปญหาการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดของระบบควบคมุ

ทางพลศาสตร  
Dynamic Optimization ความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร 
Dynamic System ระบบพลศาสตร 
Final Time เวลาสุดทาย 
Functional ฟงกชันนอล 
Independent Variable    ตัวแปรอิสระ  

Indirect Method วิธีแกปญหาโดยออม 

Initial Condition เง่ือนไขเร่ิมตน 

Initial State เง่ือนไขสถานะ 

Initial Time เวลาของคาเริม่ตน  

Lagrange Method วิธขีองลากรานซ  

Lagrange Multipliers ตัวคูณลากรานซ  

Linear Dynamics ระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน 
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Minimum Jerk ความนิ่มนวลสูงสุด 

Minimum Energy การใชพลังงานนอยที่สุด 

Necessary Condition เง่ือนไขที่จําเปนในการแกปญหา 

Nonlinear Systems ระบบที่ไมใชเชิงเสน 

Numerical Method ระเบียบวธิีเชงิตัวเลข  

Optimal Control Problem ปญหาการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดสําหรับระบบควบคุม 

Statement of Problem รูปแบบของปญหา  

State Variable ตัวแปรสถานะ 

Two-Point Boundary Value Conditions คาเงื่อนไขที่เปนขอบเขตสองตําแหนง 
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