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 ปริญญานิพนธนี้มีวัตถุประสงคที่มุงเนนวิจัยเพื่อศึกษาวิธีการวิเคราะหการหาคาความ

เหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรของลิฟตขนสงในรูปแบบของความตองการความนิ่มนวลตลอด
การทํางาน ซึ่งโดยทั่วไปแลวในการกําหนดฟงกชั่นของคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรนั้น 
จะนิยมใชเทอมของ พลังงาน เวลา ความเร็ว และระยะขจัด แตในบทความวิชาการหรืองานวิจัยชิ้นนี้
จะเนนเปนพิเศษที่ความหยาบกระดางนอยที่สุดของระบบลิฟตขนสงเนื่องจากเปนที่ทราบกันดีวาใน
การทํางานของระบบพลศาสตรโดยเฉพาะระบบลิฟตขนสงนั้น ตองการความนิ่มนวลในการเคล่ือนมาก
ที่สุด ดังนั้นผูวิจัยจึงมีความสนใจในปญหานี้และตองการศึกษาผลลัพธที่ไดเพื่อนําไปเปรียบเทียบกับ
การใชพลังงานนอยที่สุด จากการวิจัยพอสรุปไดวาคําตอบที่ไดมีความใกลเคียงกับการใชพลังงานนอย
ที่สุดเปนฟงกชั่นของคาความเหมาะสมสูงสุด ซึ่งจะมีผลดีในการวิเคราะหทางตัวเลขและนําผลลัพธที่
ไดไปใชงานไดอยางเหมาะสม กลาวคือ ไดทั้งความนิ่มนวลและการประหยัดพลังงาน 
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 The purpose of this research is to problem of finding the extremal solutions of the 
elevator systems in term of minimum jerk.  In general, energy, time, velocity and 
displacement are used as an objective function; however, this paper is emphasizing the 
minimum jerk instead.  Moreover, this objective is needed in many dynamic systems such 
as automobile and robot that work with the fragile equipments.  Not only the minimum jerk is 
become an objective of this work, but also the results are used to compare with the 
minimum energy problem.  After comparison, the conclusion is that both results from the 
minimum jerk and energy are quite similar when the total energy consumptions are 
compared. 
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ประกาศคุณูปการ 
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และแกไขความบกพรอง อีกทั้งใหกําลังใจขณะดําเนินการทําปริญญานิพนธ  ผู วิจัยขอกราบ
ขอบพระคุณเปนอยางสูงตลอดไป 
 ขอขอบพระคุณอาจารย พันโท ผูชวยศาสตราจารย ดร.อโณทัย สุขแสงพนมรุง ที่ใหความ
ชวยเหลือทุกเร่ืองตลอดการศึกษา รวมทั้งตรวจแกปริญญานิพนธ และใหขอเสนอแนะที่เปนประโยชน
ตองานวิจัย 
 ขอขอบพระคุณพันเอก รองศาสตราจารย ดร.เศรษฐพงค มะลิสุวรรณ ที่อนุเคราะหเวลาเปน
ประธานในการสอบทําใหงานวิจัยลุลวงไปดวยดี 
 ขอขอบพระคุณคุณพอสวอง ศรีประเทือง และคุณแมหยาด ศรีประเทือง ที่ใหชีวิตใหโอกาส
ใหความรู  ความรักความอบอุน ใหการเล้ียงดูอบรมส่ังสอนและเปนแรงใจใหดําเนินชีวิตจนถึงทุกวันนี้ 
 ขอขอบคุณเพื่อนรวมชั้นรุนที่ 3 และรุนพี่ในโครงการความรวมมือหลักสูตรปริญญาโท 
มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ และโรงเรียนนายรอยพระจุลจอมเกลา สาขาวิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล ทุก
ทานที่ใหความชวยเหลือและเปนกําลังใจตลอดมา 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
   ในยุคปจจุบันนี้การลําเลียงหรือขนสงในแนวดิ่ง ที่เรียกวา ลิฟตนั้น มีความจําเปนอยางสูง
สําหรับการการดํารงชีวิตในเมือง ที่อยูในอาคารสูง ไมวาจะเปนการขนสงผูคน ส่ิงมีชีวิต เคร่ืองอุปโภค 
บริโภคหรือสินคาตางๆ ระบบลิฟตขนสงนั้น จะตองตอบสนองถึงส่ิงที่อยูภายในระบบการลําเลียงนั้น ที่
จะไดรับผลกระทบของความโนมถวงจากการเคล่ือนที่ในแนวดิ่งนั้นดวยซึ่งเปนไปตามหลักการ  กรอบ
อางอิงความเฉ่ือยของเซอร ไอแซค นิวตัน เพื่อความปลอดภัยทั้งในชีวิตและทรัพยสิน ดังนั้นการ
วางแผนและออกแบบเกี่ยวกับวิถีการเคล่ือนที่ของลิฟตนั้นตองคํานึงถึงความนิ่มนวลสูงสุด ดวยการ
วิเคราะหถึงตัวแปรควบคุมตางๆ เชนตําแหนง ความเร็วและความเรง (หรือความหนวง) ใหเหมาะสม
สูงสุดในทํานองเดียวกันนั้นก็เพื่อหลีกเล่ียงความเสียหายอันจะเกิดกับชิ้น สวนหรือผูโดยสาร 
 ผูวิจัยมีแนวคิดวาการวิเคราะหหาผลที่ไดสูงสุดของระบบพลศาสตรนั้น เกี่ยวของกับผลเฉลยของ
สมการการเคล่ือนที่ของระบบซึ่งเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง โดยใชรูปแบบสมการการเคล่ือนที่
นั้นยังไมไดรูปแบบของผลเฉลยที่ใกลเคียงกับความเปนจริงนัก ดังนั้นจงึมีแนวคิดในการที่จะหาผล
เฉลยโดยการใชสมการความกระดางนอยที่สุด (Minimum Jerk) ซึ่งก็คืออนุพันธอันดับหนึ่งของสมการ
การเคล่ือนที่เนื่องจากเราจะไดเงื่อนไขเร่ิมตนเพิ่มข้ึนตามการหาอนุพันธในแตละคร้ัง ดังนั้นผลที่ได
นาจะมีความสอดคลองกับหลักการทางกายภาพและการนําไปใชงานจริงไดดีกวา 
 
1.2  วัตถุประสงคของการวิจัย 

 1.2.1  เพื่อนําเอาเทคนิควิธแีกปญหาการควบผลที่ไดสูงสุดของระบบพลศาสตรมาประยุกต 
ใชกับระบบพลศาสตรของลิฟตขนสง 

 1.2.2    เพื่อพิสูจนถึงทฤษฎี และหลักการแกปญหาทางดานการควบคุมที่ไดความกระดาง
นอยที่สุดของระบบพลศาสตร (Dynamic Optimization) 

 1.2.3   เพือ่เปรียบเทียบขอด ี และขอดอยของการหาคําตอบของการแกปญหาการใชหลัก 
การพลังงานนอยที่สุดกับการใชสมการความกระดางนอยที่สุด (Minimum Jerk) ของ
ลิฟตขนสง   
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1.3  ขอบเขตของการวิจัย 
1.3.1   การศึกษาวิจยัคร้ังนี้ จะนําเอาปญหาการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพล   

ศาสตรของลิฟตขนสงในการใชสมการความกระดางนอยทีท่ี่สุด (Minimum Jerk)    
โดยการกําหนด จุดเร่ิมตนและจุดส้ินสุดของคาตัวแปรควบคุม (Control input) ใน
ระบบพลศาสตรของลิฟตขนสง จากนั้นนําความเหมาะสมสูงสุดในหลักการการใช
พลังงานต่ําสุด มาเปรียบเทียบกับหลักการใชสมการความนิ่มนวลที่สุด ในระบบ
พลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear Systems)  

1.3.2  หาผลเฉลยของคาตัวแปรควบคุมปอนเขา(Control input; คาแรงที่ปอนใหกับระบบ) 
ในแตละกรณีมาทําการวิเคราะหเปรียบเทียบผล 

1.3.3    ใชโปรแกรม แมทแล็บ (Matlab) ในการโปรแกรมการแกปญหาที่เปนเชิงเสน  
 
1.4  วิธีการดําเนินการวิจัย 
  1.4.1   ทําการศึกษาลักษณะของ สมการการเคล่ือนทีร่ะบบทางพลศาสตรของลิฟตขนสง 

 1.4.2  ศึกษาปญหาการใชหลักการการใชพลังงานนอยที่สุด(Minimum Energy Problems)
และปญหาของสมการความกระดางนอยทีสุ่ด(Minimum Jerk Problems) 

   1.4.3   สรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรคือ สมการการเคล่ือนทีข่องลิฟตขนสง และสมการ
ความกระดางนอยที่สุด (Minimum Jerk Problems) และการกําหนดเงื่อนไข 
กําหนดสภาวะเร่ิมตนและสภาวะสุดทายเงื่อนไขขอบจากนั้นสรางสมการคอส
ฟงกชันนอล (Cost Functional) เพื่อหาผลเฉลยตอไป 

 1.4.4   ใชกลองเคร่ืองมือ (Toolbox) ของโปรแกรมแม็ทแลป (Matlab) เพื่อหาคาความ
เหมาะสมสูงสุดในการใชหลักการการใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy 
Problems) และปญหาสมการของความกระดางนอยทีสุ่ด (Minimum Jerk 
Problems) ของระบบทางพลศาสตรของลิฟตขนสงจากแบบจําลอง ทาง
คณิตศาสตร 

  1.4.5   ทดสอบหลักการโดยการใชโปรแกรมชวยในการคํานวณหาผลเฉลย 
 1.4.6  นําผลเฉลยของคาตัวแปรควบคุมปอนเขา (Control input; คาแรงที่ปอนใหกับ

ระบบ) ในแตละกรณีมาทําการวิเคราะหเปรียบเทียบผลระหวาง การใชหลักการ
พลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy Problems) และปญหาของความกระดาง
นอยที่สุด (Minimum Jerk Problems)  

 1.4.7    วิเคราะหขอมูลท่ีไดและสรุปผลการทดสอบ  
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1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับจากการวิจัย 
  1.5.1   ผลการวิจัยคร้ังนีส้ามารถนําไปประยุกตใชเปนแนวทางในการพัฒนาเพื่อใหสามารถ

นําไปแกปญหากับงานจริงของลิฟตขนสงไดตอไป 
  1.5.2  ผลการวิจัยคร้ังนี ้ สามารถนําหลักการแกปญหาทางดานการควบคุมที่ไดความกระ 

ดางนอยที่สุดของระบบพลศาสตร (Dynamic Optimization) มาประยุกตใชในการ
ออกแบบของลิฟตขนสง 

 1.5.3  ผลการวิจัยคร้ังนี้สามารถนําขอดี และขอดอยของการหาคําตอบของการใชหลักการ
พลังงานนอยที่สุด กับการใชสมการความกระดางนอยทีสุ่ดของลิฟตขนสงโดยการ
กําหนดจุดเร่ิมตนและจุดส้ินสุดของลิฟตขนสง มาแกปญหา 

 1.5.4  ผลการวิจัยคร้ังนี ้  จะทําใหการใชประโยชนจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถใช 
คํานวณหาคําตอบโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของปญหาและยังสามารถนําไปใชหาคํา 
ตอบที่มีลักษณะปญหาที่ใกลเคียงกันได 

  1.5.5 สามารถนําเสนอถึงหลักการการใชเวลาที่นอยที่สุด (Minimum time)   เปรียบเทียบ 
กับการใชการใชสมการความกระดางนอยทีสุ่ด (Minimum Jerk) ที่เปนเชิงเสนของ
ลิฟตขนสง 
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บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

            
ในการวิจัยคร้ังนี ้ ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ   และนําเสนอตามหัวขอตอไปนี ้

            2.1 ทฤษฎีที่เกี่ยวของ  
                2.1.1 แคลคูลัสออฟวาริเอชัน  (Calculus of variations)  
              2.1.2 ไดนามิกสออปติไมซเซชัน  (Dynamic optimization) 

            2.2 สรุปไดนามิกสออปติไมซเซชัน  (Dynamic optimization conclusion) 
            2.3 การทบทวนเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 
2.1 ทฤษฎีท่ีเกี่ยวของ  
 ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนเคร่ืองมืออันหนึ่งที่ชวยในการแกปญหาในหลายสาขาวิชา
เชน เศรษฐศาสตร  วิศวกรรมศาสตร  วิทยาศาสตร เปนตน เพราะการหาคาความเหมาะสมใหกับ
ความสัมพันธที่อยูในรูปสมการพีชคณิตเชิงเสน หรือไมเปนเชิงเสน สมการเชิงอนุพันธในอันดับตางๆทั้ง
ที่เปนแบบเชิงเสน หรือไมเปนเชิงเสน ก็ตาม สามารถที่จะใชหลักวิชาออปติไมซเซชันชวยในการ
แกปญหา   ซึ่งในสวนของทางวิศวกรรมศาสตร นั้นจะมุงเนนไปที่การแกปญหาทางระบบพลศาสตร 
(Dynamics systems) ซึ่งอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับตาง  ๆ  ออปติไมซเซชันจะตองอาศัยความรู
ทางแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of Variations) กอนเปนอันดับแรก ดังนี ้
 2.1.1 แคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of Variations)  
    โดยจะเร่ิมจากระบบข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ัน
ความเสรี (Multistage systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of 
variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 
 

    dtxxtFxJ ft

t 0

,,                                      (2.1) 
 

ซึ่งเปนการเปล่ียนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions)  tx  ใหเปนจํานวนจริง นั่นคือถากําหนด  
 tx  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิงตัวเลข 

(Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะข้ึนอยูกับหลายๆฟงกชันตอเนื่อง 
(Continuous functions) ก็ไดดังเชน 
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    dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn 
0

,,,,,,,,,,, 212121          (2.2) 
 
ฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.2) เปนการเปล่ียนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) 
หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ      txtxtx n,,, 21   ใหเปนจํานวนจริงนั่นเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอ
เบิล (Calculus of variations) มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 
optimization) นั่นก็คือ คนหาเนซเซสเซอรีคอนดิชนั (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หาได
เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of variations) มาใชกับไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเกี่ยวของกับจุดเร่ิมตน
และจุดสุดทาย ซึ่งมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี ้
    2.1.1.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเดี่ยว (Functionals of a Single Function)  
       เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) 
โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
        2.1.1.1.1 การกําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Time 
and End Points)  
             ถาฟงกชัน  xxtF ,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยางตอเนื่อง
โดยอยูระหวางชวงเวลา fttt 0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
  00 xtx   และ   ff xtx   ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire 

function)  tx  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals)    dtxxtFxJ ft

t 0

,,   
นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให  tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปน
เอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals)  xJ  ถา  tx  ถูกเพิ่มคาดวย  th  ดังนั้น
เพื่อใหยังคงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) อยู ดังนั้น     00  fthth  ก็จะ
พบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J  เปน 
 
 

         dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t 
0

,,,,        (2.3) 
 
 

เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิง้ไป ไดการเปล่ียนแปลงเปน 
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 dth
x
Fh

x
FJ ft

t 















0




                      (2.4) 

 
 
เม่ือ J  เปนคาโดยประมาณของ J   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเม่ือทําการ
อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.4) ก็จะพบวา 
 
 

 
0

0
tt

t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f




































  
        (2.5) 

 
 
เม่ือเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) ก็คือ 0J  ที่     00  fthth  จึงจะ
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธได
อยางตอเนื่องสองคร้ัง นั่นก็หมายความวา 

x
F

dt
d

x
F






  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเม่ือ 0J  ซึ่ง

พบวา 
 
 

0







x
F

dt
d

x
F


                                                                   (2.6) 

 
   
ซึ่งสมการ (2.6) นี้เรียกวา สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ  tx  
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions)   00 xtx   และ   ff xtx   ซึ่งเราสามารถทํา
การหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) เชนโดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
         2.1.1.1.2 การกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed 
End Time, Variable End Points)  
            แตกตางกับกรณี (2.1.1.1.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น    ดังนั้นจึงสามารถใช
สมการ   (2.3-2.5) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions)  0tx  และ  ftx  ไมไดถูก
กําหนดไวตายตัว และ    fthth ,0  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน
(Necessary conditions) เปน 
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 0







x
F

dt
d

x
F


                                           (2.7) 

0
0





tx
F


                                                                 (2.8) 

 0



ftx
F


                                                                   (2.9) 
 
 
ซึ่งสมการ (2.7-2.9) นี้เรียกวาสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ  tx  
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions)  0tx  และ  ftx  ซึ่งสามารถหาคาโดยใช
ความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
         2.1.1.1.3 การท่ีเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time 
and End Points)  
             กรณีนี้ถือไดวา เปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาไดแตก็มี
วิธีการหาคําตอบคลายๆ กับกรณี (2.1.1.1.1) ถา  tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่
เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals)  xJ  ถา  tx  ถูกเพิ่มคาดวย  th  ดังนั้น
ก็จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J  เปน 
 
 

 

   
   

    
   



 















00

0

0

00 0

,,,,         

,,,,      

,,,,      

tt

t

tt

t

t

t

tt

tt

t

t

dthxhxtFdthxhxtF

dtxxtFhxhxtF

dtxxtFdthxhxtF

xJhxJJ

ff

f

f

ff f













           (2.10) 

 
 
เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปล่ียนแปลงเปน 
 

 
 

  00

0

,,       

,,

thxhxtF

thxhxtFdth
x
Fh

x
FJ

t

ft

t

t f

f



























             (2.11) 
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เม่ือ J  เปนคาโดยประมาณของ J   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเม่ือทําการ
อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.11) ก็จะพบวา 
 
 

 
    00

0
0

,,,,        thxhxtFthxhxtF

h
x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f














































                (2.12) 

 
 

เม่ือ   00 00
txxth tt    และ   fttf txxth

ff
   ดังนั้นสมการ (2.12) เขียนไดเปน 

 
 

 
00

0
0

        tx
x
FFtx

x
FF

x
x
Fx

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f




























































 







                      (2.13) 

 
 
เม่ือเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) ก็คือ 0J  ที่  th , 

ftx , 
0tx , ft และ 

0t  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเนซเซสเซอรีคอนดชินั
(Necessary conditions) และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 
 
 

 0







x
F

dt
d

x
F


                                                                (2.14) 

 0 ,0 ,0 ,0
00


























tttt x
x
FFx

x
FF

x
F

x
F

ff






       (2.15) 

 
 
ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย    ftxtx ,0  สามารถคํานวณไดจากเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
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      2.1.1.2 ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of N Functions)  
           เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage 
systems) โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
         2.1.1.2.1 การกําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End 
Times and End Points)  
            ถาฟงกชัน  nn xxxxtF  ,,,,, 11  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองได
อยางตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt 0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions)   10 ii xtx   และ   2ifi xtx   ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 
(Desire function)   nitxi ,,1,   ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 
   dtxxtFxJ ft

t
0

,,   นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให  tx  เปนฟงกชัน
เปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) คือ 
 
 

    dtxxxxtFxxJ ft

t nnn 
0

,,,,,,,, 111          (2.16) 
 

 
ถา    nitxi ,,1,    ถูกเพิม่คาดวย    nithi ,,1,   และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary Conditions) ดังนั้น     00  fii thth  ก็จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชัน
นอล (Functional) J  เปน 
 
 

 
   

 
 

dt
xxxxtF

hxhxhxhxtF

xxJhxhxJJ

ft

t
nn

nnnn

nnn

 















0 ,,,,,,
,,,,,,

      

,,,,

11

1111

111







                  (2.17) 

 
 
ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปล่ียนแปลงเปน 
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 dth
x
Fh

x
FJ ft

t

n

i
i

i
i

i
 


















0 1




                                 (2.18) 

 
 
เม่ือ J   เปนคาโดยประมาณของ J   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ดังนั้นเม่ือทําการ
อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.18) ก็จะพบวา 
 
 

  

































n

i
ti

i
ti

i

t

t

n

i
i

ii

h
x
Fh

x
Fdth

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

11
0

0 
          (2.19) 

 
 
เม่ือเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) ก็คือ 0J  ที่     00  fii thth จึงจะ
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F จะตองทําอนุพันธได
อยางตอเนื่องสองคร้ังนั่นก็หมายความวา 

ii x
F

dt
d

x
F






  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเม่ือ 0J  ดังนั้น

พบวา 
 
 

 ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 








                        (2.20) 

 
 
ซึ่งสมการ (2.20) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลย
ของ  txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions)   10 ii xtx   และ   2ifi xtx   ซึ่ง
เราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได 
        2.1.1.2.2 การกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed 
End Time and Variable End Points)  
           แตกตางกับกรณี (2.1.1.2.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ 
(2.17-2.19) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions)  0txi  และ  fi tx  ไมไดถูกกําหนด
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ไวตายตัว และ    fii thth ,0  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน
(Necessary condition) เปน 
 
 

 ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 








                 (2.21) 

 ni
x
F

t
i

,,1 ,0
0






                                                       (2.22) 

 ni
x
F

ft
i

,,1 ,0 




                                            (2.23) 

 
 
ซึ่งสมการ (2.21-2.23) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผล
เฉลยของ  txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions)  0txi  และ  fi tx  ซึ่งเรา
สามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอช ี (Euler-
Cauchy) ไดเชนกัน 
         2.1.1.2.3 การท่ีเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time 
and End Points)  
            กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มี  
วิธีการหาคําตอบคลายๆ กับกรณี (2.1.1.2.1) ถา   nitxi ,,1 ,   เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 
function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ   ถา  txi  ถูก
เพิ่มคาดวย  thi  ดังนั้นก็จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J  เปน 
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                  (2.24) 
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เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปล่ียนแปลงเปน 
 
 

  
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


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
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









  


                   (2.25) 

 
 
เม่ือ J  เปนคาโดยประมาณของ J   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเม่ือทําการ
อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.25) ก็จะพบวา 
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                    (2.26) 

 
 
เม่ือ   00 00

txxth titii    และ   ftitifi txxth
ff
   ดังนั้นสมการ (2.26) จะเปน 
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                   (2.27) 

 
 
เม่ือ 0J  ที่  thi , 

ftix , 
0tix , ft และ 0t  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) ทําใหไดเนซเซสเซอรีคอนดิชนั (Necessary conditions) เปน 
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 ni
x
F

dt
d

x
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,,1 ,0 
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





                     (2.28) 

 
 
และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
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         (2.29) 

 
 
ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย    fii txtx ,0  สามารถคํานวณไดจากเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
       2.1.1.3 ฟงกชันนอลมีเง่ือนไขบังคับ  (Functionals with Constraints)   
         เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเงื่อนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซึ่งอาจจะ
เปนไดทั้งอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 
constraints) ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)  
         2.1.1.3.1 ฟงกชันคอนสเทรนท (Function Constraints)  
            ทําการพิจารณาฟงกชันนอล ซึ่งจะตองเกี่ยวของหรือมีความสอดคลองกับ
ฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11   และ 

nm   เสมอ เม่ือเราใชเทคนิควิธีการแบบลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะได
ฟงกชันนอลใหมเปน 
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            (2.30) 
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เม่ือ  tj  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ 



m

j
jj gFF

1

 ซึ่งจะเปน F  

ตัวใหมของเนซเซสเซอรีคอนดิชนั (Necessary conditions) เพื่อใชสําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ
ฟงกชันนอล (Functional) นั่นเอง โดยจะนําไปใชกับลักษณะของเวลาและจุดสุดทายทั้งสามแบบดังที่
กลาวมาแลว นั่นก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed end time and end 
points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end time, variable end 
points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ซึ่งกระทําได
เพียงแคเปล่ียนจาก F  เปน F   ก็สามารถทําการหาเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) 
ซึ่ง 0J ไดเชนกัน โดยที่ 0jg  ก็ทําใหสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ได 
         2.1.1.3.2 ฟงกชันเง่ือนไขบังคับท่ีจุดสุดทาย (End Point Function Value 
Constraints)  
            เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ   ซึ่งฟงกชัน )( fi tx  
จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1   ณ เวลาสุดทาย 
การหาผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
 
 

     



p

k
kk

t

t nnn sdtxxxxtFxxJ f

1
111

0
,,,,,,,,             (2.31) 

 
 
เม่ือ k  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทําใหสามารถดัดแปลง 
สมการ (2.31) ไดเปน 
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เม่ือเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary condition) ก็คือ 0J  ที่  thi , 
ftix , 

0tix , ft

และ 0t  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน
(Necessary conditions) เปน 
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               (2.33) 

 
 
โดยที่ 0ks  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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         2.1.1.3.3 ฟงกชันเง่ือนไขบังคับท่ัวไป (General Constraints)  
            จากหัวขอ (2.1.1.3.1 และ 2.1.1.3.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ
ฟงกชันนอล (Functional)    dtxxxxtFxxJ ft

t nnn 
0

,,,,,,,, 111   ไดโดยที่ฟงกชัน  txi  
สอดคลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints)   0,...,,,...,, 11 nnj xxxxtg   เม่ือ

mj ,...,1  โดย nm   เสมอ และสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point constraints) 
  pkxxts

ftnk ,...,1 ,0,...,, 1   โดย mp   เสมอ ดังนั้นเม่ือใชเทคนิควิธีลากรานซมัลติไพลเออร 
(Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล (Functional) ใหมเปน 
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เม่ือ  tj  และ k   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังนั้นหากกรณีปญหาเปน
แบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะสามารถ
ดัดแปลงสมการ (2.31) ไดเปน 
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โดยที่ mjg j ,,1,0   และ pksk ,,1,0   จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 
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    2.1.1.4 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยท่ีสุด หรือมากท่ีสุด (Sufficient 
Conditions for Minimum and Maximum)  
      จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนซเซสเซอรีคอนดชินั (Necessary conditions) สําหรับ
ใชเอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะเปนการ
ตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการตรวจหาคา
นอยสุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการหาคาส
เกลาร  tx  ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional)     dttxxFtxJ ft

t 0

,,   นี้มีคานอยสุด เม่ือ 0t  และ 

ft  ถูกกําหนดไวตายตัว และ F  สามารถทําอนุพันธอยางตอเนื่องไดอยางนอยสองคร้ังเทียบกับ xx ,  
และ t  ตอไปหากเรากําหนดให  tx  เปนคาที่ทําใหฟงกชันมีคานอยสุด ตอไปลองทําการเพิ่มคา  tx  
ดวย     00  fthth  เราจะพบการเปล่ียนแปลงของคอสฟงกชันนอล  (Cost functional) ที่
สอดคลองกับการเพิ่มคา  th  เปน    xJhxJJ   แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) 
กระจายเทอมก็จะได  
 
 

 termsorderhighJJJ  2        (2.38) 
 
 

เม่ือ                                            
0

0
tt

t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

 





















   

และ                                        dt
x
Fh

xx
Fhh

x
FhJ ft

t 




















0

2

2
2

2

2

2
22 2

2
1





  

 
 
ซึ่งจากในหัวขอที่ผานๆ มา เราพบวา  tx  จะเปนคานอยสุดก็ตอเม่ือ 02  JJ   (คามากสุดก็คือ 

02  JJ  ) และเราสามารถเขียนใหกระชับไดเปน 
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เม่ือ                        
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ซึ่งถาคาของ F~  เปนบวก (Positive definite) ก็จะทําให  tx  เปนคานอยสุด แตหากคา F~  เปนลบ 
(Negative definite) ก็จะทําให  tx  เปนคามากสุด 
 2.1.2 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of 
Variation with Dynamic Optimization)  
   จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) นั้นพบวามี
ประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 
ดังนั้นตอไปนี้เราจะมาดูวิธีการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) มาใชแกปญหา
ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังนี ้
     2.1.2.1 เวลาสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed Final Time)  
       ลักษณะเชนนี้ถือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขาย
ดังนี้คือ มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.1), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) 
ดังสมการ (2.2), เวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed end time) 
และระบุสภาวะเร่ิมตนไวแลว    fn txtx ,,01   ตามลําดับ ตัวอยางเชน รถไฟที่ว่ิงระหวางเมืองสอง
เมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลวซึ่งออปเจคทิฟวฟงกชัน(Objective function) 
อาจจะเปนการส้ินเปลืองพลังงานเชื้อเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซึ่งเราจะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบใน
งานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย 
   fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย    fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวตายตัวแตมี

เงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control 
variables and state variables) ตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับตลอดเวลา ดังรายละเอียดตอไปนี ้
         2.1.2.1.1 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
            ปญหานี้มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตัว แลวทําใหเทอมของ 
 nxxt ,.,, 1 ในสมการ (2.1) ไมมีความเกี่ยวของกับการออปติไมซเซชัน (Optimization) ลักษณะของ

ปญหานี้จะคลายกับหัวขอ (2.1.2.1.1) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
 

     tduuxxtLuuxxJ ft

t mnmn  
0

,,,,,,,,,,, 1111               (2.40) 
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เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดังนั้นมีการเปล่ียนแปลงของฟงกชัน
ดังนี ้
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แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 0

0
 txtx jfj

hh  ทําใหเราเขียนเทอม
ตางๆ ของสมการ (2.41) แยกสวนยอยไดเปน 
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เม่ือทําการเปล่ียนแปลงคาของ

jxh และ 
kuh , 0J  ถา 0



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
  

สําหรับ nj ,,1  และ mk ,,1  ดวยการแทนสมการ (2.42) กลับเขาไปในสมการดังกลาวทําให 
เราไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers)  tj  (บางคร้ัง
เรียกโคสเตต (Costates) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs)  tuk  สามารถหาคาไดโดยการใชส
เตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.1) จํานวน n  สมการ, สมการโคสเตต (Costate 
equations) คือสมการ (2.43) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality 
equations) คือสมการ (2.44) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order 
different equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m  
สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย ซึ่งสมการเชิงอนุพันธ (Different 
equations) ที่มีการระบุเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ที่เวลาตางกันสองเวลาแบบนี้จะมี
การเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (TPBVP: Two point boundary value problems) สวน 
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1
  เรียกวาฮามิลตันเนียนของระบบ (Hamiltonian of  system)  

         2.1.2.1.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ (Final States Lie On 
a Constraint Surface)  
             ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน 
 
 

   01 ,,, ns xxt
ftl   

 
 

เม่ือ pl ,,1  ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับหัวขอ (2.1.1.3.2) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) 
เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L  เขียนเปน 
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เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers)  ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เม่ือทําการ 
กําหนด เวลาสุดทายไวตายตัวดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี ้
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เม่ือทําการเปล่ียนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh  และคาขอบ (Boundary values) 
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 ทําใหเราไดเงื่อนไขที่จําเปน (Necessary conditions) เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers)  tj  และ
คอนโทรลอินพุต (Control inputs)  tuk  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) 
คือสมการ (2.1) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.48) จํานวน 
n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality equations) คือสมการ (2.49) จํานวน 
m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) อยูจํานวน n2  
สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความ
จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตอง
กําหนดสภาวะสุดทาย  fj tx  ดวย สวน โคสเตต (Costate)  fj t  สามารถคํานวณไดจากสมการ 
(2.50) สวนคา l  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ ft  ในสมการ 0

ftls  
         2.1.2.1.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
                  สําหรับกรณีปญหาทีส่เตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and  
control variables) จําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทาง
คณิตศาสตรเปน   0,,,,,, 11 

ftmnr uuxxtg  และ pr  ,,1   โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ 
ft  ซึ่งที่สภาวะสุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 
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ftnl xxts   และ pl ,,1  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L  เขียนเปน 
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เม่ือ  ti  และ  tr  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา 
เม่ือทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี ้
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เม่ือทําการเปล่ียนแปลงคาของ 

jxh , 
kuh และคาขอบ (Boundary Values) 
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  ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดชินั (Necessary Conditions) เปน 

 
 

 nj
x
g

xx
L n

i

p

l j

r
r

j

i
i

j
j ,,1 ,

1 1

 











  






            (2.54) 

 mk
u
g

uu
L p

l k

r
r

n

i k

i
i

k

,,1 ,0
11











 





            (2.55) 

 nj
x
s

x
f

f

t

p

l j

l
l

j
tj ,,1 ,

1





















 


              (2.56) 

 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


 24 

ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j  โคสเตต (Costate)  tj ,คอนโทรลอินพุต (Control inputs) 
 tuk  ลากรานซมัลตไิพลเออร (Lagrange multipliers)  tl  และ l สามารถหาคาไดโดยการใชส

เตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.1) จํานวน n  สมการ โคสเตตอีเควชัน (Costate 
equations) คือสมการ (2.54) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.55) จํานวน 
m สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations)   0,,,,,, 11 

ftmnr uuxxtg   จํานวน 
p  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-point constraint equations) จํานวน p  

สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ 
(Ordinary equations) จํานวน ppm   สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่ 0t  และโคสเตต (Costate)  fj t  สามารถคํานวณได
จากสมการ (2.56)  
       2.1.2.2 เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  
         ลักษณะเชนนี้มีลักษณะคลายกับหัวขอ (2.1.1.1) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปร
ผันได แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.1) มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 
functional) เวลาเร่ิมตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลาสุดทาย ft  มีการแปร
ผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเร่ิมตนไวแลว    fn txtx ,,01   ตามลําดับ เชน การ
แขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย    fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะ
สุดทาย    fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือ
คอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับ
เงื่อนไขบังคับตลอดเวลาการเคล่ือนที่ ดังรายละเอียดตอไปนี ้
         2.1.2.2.1 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
            ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและสภาวะเร่ิมตน 
รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี ้
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เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการที่ (2.58) ก็จะทําใหเราสามารถหาเนซเซสเซอรีคอนดชิัน 
(Necessary Conditions) ไดดังนี้ 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers)  tj  (บางคร้ัง
เรียกโคสเตต (Costates), คอนโทรลอินพุต (Control inputs)  tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหา
คาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.1) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


 26 

(Costate equations) คือสมการ (2.59) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.60) 
จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) คือสมการ (2.61) ทําใหมี
สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการ
สามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการ
กําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 

0t  และ ft  ดวย  
        2.1.2.2.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ (Final States Lie On 
a Constraint Surface)  
               ปญหานี้ใหอยูในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน   0,,, 1 

ftnl xxts   เม่ือ 
pl ,,1  ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับ (2.1.2.2.1) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L  เขียนเปน 
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เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เม่ือเวลา 
สุดทายแปรผัน (Variable End Time) ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชัน และไดเงื่อนไขที่
จําเปน (Necessary Conditions) ดังนี ้
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , โคสเตต (Costates)  tj , คอนโทรลอินพุต (Control inputs) 
 tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ 

(2.1) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.65) จํานวน n  สมการ 
และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.66) จํานวน m  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) คือสมการ (2.67) มีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) อยูจํานวน n2  
สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1m  สมการ การหาผลเฉลยนี้มีความ
จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตอง
กําหนดสภาวะเร่ิมตนที่เวลา 0t  ดวย สวน โคสเตต (Costate)  fj t  สามารถคํานวณไดจากสมการ 
(2.67)  
         2.1.2.2.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
             สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) 
จําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 

  0,,,,,, 11 
ftmnr uuxxtg   และ pr  ,,1  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซึ่งที่สภาวะ
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สุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน   0,,, 1 
ftnl xxts   และ 

pl ,,1  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L  เขียนเปน 
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เม่ือ  ti  และ  tr  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา 
เม่ือเวลาสุดทายมีการแปรผัน (Variable end time) ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล ดังนี ้
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เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.71) ก็จะทําใหเราสามารถหาเนซเซสเซอรีคอนดชิัน
(Necessary conditions) ไดดังนี ้
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ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables)  tx j , โคสเตต (Costate)  tj ,คอนโทรลอินพุต 
(Control inputs)  tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers)  tl  และเวลาสุดทาย ft  
สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.1) จํานวน n  สมการ, โคส
เตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.72) จํานวน n  สมการ  และเอดดิชันนอลอีเควชันคือ
สมการ (2.73) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

  0,,,,,, 11 
ftmnr uuxxtg   จํานวน p  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.75)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations)  อยูจํานวน n2  
สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1 pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต 
(Costate)  fj t  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.74)  
         2.1.2.2.4 การเคลื่อนท่ีดวยเวลานอยท่ีสุด (Minimum Time Motion)  
           ลักษณะของปญหาแบบนี้ในทางวิศวกรรมถือวาเปนประโยชนอยางมากตอการ
นําไปใชในการหาเวลาที่นอยที่สุดในขบวนการทํางานตางๆ สวนมากแลวการเคล่ือนที่แบบนี้จะทําให
คา 1L  และ 0  ดังนั้นจากหัวขอที่ (2.1.2.2.3) จะทําใหไดสมการเนซเซสเซอรีคอนดชินั 
(Necessary conditions) ดังนี้        
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ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables)  tx j , โคสเตต (Costate)  tj ,คอนโทรลอินพุต 
(Control inputs)  tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers)  tl  และเวลาสุดทาย ft  
สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.50) จํานวน n  สมการ, 
โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.76) จํานวน n  สมการ, เอดดิชันนอลอีเควชันคือ
สมการ (2.77) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

  0,,,,,, 11 
ftmnr uuxxtg   จํานวน p  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.79)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations)  อยูจํานวน n2  
สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1 pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต 
(Costate)  fj t  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.78)  
        2.1.2.3 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวา เปนคานอยท่ีสุดหรือมากท่ีสุด(Sufficient 
Conditions for Minimum and Maximum)  
        จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนซเซสเซอรีคอนดชินั (Necessary conditions) 
สําหรับใชเอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะ
เปนการตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการ
ตรวจหาคานอยสุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการ
หาคา   mRtu   ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional) นี้มีคานอยสุด  
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โดยสอดคลองกับ   uxtx ,,  และ    00 xtx   เม่ือ   nRtx  , 0t และ ft ถูกกําหนดไวตายตัว 
ตอไปหากเรากําหนดให   n

x Rth   และ   m
u Rth   เปนคาที่เพิ่มเขาไปในฟงกชัน จะพบการ

เปล่ียนแปลงของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ดังนี ้
 
 

  uxJhuhxJJ ux ,],[           (2.81) 
 
 

แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) กระจายเทอมก็จะได  
 
 

 termsorderhigherJJJ  2        (2.82) 
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     (2.83) 

 
 
ซึ่งโคสเตตเวกเตอร (Costate vector) แสดงอยูในรูปของสเกลารฮามิลตันเนียนฟงกชัน (Scalar 
Hamiltonian function)  

T
LH  และ   nRt  เรียบรอยแลว  
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    เม่ือ  tx  และ  tu  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) นั่นคือ 0J  ทําใหสมการ (2.80) 
เขียนไดเปน termsorderhigherJJ  2  ซึ่งเราจะพบวาคาของ  tx  และ  tu  จะเปนคา
นอยสุดเม่ือ J2  มีคาเปนบวกทั้งหมด (Positive definite) นั่นก็คือ 
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   2.1.2.4 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
     ในหัวขอนี้จะกลาวถึงปญหาที่เปน ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization)   ที่
มีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของการคนหาคา   mRtu   ที่ทําใหฟงกชันนอล 
(Functional) มีคานอยสุด (Minimum) ดังสมการนี้คือ 
 
 

      dtuxtLxtuxJ f
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โดยสอดคลองกับ 
 
 

  uxtx ,,                                                                                    (2.86) 
   pituxci ,,2,1 ,0,,                (2.87) 
   00 xtx                                                                                           (2.88) 

 
 

เม่ือ   nRtx  , เวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทาย ( 0t  และ ft ) ตางก็ถูกกําหนดไวตายตัวแลว สมการอิน
อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) คือ   pituxci ,,1 ,,,   จะตองประกอบไปดวยตัว
แปรอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Variable inequality constraints) และสเตตวาริเอเบิลอินอีควอลิตี
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คอนสเทรนท (State variable inequality constraints) และเม่ือใชวิธีการเติมสแลกวาริเอเบิล (Slack 
variables) คือ  tsi  เขาไปในคอนสเทรนทอีเควชัน (Constraints) จะไดสมการเปน 
 
 

     pitstuxc ii ,,1 ,0,, 2               (2.89) 
 
 
ซึ่งสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) ในสมการ (2.89) จะเปนคอนโทรลวาริเอเบิล (Control 
variables) ตัวใหมในปญหา เม่ือทําการเพิ่มสมการ (2.86) และสมการ (2.87) เขาไปในสมการฟงกชัน
นอล (Functional) สมการ (2.85) ดวยการใชลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 

nR  และ pR  ทําใหไดสมการใหมเปน 
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เม่ือ 0J  ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ 
 
 

 nix ii ,,2,1 ,                                                             (2.91) 
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 pisc ii ,,2,1 ,0 2                                   (2.95) 
   nixtx ii ,,2,1 ,00                                   (2.96) 
   ni

x
t

ft
i

fi ,,2,1 , 



                     (2.97) 
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ซึ่งสมการ (2.91-2.97) คือลักษณะของบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE: Two point boundary value problem 
involving differential and algebraic equations) เม่ือสมการ (2.91 และ 2.92) คือสมการอนุพันธ 
(Differential equations) สวนสมการ (2.93-2.95) คือสมการพีชคณิต (Algebraic equations) และ
สมการ (2.96 และ 2.97) คือสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) สําหรับกรณีที่เปนการหา
คานอยสุด (Minimum) เราสามารถหาเนซเซสเซอรีคอนดชินั (Necessary conditions) ได เม่ือ 

0J  นั่นก็คือ 
 
 

   dtcxLJ ft

t i

p

i
iii

n

i
i  










0 11
                     (2.98) 

 
 
เม่ือ 0J  ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ 
 
 

 nix ii ,,2,1 ,                                                               (2.99) 
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x
c

xx
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 



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





 


      (2.100) 

 mi
u
c

uu
L p

j
j
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j
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j
j
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j

i

,,2,1 ,0
11













 


                 (2.101) 

 picii ,,2,1 ,0                                               (2.102) 
 pii ,,2,1 ,0                                                           (2.103) 
 pici ,,2,1 ,0                                                          (2.104) 
   nixtx ii ,,2,1 ,00                                  (2.105) 
   ni

x
t

ft
i

fi ,,2,1 , 



                    (2.106) 

 
 
2.1.3  การหาผลเฉลยดวยวิธีอินไดเรคท (Indirect Solution)  
   วิธีการหาผลเฉลยวิธีนี้จะใชหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) 
โดยจะทําการคนหาคาของสเตต (State), โคสเตตวาริเอเบิล (Costate variables) และ คอนโทรลวาริ
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เอเบิล (Control variables) ดวยการแกปญหาคาขอบ (Boundary value problems) ซึ่งเทคนิควิธีที่ให
ความแมนยําในการแกปญหาคาขอบที่เกี่ยวของกับสมการอนุพันธก็คือมัลติเปลชูดติ้งเทคนิค 
(Multiple shooting techniques) ซึ่งมีรายละเอียดดังนี ้  
     2.1.3.1 ปญหาคาขอบของการควบคุมเหมาะท่ีสุด (Optimal Control Boundary 
Value Problems) 
         ในหัวขอนี้จะทําการพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control 
problem) ที่อันคอนสเทรนท โดยจะเปนการหาเนซเซสเซอรีคอนดชินั (Necessary conditions) ที่
เขียนอยูในรูปของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point boundary-value problem) ที่เกี่ยวของ
เฉพาะกับสมการเชิงอนุพันธ (Differential equations) โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคา
คอนโทรล (Control)   mRtu   ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ
สมการดังนี ้
 
 

     dtuxtLtxJ ft

f 
0

,,            (2.107) 
 
 
โดยสอดคลองกับ 
 
 

  uxtx ,, , ],0[ ftt                                     (2.108) 
   00 xx                                                                                       (2.109) 
    0ftx                                                                                 (2.110) 

 
 
เม่ือ   nRtx  คือสเตตเวกเตอร (State vector), 0x  คือกลุมของเงื่อนไขเร่ิมตน (Set of initial 
conditions), และ    fn

f Rtx   คือเงื่อนไขบังคับที่สภาวะสุดทาย (Final state constraint) ซึ่งเปน
กรณีเดียวกับหัวขอ 2.1.2.1.2 คือสภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface) ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดิชนั (Necessary conditions) ดังนี ้
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  uxtHx ,, 
                                               (2.111) 

 xH                                                                                    (2.112) 
 uH0                                                                                    (2.113) 
   000 xx                                                                               (2.114) 
   ftx0                                                                              (2.115) 

             f
T
xxft  0            (2.116) 

 
 
เม่ือ   nRt   คือโคสเตตวาริเอเบิล (State variables), สเกลาร  TLH  , 

xHH x  , uHHu  , xx   ตามลําดับ สวน fn
f R  คือลากรานซมัลติไพลเออร 

(Constant Lagrange multipliers) ที่ถูกใสเพิ่มเขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost functional) เพื่อใหลด
ความซับซอนลงเราจะทําการสมมุติใหอยูในสภาวะคงที่ (Stationary condition) คือ 0uH  และทํา
การจัดรูปของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) u  ในเทอมของสเตตวาริเอเบิล (State) และ
โคสเตตวาริเอเบิล (Costate) นอกจากนี้เราจะทําการสมมุติใหสมการ (2.114-2.116) มีจํานวน 

fnn 2  เพื่อใชสําหรับสรางเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไขเพื่อใหอยู
ในเทอมของ x  และ   ดวยการกําจัด f  ออก สวนปญหาที่ไมมีการกําจัด f  และ u  ออกจะกลาว
ในหัวขอตอไป 
 จากการกําจัด f และ u  ออกจะทําใหไดปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point 
boundary-value problem) ที่กําหนดรูปแบบตามสมการ (2.111-2.116) กลายเปน 
 
 

  ythy ,                                                                                (2.117) 
     ftyyr ,00                                                              (2.118) 

 
 

เม่ือ   nTTT Rxy 2,   ,     nTT
x

T RHHyth 2,,    และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข ไดจากสมการ (2.114-2.116)  
     2.1.3.2 ผลเฉลยมัลติเปลชูดติ้ง (Multiple Shooting Solution) 
       มีหลายๆ เทคนิควิธีที่สามารถใชหาผลเฉลยทางตัวเลขปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด 
(Two-point boundary-value problem) ที่กําหนดรูปแบบตามสมการ (2.117-2.118) ยกตัวอยางเชน 
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วิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference methods), วิธีจัดตําแหนง (Collocation method) และวิธีคา
เร่ิมตนหรือชูดติ้ง (Initial value or shooting method) แตวิธีที่มีประสิทธิภาพและใหความแมนยําสูง
ในการแกปญหาแบบไมเชิ้งเสน (Nonlinear) ก็คือวิธีมัลติเปลชูดติ้ง (Multiple shooting method)  
         2.1.3.2.1 มัลติเปลชูดติ้งอัลกอริทึม (Multiple Shooting Algorithm) 
            เพื่อใหใชวิธีนี้แกปญหาไดกับปญหาที่มีคาขอบ (Boundary value) สมการ 
(2.117-2.118) ได จะทําการแบงชวงเวลา ],0[ ft  ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt  100  
และในแตละชวงเวลาจะให );( y

isty  เปนผลเฉลยของปญหาคาเร่ิมตน (Initial value problem) 
 
 

  ythy , ,  1,  ii ttt                                           (2.119) 
   1,,1,0  ,  Misty y

ii        (2.120) 
 
 

เม่ือ y
is  เปนผลเฉลยของปญหาคาขอบ (Boundary value problem) ของสมการ (2.168-2.169) ณ ที่

โหนด ,M,,,, iti 210  อยางไรก็ตามสําหรับ 1M  เราจะไดวิธีซิมเปลชูดติ้ง (Simple shooting 
method) ซึ่งหลักการเบือ้งตนของวิธีนี้ก็คือการเดาคาตัวแปรที่ไมรูคาของ ys0  จากนั้นก็ทําการหา
ผลรวมของคาเร่ิมตนของปญหาสมการ (2.119-2.120) เพื่อใหได ys1  การใชคาผิดพลาดที่คํานวณได
จากสมการ (2.118) จะถูกนํามาใชเพื่อปรับปรุงคาที่เดาสําหรับตัวไมทราบคาที่เวลา 0t  ข้ันตอนนี้
จะถูกกระทําซ้ําหลายๆ คร้ังจนกระทั้งไดผลเฉลย ys0  ที่ลูเขาหาคําตอบ (Converge) และ/หรือ
สอดคลองกับสมการ (2.118)  
 มัลติเปลชูคติ้งเทคนิค (Multiple shooting technique) อาศัยหลักการเดยีวกันกับวิธีซิมเปลชู
ดติ้ง (Simple shooting method) ดวยการเพิ่มส่ิงจําเปนสําหรับการหาผลเฉลยของปญหาคาขอบ 
(Boundary value problem) ใหโหนดแตละโหนดตอเนื่องกัน ดวยการเพิ่มส่ิงจําเปนดังนี ้

- ผลเฉลยที่แตละโหนดมีความตอเนื่อง นั่นคือ 
  1,,2,1,0  ,0; 11   Missty y

i
y

ii   
เม่ือ );( 1

y
ii sty   เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary differential equation) สมการ 

(2.119) ที่เวลา 1 itt  โดยใชเงื่อนไขเร่ิมตน (Initial condition) y
ii sty )(  

- ตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) นั่นคือ 
                                      0,0 y

M
y ssr  
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สภาวะเหลานี้จะทําใหเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) จํานวน )1(2 Mn  สมการ 
จะมีตัวไมทราบคา )1(2 Mn  ซึ่งเขียนไดเปน 
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               (2.121) 

 
 
นอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ (2.121) สามารถหาคาไดโดยการทําซ้ํา (Iterative) 
ดวยวิธีนิวตัน (Newton’s method) ดังนั้นถาเดาคาเร่ิมตน (initial gauss) ks  เพื่อใหไดคําตอบที่มีคา
ใกลเคียงกบัผลเฉลยของสมการ (2.119-2.120) จะตองทําการพัฒนาผลเฉลยที่ได 1ks  ดังรูปแบบนี ้
 
 

 ]1,0( ,1   sss kk                   (2.122) 
     ) 21 econvergenc,until,,, ksFsΔsJ kk                 (2.123) 

 
 
เม่ือจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) คือ ssFsJ  )()(  มีขนาดมิติ )1(2 Mn  ซึ่งจะมี
รูปแบบเปนดังนี ้
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จะทําซ้ําสมการ (2.122-2.123) ไปจนกระทั่งลูเขาหาคําตอบ (Convergence) นั่นคือ s  หรือ 
 )( 1ksF  เม่ือ   เปนคาบวกที่มีคานอย สวนแดมปงแฟกเตอร (Damping factor)   จะเปนตัว

ที่ควบคุมการทําซ้ําแตละคร้ังวา )()( 1 kk sFsF   ซึ่งเม่ือคาการคํานวณลูเขาหาคําตอบ คา 1ks  
ก็จะเปนผลเฉลยของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point boundary-value problem) สมการ 
(2.117-2.119) จากหลักการดังกลาวสามารถเขียนอยางสรุปไดเปน กอนอ่ืนตองกําหนดคา 

0
110 ,,,, , stttM M  และคา 0  แตเปนคานอยๆ แลวเร่ิมดวย 

     1.  คํานวณคา  0sF  
      2.  ถา   0sF  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 

   3.  คํานวณคา )()( 001 sFsJs   
        ถา s  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 
     4.  คนหาคา 0*   ที่ทําให    0*0 sFssF   
     5.  กําหนด sss  *00   
     6.  กําหนด    ssFsF  *00   
      7.  ยอนกลับไปทําซ้ําข้ันตอนที่ 2 
เม่ือเปรียบเทียบกับวิธีซิมเปลชูดติ้ง (Simple shooting method) จะพบวามัลติเปลชูคติ้งเทคนิค 
(Multiple shooting technique) มีคุณสมบัติที่มีความเสถียรทางตัวเลขมากกวา โดยเฉพาะอยางยิ่ง
กับปญหาที่มีความไมเชิงเสนสูง (Nonlinear) และปญหาที่ตัวแปรเปล่ียนแปลงอยางรวดเร็ว สรุปไดวา
วิธีมัลติเปลชูคติ้งเทคนิค (Multiple shooting technique) จะตองกระทําดังนี้คือ 

    1.  หาผลรวมของปญหาคาเร่ิมตน (Initial value) สมการ (2.119-2.120)  
2.  คํานวณคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) สมการ (2.124) 
3.  หาผลเฉลยของระบบเชิงเสน สมการ (2.123) 

ซึ่งแตละข้ันตอนลวนแตเปนนัยสําคัญของปญหาทั้งส้ิน ทั้งนี้ในการแกปญหาคาเร่ิมตน (Initial value 
problem) ก็มีหลายวิธีการเชนกันแตวิธีที่ไดผลดีก็คือวิธีรัง-กัตตาอันดับ 4(3) (Runge-Kutta method 
of order 4(3)) การหาคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) จะใชสมการ (2.129-2.130) และ
สามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของ iA  ในจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ไดโดยการแกคาปญหา
คาเร่ิมตน (Initial value problem) คือ 
 
 

 y
i

y
i s

y
y
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dt
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   1,,1,0  , 

 MiI

s
ty
y

i

i        (2.126) 

 
 
การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน (Solution of l inear  sys tem of  equations )  นั้นก ็
สามารถใชจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) มาคํานวณหาคาแดมพดวยวิธีนิวตัน (Newton’s 
method) โดยการแกปญหาสมการ (2.124) แตจะทําการจัดเรียงใหมดังนี้คือ 
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ตอไปก็ทําการหาคาแมตริกซทแยง (Orthogonal factorization matrix) nnRQ 44

0
  นั่นคือ 
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 เม่ือ nnRR 22
0

  จะเปนแมตริกซสามเหล่ียมบน (Upper triangular matrix) ทําการคูณทั้งสองขาง
ของสมการ (2.127) ดวย ),( 0 IQT  จึงทําใหไดสมการเปนดังนี ้
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ในทํานองเดียวกันโดยใช 1,,2,1  ,
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i   ทําใหเราไดสมการใหมเปน 
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BB
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M

MM   

 
ดังนั้นเม่ือทําการลดสมการ (2.127) ไปเปนแมตริกซสามเหล่ียมบน ดวยการทําเชนนี้ จะทําใหสามารถ 
หาคา s  ดวยการแทนคากลับ (Back substitution) นั่นเอง 
      2.1.3.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
       ในหัวขอนี้จะทําการพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control 
problem) ที่มีอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) เขามาเกี่ยวของกับสเตตวาริเอเบิลและ
คอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) โดยเนซเซสเซอรีคอนดชินั (Necessary 
conditions) ที่เขียนอยูในรูปของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุดที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและ
สมการพีชคณิต (Boundary-value problem involving differential and algebraic equations: BVP-
DAE) โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control)   mRtu   ที่ทําใหคอส
ฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี ้
 
 

     dtuxtLtxJ ft

f 
0

,,       (2.130) 
 
 
โดยสอดคลองกับ 
 
 

  uxtx ,,                                                                           (2.131) 
  uxtc ,,0                                                                            (2.132) 
   ftx0                                                                           (2.133) 
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เม่ือ   nRtx  คือสเตตเวกเตอร (State vector),   pRuxtc ,,  คือกลุมของอีควอลิตีคอนสเทรนท
(Equality constraints) ของสเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบลิ (State and control variables) 
จํานวน )0( mnp  , และ    fn

f Rtx   คือชวงสุดทายที่หลากหลายของสภาวะ 
nn f 0  ในสมการคอสฟงกชันนอล (Cost functional) (2.130) ประกอบไปดวย สเกลาร

เทอรมินอลเวตติ้งฟงกชัน (Scalar terminal weighting function)  , และสเกลารเพอรฟอมานซ
ฟงกชัน (Scalar performance function) L  สวนเวลาสุดทาย ft  ถูกกําหนดไวตายตัว  
 โดยทั่วไปแลวปญหาการหาคาควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control problem) สามารถทําให
อยูในรูปสมการ (2.131-2.133) สวนกรณีที่มีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) จะมี
การเพิ่มสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) เขาไปเพื่อเปล่ียนใหเปนเงื่อนไขเชิงเทากับ (Equality 
constraints) จากนั้นก็ใชแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) มีเทอมฮามิลตันเนียน 
(Hamiltonian) คือ ),,(),,(),,(),,,,( uxtcuxtuxtLuxtH TT    เม่ือ nR  และ 

pR  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrance multiplier) ดวยการใชฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) 
ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary conditions) ดังนี้  
 
 

 uxtHx ,, 
                                                           (2.134) 

 xH                                                                     (2.135) 
 uH0                                                                     (2.136) 
  uxtcH ,,0                                  (2.137) 
   000 xx                                                                    (2.138) 
   ftx0                                                                (2.139) 

                                                f
T
xxft  0                 (2.140) 

 
 
เม่ือ fn

f R  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) ที่ถูกใสเพิ่มเขาไปใน
สมการ (2.139-2.140) เพื่อบอกลักษณะของปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
และสมการพีชคณิต (BVP-DAE) สวนสมการพีชคณิตคือสมการ (2.127-2.128) และสมการเงื่อนไข
ขอบเขตคือสมการ (2.139-2.140) สมการดังกลาวสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมของสเตตวาริเอ
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เบิล (State variables) )(x , โคสเตตวาริเอเบิล (Costate variables) )( , คอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control variables) )(u และลากรานซมัลติไพลเออร ( Lagrange multipliers) )(  ซึ่งเขียนดังนี ้
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และ 
 
 

  zythy ,,                                                              (2.141) 
  zytg ,,0                                                                    (2.142) 
     ftyyr ,00                                                        (2.143) 

 
 
สมการปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต(BVP-DAE) สมการ 
(2.141-2.143) จะลดรูปลงเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธเทานั้นดวยการ
ใชสมการพีชคณิตสมการ (2.194) มาหาคา )(yGz   ดังนั้นสมการ (2.141) สามารถเขียนเปน 

 )(,, yGythy   รวมกับสมการ (2.143) จะมีลักษณะเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุดที่เกี่ยวของ
กับสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต (Boundary-value problem involving differential 
equations: BVP-DE) 
     2.1.3.4 ผลเฉลยมัลติเปลชูดติ้งของบีวพี-ีดีเออี (Multiple Shooting Solution to the 
BVP-DAE) 
       เพื่อใหใชวิธีนี้แกปญหาไดกับระบบดีเออี (DAE system) สมการ (2.131-2.133) ได 
จะทําการแบงชวงเวลา ],0[ ftt   ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt  100  และในแตละ
ชวงเวลาให ),;( z

i
y

i ssty , ),;( z
i

y
i sstz เปนผลเฉลยปญหาคาเร่ิมตน (Initial value DAE) คือ 

 
 

  zythy ,, ,   1,  ii ttt                                   (2.144) 
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                                ikzytg  ,,0 ,  1,  ii ttt ,       
     tcons)s,s(t;gk z

i
y

ii tan                                                                (2.145) 
            1,,1,0  ,tz  , i  Missty z

i
y

ii                   (2.146) 
 
 
เม่ือ y

is  และ z
is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.141-2.143) ณ ที่

โหนด Miti ,,2,1,0 ,   และเพื่อใหแนใจวา y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-
DAE) สมการ (2.141-2.143) จะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ 
 
 

  1,,2,1,0  ,0,; 11   Misssty y
i

z
i

y
ii   

                  Misstg z
i

y
ii ,,2,1,0  ,0,;   

                   0,0 y
M

y ssr  
 
 
สภาวะแรกก็คือผลเฉลยที่โหนด it  ซึ่ง y

is ตองมีความตอเนื่อง, สภาวะที่สองคือสมการพีชคณิต 
(2.141) จะตองสอดคลองกับทุกโหนดและสภาวะที่สามคือ จะตองเปนไปตามเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) ถาสอดคลองกับสภาวะที่สองจะทําให 0ik  ( ik  คือแฟกเตอรคลาย 
(Relaxation factor)) ในสมการ (2.134) สภาวะเหลานี้จะทําใหเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear 
equations) ข้ึนมาจํานวน )1)(2(  Mpmn  และมีตัวไมรูคา s จํานวน )1)(2(  Mpmn  
ดวย และสามารถเขียนสมการไดเปน 
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นอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ (2.147) สามารถหาคาไดโดยการทําซ้ํา (Iterative) 
ดวยวิธีนิวตัน (Newton’s method) ดังนั้นถาเดาคาเร่ิมตน (initial gauss) ks  เพื่อใหไดคําตอบที่มีคา
ใกลเคียงกับผลเฉลยของสมการ (2.141-2.142) จะตองทําการพัฒนาผลเฉลยที่ได 1ks  ดังตอไปนี ้
 
 

 ]1,0( ,1   sss kk                   (2.148) 
     econvergenc,until,,, ksFsΔsJ kk  21     (2.149) 

 
 
เม่ือจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) คือ ssFsJ  )()(  มีขนาดมิติ 

)1)(2(  Mpmn  ซึ่งจะมีรูปแบบดังนี ้
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       (2.150) 

 
 

จะทําซ้ําสมการ (2.148-2.150) ไปจนกระทั่งลูเขาหาคําตอบ (Convergence) นั่นคือ s  หรือ 
 )( 1ksF  เม่ือ   เปนคาบวกที่มีคานอย สวนแดมปงแฟกเตอร (Damping factor)   จะเปนตัว

ที่ควบคุมการทําซ้ําแตละคร้ังวา )()( 1 kk sFsF   ซึ่งเม่ือคาการคํานวณลูเขาหาคําตอบ คา 1ks  
ก็จะเปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE) สมการ (2.141-2.142) จากหลักการดังกลาว
สามารถเขียนอยางสรุปไดดังนี ้
 กอนอ่ืนตองกําหนดคา 0

110 ,,,, , stttM M  และคา 0  แตเปนคานอยๆ แลวเร่ิมดวย 
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    1.  คํานวณคา  0sF  
    2.  ถา   0sF  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 
    3.  คํานวณคา )()( 001 sFsJs   
       ถา s  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 
    4.  คนหาคา 0*   ที่ทําให    0*0 sFssF   
    5.  กําหนด sss  *00   
    6.  กําหนด    ssFsF  *00   
    7.  ยอนกลับไปทําซ้ําข้ันตอนที่ 2 
 สรุปไดวาวิธีมัลติเปลชูคติ้งเทคนิค (Multiple shooting technique) จะตองกระทําดังนี้คือ 
   1.  หาผลรวมของปญหาคาเร่ิมตน (Initial value) สมการ (2.144) ในแตละชวงของเวลา M

เพื่อนํามาใชคํานวณหาฝงขวามือของสมการ (2.49) 
   2.  คํานวณคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) สมการ (2.150) 
   3.  หาผลเฉลยของระบบเชิงเสน สมการ (2.149) เพื่อใหได s  
ซึ่งแตละข้ันตอนลวนแตเปนนัยสําคัญของปญหาทั้งส้ิน ทั้งนี้ในการแกปญหาคาเร่ิมตน (Initial value 
problem) ก็มีหลายวิธีการเชนกันแตวิธีที่ไดผลดีก็คือวิธีรัง-กัตตาอันดับ 4(3) (Runge-Kutta method 
of order 4(3)) การหาคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) จะใชสมการ (2.144) และสามารถ
หาคาสัมประสิทธิ์ของ iA  ในจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ไดโดยการแกคาปญหาคาเร่ิมตน 
(Initial value problem) คือ 
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สมการ (2.151-2.155) คือกลุมของสมการอนุพันธ-พีชคณิตแบบเชิงเสน (Linear differential-
algebraic equations)  
     2.1.3.5   อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
       จะใชเทคนิคฟงกชันถวงน้ําหนัก (Penalty function technique) เปล่ียนใหไมมีอิน
อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคา
คอนโทรล (Control)   mRtu   ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ
สมการดังนี ้
 
 

     dtuxtLtxJ ft

f 
0

,,       (2.157) 
 
 
โดยสอดคลองกับ 
 
 

 uxtx ,,                                                                               (2.158) 
     0,, uxtc                                                                             (2.159) 
      00 xx                                                                                        (2.160) 

 
 
เม่ือ    pRuxtc ,,    คือกลุมของอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของสเตตวาริ
เอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) และกระจายดวยการใชฟงกชันถวง
น้ําหนัก (Penalty function) คือ 
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เม่ือ   คือพารามิเตอร  ดวยการใชสมการ (2.161) ทําใหเปล่ียนอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 
constraints) ใหเปนแบบไมมีเงื่อนไข (Unconstraint) ได โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหา
คาคอนโทรล (Control)   mRtu   ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมี
รูปแบบสมการดังนี ้
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โดยสอดคลองกับ 
 
 

  uxtx ,,                                                                           (2.163) 
   00 xx                                                                                 (2.164) 

 
 

เม่ือ k  , 0k , 1 kk    
       2.1.3.6 ผลเฉลยมัลติเปลชูดติ้งตอเน่ือง (Multiple Shooting-Continuation 
Solution) 
          การควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control) ของปญหาสมการ (2.157) สามารถที่
จะหาคําตอบไดโดยการทําใหอยูรูปของสมการ (2.162) ดวยการเพิ่มคาเพียงเล็กนอยของ k  และเนซ
เซสเซอรีคอนดชิันของปญหานี้สามารถทําใหอยูในเทอมของฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) คือ 
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เม่ือ nR  และ fn
f R  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) บีวีพ-ีดีเออี (BVP-

DAE) สมการ (2.165) สามารถเขียนใหกระชับไดเปน 
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และ 
 
 

  kzythy ;,,                                            (2.166) 
  kzytg ;,,0                                            (2.167) 

 
 
สมการ (2.165) จํานวน fnn 2  จะลดลงเปน n2  ในสมการ (2.220) ดวยการตัด fn  ออกเพราะ
เกี่ยวของกับลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) f  วิธีมัลติเปลชูดติ้งตอเนื่อง (Multiple 
shooting-continuation method) จะถูกนํามาใชแกปญหาโดยการกําหนดคา 0k  และทําการ
แบงชวงเวลา ],0[ ftt   ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt  100  โดยในแตละชวงเวลาจะ
ให );,;( k
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i sstz   เปนผลเฉลยของปญหาคาเริมตน (Initial value DAE) ดังนี้ 

 
 

  kzythy ;,, ,   1,  ii ttt                   (2.168) 
   ik kzytg  ;,,0 , tcons)s,s(t;gk z
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ii tan    (2.169) 
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เม่ือ y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.168-2.170) ณ ที่
โหนด Miti ,,2,1,0 ,   เพื่อใหแนใจวา y

is  และ z
is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-

DAE) จะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือมีความสืบเนื่องของผลเฉลยที่โหนด คือ 
  1,,2,1,0  ,0;,; 11   Misssty y

ik
z

i
y

ii  เปนไปตามสมการพีชคณิตที่โหนดคือ  
   ,0;,; k

z
i

y
ii sstg  Mi ,,2,1,0  - เปนไปตามสมการเงื่อนไขขอบเขต คือ   0,0 y

M
y ssr  

 จากเงื่อนไขทั้งสามทําใหระบบเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) ข้ึนมาจํานวน 
)1)(2(  Mpmn  และมีตัวไมรูคา s  และ k  จํานวน )1)(2(  Mpmn  ดวย และสามารถ

เขียนสมการไดเปน 
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เม่ือกําหนดคา k  ก็จะไดผลเฉลยของนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ (2.162) 
เปนผลเฉลยโดยประมาณของสมการ (2.152) ที่โหนด Miti ,,2,1,0 ,    
      2.1.3.6  วิธีตอเน่ือง (Continuation Method) 
        ในการหาผลเฉลยของปญหาสมการ (2.214) ที่มีระบบสมการ (2.224) จะตองทํา
การแกปญหาดวยการกําหนดคา k  ดวยการ 0lim  kk   ซึ่งสามารถทําไดโดยใชข้ันตอนของวิธี
ตอเนื่อง (Continuation or homotopy procedure) โดยเร่ิมจากทําการแกสมการ (2.224) ดวยการ
กําหนดคา k  ซึ่งผลที่ไดจากการแกสมการจะเปนคาเดาเร่ิมตนใหกับพารามิเตอรถวงน้ําหนัก 
(Penalty parameter) kk  1  และข้ันตอนของวิธีตอเนื่อง (Continuation procedure) จะทําไป
จนกระทั่ง k  เขาใกลศูนย ซึ่งมีข้ันตอนดังนี ้
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 ขั้นตอนท่ี 1  
   ประมาณคาโพลีโนเมียลนอกชวง (Prediction via Polynomial Extrapolation)ในการหาคา
ของ );( 1

1



k

ks    และ   );( 2
2




k
ks     จะตองทําการประมาณคา  k   โดยการใชวิธีการใดวิธีการ

หนึ่งดังนี้คือ 
1. ตัวทํานายกําหลังศูนย (Zeroth-order predictor) 

     11
1,ˆ 
  kkk

kk hss   
2. ตัวทํานายกําหลังหนึ่ง (First-order predictor (secant)) 
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เม่ือ kŝ  เปนผลเฉลยโดยประมาณที่ k  และ )1,0(1kh  เปนแฟกเตอรปรับคา 
 ขั้นตอนท่ี 2  
   แกคาแดมพของการทําซ้ําแบบนิวตัน (Correction via Damped Newton’s Iteration)วิธีการ
เหมือนกับในหัวขอ (2.1.3.6) ณ ชวงสุดทายของข้ันตอนนี้ กําหนดให corN  เปนจํานวนคร้ังของการ
ทําซ้ํา 
 ขั้นตอนท่ี 3  ปรับขนาดชวง (Stepsize adjustment) 
   ขนาดชวง kh  ที่เหมาะสมจะมีขนาดใกลกับหนึ่ง ณ ที่ทุกๆ k  แตก็สามารถทําการปรับขนาด
ชวงไดเชนกัน คือ 
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11






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hhh
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Nhh
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k
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corold
k
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k  

ข้ันตอนการทําตอเนื่อง (Continuation procedure) จะส้ินสุดเม่ือ       1kk II  หรือ 
 k  

     2.1.3.8 ปญหาการควบคุมเหมาะท่ีสุดท่ีมีพารามิเตอร (Optimal Control Problems 
with Parameters)  
       โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control)   mRtu   และมี
พารามิเตอร (Parameters) ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ
สมการดังนี ้
 
 

     dtpuxtLptxJ ft

f 
0

,,,,      (2.172) 
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โดยสอดคลองกับ 
 
 

  puxtx ,,,                                                                           (2.173) 
  puxtc ,,,0                                                                            (2.174) 
   000 xx                                                                                    (2.175) 
   ptx f ,0                                                                            (2.176) 

 
 

เม่ือใชฟงกชันถวงน้ําหนัก (Penalty function) จะทําใหเขียนสมการไดเปน 
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,,,,,,,,                            (2.177) 

 
 
โดยสอดคลองกับ 
 
 

  puxtx ,,,                                                                  (2.178) 
   000 xx                                                                              (2.179) 

  ptx f ,0                                                                      (2.180) 
 
 
เม่ือ 0k , 1 kk   และ 0lim  kk   ทําใหไดเนซเซสเซอรีคอนดิชนั (Necessary 
conditions) ดังนี ้
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                                (2.181) 
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โดยฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) คือ 
       puxtpuxtCpuxtLpuxtH T

k

l

i
ikk ,,,,,,,,,,,;,,,,

1
 



  

เม่ือ nR  และ fn
f R  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) สวน pnR  คือ

ผลเฉลยอยางงายของปญหา (Facilitate) สมการ (2.181) สามารถเขียนใหกระชับไดเปน 
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และ 
 
 

  kzythy  ;,,,                                       (2.182) 
  kzytg  ;,,,0                                        (2.183) 
     ,,00 ftyyr                                       (2.184) 

 
 
     2.1.3.9 ผลเฉลยมัลติเปลชูดติ้งตอเน่ือง (Multiple Shooting-Continuation 
Solution) 
        การแกปญหาสมการ (2.182-2.184) สามารถที่จะหาคําตอบไดโดยใชข้ันตอน
เหมือนกับในหัวขอ (2.1.3.6) แตตองเพิ่มเติมในสวนของตัวไมทราบคา   และทําการแบงชวงเวลา 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


 54 

],0[ ftt   ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt  100  โดยในแตละชวงเวลาจะให 
);,,;( k

z
i

y
i ssty  , );,,;( k

z
i

y
i sstz   เปนผลเฉลยของปญหาคาเริมตน (Initial value DAE) ดังนี ้

 
 

  kzythy  ;,,, ,   1,  ii ttt                   (2.185) 
   tcons);ρω,s,s(t;gk, k;ρω,z,yt,g k

z
i

y
iiik tan0                 (2.186) 

     1,,1,0  ,tz  , i  Missty z
i

y
ii                     (2.187) 

 
 
เม่ือ y

is , z
is  และ   เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.235-2.237) ณ ที่

โหนด Miti ,,2,1,0 ,   และจะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ 
 - มีความสืบเนื่องของผลเฉลย y

is  ที่โหนด  
 - เปนไปตามสมการพีชคณิต สมการ (2.186) ที่แตละโหนด  
 - เปนไปตามสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) สมการ (2.187) 
จากเงื่อนไขทั้งสามทําใหระบบเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) ข้ึนมาจํานวน 

fp nnMpmn  )1)(2(  และมีตัวไมรูคา  ,s  และ k  และเขียนสมการไดเปน 
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ในการหาผลเฉลยของปญหาสมการ (2.241)  จะตองทําการแกปญหาดวยการกําหนดคา k  ดวยและ
มีข้ันตอนเหมือนกับหัวขอ (2.1.9.4.2) แตข้ันตอนแกคาแดมพของการทําซ้ําแบบนิวตัน (Correction 
via Damped Newton’s Iteration) หาจากสมการนี้คือ 
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จากสมการ (2.238-2.240) สามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ได
โดยการแกปญหาคาเร่ิมตน (Initial value DAE) ในชวงเวลา  1,  ii ttt  ดังนี้ 
 
 

 y
i

y
i

y
i s

z
z
h

s
y

y
h

s
y

dt
d
















                (2.191) 

 
y
k

s
z

z
g

s
y

y
g i

y
i

y
i 

















0                (2.192) 

 z
i

z
i

z
i s

z
z
h

s
y

y
h

s
y

dt
d
















                 (2.193) 

 
z
k

s
z

z
g

s
y

y
g i

z
i

z
i 

















0                (2.194) 

 
 


















 hz

z
hy

y
hy

dt
d                (2.195) 

 
 





















gkz

z
gy

y
g i0                (2.196) 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


 56 

     0  , 







y
i

i
y

i

i

s
tzI

s
ty                                         (2.197) 

     I
s
tz

s
ty

z
i

i
z

i

i 





   ,0                                         (2.198) 
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
ii tzty                                        (2.199) 

 
2.2 ไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization: Basic Result) 
 ระบบควบคุมทางวิศวกรรมทั้งหมดเปนระบบที่ข้ึนอยูกับเวลา โดยทั่วไปจะอยูในรูปของสมการ
เชิงอนุพันธที่ไดมาจากกฎของฟสิกส ตัวอยางเชน การเคล่ือนของยานยนตสามารถหาไดโดยกฎของกล
ศาสตรหรือกฎของเทอรโมไดนามิกส ระบบที่กลาวถึงเรียกโดยรวมวา ระบบพลศาสตร ซึ่งเขียนใหอยู
ในรูปของสมการเชิงอนุพันธคือ 
 
 

  nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11                    (2.200) 
 
 
เม่ือ 0t  คือเวลาเร่ิมตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ประกอบไปดวย
สองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt  ซึ่งจะข้ึนอยูกับเวลาสุดทาย (Final Time) และสภาวะสุดทาย 
(Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn
0

),,,,,,( 11   เปนสวนที่ข้ึนอยูกับเวลาที่
ผานไป (Time History) ของตัวแปรสถานะ (State Variables) และตัวแปรควบคุม (Control 
Variables) โดยที่   และ L  คือฟงกชันที่ไมเปนเชิงเสนหรือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear 
Functions) ของตัวแปรสถานะ (State Variables) และตัวแปรควบคุมหรือคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control Variables) และเปนความสัมพันธกันทางฟสิกสไปสูปญหาทางวิศวกรรมศาสตรที่จะศึกษา
ตอไป 

การแกปญหาความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตรหรือไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic 
Optimization) นั้นนอกจากจะอาศัยพื้นความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static Optimization) 
แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจทางดานแคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน (Calculus of Variations) .
เปนอยางมากอีกดวย ปญหาของการหาเวลาที่ผานไปของตัวแปรควบคุมปอนเขาที่สอดคลองกับ
เงื่อนไขบังคับของสมการที่ (2.199) สามารถหาคําตอบไดจากวิธีแคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน ที่ไดพัฒนา
มาจากหัวขอที่ผานมา  จากผลของหัวขอที่ 3.4 สอดคลองเปนพิเศษกับเงื่อนไขสมการที ่(2.199) ลําดับ
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การนําเสนอในบทนี้ จะเร่ิมจากหัวขอที่ 2.2 ที่กลาวถึงปญหาที่เปนการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัว
(Fixed final time.)และหัวขอ 2.3 อธิบายถึงปญหาที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายหรือเวลาสุดทายแปรผัน
ได  (Variable Final time) 

 ระบบทางพลศาสตร (Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกันตาม
ระดับข้ันความเสรี (Degree of Freedom) นั่นก็คือ ระบบข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-Stage Systems) 
และระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage Systems) สวนดานวิธีการหาคําตอบของปญหาไดนา
มิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) นั้นแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน คือ วิธีตรง
หรือวิธีไดเรคท (Direct Methods) และวิธีออมหรือวิธีอินไดเรคท (Indirect Methods) ซึ่งวิธีตรง 
(Direct Methods) จะใหผลคําตอบที่หยาบมากกวาแตก็มีความซับซอนนอยกวาวิธีออม (Indirect 
Methods)   

2.2.1 ปญหาการกําหนดเวลาสุดทายคงท่ี (Fixed Final Time) 
   ขอปญหาที่กลาวถึงในตอนนี้เปนไปตามสาระสําคัญดังนี้ (i) ระบบพลศาสตรที่อธิบายดัง
สมการที่ 2.1 (ii) คอสฟงกชันนอลสําหรับคาที่นอยที่สุดกําหนดโดยสมการที่ 2.2 (iii) เวลาเร่ิมตนและ
เวลาสุดทายกําหนดไวตายตัว และ (iv) ตองระบุสถานะเร่ิมตน(Initial States) )(),.....,( 001 txtx n  
ตัวอยางเชน รถไฟที่เคล่ือนขบวนไปมาระหวางสองเมือง และกําหนดเวลาเขาและเวลาออกจากแตละ
สถานี  ซึ่งอาจจะวางแผนการเดินรถโดยกําหนดเปาประสงคในเร่ืองการใชเวลาที่นอยที่สุด หรือ ในทาง
กลับกันอาจะกําหนดการใชกําลังงานใหคุมคาที่สุด  ตอเราจะมาพิจารณาปญหาสามประเภทในตอนนี้
คือ  (a) ปญหาที่กําหนดสถานะสุดทาย )(),.....,(1 fnf txtx ,(b) ปญหาที่สถานะสุดทาย 

)(),.....,(1 fnf txtx ถูกบังคับใหอยู ในแนวของพื้นผิวที่กําหนด   (c) ตัวแปรควบคุม(Control 
Variables) และตัวแปรสถานะ(State Variables)  สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่มีความสัมพันธกับทุก
ชวงเวลา 
        2.2.1.1 ปญหาท่ีกําหนดสถานะสุดทาย (Final State are Prescribed) 

    เปนปญหาที่มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตัวเทอม  nxxt ,..,, 1

ในสมการจะคงที่และไมมีผลเกี่ยวของใด  ๆ กับการหาความเหมาะสมที่สุดหรือออปติไมซเซชเัทอม 
 nxxt ,,, 1    จะถกูตัดทิ้งไปในสมการที่ (2.2)  ซึ่งเราจะไดฟงกชันนอลใหม (Functional) เปน 

 
 

               tduuxxtLuuxxJ ft

t mnmn  
0

,,,,,,,,,,, 1111                                  (2.201)            
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เม่ือ 
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เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดังนั้นการเปล่ียนแปลงของฟงกชันเปน
ดังนี ้
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แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 0

0
 txtx jfj

hh  ทําใหเราเขียนเทอม
ตางๆ ของสมการ (2.5) แยกสวนยอยไดเปน 
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เม่ือทําการเปล่ียนแปลงคาของ 

jxh และ 
kuh , 0J  ถา 0


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
 และ 

0
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
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
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kk u
L

dt
d

u
L


สําหรับ nj ,,1  และ mk ,,1  ดวยการแทนสมการ (2.6) กลับเขาไปใน

สมการดังกลาวทําใหเราไดเงื่อนไขที่จําเปนหรือเนซเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  tj  (บางคร้ัง
เรียกโคสเตต (Co-states) และตัวแปรควบคุมปอนเขาหรือคอนโทรลอินพุต (Control Inputs)  tuk  
สามารถหาคาไดโดยการใชสมการสถานะหรือสเตทอีเควชัน (State Equations) คือสมการ (2.1) 
จํานวน n  สมการ, สมการโคสเตทหรือสมการสถานะรวม (Co-state Equations) คือสมการ (2.7) 
จํานวน n  สมการ และ สมการแอดดชิันนอลอีเควชัน (Additional Optimality Equations) คือสมการ 
(2.8) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order Different Equations) อยู
จํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลย
นี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และ
ตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย ซึ่งสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations) ที่มีการระบุ
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ที่เวลาตางกันสองเวลาแบบนี้จะมีการเรียกชื่อวาปญหา
เงื่อนไขขอบเขตระหวางจุดสองจุด (TPBVP: Two Point Boundary Value Problems) สวน 





n

i
iiLH

1
  เรียกวาฮามิลตันเนียนของระบบ (Hamiltonian of  System)  

   2.2.1.2  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ (Final States lie on a 
Constraint Surface) 
       ปญหานี้สถานะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับอธิบายในเทอมทางคณิตศาสตร
ไดโดย   01 ,,, ns xxt

ftl   เม่ือ pl ,,1  ปญหานี้มีรูปแบบฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L  กําหนดเปน 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


 60 

 
   

    





n

i
imnii

mnmn

xuuxxtt

uuxxtLuuxxtL

1
11

1111

,,,,,,                                   

,,,,,,,,,,,,






       (2.208) 

 
 

เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เม่ือทําการ
กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี ้
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เม่ือทําการเปล่ียนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh และคาขอบ (Boundary Values) 
fj txh    จะทําให 0
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 ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary Conditions) เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  tj  และ
คอนโทรลอินพุต (Control Inputs)  tu k

 สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State 
Equations) คือสมการ (2.14) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Co-state Equations) คือสมการ 
(2.12) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional Optimality Equations) คือสมการ 
(2.13) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order Different Equations) อยู
จํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลย
นี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และ
ตองกําหนดสภาวะสุดทาย  fj tx  ดวย สวน โคสเตต (Costate)  fj t  สามารถคํานวณไดจาก
สมการ (4.14) สวนคา l  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ ft  ในสมการ 0

ftls  
    2.2.1.3  ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Ailiary Constraints)   

        สําหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิล และคอนโทรลวาริเอเบิล (State and Control  
Variables) จําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทางคณิตศาสตร
เปน   0,,,,,, 11 

ftmnr uuxxtg   และ pr  ,,1  โดยอยูในชวงระหวาง 0t และ ft  ซึ่งที่สภาวะ
สุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน   0,.,, 1 

ftnl xxts    และ 
pl ,,1  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L  เขียนเปน 
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เม่ือ  ti  และ  tr  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา 
เม่ือทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี ้
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เม่ือทําการเปล่ียนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh และคาขอบ (Boundary Values) 
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 ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary Conditions) เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , โคสเตต (Costate)  tj ,คอนโทรลอินพุต (Control inputs) 
 tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  tl  และ l สามารถหาคาไดโดยการใชส

เตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.50) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Co-state 
Equations) คือสมการ (2.105) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.106) 
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จํานวน m สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint Equations)   0,,,,,, 11 
ftmnr uuxxtg   

จํานวน p  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-point constraint equations) จํานวน 
p  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการ

สามัญ (Ordinary equations) จํานวน ppm   สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่ 0t  และโคสเตต (Costate)  fj t  
สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.107) และ  dl ,  ดังแสดงในรูป  ทั้ง 6 ตัวแปรสถานะสําหรับ
หุนยนตคือ  54321 ,,,, xyxyxxxxx  และ 6x  สมการการเคล่ือนที่เชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่งคือ 
 2.2.2  เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  
   ลักษณะเชนนี้มีลักษณะคลายกบัหัวขอ (2.2) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผันได แตตองมี
รูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.1), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ดังสมการ 
(2.51), เวลาเร่ิมตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed Start Time) แตเวลาสุดทาย ft  มีการแปรผัน 
(Variable end time) และมีการระบุสภาวะเร่ิมตนไวแลว    fn txtx ,,01   ตามลําดับ เชน การแขงรถ
เปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
Optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย    fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะ
สุดทาย    fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือ
คอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับ
เงื่อนไขบังคับตลอดเวลาการเคล่ือนที่ ดังรายละเอียดตอไปนี ้
      2.2.2.1  สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
        ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและสภาวะเร่ิมตน 
รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี ้
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เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.220) ก็จะทําใหเราสามารถหาเนซเซสเซอรีคอนดชิัน
(Necessary Conditions) ไดดังนี้ 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  tj  (บางคร้ัง
เรียกโคสเตต (Co-states)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs)  tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหา
คาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ 
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(2.221) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.222) จํานวน m  สมการและ
สมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First Order 
Different Equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 

1m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  
     2.2.2.2  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface)  
      ปญหานี้ใหอยูในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน   0,..,, 1 

ftnl xxts เม่ือ pl ,,1  
ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับ (2.2.2) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลตไิพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L  เขียนเปน 
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เม่ือ  ti  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เม่ือเวลา
สุดทายแปรผัน (Variable End Time) ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันและไดเเนซเซสเซอรี
คอนดิชัน (Necessary Conditions) ดังนี ้
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ผลเฉลยของสภาวะ (States)  tx j , โคสเตต (Co-states)  tj , คอนโทรลอินพุต (Control inputs) 
 tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ 

(2.227) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือสมการ (2.229) จํานวน n  
สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชนัคือสมการ (2.228) จํานวน m  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) คือสมการ (2.230) มีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) อยูจํานวน 

n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน 1m  สมการ การหาผลเฉลยนี้มี
ความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตอง
กําหนดสภาวะเร่ิมตนที่เวลา 0t  ดวย สวน โคสเตต (Co-state)  fj t  สามารถคํานวณไดจากสมการ 
ที่ (2.31)  
       2.2.2.3   ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
       สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and Control Variables) จําเปน
จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ(Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 

  0,.,,,.,, 11 
ftmnr uuxxtg  และ pr  ,..,1  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซึ่งที่สภาวะสุดทาย
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จะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน   0,,, 1 
ftnl xxts   และ pl ,,1  

ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ l  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L  เขียนเปน 
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เม่ือ  ti  และ  tr  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา 
เม่ือเวลาสุดทายมีการแปรผัน (Variable End Time) ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล 
(Functional) ดังนี ้
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เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.233) ก็จะทําใหเราสามารถหา เงื่อนไขที่จําเปนเนซ
เซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary Conditions) ไดดังนี ้
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ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State Variables)  tx j , โคสเตต (Co-state)  tj ,คอนโทรลอินพุต 
(Control Inputs)  tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  tl  และเวลาสุดทาย ft  
สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือสมการ (2.234) จํานวน n  สมการ, 
โคสเตตอีเควชัน (Co-state Equations) คือสมการ (2.236) จํานวน n  สมการ  และเอดดิชันนอลอีเคว
ชันคือสมการ (2.235) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint Equations) 

  0,,,,,, 11 
ftmnr uuxxtg   จํานวน p  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations)  อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการ
สามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1 pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 
จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต (Co-state)  fj t  สามารถ
คํานวณไดจากสมการ (2.237)  
 2.2.3  การเคลื่อนท่ีดวยเวลานอยท่ีสุด (Minimum Time Motion)  
    ลักษณะของปญหาแบบนี ้ ในทางวิศวกรรมถือวาเปนประโยชนอยางมากตอการนําไปใชใน
การหาเวลาที่นอยที่สุดในขบวนการทํางานตางๆ สวนมากแลวการเคล่ือนที่แบบนี้จะทําใหคา 1L  
และ 0  ดังนั้นจากหัวขอที่ (2.1.7.2.3) จะทําใหไดสมการเนซเซสเซอรีคอนดิชนั (Necessary 
conditions) ดังนี้        
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ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State Variables)  tx j , โคสเตต (Costate)  tj ,คอนโทรลอินพุต 
(Control Inputs)  tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  tl  และเวลาสุดทาย ft  
สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือสมการ (2.238) จํานวน n  สมการ, 
โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.240) จํานวน n  สมการ, เอดดิชันนอลอีเควชัน
คือสมการ (2.239) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint Equations) 

  0,,,,,, 11 
ftmnr uuxxtg   จํานวน p  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

Conditions)  คือสมการ (2.241)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations)  อยูจํานวน n2  
สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน 1 pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary Conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต (Co-
state)  fj t  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.240)  
 
 2.2.4   สมการของ แฮมมิลตัน-จาโคบ-ีเบลแมน 
    ในตอนนี้จะกลาวถึงการพัฒนาทางเลือก สําหรับการหาเงื่อนไขที่จําเปนสําหรับการ
พิจารณาหาคาความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตร 
 
 

      00,,, xtxuxtftx                 (2.242) 
 
 
และคอสฟงกชันนอลเปน 
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      dtuxtLxtuxJ f

f

t
tt  
0

,,,,                    (2.243) 
 
 

เม่ือ     mn RtuRtx  , และ ftt ,0 กําหนดไวตายตัวในตอนนี้จะทําการกําหนดจํากัดความใหกับ
คอส ฟงกชันนอลใหม มีลักษณะดังนี ้
 
 

          duxLxtttx f

f

t
tttu  
0

,,,min,                 (2.244) 
 
 
เสกลลารฟงกชัน   ttx , นี้แสดงถึงคาคอสต่ําสุดที่ขับเคล่ือนใหกับระบบจากเวลาเร่ิมตน 0t จนถึง 
เวลาสุดทาย ft  กําหนดให  เปนฟงกชันที่ข้ึนอยูกับเวลาเทานั้นและใชประโยชนของสถานะเร่ิมตน
(จุดที่ดีที่สุดของ  tu )ในการคํานวณสมการ(2.244) ในการวิเคราะหตอไปนี้จะสมมติให  มีความ
ตอเนื่องตลอดชวงที่กําหนด ในชวงเวลา  ftt, สามารถแบงออกเปน 2 เซ็กเมนต ttt , และ
 ftttt ,,  เม่ือ t คือชวงเล็กๆผลตางของเวลาในกรณีนี้สมการ (2.244) จะกลายเปน 
 
 
             duxLxtduxLttx f

f

t
ttt

tt
tu  

 ,,,,,min,               (2.245) 
 
 

สมการ (2.244) แสดงไดดังนี้ 
 
 
           duxLxttttttx f

f

t
tttu   ,,,min,,                            (2.246) 

 
 

สมการ (2.246) จะเปน 
 
 
           ttttxduxLttx tt

tu   ,,,min,                             (2.247) 
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กระจายสมการที(่2.247) ในอนุกรมเทเลอร รอบ   ttx , เราพบวา 
 
 

       tt
t

t
dt
xd

x
ttxtttttx

T















 0,,,                         (2.248) 

 
 
ถา t มีขนาดเล็กพอ ดังนั้น สมการที(่2.247) และ (2.248) จะไดวา 
 
 

        


























 ttuxtf
x

tuxtLt
t

T

u 0,,,,min0                (2.249) 

 
 

ในสมการที่ (2.248) เทอมของ   ttx , และ
t

 ถูกลบจากการหาคาต่ําสุด ซึ่งข้ึนอยูกับ  tu  ทําการ
หารสมการที ่(2.248) ดวย t และใหลิมิต t เขาใกล ศูนย จะได 
 
 

      


























 uxtf
x

tuxtL
t

T

u ,,,,min                                     (2.250) 

 
 

ซึ่งสมการที่ (2.250) เรียกวา สมการของ แฮมมิลตัน-จาโคบี-เบลแมน สมการเชิงอนุพันธยอยนี้แสดง
ถึงเงื่อนไขที่จําเปนที่ตองสอดคลองกับการควบคุมผลที่ไดสูงสุด เงื่อนไขขอบเขตสําหรับสมการเชิง
อนุพันธยอยกําหนดใหโดย      ffff ttxttx ,,   
 
 2.2.5 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient Conditions for 
Minimum and Maximum)  
   จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนซเซสเซอรีคอนดชินั (Necessary Conditions) สําหรับใช
เอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะเปนการ

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


 72 

ตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการตรวจหาคา
นอยสุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการหาคา 
  mRtu   ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional) นี้มีคานอยสุด 

  
 

      dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt 
0

,,,,                               (2.251) 
 
 

โดยสอดคลองกับ  uxtx ,,  และ    00 xtx   เม่ือ   nRtx  , 0t และ ft ถูกกําหนดไวตายตัว 
ตอไปหากเรากําหนดให   n

x Rth   และ   m
u Rth   เปนคาที่เพิ่มเขาไปในฟงกชัน จะพบการ

เปล่ียนแปลงของคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ดังนี้ 
 
 

  uxJhuhxJJ ux ,],[                     (2.252) 
 
 
แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) กระจายเทอมก็จะได  
 
 

 termsorderhigherJJJ  2                            (2.253)  
 
 
เม่ือ 
 
 

 dt
u
Hh

x
Hh

x
hJ f

f

t

t

T
u

T
xt

T
x  

















 







 




0

   
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 
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
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
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
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









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


















 

2

22

2

2

2

2

2
2

~

 ~ 
2
1

2
1

0

u
H

xu
H

xu
H

x
H

H

dt
h
h

Hhhh
x

hJ

T

u

xt

t

T
u

T
xtx

T
x

f

f


               (2.254) 

 
 
ซึ่งโคสเตตเวกเตอร (Costate Vector) แสดงอยูในรูปของสเกลารฮามิลตันเนียนฟงกชัน (Scalar 
Hamiltonian Function)  

T
LH  และ   nRt  เรียบรอยแลว 

 เม่ือ  tx  และ  tu  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) นั่นคือ 0J  ทําใหสมการ (2.46) เขียนได
เปน termsorderhigherJJ  2   ซึ่งเราจะพบวาคาของ  tx  และ  tu  จะเปนคานอยสุด
เม่ือ J2  มีคาเปนบวกทั้งหมด (Positive Definite)  นั่นก็คือ 
 
 

0~ ;02

2



 H

x
                                                                    (2.255) 

 
 

เซ็ตของเงื่อนไขที่จําเปนสําหรับจุดเอ็กทริมัม    tutx , ที่เปนคาต่ําสุดคือสอดคลองกับสมการที ่(2.255)  
สําหรับคาสูงสุดของเมตริกซนี้จะกําหนดโดยการใชเคร่ืองหมายลบ จุดเดนของเซ็ตเงื่อนไขที่จําเปน
สามารถหาคาไดโดยการกําหนด  thx และ  thu ไมใหเปนอิสระตอกันในรูปแบบเงื่อนไขทางพลศาสตร
ในสมการที่ (2.251)  สามารถพบวา 
 
 

     

   tuxfthuhxfh

tuxfthuhxfxhx
dt
d

uxx

uxx

,,,

,,,








 

 
 
ขยายเทอมที่อยูทางขวามือในอนุกรมเทเลอรและตัดเทอมที่มีอันดับ สูงทิ้งไปใน xh และ uh จะไดวา 

 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


 74 

 uxx h
u
fh

x
fh








                                                                              (2.256) 
 
 

ดังนั้นกําหนดใหการเพิ่มคา uh ใดๆหนึ่งคาสามารถเพิ่มคา xh โดยการแกสมการที ่(2.256) กับเงื่อนไข 
เร่ิมตนที่เหมาะสมการแสดงใหอยูในรูปอยางงายสําหรับ J2 ใหพิจารณาเทอมที่เพิ่มเขาไป 
 
 

 dthh
u
fh

x
fSh xux

t

t
T
x

f


















 
0

                                    (2.257) 

 
 
เม่ือ   nnRtS  ที่เปนเมตริกซสมมาตรที่สามารถหาคาได ซึ่ง xh สอดคลองกับสมการที่ (2.256)และ
(2.257)ที่เปนศูนย  เพิ่มสมการที่ (2.257) ใน J2 จะไดวา 
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0
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1             (2.258) 

 
 
ขยายเทอมแตละเทอมในสมการที ่(2.258) จะได 
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             (2.259) 

 
 
อินทิเกรตสมการที่ (2.258) จะอยูในรูป 
 
 

  cbhhbhAh T
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T
u

T
u  2                 (2.260) 

 
 

เม่ือ  
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                (2.261) 

 
 

สมการที(่2.261)สามารถจัดรูปใหมเปน zAz T กับ bAhz u
T 1 นั้นทําให 01  cbAbT เงื่อนไข

นี้สามารถพบไดโดยการเลือก  tS ใหสอดคลองกับสมการเวลาแปรเปล่ียนของริคาต ี
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ใชสมการที ่(2.260) ในสมการที่ (2.259) หาคา 
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ถาเราพิจารณาวิถีสําหรับ   ,00 thx ดังนั้น 02 J ถา 0/ 22  uH และ 0z  อยางไรก็ตาม 

0z  จะได 
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ใชสมการที ่ (2.263) และ (2.264) เราพบวา xh นั้นตองสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธของเวลาแปร
ผันเชิงเสน 
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สําหรับกรณีที่   00 thx สมการเชิงอนุพันธจะมีผลเฉลยคาเล็กนอย   0thx ให  tS เขาอยูในชวง 
 fttt ,0 ดังแสดงในตัวอยางตอไป  tS อาจจะไมมีผลเฉลยในชวงเวลาที่เราสนใจก็ได ถา   0thx

ดังนั้น 0z จะได 0uh  โดยปริยาย ดังนั้น uh ที่ไมเปนศูนย จะได 02 J ,ถา 0/ 22  uH  
พัฒนาการขางบนที่กลาวมาสามารถประมวลไดตามนี้ ในกรณีที่เม่ือสวนที่เพิ่มเขาที่พิจารณาคือ 

  00 thx ตามนี้ดังนั้นเงื่อนไขจะเปนส่ิงที่จําเปนสําหรั  tu ที่เปนคาต่ําสุดของสมการที ่    (2.264) 
   1. เงื่อนไขลาเจนเดร: 0/ 22  uH  
   2. เงื่อนไขจาโคบ:ี สมการริคาต ี(2.86)มีผลเฉลยที่อยูในชวงจํากัด .0 fttt   
     ตัวอยางเชนจงหาคาถาคาเอกทริมัม     0,0  tutx ของ 

    00;;cos 2
1

22  xuxdtxuJJ   
เปนคาต่ําสุดวิธีทําสําหรับปญหาขอนี้ แฮมมิลตันเนียนถูกกําหนดโดย   .cos 2

1
22 uxuH 

อนุพันธอันดับหนึ่งของเงื่อนไขที่จําเปนคือ 

      0;00;cossincos; 2
1

22 


 xxxxuux   
เงื่อนไขทีทําใหชัดเจนที่สอดคลองทําได โดย 0,0  x และ 0u พิจารณาดูถาคาเอกทริมัมจะ
เปนคาต่ําสุด เราจะตองทําการทดสอบ โดยใชสมการเงื่อนไขของลาเจนเดร และจาโคบี  สมการ
เงื่อนไขของลาเจเดรจะสอดคลองกับ 01/ 22  uH เงื่อนไขจาบีเปนส่ิงที่กําหนดสมการของริคาต ิ

  0;12  SSS  
การไดรับผลเฉลยในชวงเวลา  t0   เปนการงายที่จะพิสูจนสมการริคาตินี้ซึ่งมีผลเฉลยเปน
   ttS  tan    กําหนดให    tSt ,2/  ดังนั้นเงื่อนไขจาโคบีจะไมสอดคลองเม่ือ 0x

และ 0u  ไมเปนฟงกชันนอลของจุดต่ําสุด 
 2.2.6  อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
    ในหัวขอนี้จะกลาวถึงปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ที่มีอิน
อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของการคนหาคา   mRtu   ที่ทําใหฟงกชันนอล 
(Functional) มีคานอยสุด (Minimum) ดังสมการนี้คือ 
 
 

      dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt 
0

,,,,                 (2.265) 
 
 
โดยสอดคลองกับ 
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 uxtx ,,                                                                               (2.266) 
   pituxci ,,2,1 ,0,,                                              (2.267) 

  00 xtx                                                                                   (2.268) 
 
 

เม่ือ   nRtx  , เวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทาย ( 0t  และ ft ) ตางก็ถูกกําหนดไวตายตัวแลว สมการอิน
อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) คือ   pituxci ,,1 ,,,   จะตองประกอบไปดวยตัว
แปรอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Variable Inequality Constraints) และสเตตวาริเอเบิลอินอีควอลิตี
คอนสเทรนท (State Variable Inequality Constraints) และเม่ือใชวิธีการเติมสแลกวาริเอเบิล (Slack 
Variables) คือ  tsi  เขาไปในคอนสเทรนทอีเควชัน (Constraints) จะไดสมการเปน 
 
 

     pitstuxc ii ,,1 ,0,, 2                       (2.269) 
 
 

ซึ่งสแลกวาริเอเบิล (Slack Variables) ในสมการ (2.265) จะเปนคอนโทรลวาริเอเบิล (Control 
Variables) ตัวใหมในปญหา เม่ือทําการเพิ่มสมการ (2.266) และสมการ (2.267) เขาไปในสมการ
ฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.268) ดวยการใชลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
Multipliers) nR  และ pR  ทําใหไดสมการใหมเปน 
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เม่ือ 0J  ทําใหเราไดเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary Conditions) ดังตอไปนี้ คือ 
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 nix ii ,,2,1 ,                         (2.270) 
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 pisii ,,2,1 ,20                                  (2.273) 
 pisc ii ,,2,1 ,0 2                      (2.274) 
   nixtx ii ,,2,1 ,00                                 (2.275) 
   ni

x
t

ft
i

fi ,,2,1 , 



                                          (2.276) 

 
 

ซึ่งสมการ (2.270-2.276) คือลักษณะของบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE: Two point boundary value 
problem involving differential and algebraic equations) เม่ือสมการ (2.270 และ 2.271) คือ
สมการอนุพันธ (Differential equations) สวนสมการ (2.96-2.98) คือสมการพีชคณิต (Algebraic 
equations) และสมการ (2.275 และ 2.276) คือสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  จะ
นําเสนอเทคนิคระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับผลเฉลยของปญหาแบบ BVP-DAE เงื่อนไขที่จําเปนในการ
แกปญหาสามารถนํามาใชไดโดยปราศจากการใชตัวแปรสแลในการที่จะไดผลสําเร็จของนี ้ ในการ
อธิบายคาต่ําสุด  tx ,  tu สําหรับปญหา    ดังนั้นเปนไปไดที่แสดงเงื่อนไขที่จําเปนสําหรับ 02 J

เปนดังนี ้
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เงื่อนไขอันดับสองขาบนนั้นตัวคูณลากรานจ pii ,...,1,  เปนการพิจารณาไมใหเปนคาลบ สมการที่
(2.273) มีคาเทากับ 0iic และสมการที่ (2.274) เทียบเทากับ 0ic   ดังนั้น สําหรับกรณีที่เปนการ
หาคานอยสุด (Minimum) เราสามารถหาเนซเซสเซอรีคอนดชิัน (Necessary Conditions) ได เม่ือ 

0J  นั่นก็คือ 
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เม่ือ 0J  ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ดังตอไปนี้ คือ 
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เปนส่ิงที่นาสนใจตรงที่วาสมการแหลานี้มีความคลายกับเงื่อนไขของ คุหน-ทัคเกอร จะเปนเงื่อนไข
บังคับแบบอินอิควาลิตี มีความชัดเจนยิ่งข้ึนทําไดโดยการจัดรูปของปญหาไดๆที่สรุปไวในตอนที่แลวมา
วิธีหนึ่ง ก็คือจะตองแปลงกลับปญหาที่เปนเงื่อนไขบังคับแบบอินอิควาลิตีใหเปนเงื่อนไขบังคับแบบอิค
วาลิตีโดยการใชสแลกวาริเอเบิล (Slack Variable)   
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2.3 สรุปไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization Conclusion) 
 ปญหาไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเร่ิมตนจากสมการการเคล่ือนที่
ก็คือ   xmmaF   แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นไมสะดวกถาสมการมี
รูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังนั้นจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหนึ่งคือ 21 xx   และ 

mFx 2  ดังสมการ (2.266) 
 
 

  nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11    
 
 
ปญหาไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้น จะมีการกําหนดเงื่อนไขเร่ิมตนและ
เงื่อนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเงื่อนไขบงัคับ 
(Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกําหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคานอยสุด
หรือมากสุด ดังนี ้
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โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ  

ftnxxt ,,, 1   ซึ่งเรียกวา เทอรมินอล
เทอม (Terminal term) และ   tduuxxtLft
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,,,,,, 11   ซึ่งเรียกวา อินทิกรัลเทอม  (Integral 
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2  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum energy), หากกําหนด 
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 จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หากกําหนด ft  จะเรียกวา

ปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกําหนด  ftx2  จะเรียกวาปญหาความเร็วสูงสุด 
(Maximum velocity) เปนตน ซึ่ง   และ L  จะเรียกวา สภาวะของปญหา (State of the problem) 
และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical techniques) มีสองลักษณะใหญคือ วิธี
ไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) โดยอาศัยหลักการของแคลคูลัส
ออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทําใหสามารถเขียนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 
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โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) l , i  และ i  เขามาเกี่ยวของได
ดังนี้คือ 
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สมการดังกลาวนีน้ําไปใชกับปญหาไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ไดทุกปญหา 
เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and inequality constraints) 
เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูปสมการตามโจทยของปญหา
นั้นๆ นั่นเอง 
 
2.4  การทบทวนเอกสารและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 
 ทวิวัชร วีระแกลว (2000) กลาวถึงทฤษฎีที่สําคัญมากทฤษฎีหนึ่งในการหาคาความเหมาะสม
สูงสุดของสมการเชิง อนุพันธอันดับสูงที่เรียกวา ทฤษฎีความคาต่ําสุด ทฤษฎีดังกลาวที่นําเสนอถูก
พิสูจนจากสองวิธีการ ซึ่งเปนที่รูจักกันอยางแพรหลาย คือทฤษฎีของฮามิลตัน-จาโคบี ซึ่งจะนําไปสูการ
พิจารณาทฤษฎีของพอนทริยากิน  และทฤษฎีความต่ําสุดที่มีความสําคัญเปนอยางยิ่ง  และยัง
สนับสนุนทฤษฎีตางๆใหกับระบบการเคล่ือนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับสูง และแคลคูลัส
ออฟวาริเอชั่น ซึ่งเปนวิธีที่ใชตรวจสอบทฤษฎีของพอนทริยากินและทฤษฎีความต่ําสุดอีกคร้ังหนึ่ง ซึ่ง
จะเห็นไดวาทั้งสองวิธีการนี้สามารถไดใหคําตอบที่ตรงกัน 
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 ทวิวัชร วีระแกลว (2000)  ทําการศึกษาปญหาเร่ืองความเหมาะสมสูงสุดของการใชเวลานอย
ที่สุดของการเคล่ือนที่เปนแบบเชิงเสน (The minimum time problem of linear dynamic 
optimization)     โดยใชวิธีการพิจารณาหลายวิธี ในการที่ชวยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขโดยตรง นั้นข้ึนอยูกับลักษณะของปญหาเร่ืองการใชเวลานอยที่สุด (Minimum Time 
Problem) ดวยการใชแนวคิดหนึ่งก็คือการพิจารณาปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดมีความเหมือนกับ
ปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย  ( Maximum Energy  with Free Final Time 
Problem) เอกสารทางวิชาการฉบับนี้ จะไดอธิบายถึงรายละเอียดความคลายคลึงกัน ระหวางปญหา
ทั้งสองขอ  คือปญหาพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายและปญหาเวลาที่นอยที่สุด สําหรับระบบ
ที่เปนเชิงเสนแตจากการพิจารณาโดยวิธีการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายมีขอดีกวา และ
ทายสุดไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสองปญหาโดยวิธีระเบียบเชิงตัวเลขทัง้วิธีตรงและวิธี
ออม ทําใหเกิดความชัดเจนยิ่งข้ึน 
 ยศศักดิ์ สายสนิท (2003) ในปริญญานิพนธนี้ไดทําการวิจัยเพื่อศึกษาวิธีการวิเคราะหหาคา
ความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงที่แลนในสนามแขงขัน โดยใชวิธีมีนนิมัมไทมออปติไมตเซชัน 
(Minimum Time Optimization) มาเปนเคร่ืองมือสําหรับทําการวิเคราะหและใชโปรแกรมคอมพิวเตอร
มาเปนเคร่ืองมือชวยในการหาคําตอบ ซึ่งก็คือคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขง     โดยทําการ 
ศึกษาวิจัยกระทําในลักษณะแบบจําลองทางคณิตศาสตร โดยใชแบบจําลองของรถแขงซึ่งเปนรถยนต
แบบหาระดับข้ันความเสรี ทําใหไดสมการการเคล่ือนที่ของรถแขงทั้งหมดหาสมการ (ไมคิดผลกระทบ
จากอากาศพลศาสตร) และใชแบบจําลองของรถแขงที่มีมวลขนาดตางๆ เพื่อใชเปรียบเทียบกันโดย
แบบจําลองของรถแขงทั้งสองมีเงื่อนไขบังคับก็คือรูปรางของสนามแขงขัน แลวใหรถแขงว่ิงในสนาม
ดังกลาว โดยจะปอนคาคอนโทรลอินพุต  (Control Input) ในรูปของแรงขับเคล่ือนและมุมเล้ียวใหกับ
แบบจําลองของรถแขงเพื่อดูผลลัพธก็คือไดความเร็วสูงสุดเทาใด ดวยการเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการ
เคล่ือนที่ ซึ่งทั้งแบบจําลองของรถแขงและสนามแขงขันจะถูกแปลงใหเปนสมการทางคณิตศาสตร แลว
ใชฟงกชัน fmincon ของโปรแกรมแมทแล็บ (Matlab) มาเปนเคร่ืองมือในการคํานวณหาคาความเร็ว
สูงสุดของรถแขง ผลจากการศึกษาวิจัยพบวาวิธีการหาคาของความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตร 
(Minimum Time Optimization) สามารถนํามาใชหาคาความเร็วสูงสุดในการเคล่ือนที่ได และผลของ
คําตอบอยูในเกณฑที่ยอมรับได แตมีความยากในการหาคําตอบคอนขางมากเนื่องจากจะตองกําหนด 
คาเร่ิมตนของเวลาใหใกลเคียงกับคําตอบใหมากที่สุด แตก็สามารถนําไปประยุกตใชหาเวลาในการ
เคล่ือนที่ของวัตถุตางๆ ไดเชนกัน 
 ปเสฏฐา สารลักษณ ทําการศึกษาปญหาเร่ืองการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการใช พลังงาน
นอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุด ในระบบพลศาสตร  ใชหลักการของแคลคูลัสความแปรปรวนหา
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เงื่อนไขของคาต่ําที่สุดและสูงที่สุด ซึ่งเปนวิธีออม ทางการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุมใน
ระบบทางพลศาสตร ข้ึนกับการตั้งสมมุติฐานเกี่ยวกับสมรรถนะเงื่อนไขจํากัดทางกานภาพหรือปลาย 
ทางของระยะการทํางาน   แลวนําคาคําตอบของการใชพลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุด
มาเปรียบเทียบกัน ผลจากการศึกษาวิจัยพบวาคาความนิ่มนวลที่สุดมีความใกลเคียงกับการใชพลัง 
งานนอยที่สุดเปนฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุด  ซึ่งจะมีผลดีในการวิเคราะหทางตัวเลขในเร่ือง
ของ การที่สามารถกําหนดคาเร่ิมตนและคาสุดทายใหกับแรงที่จะมาทํากับระบบในอนาคต  และนํา
ผลลัพธที่ไดไปใชงานไดอยางเหมาะสมทั้งความนิ่มนวลและการประหยัดพลังงาน 

Evtim VZ. ศึกษา “ระบบพลศาสตรและกลไกการควบคุมทางการหาคาที่เหมาะสมที่สุด” 
(Dynamics and Optimization of Controlled Mechanical Systems) เปนการพัฒนาโปรแกรมใหเขา
ใกลการทํางานจริงของหุนยนตใหมากที่สุด โดยศึกษาจากระบบของเคร่ืองจักรกล (Multibody 
systems) ระบบการทํางานของหุนยนต การทํางานจริงของชิ้นสวนที่เลียนแบบมนุษย (Manipulators 
and robots) การเปล่ียนแปลงรูปรางอัตโนมัติ (Automobiles) และการเคล่ือนยายโครงสรางอ่ืนๆ 
(Moving structures) เปนตน ทําใหไดขอมูลทางพลศาสตรการเคล่ือนที่  (Kinematics) และคา
เหมาะสมสูงสุด (Extremum)  โดยออกแบบใหแกปญหาแบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear 
dynamics) รวมถึงการแกปญหาแบบโดยวิธีตรง และปญหาผกผัน  (Inverse problems) โดยการ
สรางโปรแกรมบนภาษา Fortran เพื่อคํานวณหาคําตอบของปญหาโดยการคํานวณจากวิธีของนิวตัน 
ออยเลอร ลากรางจ (Newton-Euler Lagrange equations) ในการหาสมการการเคล่ือนที่ประกอบกับ
การแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน จะไดผลที่แสดงโดยกราฟสําหรับการวิเคราะหโครงสราง
และวิเคราะหระบบ ผลที่ไดคือโปรแกรมสามารถแกปญหาทางการควบคุมใหไดประโยชนสูงสุดได
อยางแมนยํา แตมีความหลากหลายทางการใชงานมากเกินไป ไมไดสรางโปรแกรมมาเพื่อหาสมการ
การเคล่ือนที่เพียงอยางเดียว การใชงานจึงใชเวลาในการวิเคราะหนาน และไมสะดวกในการกําหนด
ขอมูลเร่ิมตน 

Jufeng P.  ศึกษา “การใช Mathematical Program with Complementarily Constraints 
(MPCC) ในการวิเคราะหหาความเสียดทานที่เกิดข้ึนกับหุนยนต โดยการแกปญหาการควบคุมใหได
ประโยชนสูงสุด” (Optimal Control of Multiple Robot Systems with Friction sing MPCC) โดย
ความเสียดทานไดจากระบบพลศาสตร (Dynamic System) ซึ่งแบงเปนทางพลศาสตรการเคล่ือนที่ 
และขอบเขตทางพลศาสตร (Dynamics Constraints) ประกอบกับวิธีแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปน
เชิงเสน โดยโปรแกรมใชวิเคราะหปญหาการควบคุมโดยสมบูรณแบบใหไดคาที่เหมาะสมที่สุด  (Full 
Minimal Time Optimal Control) ผลลัพธถูกเขียนแสดงเปนภาพประกอบตามปญหาตางๆ ผลที่ได
คอนขางแมนยํา แตรายละเอียดยอยอ่ืนๆไมไดแสดงผลออกมา จึงทําใหขอมูลไมครอบคลุมเพียงพอ 
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Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw  and  B.C. Fabien, ในการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะห
ปญหาของการหาคาต่ําสุดและสูงสุดที่เปนที่ยอมรับแลววา ระบบการเคล่ือนที่ที่อยูในรูปสมการเชิง
อนุพันธอันดับสูงมีขอไดเปรียบเปนอยางมากในเร่ืองของการคํานวณ เม่ือนําผลลัพธมาเปรียบเทียบกัน
กับระบบเคล่ือนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งโดยเฉพาะสมการการเคล่ือนที่ ทางดานวิศว 
กรรมเคร่ืองกล จะอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองเสมออันเนื่องมาจากเปนการใชกฎขอที่
สองของนิวตันในบทความฉบับนี้ไดนําเสนอขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจน ในการคํานวณระหวางสม 
การการเคล่ือนที่ที่อยูในรูปสมการชั้นสูงและสมการอนุพันธอันดับหนึ่งการที่จะเปรียบเทียบไดนั้นผูวิจยั  
ไดสรางซอฟแวรข้ึนมาดวยวิธีตรงและวิธีออม เพื่อสามารถยืนยันไดวาไมวาสมการการเคล่ือนที่จะอยู
ในรูปแบบใดก็สามารถที่จะใชโปรแกรมเดยีวกันหาคําตอบเพื่อใชในการเปรียบเทียบ 
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บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 ในการวิจัยคร้ังนี้ผูวิจัยไดดําเนินการตามข้ันตอนดังนี้ 

1.   การกําหนดปญหา (State of the Problem) 
2.   สมการของระบบพลศาสตรที่ใชในการแกปญหา (Dynamics System of Problem) 
3.   การกําหนดสมการเงื่อนไขที่จําเปนที่ใชในการแกปญหา (Necessary Conditions)  

 
3.1 การกําหนดปญหา (State of the Problems) 
 ในระบบพลศาสตรของลิฟตขนสงเปนระบบที่เปนเชิงเสน (Linear Dynamics System) นั้น 
สามารถเขียนแสดงใหอยูในรูปแสดงความสัมพันธของสมการอนุพันธอันดับทีห่นึ่งไดดังนี ้
  
 

,)();,,( 00 xtxtuxfx                      (3.1) 
 
 

เม่ือ nRx  เปนตัวแปรที่เรียกวาตัวแปรสถานะ (States Variable)ของคาปริภูมิสถานะ(State Space 
Variable) และ mRu เปนตัวแปรควบคุมปอนเขา (Control Input) ของการแกปญหา ตัวแปร 0x  คือ
คาเงื่อนไขเร่ิมตนของตัวแปรสถานะ ให 0t  คือเวลาเร่ิมตนและ ),,( tuxf เปนฟงกชั่นที่อยูในรูปของตัว
แปรตัวแปรสถานะ,ตัวแปรควบคุมปอนเขา และ เวลา ตามลําดับ  รูปแบบของปญหาในที่นี้ก็คือการหา
คาของตัวแปรสถานะ )(tx  โดยกําหนดคาเปนชวงจํานวนใหกับตัวแปรควบคุมปอนเขา (Control 
Input), )(tu  ที่ทําใหการทํางานของระบบการเคล่ือนที่ของลิฟตขนสงใหเปนไปตามวัตถุประสงคที่
ตองการ ในเร่ืองการใชหลักการความหยาบกระดางสูงสุด (Maximum Jerk) เปรียบเทียบกับหลักการ
พลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy)  
 
3.2 สมการระบบพลศาสตรท่ีใชในการแกปญหา (Dynamic system of problems) 
 ระบบลิฟตขนสงเปนระบบที่มีลักษณะทางกายภาพ ที่ประกอบไปดวยกอนมวลหลายๆกอน
(ผูโดยสารหรือสัมภาระ) ประกอบอยูภายใน มีการเคล่ือนที่ข้ึนลงในแนวดิ่ง และกําหนดใหเปนไปตาม
หลักการกรอบอางอิงความเฉ่ือยของนิวตัน ดังนั้น ทั้งตัวลิฟต และ ส่ิงที่อยูภายในลิฟตจะเกิดแรง
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ปฏิกิริยาที่เหมือนกัน เพื่อความสะดวกในการคํานวณหาผลเฉลยจะตั้งขอสมมติฐานเบื้องตนของระบบ
ดังนี ้

1. ระบบมีจุดศูนยถวงอยูจุดจุดเดียว 
2. การเคล่ือนที่ของลิฟตจะสัมผัสกับแกนประคองเล่ือนตลอดการเคล่ือนที่ไมคิดผลของ

แรงตานอากาศ 
3. คิดเฉพาะคาของแรงเสียดทานสถิตย 

และเนื่องจากเปนการเคล่ือนที่ในแนวดิ่ง จึงจําเปนตองเปล่ียนตัวแปรสถานะจาก );,,( tuxfx   
,)( 00 xtx  ไปเปน ,)();,,( 00 ytytuxfy  แทน เพื่อใหสอดคลองกับทิศทางการเคล่ือนที่ของ

ลิฟตขนสง  กําหนดผังวัตถุอิสระ (Free body Diagram ) ของระบบลิฟตขนสงแตละกรณเีปนดังนี ้
3.2.1 กรณีของลิฟตขนสง เคลื่อนท่ีขึ้น 

    จากภาพประกอบ 1 กําหนดใหหองโดยสารมีมวล 1M   จากกฎขอทีส่องของนิวตัน จะได
สมการการเคล่ือนที่ดังนี ้

 3.2.1.1 ทิศทางของการเคลื่อนท่ีสวนทางกับความโนมถวงของโลก 
 

011  TFgMyM n                                            (3.2) 
 

เม่ือ 
     2/81.9 smg  คือ คาความโนมถวงของโลก 
     y   คือ ตัวแปรสถานะ 

   sF  คือ แรงเสียดทานสถิตย (นิวตัน, N ) 
   T   คือ แรงดึงของเสนลวดสลิง (นิวตัน, N ) 
   1M คือมวลทั้งหมดของลิฟตขนสง (กิโลกรัม, .kg )  

 
 
 
 
 
                      

 
ภาพประกอบ 1 ผังวัตถุอิสระของลิฟตขนสง (เคล่ือนที่ข้ึน) 

NF  

N  

T
 

)(ty

gM1  
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กรณีของลิฟตขนสง เคล่ือนที่ลง 
 
                                        
 
 
 
 

 
ภาพประกอบ 2 ผังวัตถุอิสระของลิฟตขนสง (เคล่ือนที่ลง) 

 
                     จากภาพประกอบ 2 กําหนดใหหองโดยสารมีมวล 1M  จากกฎขอที่สองของนิวตัน จะได
สมการการเคล่ือนที่ดังนี ้
                     ทิศทางของการเคล่ือนที่เปนทิศทางเดียวกับความโนมถวงของโลก 

 
 

011  TFgMyM n                                                            (3.3) 
 
 

เม่ือ 
     2/81.9 smg  คือ ความโนมถวงของโลก 
     y   คือ ตัวแปรสถานะ 

   sF  คือ แรงเสียดทานสถิตย ( ,N นิวตัน) 
   T   คือ แรงดึงของเสนลวดสลิง ( ,N นิวตัน) 
   1M คือมวลทั้งหมดของลิฟตโดยสาร (กิโลกรัม, kg ) 

จากสมการที ่(3.2) หาร ตลอดดวย 1M และกําหนดใหมวล 200,11 M กิโลกรัม จัดรูปสมการใหมจะ
ไดวา 

 
 

200,1200,1
81.9 1uFy n                      (3.4) 

 

NF  

N  

T  

 ty  
gM1  
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เม่ือกําหนด 1u  แทนตัวแปร T  และทํานองเดียวกันสมการที่ (3.3) 
 
 

200,1200,1
81.9 1uFy n                          (3.5) 

 
 
เราสามารถลดทอนอันดับของสมการเชิงอนุพันธจากอันดับสองใหเปนอันดับหนึ่งดังนี ้ จากสมการที่ 
(3.4) และ (3.5) 
 
 

     2yy                                                                                 (3.6) 
81.9

200,1200,1
1

2  nFuy                                  (3.7) 

 
 

สําหรับสมการที ่(3.4) และ 
 
 

81.9
200,1200,1

1
2  nFuy                          (3.8) 

 
 

สําหรับสมการที่ (3.5)  โดยที่กําหนดแรงดึงของลวดสลิง iuT   เปนตัวแปรควบคุมปอนเขาของ
สมการ และกําหนดเงื่อนไขเร่ิมตนใหกับสมการเพื่อหาผลเฉลยเฉพาะรายใหสมการ ดังนี ้

 
0)0( y       2)1( y  

                 0)0( y       0)1( y  
                  0)0( y       0)1( y  
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3.3   เงื่อนไขท่ีจําเปนในการแกปญหา (Necessary Conditions) 
 ในหัวขอนี้เราจะนําสมการการเคล่ือนที่ของลิฟตขนสงมากําหนดเงื่อนไขตามหลักวิชาการควบ 
คุมผลที่ไดสูงสุดของระบบพลศาสตร (Dynamics Optimization) เพื่อหาผลเฉลยตอไปในแตละกรณ ี
  3.3.1  ปญหาการใชหลักการพลังงานนอยท่ีสุด (Minimum Energy Problems) 
     เนื่องจากเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับสอง จากหลักวิธีของ แคลคูลัส ออฟ 
วาริเอชัน มาทําการจัดรูปสมการการหาผลการควบคุมทางพลศาสตรที่ไดผลดีที่สุดดังนั้น รูปแบบของ
คาฟงกชั่นนอลหรือฟงกชันวัตถุประสงค (Functional or Objective Function) ของความเหมาะสม
สูงสุด  คือ 
 

dtuJ
ft

t

0

2
1                                                                     (3.9) 

 
พิจารณาจากคาฟงกชันใน (3.9)  เพื่อใหไดคาที่นอยที่สุด เม่ือใชหลักการของแคลคูลัส ออฟ แวริเอเบิล 
จะไดฟงกชันวัตถปุระสงค , ][xJ   ใหม  ซึ่งกําหนดในสมการที ่ (3.9)  ถาแทน  คาตัวแปร L  ดวยตัว
แปร  F   จะไดวา 
 

)81.9
200,1200,1

()( 2
1

2121
2
1 yFuyyuF n                      (3.10) 

 
และ 
 

   )81.9
200,1200,1

()( 2
1

2121
2
1 yFuyyuF n                     (3.11) 

 
เงื่อนไขที่จําเปนในหารหาคําตอบของปญหา   มีดังนี ้
 

2

0

2
1

12

21

12

1
















u

uy
yy









                                                                        (3.12) 
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3.3.2  ปญหาของการใชสมการความน่ิมนวลสูงสุด    โดยการกําหนดจุดเร่ิมตนและ
จุดสุดทายของ ตัวแปรควบคุมปอนเขา ( Minimum Jerk Problems with given both end of 
control input) 
    ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุด มีความเหมือนกับรูปแบบปญหาของหลักการการใช
พลังงานนอยที่สุดในสมการที่ (3.11) ดังแสดงไวขางลาง 
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  13
~uyy                                                                                     (3.13) 

 
เม่ือกําหนดคาเร่ิมตนและคาสุดทายของตัวแปรควบคุมปอนเขา  (Control Input) ปญหานี้ยังคงตอง
พิจารณาถึงเงื่อนไขของเวลาดังนี ้

 
0,0,0,0,0 11  yyyut                                         (3.14) 

 
ในปญหานี้คาฟงกชันของสมการความกระดาง  กําหนดไวชัดเจนดังที่แสดง 
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1x จะข้ึนอยูกับฟงกชันของ t),y,y,yF(y,   

ซึ่งวิธีการนี้เหมือนกับการนําไปใชในปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด  ดังนั้น 
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1 yuyyyyuF                                         (3.16) 

 
พิจารณา (3.16)  ดวยรูปสมการ ออยเลอร ลากรานจ (Euler- Lagrange Equation) 
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เงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหาของความนิ่มนวลสูงสุด  มีดังนี ้
       23121 ,,0                                 
       2yy        
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~ 3
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u  
ซึ่งจะไดนําฟงกชันวัตถุประสงค และเงื่อนไขที่จําเปนของปญหาทั้งหมดมาทําการแกปญหาดวย 
โปรแกรมแมทแล็ปตอไป 
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บทที่ 4 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
 ในการวิจัยศึกษาคร้ังนี้ ผูวิจัยนําเสนอผลงาน ดังนี้ 

1.   ผลการทดสอบ 
2.   วิเคราะหผลการทดสอบ 
 

4.1 ผลการทดสอบ 
  4.1.1  การใชหลักการของสมการพลังงานนอยท่ีสุด เปรียบเทียบกบัการใชสมการ
ของความน่ิมนวลสูงสุดโดยกําหนดเวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทาย  
    เปนการแสดงการเปรียบเทียบระหวางปญหาทั้งสอง คือการใชหลักการของสมการพลังงาน
ต่ําสุดโดยเปรียบเทียบกบัการใชสมการของความกระดางนอยทีสุ่ด โดยแบงเปนกรณีการเคล่ือนที่ข้ึน 
และเคล่ือนที่ลงของลิฟตขนสง 

4.1.1.1  ปญหาใชหลักการพลังงานนอยท่ีสุด (The minimum Energy Problem) 
4.1.1.1.1 กรณีการเคลื่อนท่ีขึ้นของลิฟตขนสง (moving upward) 

            กรณีนี้เปนกรณีทีท่ิศทางการเคล่ือนที่มีทิศทางตรงขามกับทิศทางความโนมถวง
ของโลกแตเทอมของแรงเสียดทานนั้น มีทิศทางเดียวกับความโนมถวงของโลก ประกอบดวยภาพ 
ประกอบแสดง การกระจัด  ty ,ความเร็ว  ty และ คาแรงที่ปอนเขา  tu ตามลําดับ เทียบกับเวลาที่
กําหนด ดังนี ้
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ภาพประกอบ 3  แสดงการกระจัด ; )(ty  เทียบกับเวลาที่กําหนด  กรณขีองการใชหลักการพลังงาน 
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      นอยที่สุด ของการเคล่ือนที่ข้ึนของลิฟตขนสง (Minimum Energy ; Elevator moving up) 
ที่มีลักษณะเสนโคงที่ ตอเนื่องที่กําหนดเวลาเร่ิมตนที่ 0t  ถึง sec1t  เปนระยะทาง 2 เมตร 
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ภาพประกอบ 4  แสดงความเร็ว )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนด กรณีของการใชหลักการพลังงานนอย     
       ที่สุดของการเคล่ือนที่ข้ึนของลิฟตขนสง (Minimum Energy ; Elevator moving up)  ลักษณะเปน  
       กราฟเสนตรงที่มีความตอเนื่องกันลักษณะเปนกราฟเสนตรงที่มีความตอเนื่องมีความ  เร็วสูงสุดที่   
       2.1 m/sec ที่ เวลา 0.4 sec 
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ภาพประกอบ 5 แสดงคาของอินพุท ; u ที่กระทําเทียบกับเวลาที่กําหนด  กรณีของการใชหลักการ    
       พลังงานนอยที่สุด  ของการเคล่ือนที่ข้ึนของลิฟตขนสง (Minimum Energy; Elevator moving up)  
       ที่มีลักษณะเปนเสนตรงในแนวระนาบแบบข้ันบันได ที่ไมตอเนื่องกัน 
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         4.1.1.1.2  กรณีการเคลื่อนท่ีลงของลิฟตขนสง (Elevator moving Down) 
             กรณีนี้เปนกรณีที่ ทิศทางการเคล่ือนที่มีทิศทางเดียวกับทิศทางความโนมถวง
ของโลก แตเทอมของแรงเสียดทานนั้นมีทิศทางตรงขามกับทิศทางการเคล่ือนที ่ ประกอบดวยภาพ 
ประกอบแสดง การกระจัด  ty ,ความเร็ว  ty และ คาแรงที่ปอนเขา  tu ตามลําดับ เทียบกับเวลาที่
กําหนด ดังนี ้
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ภาพประกอบ 6  แสดงการกระจัด ; )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนด  กรณีของการใชหลักการพลังงาน  
       นอยที่สุดของการเคล่ือนที่ลงของลิฟตขนสง (Minimum Energy ;Elevator moving Down) ที่มี   
       ลักษณะเสนโคงที่ตอเนื่องที่กําหนดเวลาเร่ิมตนที่ 0t  ถึง sec1t  เปนระยะทาง 2 เมตร 
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ภาพประกอบ 7 แสดงความเร็ว ; )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนด  กรณีของการใชหลักการพลังงานนอย 
       ที่สุดของการเคล่ือนที่ลงของลิฟตขนสง (Minimum Energy ; moving Down) ลักษณะ เปนกราฟ 
       เสนตรงที่มีความตอเนื่อง มีความเร็วสูงสุดที่  2.6 m/sec ที่ เวลา 0.4 sec 
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ภาพประกอบ 8 แสดงคาแรงปอนเขา; u ที่กระทําเทียบกับเวลาที่กําหนด  กรณีของการใชหลักการ 
       พลังงานนอยที่สุด ของการเคล่ือนที่ลงของลิฟตขนสง (Minimum Energy ;Elevator moving  
       upward) ลักษณะเปนกราฟเสนตรงในแนวระนาบแบบข้ันบันได ที่ไมตอเนื่องกัน 
 

4.1.1.2 ปญหาความกระดางนอยท่ีสุด (The minimum Jerk Problem) 
4.1.1.2.1 กรณีการเคลื่อนท่ีขึ้นของลิฟตขนสง (Elevator moving upward) 

          กรณีนี้เปนกรณีที ่ ทิศทางการเคล่ือนที่มีทิศทางตรงขามกับทิศทางความโนม
ถวงของโลก แตเทอมของแรงเสียดทานนั้นมีทิศทางเดียวกับความโนมถวงของโลก  ประกอบดวยภาพ 
ประกอบแสดง การกระจัด  ty ,ความเร็ว  ty และ คาแรงที่ปอนเขา  tu ,ความกระดาง  tu~

ตามลําดับ เทียบกับเวลาที่กําหนด ดังนี ้
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ภาพประกอบ 9 แสดงการกระจัด ; )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนด กรณกีารใชหลักการความกระดาง 
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       นอยที่สุด ของการเคล่ือนทีข้ึ่นของลิฟตขนสง (Minimum Jerk; Elevator moving upward) ที่มี    
       ลักษณะเสนโคงที่ตอเนื่องที่กําหนดเวลาเร่ิมตนที่ 0t  ถึง sec1t  เปนระยะทาง 2 เมตร 
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ภาพประกอบ  10 แสดงความเร็ว ; )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนด กรณีการใชหลักการความกระดาง 
       นอยที่สุด ของการเคล่ือนทีข้ึ่นของลิฟตขนสง (Minimum Jerk; Elevator moving upward)   
       ลักษณะเปนกราฟเสนตรงที่มีความตอเนื่อง มีความเร็วสูงสุดที่  2.6 m/sec ที่ เวลา 0.4 sec 
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ภาพประกอบ  11  แสดงคาแรงปอนเขา ; u เทียบกับเวลาที่กําหนด กรณีการใชหลักการความกระดาง 
       นอยที่สุด ของการเคล่ือนทีข้ึ่นของลิฟตขนสง (Minimum Jerk; Elevator moving upward) 
       ลักษณะเปนกราฟเสนตรงที่มีความตอเนื่อง มีการปอนแรงสูงสุดที่ 2600 N ที่ เวลา 0.4 sec 
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ภาพประกอบ 12 แสดงคาของความกระดาง (Jerk) ;u~ ที่กระทําเทียบกับเวลาที่กําหนดกรณีการใช 
       หลักการความกระดางนอยทีสุ่ด ของการเคล่ือนทีข้ึ่นของลิฟตขนสง (Minimum Jerk ; Elevator   
       moving upward) 

4.1.1.2.2 กรณีการเคลื่อนท่ีลงของลิฟตขนสง(Elevator moving downward) 
         กรณีนี้เปนกรณีที่ ทิศทางการเคล่ือนที่มีทิศทางเดียวกับทิศทางความโนมถวง
ของโลก แตเทอมของแรงเสียดทานนั้นมีทิศทางตรงขามกับทิศทางการเคล่ือนที่ ประกอบไปดวยภาพ 
ประกอบแสดง การกระจัด  ty ,ความเร็ว  ty , คาแรงที่ปอนเขา  tu และ ความกระดาง  tu~

ตามลําดับ เทียบกับเวลาที่กําหนด ดังนี ้
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ภาพประกอบ 13  แสดงการกระจัด ; )(ty เทียบกับเวลาทีก่ําหนดกรณีการใชหลักการความกระดาง 
       นอยที่สุด ของการเคล่ือนที่ลงของลิฟตขนสง (Minimum Jerk; Elevator moving downward) ที่มี 
       ลักษณะ  เสนโคงที่ตอเนื่องที่กําหนดเวลาเร่ิมตนที่ 0t  ถึง sec1t เปนระยะทาง2 เมตร 
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ภาพประกอบ  14 แสดงความเร็ว ; )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนด กรณีการใชหลักการความกระดาง 
       นอยที่สุด ของการเคล่ือนทีล่งของลิฟตขนสง (Minimum Jerk; Elevator moving downward) 
       ลักษณะเปนกราฟเสนตรงที่มีความตอเนื่อง มีความเร็วสูงสุดที่  3.45 m/sec ที่เวลา 0.4 sec 
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ภาพประกอบ  15  แสดงคาแรงปอนเขา ; u เทียบกับเวลาที่กําหนด กรณีการใชหลักการความกระดาง 
       นอยที่สุด ของการเคล่ือนทีล่งของลิฟตขนสง (Minimum Jerk; Elevator moving downward) 
       ลักษณะเปนกราฟเสนตรงที่มีความตอเนื่อง มีคาแรงสูงสุดที่  2350 N. ที่ เวลา 0.5 sec 
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ภาพประกอบ 16 แสดงคาความกระดาง ; u~ ที่กระทําเทียบกับเวลาที่กําหนด กรณีการใชหลักการ  
       ความกระดางนอยที่สุดของการเคล่ือนทีล่งของลิฟตขนสง (Minimum Jerk ; Elevator moving   
       downward) 
     4.1.1.3การเปรียบการใชหลักการพลังงานนอยท่ีสุดกับการใชความหยาบกระดาง  
นอยท่ีสุด 
 กรณีเคลื่อนท่ีขึ้น 

    หลักการพลังงานนอยที่สุด (เคล่ือนที่ข้ึน)            หลักการความกระดางนอยที่สุด(เคล่ือนที่ข้ึน) 
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ภาพประกอบ 17 แสดงการเปรียบเทียบการกระจัด ; )(ty  เทียบกับเวลาที่กําหนดใชหลักการพลังงาน  
       นอยที่สุดเปรียบเทียบกับการใชความหยาบกระดางนอยที่สุด 
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หลักการพลังงานนอยที่สุด (เคล่ือนที่ข้ึน)      หลักการความกระดางนอยที่สุด(เคล่ือนที่ข้ึน) 
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ภาพประกอบ 18 แสดงความเร็ว )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนดใชหลักการพลังงานนอยที่สุดเปรียบ  
       เทียบกับการใชความหยาบกระดางนอยที่สุด 

หลักการพลังงานนอยที่สุด (เคล่ือนที่ข้ึน)      หลักการความกระดางนอยที่สุด (เคล่ือนที่ข้ึน) 
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ภาพประกอบ 19 แสดงคาของแรง ; u ที่กระทําเทียบกับเวลาที่กําหนดใชหลักการพลังงานนอยที่สุด 
       เปรียบเทียบกับการใชความหยาบกระดางนอยที่สุด 
 กรณีเคลื่อนท่ีลง 

หลักการพลังงานนอยที่สุด (เคล่ือนที่ลง)             หลักการความกระดางนอยที่สุด (เคล่ือนที่ลง) 
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ภาพประกอบ 20 แสดงการกระจัด ; )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนดใชหลักการพลังงานนอยที่สุด 
       เปรียบเทียบกับการใชความหยาบกระดางนอยที่สุด 
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    หลักการพลังงานนอยที่สุด (เคล่ือนที่ลง)           หลักการความกระดางนอยที่สุด (เคล่ือนที่ลง) 
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ภาพประกอบ 21 แสดงความเร็ว ; )(ty เทียบกับเวลาที่กําหนดใชหลักการพลังงานนอยที่สุด 
       เปรียบเทียบกับการใชความหยาบกระดางนอยที่สุด 

  หลักการพลังงานนอยที่สุด (เคล่ือนที่ลง)           หลักการความกระดางนอยที่สุด (เคล่ือนที่ลง)
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ภาพประกอบ 22 แสดงคาของแรง ; u ที่กระทําเทียบกับเวลาที่กําหนดใชหลักการพลังงานนอยที่สุด 
       เปรียบเทียบกับการใชความหยาบกระดางนอยที่สุด 
   จากการเปรียบเทียบกราฟแสดงผลตอบสนองของทั้งสอง หลักการส่ิงที่ไดเห็นชัดเจนคือ
ภาพประกอบ 5 กับภาพประกอบ 11 จะแตกตางกันเนื่องจากการใชสมการความกระดางนอยที่สุดนั้น
ทําใหคาเร่ิมตนของกราฟนั้นเร่ิมตนที่จุด 0 เม่ือเวลาเร่ิมตน 0t  วินาที เปนผลเนื่องจากที่มีเงื่อนไข
ขอบเขตเพิ่มมาอีก 1 เงื่อนไข (เชนเดียวกับภาพประกอบ 8 กับภาพประกอบ 15 ในกรณีที่ลิฟตเคล่ือนที่
ลง) และลักษณะของกราฟ ในกรณีของสมการความกระดางนอยที่สุดเปนสมการเสนตรงเอียงกับระ  
นาบแตกราฟของการใชหลักการหลังงานนอยที่สุดนั้นเปนสมการเสนตรงขนานกับระนาบ 
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4.2    วิเคราะหผลการทดสอบ 
 4.2.1   ปญหาใชหลักการพลังงานนอยท่ีสุด (The minimum Energy Problem) 
   การใชหลักการพลังงานนอยที่สุดกรณีการเคล่ือนที่ข้ึนและการเคล่ือนที่ลง แตในภาพประ 
กอบ 3 ถึงภาพประกอบ 8 นั้น เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สอง ดังนั้นจึงสามารถกําหนดเงื่อนไข
เร่ิมตนใหกับตัวแปรสถานะ (ระยะกระจัด) และความเร็วเทานั้นในสวนของภาพประกอบ5และภาพ 
ประกอบ 8 นั้นรูปกราฟที่ทําการพลอตไดมีลักษณะที่ไมตอเนื่องมีการกระโดดของคาแรงที่ปอนเขา ใน
ทุกๆชวงทําไหวิเคราะหไดวาในทุกชวงเวลาที่เกิดการกระโดดนั้นจะทําใหความนุมนวลลดลง (มีความ
กระดางเกิดข้ึน)  
        4.2.2   ปญหาความกระดางนอยท่ีสุด (The minimum Jerk Problem)   
    เนื่องจากเปนอนุพันธของสมการการเคล่ือนที ่ ดังนั้นจึงมีขอดีตรงที่วาเราสามารถกําหนด
เงื่อนไขเร่ิมตนเพิ่มไดอีกเปนสองเงื่อนไขใหกับตัวแปรควบคุมปอนเขา ทําใหไดผลเฉลยที่สามารถนําไป 
ใชงานไดจริงดังภาพประกอบ 11 และภาพประกอบ 15 ที่แสดงถึงการปอนแรงจากจุดเร่ิมตนที่ 

0,0  ut   ตางจากกับกรณีการใชพลังงานนอยที่สุด และ ในสวนของ ภาพประกอบที ่ 4.9 และ 
4.13 นั้นรูปกราฟที่ทําการพลอตไดมีลักษณะที่ตอเนื่องไมมีการกระโดดของคาแรงที่ปอนเขา ในทุกๆ 
ชวงทําไหวิเคราะหไดวาในทุกชวงเวลาที่กราฟไมเกิดการกระโดดนั้นจะทําใหมีความนุมนวลในการ
เคล่ือนที ่  
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บทที่ 5 
สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

 
 
5.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
  การใชหลักการของสมการพลังงานนอยที่สุดนั้นใหผลเฉลยในแตละกรณีคือกรณีการ
เคล่ือนที่ข้ึนและการเคล่ือนที่ลงแตในภาพประกอบ 5 และภาพประกอบ 8  นั้นไมสามารถที่จะนําไป ใช
งานจริงไดเพราะเปนไปไมไดที่จะปอนแรงใหระบบในทันทีทนัใด ณ. เวลาเร่ิมตนที่  .sec01 t   และ
เวลาสุดทาย sec12 t  การใชหลักการสมการการใชพลังงานนอยทีสุ่ดนั้นใหผลเฉลยของเทอมตัวแปร
ควบคุมปอนเขา(Control Input) หรือแรงที่ปอนเขาระบบ ในกรณีการเคล่ือนที่ข้ึน และการเคล่ือนที่ลง
นั้นลักษณะของเสนกราฟเปนแบบข้ันบันได พิจารณาไดวาถึงแมจะใชหลักการพลังงานนอยที่สุด 
ลักษณะการปอนแรงก็ยังคงเปนแบบไมตอเนื่อง ดังนั้นความนิ่มนวลที่ตองการใหกับระบบยงัไมดีพอ
แตในกรณีของการใชสมการความกระดางนอยที่สุด ในภาพประกอบ 11 และภาพประกอบ 15 นั้น 
เนื่องจากการแกสมการความกระดางนอยทีสุ่ด เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สาม ดังนั้นจึงสามารถ
กําหนดเงื่อนไขเร่ิมตนใหกับตัวแปรควบคุมปอนเขาในเทอมของแรงที่ปอนได จึงสามารถที่จะนําผล
เฉลยไปใชงานจริงไดเพราะสามารถที่จะปอนแรงใหระบบตามเวลาที่กําหนด และสอดคลองกับตัวแปร
ควบคุมปอนเขาที่มีคาสูงสุดในการเคล่ือนที่ลงของลิฟตขนสง 0235)( tu  N  และ 

0255)( tu N  ในการเคล่ือนที่ข้ึนของลิฟตขนสง ณ.ที่เวลา 0.5 sec. เปนเวลาคร่ึงหนึ่งของเวลาที่
กําหนด สอดคลองกับสภาพการทํางานจริงของลิฟตขนสงที่ลักษณะของเสนกราฟของตัวแปรควบคุม
ปอนเขาที่มีตอเนื่องกันแทนที่จะเปนแบบข้ันบันได  
 

5.2 ขอเสนอแนะ 
 ในการพัฒนาในข้ันตอไป ควรจะตองกําหนดสมการฟงกชันของแรงเสียดทานระหวางแกน
ประคองเล่ือนกับตวัลิฟตใหใกลเคียงกับสถานการณจริงมากที่สุด เพื่อที่จะไดสามารถออกแบบ 
คอนโทรลเลอรที่เหมาะสมในการใชงานตอไป และจะตองหาวิธีการที่ชวยใหการกําหนดคาเร่ิมตนไม
จําเปนจะตองกําหนดคาใหใกลเคียงกับคําตอบมาก  เปนตน 
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ijA  คือแมตริกซความเฉ่ือย 
ilB  คือสวนกับของแมตริกซความเฉื่อย 

 fC  คือคากระแสตานแรงเสียดทาน 
 F  คือสเกลลารฟงกชัน 
 g       คือความเรงเนือ่งจากแรงดึงดูดของโลก  
 jg  คือฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) 
 H  คือ เฮสเซียนแมตริกซ (Hessian matrix) 
 l   คือตัวคูณลากรานจ (Lagrange multiplier) 
  ti      คือฟงกชันถวงน้ําหนักอิสระ     
 J  คือฟงกชันวัตถุประสงค 
 ls  คือตัวแปรสแลก (Slack variables) 
 0t  คือเวลาเริ่มตน 
 ft  คือเวลาที่จุดสุดทาย 
  tu  คือตัวแปรควบคุมปอนเขา 
 )(tx   คือตัวแปรสถานะ 
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