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  ปริญญานิพนธนี้มีวัตถุประสงคเพ่ือการวิเคราะหและประยุกตใชวิธีความนิ่มนวลที่สุดดวย
การพิจารณาโดยตรง ในการแกปญหาพลศาสตรความเหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธุอันดับสูง  
รูปแบบของปญหาที่ทําการกําหนดขึ้นน้ีเพ่ือหาคาของ Control Input  และ ตัวแปร State  
ที่ทําใหวัตถุประสงคที่ตองการความนิ่มนวลสูงสุดเปนจริง ในการศึกษาวิจัยน้ีใชกรณีที่กําหนดเวลา
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ปญหาเงื่อนไขของเขตสองจุด (TPBVP : Two Point Boundary Valued Problem)   
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 ในการศึกษาวิจัยนี้การหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรไดนําตัวอยางของ
สมการการเคลื่อนที่ของระบบ สปริง มวล และตัวหนวง (A Spring – Mass – Damper System) 
โดยแยกเปนกรณีคาตัวหนวงคงที่และคาตัวหนวงแตละมวลมีคาเพ่ิมขึ้นทีละหนึ่ง จากการใช
โปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา วิธีการหาคาความนิ่มนวลสูงสุดดวยการพิจารณา
โดยตรงในการแกปญหาที่เปนเปนเชิงเสนของระบบพลศาสตรที่เปนสมการอนุพันธุอันดับสูง นั้น
สามารถนําวิธีการนี้ไปใชแกปญหาได โดยสามารถคํานวณหาคาตัวแปร States คือการกระจัด 

 ความเร็ว  ความเรง  

และ ความนิ่มนวล  ได ในขณะเดียวกันสามารถคํานวณหา Control 
Input หรือแรงที่กระทํา เทียบกับเวลาไดเชนเดียวกัน โดยสามารถหา
คําตอบของสมการอันดับสูงที่เปนระดับขั้นความเสรีอันดับสองและระดับขั้นความเสรีอันดับสี่  ได 
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The objective of this research is show the minimum direct Jerk method to analysis 

and analytical the higher differential equation in dynamics optimization.This problem can be 
identify the real solution in term the control input variable and control state 
variable . The boundary condition need to indicated the fixed end time and end points 
by the start time is and the end time is when the  

u(t)

x(t)
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is the start time end is the end time. So this problem is different in the start time and end 
time is call two point boundary valued problem (TPBVP).  

ft

 This research is study on the two degree and four degree of freedom of the spring 
mass and damper linear equation system. In each case can be separately in two terms. The 
first is study in the constant damper valued the second is study in the case is up the 
damper valued for each mass. 

The result of this research is show the computer program can solve the problem to 
show the real value solution that solve the higher order differential equation in dynamic 
optimization by the minimum direct Jerk method. There for this research show the variable 
state value by the displacement in term , velocity in term  

, acceleration in term   and Jerk in term  
. Also that can calculate the control input  in each 

equation of two and four degree of freedom. 
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บทที่ 1  
บทนํา 

 
 

ความสําคญัและที่มาของงานวิจัย 
 วิธีการกําหนดการเคลื่อนที่ของหุนยนตใหไดถูกตองแมนยํา โดยการเริ่มจากตําแหนง
เร่ิมตนไปยังตําแหนงเปาหมายสุดทายใหไดตามตองการนั้นสามารถกําหนดไดโดยการปอน
โปรแกรมควบคุมใหระบบทําการประมวลผลออกมาและแสดงผลเปนตําแหนงการเคลื่อนที่ของ
หุนยนตใหไดถูกตองแมนยําจําเปนตองอาศัยกระบวนการประมวลผลที่มีประสิทธิภาพ การจะทําให
มีประสิทธิภาพไดก็ตอเม่ือโปรแกรมที่เราเขียนขึ้นมาควบคุมน้ันตองสามารถทําการประมวลผลหา
ผลลัพธสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตที่ดีที่สุดและใชเวลาในการประมวลผลไดเร็วที่สุดและที่สําคัญ
ตองใชทรัพยากรฮารดแวรที่เรียบงายที่สุดดวย 
 สมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตยิ่งมีความซับซอนหรือเปนสมการอนุพันธุอันดับสูงเพียงใด
ก็จะเปนการยากที่จะที่จะหาคําตอบใหไดดวยวิธีการคํานวณทางพีชคณิตธรรมดา โดยปกติความ
ซับซอนยุงยากทางพีชคณิตจะทําการคํานวณและหาผลลัพธของตําแหนงหุนยนตโดยใชโปรแกรม
คอมพิวเตอรทําการหาคําตอบ  การคํานวณหรือประมวลผลน้ันจะมีประสิทธิภาพดีก็ตอเม่ือใช
ฮารดแวรที่มีประสิทธิภาพสูงมาก น่ันก็หมายถึงราคาที่สูงตามไปดวย เปนการยากที่จะทําใหผูสนใจ
ดานหุนยนตที่เปนบุคคลทั่วไปเขาถึงเทคโนโลยีหุนยนตได ผูทําการวิจัยไดทําการศึกษาและหา
วิธีการในการแกปญหา จนกระทั้งเจอวิธีการแนวใหมในการแกปญหาดังกลาว จึงอยากนําเสนอ
วิธีการวิเคราะหและประยุกตใชความนิ่มนวลสูงสุดดวยการพิจารณาโดยตรง ในการแกปญหา
พลศาสตรความเหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธุอันดับสูง เพ่ือเปนแรงบันดาลใจหรือแนวทางให
ผูสนใจนําไปประยุกตใชในการออกแบบและเขียนโปรแกรมควบคุมหุนยนตเพราะวิธีการนี้จะลด
ความยุงยากซับซอนในการคํานวณใหผลลัพธเร็วและตองการแคระบบคอมพิวเตอรที่ใชทํางานทัว่ไป
ก็เพียงพอในการประมวลผลหาคําตอบของสมการแลว 
 

วัตถุประสงคของงานวิจัย 
 1. เพ่ือวิเคราะหและประยุกตใชทฤษฎีความนิ่มนวลสูงสุดดวยการพิจารณาโดยตรง มา
แกปญหาพลศาสตรที่เหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธอันดับสูงของระบบระดับขั้นความเสรี
อันดับสองของระบบสปริง มวลและตัวหนวงที่เคลื่อนที่แบบเชิงเสน 
 2. เพ่ือวิเคราะหและประยุกตใชทฤษฎีความนิ่มนวลสูงสุดดวยการพิจารณาโดยตรง มา
แกปญหาพลศาสตรที่เหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธอันดับสูงของระบบระดับขั้นความเสรี
อันดับสี่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวงที่เคลื่อนที่แบบเชิงเสน 
 



 

 

2

ขอบเขตของงานวิจัย 
  1. กําหนดรูปแบบการเคลื่อนที่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวงเปนแบบเชิงเสน 

2. ระบบเปนแบบมีแรงกระทําตลอดทั้งระบบ (Fully actuated system)  
3. หาคําตอบโดยวิธีการพิจารณาพลศาสตรความเหมาะสมที่สุดโดยตรง   
4. กําหนดคาตัวหนวงในการคํานวณเปน 

4.1. กรณีที่ตัวหนวงมีคาคงที่เปน 1 2 3 4 5c =c =c =c =c =1.0   
4.2. กรณีที่คาตัวหนวงมีคาเพิ่มขึ้นเปน  1 2 3 4 5c =1,c =2,c =3,c =4,c =5  

5. ใชโปรแกรม แมทแลปเวอรชั่น 5.4 (Matlab Version 5.4) ในการแกปญหา 
 

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
1. ไดวิธีการใชความนิ่มนวลที่สุดแบบการพิจารณาโดยตรงไปใชแกปญหาเพื่อหาความ

เหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสนที่เปนอนุพันธอันดับสูง 
2. ผูพัฒนาหุนยนตนําวิธีการนี้ไปประยุกตใชเขียนโปรแกรมเพื่อควบคุมหุนยนต  
3. ผลการวิจัยครั้งน้ีจะใหขอมูลสําหรับการใชเปนฐานขอมูลเพ่ือเปรียบเทียบกับวิธีการแบบ

อ่ืนๆ  
 



 

 

บทที่ 2 
 ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ  
 
 
 ในการวิจัยครั้งน้ี ไดศึกษาทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตามหัวขอตอไปน้ี 

1. ทฤษฎีที่เกี่ยวของ  
2. งานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

ทฤษฎีที่เก่ียวของ  
 ทฤษฎีออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่
นํามาใชโดยมีจุดประสงคเพ่ือหาคาที่เหมาะสมที่สุด ซ่ึงคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่ําสุดหรือ
คาสูงสุด แตในการคนหาคําตอบของปญหาโดยเทคนิควิธีออปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่
จะตองทําการพรรณนาถึงลักษณะของปญหาใหออกมาในรูปของแบบจําลองทางคณิตศาสตร ซ่ึงมี
องคประกอบโครงสรางของปญหา (Elements of problem formulation) ในเทอมทางคณิตศาสตรที่
สําคัญและจําเปนสามเทอมดวยกัน คือ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables), ดีไซนพารามิเตอร 
(Design parameters) และดีไซนฟงกชัน (Design functions) ซ่ึงมีรายละเอียดดังน้ี 
 1. ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)  
  คือตัวแปรหรือสิ่งที่ระบุชี้ชัดถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรแลว
ตัวแปรของการออกแบบก็คือตัวไมทราบคาที่จะตองถูกคนหาคานั่นเอง ยกตัวอยางเชน ปญหาการ
หาขนาดที่เหมาะสม คือ ดีไซนวาริเอเบิลก็คือความยาวและความสูง ในการกําหนดหรือเลือกวาสิ่ง
ไหนคือดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) น้ัน ผูออกแบบจําเปนจะตองใชสัญชาตญาณ, ความ
ชํานาญ และพ้ืนความรูมาเปนองคประกอบการตัดสินใจ แตก็มีหลักการพื้นฐานเชนกันคือดีไซนวาริ
เอเบิล (Design variables) จะตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear independent) หมายความวา
ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) จะไมสามารถถูกกําหนดขึ้นมาจากการใชความสัมพันธทางเลข
คณิตได ตัวอยางเชน การออกแบบหนาตัดของสี่เหลี่ยมผืนผาที่เหมาะสม เราจะไมสามารถกําหนด
ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) เปนความยาว, ความกวางและพื้นที่ได เพราะถาหากเรา
กําหนดดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) เปนความยาวและความกวางแลว ตัวแปรที่สามคือ
พ้ืนที่จะเกิดขึ้นมาเองโดยอัตโนมัติ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) สามารถมีไดหลายตัว
เพ่ือที่จะใหการออกแบบนั้นมีความสมบูรณ และกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) เหลานี้จะ
ถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร (Design vector: matrix) และใชอักษร n แทนจํานวนใดๆ ของดีไซนวาริ
เอเบิล (Design variables) และในเทอมทางคณิตศาสตรน้ันมักจะใชอักษร x และมีตัวเลขหอยเพ่ือ
ระบุลําดับที่ของตัวแปรของการออกแบบนั้นๆ มักมีการเขียนสัญลักษณของดีไซนเวกเตอรหลาย
ลักษณะดังน้ี คือ [ ]X , X  หรือ x , [ ]T1 2 nx ,x ,...,x  และ ix ,i=1,2,...,n  
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 2. ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)  
  คือสิ่งที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบ
ในลักษณะที่แตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํา, คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน
พารามิเตอร (Design parameters) สามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิล (Design 
variables) และเปน เวกเตอร (Vector: matrix) เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณไดคลายๆ กันดังน้ี 

คือ [ ]P , P  หรือ p  และ T

1 2 qp ,p ,...,p    

 3. ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  
  คือขอมูลสําคัญเกี่ยวกับการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 
และดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) มาประเมินคา และเปนตัวพิสูจนแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวย ดีไซนฟงกชัน (Design functions) น้ีสามารถแสดงออกมา
ในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเง่ือนไขบังคับ (Design objectives and/or constraints) 
ซ่ึงจะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสมขึ้นมาและตองเปนไปตามเงื่อนไข
บังคับดวยจึงจะถือวาเปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได (Feasible) ตัวอยางเชน ตองการ
ออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) โดยที่
ความเคนในวัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก (Yield strength) น่ีก็จะเปนคอนสเทรนท
ฟงกชัน (Constraint functions) ซ่ึงมีรายละเอียดปลีกยอยดังตอไปน้ี 
  3.1 ออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective Function)  
   เปนดีไซนฟงกชัน (Design function) ตัวหน่ึงของออปติไมซเซชัน (Optimization) 
โดยทั่วไปจะเปนแบบฟงกชันเด่ียว รูปแบบของวัตถุประสงคจะเปนการหาปริมาณที่นอยที่สุดหรือ
ปริมาณที่มากที่สุด และปริมาณที่วานี้ก็เปนปริมาณสเกลาร ในเทอมทางคณิตศาสตรน้ันจะเขียน
สัญลักษณไดหลายแบบดังน้ี คือ ( )ƒ X  และ ( )1 2 qƒ x ,x ,...,x  

  3.2 คอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint Functions)  
   เปนดีไซนฟงกชัน (Design function) ตัวหน่ึงที่มีอิทธิพลตอการออกแบบเปน
อยางมาก และสามารถมีไดมากกวาหนึ่งฟงกชันได (เปนไดทั้งสมการและอสมการ) ดังนั้นจึงเปน
เวกเตอร (Vector: matrix) และจะใชเครื่องหมายดําเนินการเปรียบเทียบสามตัวคือ ≥≤   ,  และ = ซ่ึง
เง่ือนไขบังคับน้ีจะมีไดสามรูปแบบดวยกันคือ อันคอนสเทรนท (Unconstraint), อีควอลิตีคอนสเท
รนท(Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraint) มีรายละเอียดดังน้ี 
   3.2.1 อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraints)  
        เปนเง่ือนไขที่บังคับใหการออกแบบตองเปนไปตามเงื่อนไขอยางเครงครัด
โดยจะตองไมขาดและไมเกินจากเง่ือนไข มีลักษณะเปนสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร g 
เง่ือนไขบังคับน้ีสามารถมีไดหลายตัวและเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ 
คือ  [ ]G , [ ]1 2 lg ,g ,...,g  และ lg ,l=1,2,...,m  จํานวนดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) n จะตอง
มีขนาดที่มากกวาจํานวน m อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) จึงจะสามารถทําการออ
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ปติไมซเซชัน (Optimization) ไดโดยจะตองสอดคลองกับออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) 
เครื่องหมายที่เขามาเกี่ยวของคือเครื่องหมายเทากับ โดยฝงขวามือของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย 
ดังตัวอยางนี้ ( ) ( )1g X :ƒ X -500=0  เปนตน 
   3.2.2 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
    เปนเง่ือนไขบังคับที่มีความยืดหยุนในการออกแบบ เพราะจะบังคับในลักษณะ
เปนชวงใหเปรียบเทียบ มีลักษณะเปนอสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร c เง่ือนไขบังคับน้ี
สามารถมีไดหลายตัวและจะเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ [C] , 

1 2 m[c ,c ,...,c ]  และ lc ,l=1,2,...,m  เครื่องหมายที่เขามาเกี่ยวของคือเครื่องหมายมากกวาหรือ
เทากับและนอยกวาหรือเทากับแตจะนิยมแบบนอยกวาหรือเทากับในงานดานวิศวกรรมมากกวา 
โดยฝงขวามือของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ ( ) ( )1c X :ƒ X -1 0≤  เปนตน 
   3.2.3 ไซดคอนสเทรนท (Side Constraints)  
    เปนเง่ือนไขบังคับที่นํามาใชเพ่ือกําหนดตัวเลขชวงใหกับดีไซนวาริเอเบิล 
(Design variables) และมักมีการกําหนดเปนลักษณะขีดจํากัดบนและขีดจํากัดลาง 
   3.2.4 ดีไซนสเปส (Design Space)  
    ก็คือปริภูมิที่จะถูกใชเพ่ือการออกแบบที่เหมาะสมนั่นเอง เปนปริภูมิที่เกิดขึ้น
จากหลักการของปริภูมิยูคลิดเดียนหรือปริภูมิคารทีเชียน (Euclidean or cartesian n-dimensional 
space) ที่มีมิติใดๆ ซ่ึงมิติใดๆ น้ีเกิดขึ้นจากกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) แตจะไม
เหมือนกับระบบปริภูมิอางอิงทั่วไปที่มีสามมิติตามที่เราคุนเคยกัน เพราะจะมีความซับซอนกวา 
ยกตัวอยางเชน มีดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 10 ตัว ก็จะมีมิติของปริภูมิเปน 10 มิติ เปน
การยากมากที่จะอธิบายโดยการวาดภาพหรือเขียนกราฟออกมา ดวยเหตุน้ีจึงใชไซดคอนสเทรนท 
(Side constraints) มาเปนตัวจํากัดขอบเขตของปริภูมิ ซ่ึงหากผลเฉลยอยูในชวงขอบเขตนี้ก็ถือวา
ยอมรับได (Feasible)  
 4. รูปแบบมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The Standard Format Optimization)  
  จากที่กลาวมานั้นลวนแตเปนองคประกอบทั่วไปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรของ
การใชเทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization) ทั้งสิ้น และมีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรได
หลายๆ แบบดังน้ี 
  หาคานอยที่สุดของ ( )1 2 nƒ x ,x ,...,x     (2.1) 
  โดยสอดคลองกับเง่ือนไข: ( )1 1 2 ng x ,x ,...,x =0  
            ( ) 0,...,, 212 =nxxxg               (2.2) 
            ( )l 1 2 ng x ,x ,...,x =0  
 
            ( )1 1 2 nc x ,x ,...,x 0≤  
            ( )2 1 2 nc x ,x ,...,x 0≤                            (2.3) 
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            ( )l 1 2 nc x ,x ,...,x 0≤  
            l u

j j jx x x , j=1,2,...,n≤ ≤                           (2.4) 
หรือเขียนสั้นๆ ไดดังน้ี 
  หาคานอยที่สุดของ   ( )1 2 nƒ x ,x ,...,x                             (2.5)
  โดยสอดคลองกับเง่ือนไข: ( )l 1 2 ng x ,x ,...,x =0, l=1,2,...,m                     (2.6) 
            ( )l 1 2 nc x ,x ,...,x 0, l=1,2,...,m≤                     (2.7) 
            l u

j j jx x x , j=1,2,...,n≤ ≤                          (2.8) 
 
หรือเขียนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังน้ี 
  หาคานอยที่สุดของ   ( ) [ ]n

ƒ X , X                           (2.9) 
  โดยสอดคลองกับเง่ือนไข: ( )

l
g X =0                                 (2.10) 

                                                ( )
l

c X 0≤                                 (2.11)

                     low upX X X≤ ≤                               (2.12) 
 
  จากรูปแบบมาตรฐานของปญหาการออปติไมซเซชัน (Optimization) ที่อยูในรูปแบบ
เทอมทางคณิตศาสตรที่เปนภาษาสากลนั้นสามารถสื่อสารออกมาเปนภาษาพูดไดดังน้ี คือ หาคา
นอยที่สุด (Minimize) ของออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) ƒ โดยจะตองสอดคลองกับ
เง่ือนไข (Subject to) บังคับเชิงเทากับ (Equality constraints) จํานวน l เง่ือนไข และตองสอดคลอง
กับอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) จํานวน i เง่ือนไข ทั้งนี้ดีไซนวาริเอเบิล 
(Design variables) ทั้งหมดจํานวน n ตัวแปร ตองอยูในชวงขอบเขตลางและขอบเขตบนของไซด
คอนสเทรนท (Side constraints) เทานั้น 
 5. ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวิศวกรรม  
  ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) ไมขึ้นกับเวลาและมีการ
นําเอาออปติไมซเซชัน (Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน 
(Static optimization) สวนปญหาที่ขึ้นกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
optimization) ดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of 
optimization) คือการคนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซ่ึงมีอยูสอง
ลักษณะคือ โกลบอล (Global) และโลคอล (Local)  
  กรณีนอยสุด (Minimum) กลุมของเวกเตอร [ ]T

1 2 nx = x  x  ... x  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )1 nƒ x ,...,x  เปนโกลบอลมีนิมัม (Global minimum) ไดถา 
 
    ( ) ( )1 n 1 1 n nƒ x ,...,x ƒ x +h ,...,x +h≤                           (2.13) 
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  เม่ือ [ ]T

1 2 nh = h  h  ... h 0≠  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกับ [ ]T
1 2 nx = x  x  ... x  แลวทํา

ใหเกิดคาของฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]T
1 2 nx = x  x  ... x  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )1 nƒ x ,...,x  มีคานอยที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโล
คอลมีนนิมัม (Local minimum)  
  กรณีมากสุด (Maximum) กลุมของเวกเตอร [ ]T

1 2 nx = x  x  ... x  ที่ทําใหฟงกชัน 
( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลเม็กซิมัม (Global maximum) ไดถา 

    
   ( ) ( )1 n 1 1 n nƒ x ,...,x ƒ x +h ,...,x +h≥                                (2.14) 
 
  เม่ือ [ ]T

1 2 nh = h  h  ... h 0≠  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกับ [ ]T
1 2 nx = x  x  ... x  แลวก็

ยังทําใหคาของฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]T
1 2 nx = x  x  ... x  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )1 nƒ x ,...,x  มีคามากที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโล
คอลเม็กซิมัม (Local maximum)   
  5.1 ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization)  
   ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆ (Variables) ขึ้นกับเวลา (Time-dependent) 
จะถูกเรียกวาไดนามิก (Dynamics) และมักจะใชสมการเชิงอนุพันธ (Differential equations) มาเปน
ตัวแสดงระบบไดนามิก (Dynamic systems) ดังน้ี 
 
       ( )i i 1 n 1 mx =ƒ x ,…,x ,u ,…,u ,t , i=1,…,n&                (2.15) 
 
  เม่ือ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัด
ทั่วไปหรืออนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต 
(Control inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State 
variables) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต 
(Control inputs) ( ) ( )1 mu t ,…,u t  เปนเง่ือนไขเริ่มตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการ
คํานวณวิถี (Trajectory) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )ix t  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธี
เชิงตัวเลข (Analytical or numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของ
อนุภาค (Particle) หน่ึงหนวยมวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายไดดวย
สมการเชิงอนุพันธ (Differential equation) เปน x=u&&  เม่ือ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ u  คือ
แรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-order differential equation) แต
สามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First-order differential equation) ดัง
สมการ (2.15) ได น่ันคือให 1 2x =x&  และ 2x =u&    สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ 
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(2.15) น้ัน โดยปกติแลวจะตองมีการกําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial state) จากนั้นก็ทําการเลือก
ชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( ) ( )1 mu t ,…,u t  เพ่ือใหออปเจคทิฟวฟงกชัน 
(Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด ปญหาไดนามิกจะเรียกออปเจคทิฟวฟงกชัน 
(Objective function) วาคอสฟงกชันนอล (Cost functional) และเขียนเปนสมการดังน้ี 
 

 ( ) ( )f

f 0

t

1 n 1 m 1 n 1 mt t
J=Φ t,x ,…,x ,u ,…,u + L t,x ,…,x ,u ,…,u dt∫               (2.16) 

 
  เม่ือ 0t  คือเวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 
ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ 1 nΦ(t,x ,…,x ) ซ่ึงจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และ
สภาวะสุดทาย (Final state) ของระบบ  
  สวนที่สองคือ  
 

           f

0

t

1 n 1 mt
L(t,x ,…,x ,u ,…,u )dt∫                                                              (2.17) 

  
  เปนสวนที่ขึ้นอยูกับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State 
variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน 
(Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control 
variables)  
  การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) น้ันนอกจากจะอาศัย
พ้ืนความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) แลวยังจะตองใชความรูและความ
เขาใจทางดานแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) อยางมากอีกดวย ระบบไดนามิก 
(Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกันตามระดับขั้นความเสรี 
(Degree of freedom) น่ันก็คือ ระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) และระบบหลาย
ระดับขั้นความเสรี (Multistage systems) สวนดานวิธีการหาคําตอบของปญหาไดนามิกออปติไมซ
เซชัน (Dynamic optimization) น้ันแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน คือ วิธีไดเรคท (Direct 
methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ซ่ึงวิธีไดเรคท (Direct methods) จะใหผลคําตอบ
ที่หยาบมากกวาแตก็มีความซับซอนนอยกวาวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ในการวิจัยศึกษาใน
ครั้งน้ีจะใชวิธีไดเรคท (Direct methods) เขามาเปนเครื่องมือสําหรับหาคําตอบ 
  ดังน้ันจึงตองทําการศึกษาและทําความเขาใจวิธีการแบบอินไดเรคท (Indirect 
methods) ซ่ึงจะเริ่มตนจากการศึกษาและทําความเขาใจแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of 
variations) โดยเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับขั้น
ความเสรี (Multistage systems) เพราะตองใชเปนฐานในการใชงานกับวิธีอินไดเรคท (Indirect 
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methods) จากน้ันก็จะลงลึกในรายละเอียดของวิธีการอินไดเรคท (Indirect methods) โดยจะ
เนนหนักลงไปเกี่ยวกับมีนนิมัมไทมออปติไมซเซชัน (Minimum time optimization)  
 6. แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations)  
  โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับ
ขั้นความเสรี (Multistage systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 
(Calculus of variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 
 

 [ ] ( )f

0

t

t
J x = F t,x,x dt∫ &                         (2.18) 

 
  ซ่ึงเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous functions) ( )x t  ใหเปนจํานวนจริง 
น่ันคือถากําหนด ( )x t  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไล
ติกหรือวิธีเชิงตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับ
หลายๆฟงกชันตอเน่ือง (Continuous functions) ก็ไดดังเชน 
 

 [ ] ( )f

0

t

1 2 n 1 2 n 1 2 nt
J x ,x ,…,x = F t,x ,x ,…,x ,x ,x ,…,x dt∫ & & &              (2.19) 

 
ฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.19) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous functions) 
หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )1 2 nx t ,x t ,…,x t  ใหเปนจํานวนจริงน่ันเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟ
วาริเอเบิล (Calculus of variations) มาใชน้ันมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 
optimization) น่ันก็คือ คนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หาได
เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of variations) มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเกี่ยวของกับจุดเริ่มตน
และจุดสุดทาย ซ่ึงมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปน้ี 
  6.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเด่ียว (Functionals of a Single Function)  
   เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-stage 
systems) โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังน้ี คือ 
   6.1.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Time and End 
Points)  
    ถาฟงกชัน ( )F t,x,x&  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสองไดอยางตอเน่ือง
โดยอยูระหวางชวงเวลา 0 ft t t≤ ≤  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
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( )0 0x t =x  และ ( )f fx t =x  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire 
function) ( )x t  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals)  
 

              [ ] ( )f

0

t

t
J x = F t,x,x dt∫ &                                                                      (2.20) 

 
น่ันเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือ เรากําหนดให ( )x t  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่
เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]J x  ถา ( )x t  ถูกเพิ่มคาดวย ( )h t  
ดังนั้นเพ่ือใหยังคงสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) อยู ดังนั้น 
( ) ( )0 fh t =h t =0  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) ∆J  เปน 

 

 [ ] [ ] ( ) ( )f

0

t

t
∆J=J x+h -J x = F t,x+h,x+h -F t,x,x dt 

 ∫ && &                  (2.21) 

 
เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
 

 
0

F FδJ= h h dt
x x

ft

t

∂ ∂ + ∂ ∂ ∫ &
&

                      (2.22) 

 
เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ ∆J   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.22) ก็จะพบวา 
 

 
f 0

0
t t

F d F F FδJ= hdt+ h h
x dt x x x

ft

t

∂ ∂ ∂ ∂     − −     ∂ ∂ ∂ ∂     ∫ & & &
                 (2.23) 

 
เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ δJ=0  ที่ ( ) ( )0 fh t =h t =0  จึงจะ
สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเน่ืองสองครั้ง น่ันก็หมายความวา F d F
x dt x
∂ ∂

−
∂ ∂&

 เปนฟงกชันที่ตอเน่ือง และเม่ือ δJ=0  ซ่ึง

พบวา 
 

 F d F- =0
x dt x
∂ ∂
∂ ∂&

                          (2.24) 
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 ซ่ึงสมการ (2.24) น้ีเปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะ
ทําใหผลเฉลยของ ( )x t  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0 0x t =x  และ 
( )f fx t =x  ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย

เลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
   6.1.2 กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time, 
Variable End Points)  
    แตกตางกับกรณี (6.1.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังน้ันจึงใชสมการ (2.21-
2.23) ได เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0x t  และ ( )fx t  ไมไดถูกกําหนดไว
ตายตัว และ ( ) ( )0 fh t ,h t  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) เปน 
 

 F d F =0
x dt x
∂ ∂

−
∂ ∂&

                           (2.25) 

 
0t

F =0
x
∂
∂&

                       (2.26) 

 
ft

F =0
x
∂
∂&

                        (2.27) 

 
    ซ่ึงสมการ (2.25-2.27) น้ีเปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s 
equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
( )0x t  และ ( )fx t  ซ่ึงสามารถหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-Cauchy) ได 
   6.1.3 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  
    กรณีน้ีถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แ ต ก็ มี
วิธีการหาคําตอบคลายๆ กับกรณี (6.1.1) ถา ( )x t  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่
เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]J x  ถา ( )x t  ถูกเพิ่มคาดวย ( )h t  
ดังน้ันก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) ∆J  เปน 
 

 

[ ] [ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

f f f

0 0 0

f

0

f f 0 0

f 0

t +δt t

t +δt t

t

t

t +δt t +δt

t t

∆J=J x+h -J x

      = F t,x+h,x+h dt- F t,x,x dt

      = F t,x+h,x+h -F t,x,x dt

         + F t,x+h,x+h dt- F t,x+h,x+h dt

 
 

∫ ∫

∫

∫ ∫

&& &

&& &

& && &

               (2.28) 
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เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 
 

 
( )

( )
f

0

0

t f

t 0

F FδJ= h+ h dt+F t,x+h,x+h δt
x x

       -F t,x+h,x+h δt

ft

t

∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∫ & &&

&

&&

                     (2.29) 

 
เม่ือ δJ  เปนคาโดยประมาณของ ∆J   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.29) ก็จะพบวา 
 

 
( ) ( )

f 0
0

f 0

t t

t f t 0

F d F F FδJ= - hdt+ h h
x dt x x x

        +F t,x+h,x+h δt -F t,x+h,x+h δt

ft

t

∂ ∂ ∂ ∂     −     ∂ ∂ ∂ ∂     ∫ & & &

& && &

                (2.30) 

 
เม่ือ ( )

0 00 t t 0h t =δx -x δt&  และ ( )
f ff t t fh t =δx -x δt&  ดังน้ันสมการ (2.30) เขียนไดเปน 

 

 
f 0

0

f 0

t t

t f t 0

F d F F FδJ= - hdt+ δx δx
x dt x x x

F F        F- x δt F- x δt
x x

ft

t

∂ ∂ ∂ ∂     −     ∂ ∂ ∂ ∂     
∂ ∂   + −   ∂ ∂   

∫ & & &

& &
& &

                (2.31) 

 
    เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ δJ=0  ที่ ( )h t , 

ft
δx , 

0t
δx , fδt และ 0δt  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหได

เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 
 

 F d F- =0
x dt x
∂ ∂
∂ ∂&

                               (2.32) 

  

 
0 f f 0t t t t

F F F F=0, =0, F- x =0, F- x =0
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂ ∂   
& &

& & & &
                   (2.33) 

 
    ซ่ึงจุดสุดทายที่ 0 ft ,t และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )0 fx t ,x t  สามารถ
คํานวณไดจากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 
  6.2 ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of N Functions)  
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   เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับขั้นความเสรี (Multistage 
systems) โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังน้ี คือ 
   6.2.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Times and End 
Points)  
    ถาฟงกชัน ( )1 n 1 nF t,x ,…x ,x ,…,x& &  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสอง
ไดอยางตอเน่ืองโดยอยูระหวางชวงเวลา 0 ft t t≤ ≤  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ( )i 0 i1x t =x  และ ( )i f i2x t =x  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชัน
เปาประสงค (Desire function) ( )ix t ,i=1,…,n  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 

(Functionals) [ ] ( )f

0

t

t
J x = F t,x,x dt∫ &  น่ันเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือ เรากําหนดให ( )x t  เปน

ฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 
(Functionals) คือ 
 

 [ ] ( )f

0

t

1 n 1 n 1 nt
J x ,…,x = F t,x ,…,x ,x ,…,x dt∫ & &                 (2.34) 

 
 ถา  ( )ix t ,i=1,…,n   ถูกเพิ่มคาดวย  ( )ih t ,i=1,…,n  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับ
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ดังน้ัน ( ) ( )i 0 i fh t =h t =0  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันนอล (Functional) ∆J  เปน 
 

 

[ ] [ ]
( )
( )

f

0

1 1 n n 1 n

t 1 1 n n 1 1 n n

t
1 n 1 n

∆J=J x +h ,…,x +h -J x ,…,x

F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h
      = dt

-F t,x ,…,x ,x ,…,x

 
 
  

∫
& && &

& &

              (2.35) 

 
ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
 

 
0

i i
1 i i

F FδJ= h + h dt
x x

f
nt

t
i=

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

∑∫ &
&

                (2.36) 

 
เม่ือ δJ   เปนคาโดยประมาณของ ∆J   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.36) ก็จะพบวา 
 

 
f 0

0
i i t i t

1 1i i i

F d F F FδJ= - h dt+ h - h
x dt x x x

f
n nt

t
i ii= =

   ∂ ∂ ∂ ∂
   ∂ ∂ ∂ ∂  

∑ ∑∫ & & &
            (2.37) 
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เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ δJ=0  ที่ ( ) ( )i 0 i fh t =h t =0 จึงจะ
สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเน่ืองสองครั้งน่ันก็หมายความวา 
i i

F d F-
x dt x
∂ ∂
∂ ∂&

 เปนฟงกชันที่ตอเน่ืองและเม่ือ δJ=0  ดังน้ัน

พบวา 
 

 
i

F d F- =0, i=1,…,n
x dt xi

∂ ∂
∂ ∂&

                       (2.38) 

 
ซ่ึงสมการ (2.38) น้ีเปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผล
เฉลยของ ( )ix t  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )i 0 i1x t =x  และ 

( )i f i2x t =x  ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย
เลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
   6.2.2 กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time 
and Variable End Points)  
    แตกตางกับกรณี (6.2.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังน้ันจึงใชสมการ (2.35-
2.37) ได เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )i 0x t  และ ( )i fx t  ไมไดถูกกําหนด
ไวตายตัว และ ( ) ( )i 0 i fh t ,h t  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary condition) เปน 
 

 
i i

F d F- =0, i=1,…,n
x dt x
∂ ∂
∂ ∂&

                       (2.39) 

 
0t

i

F =0, i=1,…,n
x
∂
∂&

                     (2.40) 

 
ft

i

F =0, i=1,…,n
x
∂
∂&

                     (2.41) 

 
     ซ่ึงสมการ (2.39-2.41) น้ีเปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร 
(Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ ( )ix t  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ( )i 0x t  และ ( )i fx t  ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส 
(Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ไดเชนกัน 
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   6.2.3 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  
    กรณีน้ีถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แ ต ก็ มี
วิธีการหาคําตอบคลายๆ กับกรณี (6.2.1) ถา ( )ix t , i=1,…,n  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 
function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 1 nJ[x ,…,x ]  ถา ( )ix t  
ถูกเพิ่มคาดวย ( )ih t  ดังน้ันก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) ∆J  เปน 
 

 

[ ] [ ]

( )
( )

f f

0 0

f

0

1 1 n n 1 n

t +δt

1 1 n n 1 1 n nt +δt

t

1 n 1 nt

∆J=J x +h ,…,x +h -J x ,…,x

      = F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h dt

         - F t,x ,…,x ,x ,…,x dt

∫

∫

& && &

& &

 

 

( )
( )

( )
( )

f

0

f f

f

0 0

0

t 1 1 n n 1 1 n n

t
1 n 1 n

t +δt

1 1 n n 1 1 n nt

t +δt

1 1 n n 1 1 n nt

F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h
∆J = dt

-F t,x ,…,x ,x ,…,x

         + F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h dt

          - F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h dt

 
 
  

∫

∫

∫

& && &

& &

& && &

& && &

               (2.42) 

 
เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 

 ( )
( )

0

f

0

i i
1 i i

1 1 n n 1 1 n n t f

1 1 n n 1 1 n n t 0

F FδJ= h + h dt
x x

       +F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h δt

       -F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h δ t

f
nt

t
i=

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

∑∫ &
&

& && &

& && &

            (2.43) 

 
    เม่ือ δJ  เปนคาโดยประมาณของ ∆J   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูง
ทิ้งไป  ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.43) ก็จะพบวา 
 

 ( )
( )

f 0
0

f

0

i i t i t
1 1 1i i i i

1 1 n n 1 1 n n t f

1 1 n n 1 1 n n t 0

F d F F FδJ= - h dt h h
x dt x x x

        + F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h δt

        - F t,x +h ,…,x +h ,x +h ,…,x +h δt

f
n n nt

t
i i i= = =

     ∂ ∂ ∂ ∂
+ −     ∂ ∂ ∂ ∂     

 
 
 
 

∑ ∑ ∑∫ & & &

& && &

& && &

          (2.44) 
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เม่ือ ( )
0 0i 0 i t i t 0h t =δx -x δt&  และ ( )

f fi f i t i t fh t =δx -x δt&  ดังน้ันสมการ (2.44) จะเปน 

 

 
f 0

0

f 0

i i t i t
1 1 1i i i i

i t f i t 0
1 1i i

F d F F FδJ= - h dt δx δx
x dt x x x

F F        + F- x δt F- x δt
x x

f
n n nt

t
i i i

n n

i i

= = =

= =

     ∂ ∂ ∂ ∂
+ −     ∂ ∂ ∂ ∂     

   ∂ ∂
−   ∂ ∂   

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

& & &

& &
& &

          (2.45) 

 
เม่ือ δJ=0  ที่ ( )ih t , 

fi tδx , 
0i tδx , fδt และ 0δt  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน 
 

 
i i

F d F- =0, i=1,…,n
x dt x
∂ ∂
∂ ∂&

                       (2.46) 

 
และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
 

 
0 f

f 0

t t
i

i t i t
1 1i i

F F=0, =0, i=1,…,n
x x

F F F- x =0, F- x =0, i=1,…,n
x x

i

n n

i i= =

∂ ∂
∂ ∂

   ∂ ∂
   ∂ ∂   
∑ ∑

& &

& &
& &

               (2.47) 

 
    ซ่ึงจุดสุดทายที่ 0 ft ,t  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )i 0 i fx t ,x t  
สามารถคํานวณไดจากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 
  6.3 ฟงกชันนอลมีเง่ือนไขบังคับ  (Functionals with Constraints)   
   เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเง่ือนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซึ่งอาจจะ
เปนไดทั้งอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 
constraints) ในที่น้ีจะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)  
   6.3.1 ฟงกชันคอนสเทรนท (Function Constraints)  
    ทําการพิจารณาฟงกชันนอล (Functional) 1 nJ[x ,…,x ]  ซ่ึงจะตองเก่ียวของ
หรือมีความสอดคลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) 

j 1 n 1 ng (t,x ,...,x ,x ,...,x )=0, j=1,...,m& &  และ m n<  เสมอ เม่ือเราใชเทคนิควิธีการแบบลากรานซ
มัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอลใหมเปน 
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 [ ]
( )

( ) ( )0

1 n 1 n

1 n
j j 1 n 1 n

1

F t,x ,…,x ,x ,…,x
J x ,…,x = dt

λ t g t,x ,...,x ,x ,...,x
ft

m
t

j=

 
 ′  +  

∫ ∑

& &

& &
            (2.48) 

 
    เม่ือ ( )jλ t  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ 

j j
1

F =F+ λ g
m

j=

′ ∑ ซ่ึงจะเปน F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพ่ือใช

สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) น่ันเอง โดยจะนําไปใชกับลักษณะ
ของเวลาและจุดสุดทายทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว น่ันก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไว
ตายตัว (Fixed end time and end points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได 
(Fixed end time, variable end points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end 
time and end points) ซ่ึงกระทําไดเพียงแคเปลี่ยนจาก F  เปน F′  ก็สามารถทําการหาเนคเซสเซอ
รีคอนดิซัน (Necessary conditions) ซ่ึง δJ =0′ ไดเชนกัน โดยที่ jg =0  ก็ทําใหสามารถเอ็กทรีมัม 
(Extremum) ได 
   6.3.2 ฟงกชันเง่ือนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End Point Function Value 
Constraints)  
    เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) 1 nJ[x ,…,x ]  ซ่ึงฟงกชัน i fx (t )  
จะตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) 

fk 1 n ts (t,x ,...,x ) =0, k=1,...,p  ณ เวลาสุดทาย 
การหาผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
 

 [ ] ( )f

0

pt

1 n 1 n 1 n k kt
k=1

J x ,…,x = F t,x ,…,x ,x ,…,x dt+ υ s′ ∑∫ & &             (2.49) 

 
    เม่ือ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange 
multiplier) ทําใหสามารถดัดแปลงสมการ (2.45) ไดเปน 
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          (2.50) 
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    เม่ือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary condition) ก็คือ δJ =0′  ที่ ( )ih t , 

fi tδx , 
0i tδx , fδt และ 0δt  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะได

เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน 
 

 
i i

F d F- =0, i=1,…,n
x dt x
∂ ∂
∂ ∂&

                       (2.51) 

 
โดยที่ ks =0  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเง่ือนไขขอบเขตเปน 
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sF FF- x + υ =0; F- x =0
x t x

p

k

pn n

i k i

 
=

= = =

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

   ∂∂ ∂
   ∂ ∂ ∂   

∑

∑ ∑ ∑

&

& &
& &

              (2.52) 

 
   6.3.3 ฟงกชันเง่ือนไขบังคับทั่วไป (General Constraints)  
    จากหัวขอ (6.3.1 และ 6.3.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชัน
นอล (Functional)  
 

 [ ] ( )f

0

t

1 n 1 n 1 nt
J x ,…,x = F t,x ,…,x ,x ,…,x dt∫ & &                                              (2.53) 

 
ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอดคลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints)  
 
 ( )j 1 n 1 ng t,x ,...,x ,x ,...,x =0& &  เม่ือ j=1,...,m โดย m n<  เสมอ         (2.54) 
และสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point constraints) 
  
  ( )

f
k 1 n t

s t,x ,...,x =0, k=1,...,p  โดย p m<  เสมอ           (2.55) 

 
ดังน้ันเม่ือใชเทคนิควิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล 
(Functional) ใหมเปน 
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1 n k kt
k=1j j 1 n 1 n

j=1

F t,x ,…,x ,x ,…,x
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  
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& &
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         (2.56) 
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    เม่ือ ( )jλ t  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) 
ดังน้ันหากกรณีปญหาเปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end 
points) ก็จะสามารถดัดแปลงสมการ (2.45) ไดเปน 
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             (2.57) 

เม่ือ 
m

j j
j=1

F =F+ λ g′ ∑  

 
ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังน้ี 
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                     (2.58) 

 
โดยที่ jg =0,j=1,…,m  และ ks =0,k=1,…,p  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 
  6.4 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient Conditions for 
Minimum and Maximum)  
   จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) 
สําหรับใชเอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซ่ึงยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอน้ีจะ
เปนการตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่น้ีจะกลาวเฉพาะการ
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ตรวจหาคานอยสุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหา
การหาคาสเกลาร ( )x t  ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional)  
 

 ( ) ( )f

0

t

t
J x t = F x,x,t dt   ∫ &                    (2.59) 

 
น้ีมีคานอยสุด เม่ือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว และ F  สามารถทําอนุพันธอยางตอเน่ืองได
อยางนอยสองครั้งเทียบกับ x,x&  และ t  ตอไปหากเรากําหนดให ( )x t  เปนคาที่ทําใหฟงกชันมีคา
นอยสุด ตอไปลองทําการเพิ่มคา ( )x t  ดวย ( ) ( )0 fh t =h t =0  เราจะพบการเปลี่ยนแปลงของคอส
ฟงกชันนอล  (Cost functional) ที่สอดคลองกับการเพิ่มคา ( )h t  เปน [ ] [ ]∆J=J x+h -J x  แลวใช
อนุกรมเทยเลอร (Taylor series) กระจายเทอมก็จะได  
 
 2∆J=δJ+δ J+high-order-terms                           (2.60) 

เม่ือ 
f 0

0
t t

F d F F FδJ= - hdt+ h h
x dt x x x

ft
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∂ ∂ ∂ ∂  − ∂ ∂ ∂ ∂ ∫ & & &
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2 2 2
2 2 2
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1 F F Fδ J= h +2hh +h dt
2 x xx x

ft

t

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂∂ ∂ 

∫ & &
& &

 

 
ซ่ึงจากในหัวขอที่ผานๆ มา เราพบวา ( )x t  จะเปนคานอยสุดก็ตอเม่ือ 2∆J=δ J>0  (คามากสุดก็คือ 

2∆J=δ J<0 ) และเราสามารถเขียนใหกระชับไดเปน 
 

 ( ) ( ) ( )
( )

f

0

t2

t

h t1δ J= h t h t  F dt
h t2
 

    
 

∫ & %
&               (2.61) 

เม่ือ 
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    ซ่ึงถาคาของ F%  เปนบวก (Positive definite) ก็จะทําให ( )x t  เปนคานอยสุด 
แตหากคา F%  เปนลบ (Negative definite) ก็จะทําให ( )x t  เปนคามากสุด 
 7. การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of Variation with Dynamic Optimization)  
  จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) น้ัน
พบวามีประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
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optimization) ดังน้ันตอไปน้ีเปนวิธีการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) มาใช
แกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังน้ี 
  7.1 เวลาสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed Final Time)  
   ลักษณะเชนนี้ถือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขาย
ดังน้ีคือ มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.15), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 
Functional) ดังสมการ (2.16), เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว 
(Fixed end time) และระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )1 0 n fx t ,…,x t  ตามลําดับ ตัวอยางเชน รถไฟ
ที่วิ่งระหวางเมืองสองเมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลว ซ่ึงออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) อาจจะเปนการสิ้นเปลืองพลังงานเชื้อเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซ่ึงเราจะ
กลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 
ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )1 f n fx t ,…,x t  ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย 

( ) ( )1 f n fx t ,…,x t  ถูกกําหนดไวตายตัวแตมีเง่ือนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรล
วาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไข
บังคับตลอดเวลา ดังรายละเอียดตอไปน้ี 
   7.1.1 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
    ปญหานี้ มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตัวแลวทําให เทอม 
( )nxxt ,,, 1 KΦ ในสมการ (2.16) ไมมีความเกี่ยวของกับการออปติไมซเซชัน (Optimization) 

ลักษณะของปญหานี้จะคลายกับหัวขอ (6.3.1) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
 

 [ ] ( )f

0

t

1 n 1 m 1 n 1 mt
J x ,…,x ,u ,…,u = L t,x ,…,x ,u ,…,u dt′ ′∫             (2.62) 

เม่ือ  
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    เม่ือ ( )iλ t  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดังน้ันมีการ
เปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังน้ี 
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∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

& &

& & & &

           (2.63) 
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 แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 
j f j 0x t x th =h =0  ทําให

เราเขียนเทอมตางๆ ของสมการ (2.63) แยกสวนยอยไดเปน 

 

i
i j

1j j j j

i

1k k k k

ƒL L L+ λ ,  =-λ ,
x x x x

ƒL L L+ λ ,   =0
u u u u

n

i

n

i
i

=

=

′ ′∂∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂

′ ′∂∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂

∑

∑

&

&

                      (2.64) 

 
 เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 

jxh และ 
kuh , δJ =0′  ถา  

 

 
j j

L d L- =0
x dt x
′ ′∂ ∂

∂ ∂&
 และ 

k k

L d L- =0
u dt u
′ ′∂ ∂

∂ ∂&
สําหรับ j=1,…,n  และ k=1,…,m          (2.65) 

 
ดวยการแทนสมการ (2.64) กลับเขาไปในสมการดังกลาวทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) เปน 
 

 i
j

1j

ƒLλ =- - λ , j=1,…,n
x

n

i
i jx=

∂∂
∂ ∂∑&                        (2.66) 

 i
i

1k k

ƒL + λ =0, k=1,…,m
u u

n

i=

∂∂
∂ ∂∑                    (2.67) 

 
 ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )jx t , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 

( )jλ t  (บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )ku t  สามารถ
หาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, สมการ
โคสเตต (Costate equations) คือสมการ (2.66) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน 
(Additional optimality equations) คือสมการ (2.67) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหน่ึง (First order different equations) อยูจํานวน 2n  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary 
equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) จํานวน 2n  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย ซ่ึง
สมการเชิงอนุพันธ (Different equations) ที่มีการระบุเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ที่
เวลาตางกันสองเวลาแบบนี้จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (TPBVP: Two point 

boundary value problems) สวน 
n

i i
i=1

H=L+ λ ƒ∑  เรียกวาฮามิลตันเนียนของระบบ (Hamiltonian 

of  system)  
    7.1.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface)  
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     ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( )
f

l
t

s =01 nt,x ,…,x  เม่ือ 

l=1,…,p  ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับหัวขอ (6.3.2) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
 

 
[ ] ( ) ( )

( )

f f

f

0

p

1 n 1 m 1 n l l 1 nt t
l=1

t

1 n 1 mt

J x ,…,x ,u ,…,u =Φ t,x ,…,x + υ s t,x ,…,x

                                    + L t,x ,…,x ,u ,…,u dt

′

′

∑

∫
           (2.68) 

 
     เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange 
multipliers) และ L′  เขียนเปน 
 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 n 1 m 1 n 1 m

n

i i 1 n 1 m i
i=1

L t,x ,…,x ,u ,…,u =L t,x ,…,x ,u ,…,u

                                   + λ t ƒ t,x ,…,x ,u ,…,u -x

′

  ∑ &
              (2.69) 

 
     เม่ือ ( )iλ t  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซ่ึงเปน
ฟงกชันของเวลา เม่ือทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
ดังน้ี 
 

 

j k
0 0

k f k 0 f

f

x u
1 1j j k k

u t u t j t
1 1k k j

l
l t

1 1j j

L d L L d LδJ = - h dt+ - h d
x dt x u dt u

L L L         h - h x
u u x

sΦ         + υ h
x x

f f
n mt t

t t
j k

m n

k j

pn

j l

t

δ

= =

= =

= =

   ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂′     ∂ ∂ ∂ ∂  
  ′ ′ ′∂ ∂ ∂

+ +     ∂ ∂ ∂   
 ∂∂

+   ∂ ∂ 

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

∑ ∑

& &

& & &

j fx t

              (2.70) 

 
     เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 

jxh , 
kuh  และคาขอบ (Boundary 

values) 
j fx th จะทําให 

k

L =0
u
′∂

∂&
, คาการเปลี่ยนแปลง δJ =0′  ถา  

 

 
j j

L d L- =0
x dt x
′ ′∂ ∂

∂ ∂&
, 

k k

L d L- =0
u dt u
′ ′∂ ∂

∂ ∂&
 และ 0

1
=













∂
∂

+
∂
Φ∂

+
∂

′∂ ∑
=

ft

p

l j

l
l

jj x
s

xx
L υ
&

      (2.71) 

 
ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน 
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 i
j i

1j j

ƒLλ =- - λ , j=1,…,n
x x

n

i=

∂∂
∂ ∂∑&                      (2.72) 

 i

1k k

ƒL + λ =0, k=1,…,m
u u

n

i
i=

∂∂
∂ ∂∑                    (2.73) 

 
f

f

l
j t l

1j j t

sΦλ = + υ , j=1,…,n
x x

p

l=

 ∂∂
 
∂ ∂  

∑                 (2.74) 

 
    ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )jx t , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
multipliers) ( )jλ t  และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )ku t  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตต
อีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate 
equations) คือสมการ (2.72) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality 
equations) คือสมการ (2.73) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First order 
different equations) อยูจํานวน 2n  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m  
สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
จํานวน 2n  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะสุดทาย ( )j fx t  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )j fλ t  
สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.74) สวนคา lυ  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ ft  
ในสมการ 

fl ts =0  

   7.1.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
    สําหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and 
control variables) จําเปนจะตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) ซ่ึงเขียนในเทอมทาง
คณิตศาสตรเปน ( )

f
r 1 n 1 m t

g t,x ,…,x ,u ,…,u =0และ r=1,…,p′  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ 

ft  ซ่ึงที่สภาวะสุดทายจะตองเปนไปตามเง่ือนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 
( )

f
l 1 n t

s t,x ,…,x =0  และ l=1,…,p  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 

 
[ ] ( ) ( )

( )

f f

f

0

p

1 n 1 m 1 n l l 1 nt t
l=1

t

1 n 1 mt

J x ,…,x ,u ,…,u =Φ t,x ,…,x + υ s t,x ,…,x

                                    + L t,x ,…,x ,u ,…,u dt

′

′

∑

∫
           (2.75) 

    เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange 
Multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 n 1 m 1 n 1 m

n

i i 1 n 1 m i
i=1
p

r r 1 n 1 m
r=1

L t,x ,…,x ,u ,…,u =L t,x ,…,x ,u ,…,u

                                   + λ t ƒ t,x ,…,x ,u ,…,u -x

                                   + µ t g t,x ,…,x ,u ,…,u
′

′

  ∑

∑

&          (2.76) 

 
    เม่ือ ( )iλ t  และ ( )rµ t  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) 
ซ่ึงเปนฟงกชันของเวลา เม่ือทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันดังน้ี 
 

 

j k
0 0

k f k 0 j f

f

x u
1 1j j k k

u t u t x t
1 1k k j

l
l t

1 1j j

L d L L d LδJ = - h dt+ - h dt
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u u x

sΦ         + + υ h
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f f
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t t
j k
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j l

= =

= =

= =

   ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂′     ∂ ∂ ∂ ∂  
  ′ ′ ′∂ ∂ ∂

+     ∂ ∂ ∂   
 ∂∂
  ∂ ∂ 

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

∑ ∑

& &

& & &

j fx t

             (2.77) 

 
    เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 

jxh , 
kuh และคาขอบ (Boundary Values) 

j fx th จะทําใหเกิดคาการเปลี่ยนแปลงของ δJ =0′  ถา  
 

 
j j

L d L- =0
x dt x
′ ′∂ ∂

∂ ∂&
, 

k k

L d L- =0
u dt u
′ ′∂ ∂

∂ ∂&
 และ 

f

l
l

1j j j t

sL Φ+ + υ =0
x x x

p

l=

 ′ ∂∂ ∂
 
∂ ∂ ∂  

∑&
      (2.78) 

 
ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
 

 i r
j i r

1 1j j j

ƒ gLλ =- - λ - µ , j=1,…,n
x x x

pn

i l

′

= =

∂ ∂∂
∂ ∂ ∂∑ ∑&                        (2.79) 

 i r
i r

1 1k k k

ƒ gL + λ + µ =0, k=1,…,m
u u u

pn

i l

′

= =

∂ ∂∂
∂ ∂ ∂∑ ∑                   (2.80) 

 
f

f

l
j t l

1j j t

sΦλ = + υ , j=1,…,n
x x

p

l=

 ∂∂
 
∂ ∂  

∑                 (2.81) 

 
    ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )jx t , โคสเตต (Costate) ( )jλ t ,คอนโทรล
อินพุต (Control inputs) ( )ku t , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )lµ t  และ lυ
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สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, 
โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.79) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเคว
ชันคือสมการ (2.80) จํานวน mสมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

( )
fr 1 n 1 m t

g t,x ,…,x ,u ,…,u =0  จํานวน p′  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-

point constraint equations) จํานวน p  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) 
อยูจํานวน 2n  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m+p +p′  สมการ มี
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน 2n  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่ 0t  และโคส
เตต (Costate) ( )j fλ t  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.81)  
  7.2 เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  
   ลักษณะเชนนี้มีลักษณะคลายกับหัวขอ (7.1) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผัน
ได แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.15), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 
functional) ดังสมการ (2.17), เวลาเริ่มตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลา
สุดทาย ft  มีการแปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว 

( ) ( )1 0 n fx t ,…,x t  ตามลําดับ เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงาน
ดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย 

( ) ( )1 f n fx t ,…,x t  ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )1 f n fx t ,…,x t  ถูกกําหนดไวให
เปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล 
(Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับตลอดเวลาการเคลื่อนที่ 
ดังรายละเอียดตอไปน้ี 
 
   7.2.1 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
    ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 
 

 
[ ] ( )

( )
f

f

0

1 n 1 m
t

t

1 n 1 mt

J x ,…,x ,u ,…,u =Φ 1 n

                                     + L t,x ,…,x ,u ,…,u dt

t,x ,…,x′

′∫
            (2.82) 

เม่ือ 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 n 1 m 1 n 1 m

n

i i 1 n 1 m i
i=1

L t,x ,…,x ,u ,…,u =L t,x ,…,x ,u ,…,u

                                   + λ t ƒ t,x ,…,x ,u ,…,u -x

′

  ∑ &
 

 
    เม่ือ ( )iλ t  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการ
กําหนดเวลาและสภาวะเริ่มตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันดังน้ี 
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              (2.83) 

 
    เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.83) ก็จะทําใหเราสามารถหา
เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ไดดังน้ี 
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j i
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ƒLλ =- - λ , j=1,…,n
x x
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1k k
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u u
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n

i i
i=1 t

Φ +L+ λ ƒ =0
t

∂ 
 ∂ 

∑                       (2.86) 

 
    ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )jx t , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
multipliers) ( )jλ t  (บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )ku t  
และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) 
จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.84) จํานวน n  สมการ และ
เอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.85) จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) คือสมการ (2.86) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First order different 
equations) อยูจํานวน 2n  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m+1  สมการ 
ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน 
2n  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  
   7.2.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface)  
    ปญหานี้ ให อยู ใน เทอมทางคณิตศาสตร ได เปน  ( )

fl 1 n t
s t,x ,…,x =0

เม่ือ l=1,…,p  ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับ (7.1.2) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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    เม่ือ ( )iλ t  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซ่ึงเปน
ฟงกชันของเวลา เม่ือเวลาสุดทายแปรผัน (Variable End Time) ดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชัน และไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ดังน้ี 
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    ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )jx t , โคสเตต (Costates) ( )jλ t , คอนโทรล
อินพุต (Control inputs) ( )ku t  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน 
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(State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือ
สมการ (2.90) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.91) จํานวน m  สมการ 
และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) คือสมการ (2.92) มีสมการเชิงอนุพันธ 
(Different equations) อยูจํานวน 2n  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 
m+1  สมการ การหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) จํานวน 2n  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะเริ่มตนที่เวลา 0t  ดวย สวน โคสเตต 
(Costate) ( )j fλ t  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.92)  
   7.2.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
    สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) 
จําเปนจะตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) ซ่ึงเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 

( )
fr 1 n 1 m t

g t,x ,…,x ,u ,…,u =0  และ r=1,…,p′  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซ่ึงที่สภาวะ
สุดทายจะตองเปนไปตามเง่ือนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน ( )

f
l 1 n t

s t,x ,…,x =0  และ 
l=1,…,p  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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    เม่ือ ( )iλ t  และ ( )rµ t  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 
ซ่ึงเปนฟงกชันของเวลา เม่ือเวลาสุดทายมีการแปรผัน (Variable end time) ดังน้ันจะพบการ
เปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) ดังน้ี 
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    เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.96) ก็จะทําใหเราสามารถหา
เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ไดดังน้ี 
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    ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )jx t , โคสเตต (Costate) 

( )jλ t ,คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )ku t , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 

( )lµ t  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ 
(2.15) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.97) จํานวน n  
สมการ  และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.98) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน 
(Constraint equations) ( )

f
r 1 n 1 m t

g t,x ,…,x ,u ,…,u =0  จํานวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary conditions)  คือสมการ (2.100)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different 
equations)  อยูจํานวน 2n  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m+p +1′  
สมการ มีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน 2n  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่
เวลา 0t  และโคสเตต (Costate) ( )j fλ t  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.99)  
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   7.2.4 การเคลื่อนที่ดวยเวลานอยที่สุด (Minimum Time Motion)  
    ลักษณะของปญหาแบบน้ีในทางวิศวกรรมถือวาเปนประโยชนอยางมากตอ
การนําไปใชในการหาเวลาที่นอยที่สุดในขบวนการทํางานตางๆ สวนมากแลวการเคลื่อนที่แบบน้ีจะ
ทําใหคา L=1  และ Φ=0  ดังนั้นจากหัวขอที่ (7.2.3) จะทําใหไดสมการเงื่อนไขที่จําเปน 
(Necessary conditions) ดังน้ี        
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    ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )jx t , โคสเตต (Costate) 

( )jλ t ,คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )ku t , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 

( )lµ t  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ 
(2.15) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.101) จํานวน n  
สมการ, เอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.102) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน 
(Constraint equations) ( )

fr 1 n 1 m t
g t,x ,…,x ,u ,…,u =0  จํานวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไข

ขอบเขต (Boundary conditions)  คือสมการ (2.104)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different 
equations)  อยูจํานวน 2n  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m+p +1′  
สมการ มีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน 2n  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่
เวลา 0t  และโคสเตต (Costate) ( )j fλ t  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.103)  
   7.3 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient Conditions 
for Minimum and Maximum)  
    จากหัวขอที่ ผ านมาเปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิ ซัน  (Necessary 
conditions) สําหรับใชเอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซ่ึงยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด 
ในหัวขอน้ีจะเปนการตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่น้ีจะกลาว
เฉพาะการตรวจหาคานอยสุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามา
พิจารณาปญหาการหาคา ( ) mu t R∈  ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional) น้ีมีคานอยสุด  
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 [ ] ( ) ( )f

f
0

t

t t
J x,u =Φ t,x + L t,x,u dt∫                 (2.105) 

 
โดยสอดคลองกับ  ( )x=ƒ t,x,u&  และ  ( )0 0x t =x  เม่ือ ( ) nx t R∈ , 0t และ ft ถูกกําหนดไวตายตัว 
ตอไปหากเรากําหนดให ( ) n

xh t R∈  และ ( ) m
uh t R∈  เปนคาที่เพ่ิมเขาไปในฟงกชัน จะพบการ

เปลี่ยนแปลงของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ดังน้ี 
 
 [ ]x u∆J=J[x+h ,u+h ]-J x,u                       (2.106) 
 
แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) กระจายเทอมก็จะได  
 
 2∆J=δJ+δ J+higher-order-terms                            (2.107) 
เม่ือ 

 
f

0

T T T
x t x u

Φ H HδJ=h -λ + h +λ h dt
x x u

ft

t

∂  ∂ ∂     +   ∂ ∂ ∂    
∫ &  

 

f

f
0

2 t2 T T T x
x x t x u2 t

u

2 2

2

2 2

2

h1 Φ 1δ J= h h + h h  H dt
2 2x h

H H
u xx

H=
H H

u x u

T

 ∂     ∂  
 ∂ ∂
 ∂ ∂∂ 
  ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂   

∫ %

%

            (2.108) 

 
    ซ่ึงโคสเตตเวกเตอร (Costate vector) แสดงอยูในรูปของสเกลารฮามิลตัน
เนียนฟงกชัน (Scalar Hamiltonian function) H=L+λ f

T
 และ ( ) nλ t R∈ เรียบรอยแลว 

    เม่ือ ( )x t  และ ( )u t  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) น่ันคือ δJ=0  ทําให
สมการ (2.107) เขียนไดเปน  
 
 2∆J=δ J+higher-order-terms                 (2.109) 
 
ซ่ึงเราจะพบวาคาของ ( )x t  และ ( )u t  จะเปนคานอยสุดเม่ือ 2δ J  มีคาเปนบวกทั้งหมด (Positive 
definite) น่ันก็คือ 
 

 
2

2

Φ >0; H>0
x

∂
∂

%                        (2.110) 
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 8. อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
  ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ที่มีอิน
อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของการคนหาคา ( ) mu t R∈  ที่ทําใหฟงกชันนอล 
(Functional) มีคานอยสุด (Minimum) ดังสมการนี้คือ 
 

 [ ] ( ) ( )f

f
0

t

t t
J x,u =Φ t,x + L t,x,u dt∫               (2.111) 

 
โดยสอดคลองกับ 

 ( )
.

x =f t,x,u                    (2.112) 

 ( )ic x,u,t 0, i=1,2,…,p≤                   (2.113) 
 ( )0 0x t =x                      (2.114) 
 

  เม่ือ ( )
.

nx t R∈ , เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทาย ( 0t  และ ft ) ตางก็ถูกกําหนดไว
ตายตัวแลว สมการอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) คือ ( )ic x,u,t , i=1,…,p  
จะตองประกอบไปดวยตัวแปรอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Variable inequality constraints) และส
เตตวาริเอเบิลอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (State variable inequality constraints) และเม่ือใชวิธีการ
เติมสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) คือ ( )is t  เขาไปในคอนสเทรนทอีเควชัน (Constraints) จะ
ไดสมการเปน 
 
 ( ) ( )2

i ic x,u,t +s t =0,i=1,...,p                     (2.115) 

 
  ซ่ึงสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) ในสมการ (2.115) จะเปนคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control variables) ตัวใหมในปญหา เม่ือทําการเพิ่มสมการ (2.112) และสมการ (2.115) เขาไปใน
สมการฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.111) ดวยการใชลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
multipliers) nλ R∈  และ pu R∈  ทําใหไดสมการใหมเปน 
 

 ( ) ( )
pnf' 2

i i i i i i0
i=1 i=1

J =Φ+ L+ λ f -x + u c -s dt 
 
 

∑ ∑∫ &            (2.116) 

 
เม่ือ δJ =0′  ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปน้ี คือ 
 
 i ix =ƒ , i=1,2,…,n&                        (2.117) 
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 j j
i j j

1 1i i i

ƒ cLλ =- - λ - µ , i=1,2,…,n
x x x

pn

j j= =

∂ ∂∂
∂ ∂ ∂∑ ∑&                   (2.118)  

 j j
j j

1 1i i i

ƒ cL0 + λ + µ , i=1,2,…,m
u u u

pn

j j= =

∂ ∂∂
=
∂ ∂ ∂∑ ∑            (2.119) 

 i i0=2u s ,i=1,2,...,p                     (2.120) 
 2

i i0=c +s , i=1,2,…,p                    (2.121) 
 ( )i 0 0ix t =x ,i=1,2,...,n                    (2.122) 

 ( )
fi f t

i

λ t = , i=1,2,…,n
x
∂Φ
∂

               (2.123) 

 
  ซ่ึงสมการ (2.117-2.123) คือลักษณะของบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE: Two point 
boundary value problem involving differential and algebraic equations) เม่ือสมการ (2.117 
และ 2.118) คือสมการอนุพันธ (Differential equations) สวนสมการ (2.119-2.121) คือสมการ
พีชคณิต (Algebraic equations) และสมการ (2.122 และ 2.123) คือสมการเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) สําหรับกรณีที่เปนการหาคานอยสุด (Minimum) เราสามารถหาเนคเซสเซอ
รีคอนดิซัน (Necessary conditions) ได เม่ือ δJ =0′′  น่ันก็คือ 
 

 ( )f

0

pnt

i i i i it
i=1 i=1

J =Φ+ L+ λ ƒ -x + µ c dt ′′  
 

∑ ∑∫ &              (2.124) 

 
เม่ือ δJ =0′′  ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปน้ี คือ 
 
 i ix =ƒ , i=1,2,…,n&                        (2.125) 

 j j
i j j

1 1i i i

ƒ cLλ =- - λ - µ , i=1,2,…,n
x x x

pn

j j= =

∂ ∂∂
∂ ∂ ∂∑ ∑&                    (2.126) 

 j j
j j

1 1i i i

ƒ cL0= + λ + µ , i=1,2,…,m
u u u

pn

j j= =

∂ ∂∂
∂ ∂ ∂∑ ∑                 (2.127) 

 i i0=µ c , i=1,2,…,p                   (2.128) 
 i0 µ , i=1,2,…,p≤                        (2.129) 
 i0 c , i=1,2,…,p≥                        (2.130) 
 ( )i 0 0ix t =x , i=1,2,…,n                  (2.131) 

 ( )
fi f t

i

Φλ t = , i=1,2,…,n
x
∂
∂

                (2.132)
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                     9. สรุปเกี่ยวกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (DynamicOptimization 
Conclusion) 
   ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการ
การเคลื่อนที่ก็คือ F=ma=mx∑ &&  แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ันไมสะดวกถา
สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังน้ันจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหน่ึงคือ 1 2x =x&  
และ 2x = F m∑&  ดังสมการ (2.15) คือ 
 

( )i i 1 n 1 mx =ƒ x ,…,x ,u ,…,u ,t , i=1,…,n&  
 
ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) น้ัน จะมีการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนและ
เง่ือนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเง่ือนไขบังคับ 
(Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกําหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคานอยสุด
หรือมากสุด ดังน้ี 
 

( ) ( )f

f 0

t

1 n 1 n 1 mt t
J=Φ t,x ,…,x + L t,x ,…,x ,u ,…,u dt∫  

 
 โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )

f
1 n t

Φ t,x ,…,x  ซ่ึงเรียกวา 

เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( )f

0

t

1 n 1 mt
L t,x ,…,x ,u ,…,u dt∫  ซ่ึงเรียกวา อินทิกรัลเทอม  

(Integral term) ซ่ึงหากกําหนด 
m

2
i

i=1
L= u∑  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum energy), 

หากกําหนด 
m

i
i=1

L= u∑  จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หากกําหนด fΦ=t  จะ

เรียกวาปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกําหนด ( )2 fΦ=x t  จะเรียกวาปญหา
ความเร็วสูงสุด (Maximum velocity) เปนตน ซ่ึง Φ  และ L  จะเรียกวา สภาวะของปญหา (State 
of the problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical techniques) มีสอง
ลักษณะใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) โดยอาศัย
หลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทําใหสามารถเขียนคอสฟงกชันนอล 
(Cost functional) โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) lυ , iλ  และ iµ  เขา
มาเกี่ยวของไดดังน้ีคือ 
 

( ) ( )f

0

f

0

q pn rt 2
l l i i i i i i i it

l=1 i=1 i=1 i=1
t

t

J=Φ+ υ s + L+ λ x -ƒ + µ g + µ c +s dt

J =Φ + L dt′ ′ ′

∑ ∑ ∑ ∑∫

∫

&
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เม่ือ  

( ) ( )

q

l l
l=1

pn r
2

i i i i i i i i
i=1 i=1 i=1

Φ =Φ+ υ s

L =L+ λ x -ƒ + µ g + µ c +s

′

′

∑

∑ ∑ ∑&

 

 
 สมการดังกลาวนี้นําไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ได
ทุกปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and inequality 
constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหาน้ันๆ ออกก็จะไดรูปสมการตาม
โจทยของปญหานั้นๆ น่ันเอง 
 

 
งานวิจัยที่เก่ียวของ  
 มีงานวิจัยของผูอ่ืนที่ไดทําการศึกษามากอนที่ไดมีการนําเอาวิธีการหาคาของความนิ่มนวล 
ที่สุดโดยการพิจารณาโดยตรง (Minimum direct jerk) มาใชที่มีลักษณะใกลเคียงและเกี่ยวของกับ
การศึกษาวิจัยในครั้งน้ีดังตอไปน้ี  

Sunil K. Agrawal และ พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว (2547)  ศึกษาเรื่องการออกแบบหุนยนต
ที่มีความเหมาะสมสูงสุดกับการเคลื่อนที่แบบซ้ําๆ โดยนําเสนอถึงวิธีการในการหาคาตัวแปรตางๆ
ใหไดผลถึงความเหมาะสมสูงสุดระหวางการเคลื่อนที่จากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่งในระยะเวลาที่
กําหนด วิธีการที่นําเสนอเปนวิธีการใหมที่ไมมีการคิดคนมากอนและจะไมมีการใชตัวแปรที่ชื่อวาตัว
คูณลากรานจ (Lagrange Multiplier) ตัวอยางของระบบหุนยนตไดถูกนําเสนอในบทความนี้ยังแสดง
ใหเห็นวาวิธีการนี้สามารถนํามาใชคํานวณหาคําตอบไดอยางรวดเร็วมาก ทําใหไดผลที่ดีอีกประการ
หน่ึงน่ันคือ คาตัวแปรของระบบหุนยนตจะสามารถถูกปรับเปลี่ยนในขณะที่ หุนยนตกําลังเคลื่อนที่
อยูได 

 Sunil K. Agrawal, พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว และ B.C. Fabien (2547) ศึกษาการ
แกปญหาเพื่อหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่คงที่แบบทางตรงและทางออมโดย
อาศัยการเปลี่ยนรูป โดยทําการวิเคราะหและหาคําตอบของระบบสมการการเคลื่อนที่ที่เปนเสนตรง
และสัมประสิทธิ์ในสมการการเคลื่อนที่เปนคาคงที่ซ่ึงถูกกําหนดใหเคลื่อนที่ระหวางจุดสองจุดที่
กําหนดใหในระยะเวลาที่กําหนด จากทฤษฎีที่มีอยูเดิมคําตอบที่ไดจะตองทําใหสมการการเคลื่อนที่
และสมการควบคูเปนจริงในรูปของสมการอนุพันธุอันดับที่หน่ึง แตในบทความฉบับน้ีผูเขียนไดเสนอ
ถึงวิธีการใหมโดยการเปลี่ยนรูปที่สามารถแทนคาตัวแปรสเตทและควบคุม ไปใชในฟงกชันที่
ตองการหาคาสูงสุดหรือต่ําสุดได ผลที่ไดสามารถที่จะนําวิธีการทางตรงและทางออม มาแกปญหาได
เปนอยางดี ผูเขียนไดเปรียบเทียบถึงขอดีและขอเสียของการคํานวณไวพรอมกับตัวอยางของระบบ
การเคลื่อนที่ 
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พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว และ Sunil K. Agrawal (2547)  ศึกษาการแกปญหาเพื่อหาความ
เหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่มีขอบเขตดวยฟงกชันเพนัลตี โดยกลาวถึงปญหาของการ
หาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่มีขอบเขต ทั้งที่เปนสมการและอสมการ วิธีการ
ใหมน้ีอาศัยหลักการในการเปลี่ยนรูปที่สามารถแทนคาตัวแปรสเตทและตัวแปรควบคุม เขาไปใน
ฟงกชั่นที่ตองการหาคาสูงสุดหรือต่ําสุดได ถึงกระนั้น ทั้งสมการและอสมการที่เปนขอบเขต ไม
สามารถแทนคาในฟงกชั่นดังกลาวได จึงตองอาศัยฟงกชั่น เพนัลตี ซ่ึงเปนที่นิยมในการวิเคราะห
ทางคณิตศาสตร โดยเฉพาะกับขอบเขตที่เปนอสมการสุดทายในภาพรวมผูเขียนไดกลาวถึงขอ
เปรียบเทียบดวยการนําเสนอตัวอยางในดานกลศาสตรวิศวกรรม 

พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว  สุพจน ศรีนุตาพงษและพันตรี เศรษฐพงษ มะลิสุวรรณ (2547)  
ศึกษากฎการควบคุมแบบยอนกลับขางเคียงของระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปอันดับสูงสําหรับการ
ประยุกตใชกับระบบหุนยนต โดยกลาวถึงทฤษฎีที่เปนเชิงเสนและไมเปนเชิงเสน เปลี่ยนรูปแบบของ
สมการการเคลื่อนที่ จากสมการอนุพันธอันดับที่หน่ึง ไปเปนสมการอนุพันธอันดับสูง ไดถูกนํามาใช
อยางแพรหลายและมีขอไดเปรียบในการควบคุมแบบเวลาจริง ดังนั้นในบทความผูศึกษาจึงได
นําเสนอถึงการคนควาอยางตอเน่ืองถึงกฎการควบคุมแบบยอนกลับขางเคียง ที่จะสามารถถูก
นํามาใชกับระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการอนุพันธุอันดับสูงได 

 พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว  (2547)  ศึกษาระบบการเคลื่อนที่แบบเชิงเสนอยางเหมาะสม
สําหรับปญหาที่มีคาขอบเขตสองตําแหนงในสมการอันดับที่สี่ สูตรสมการหาคําตอบแบบเวจนเรซิ
ดวล โดยบทความดังกลาวไดถูกนําเสนอดวยระบบ สปริง มวลและตัวหนวง ที่สามารถถูกจัดใหอยู
ในรูปสมการอนุพันธุอันดับที่สี่ได เน่ืองจากสมการที่มีชื่อวาสมการโคสเตท (costate equations) ใน
ทฤษฎีของการหาคาความเหมาะสมสูงสุดสามารถถูกกําจัดออกจากระบบได สมการอนุพันธุอันดับที่
สี่ น้ีจะอยูในรูปของสมการที่สามารถถูกแกปญหาหาคําตอบไดดวยวิธีเวจนเรซิดวล (weight 
residual) เชนวิธีกัลเลอรคิน (Galerkin methods) วิธีการที่ถูกนําเสนอนี้มีขอไดเปรียบกวาวิธีเดิมที่
นักวิจัยนิยมใชแกปญหาในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดที่มีชื่อวามัลติเปลชูตติ้ง (multiple 
shooting) ในเชิงของการคํานวณในเวลาที่เปนจริง 

พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว และ Sunil K. Agrawal (2547)   เสนอวิธีการใหมในการแกปญหา
เพ่ือหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธุอันดับสูง โดย
กลาวถึงการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะหปญหาของการหาคาต่ําสุดหรือสูงสุดของระบบสมการการ
เคลื่อนที่ที่อยูในรูปของสมการอนุพันธุอันดับสูงมีขอไดเปรียบเปนอยางมากในเรื่องของการคํานวณ
เม่ือเปรียบเทียบกับระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการอันดับที่หน่ึง โดยเฉพาะสมการการเคลื่อนที่
ทางวิศวกรรมเครื่องกลจะอยูในรูปของสมการอนุพันธุอันดับที่สองเสมอเนื่องจากเปนผลมาจากการ
ใชกฎขอที่สองของนิวตัน โดยในบทความนี้ไดแสดงขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจนในดานการ
คํานวณ ระหวางสมการการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปอนุพันธุชั้นสูงและสมการอนุพันธุอันดับที่หน่ึงโดยการ
สรางซอฟทแวรขึ้นมาดวยวิธีการทางตรงและทางออม เพ่ือสามารถยืนยันไดวา ไมวาสมการการ
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เคลื่อนที่จะอยูในรูปแบบใด ก็จะสามารถที่จะใชซอฟทแวรเดียวกันภายใตสภาวะเดียวกันหาคําตอบ 
เพ่ือใชในการเปรียบเทียบ 

พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว (2547)  เสนอการแกปญหาเพื่อหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบ
การเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธุอันดับสูงและหลักการพัฒนาหาคาต่ําสุด โดยนําเสนอถึง
ทฤษฎีที่สําคัญมากทฤษฎีหน่ึงในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของสมการอนุพันธุอันดับสูงมีชื่อวา
ทฤษฎีความต่ําสุด ทฤษฎีดังกลาวที่นําเสนอถูกพิสูจนจากสองวิธีการซึ่งเปนที่ รู จักกันอยาง
แพรหลายคือทฤษฎีฮารมิลตัน-จาโคบี ซ่ึงจะนําไปสูการพัฒนาทฤษฎีของพอนทรียากินและทฤษฎี
ความต่ําสุดที่มีความสําคัญเปนอยางยิ่งและสนับสนุนทฤษฎีตางๆใหกับระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูป
สมการอนุพันธุอันดับสูง และวาริเอชั่นแคลคูลัส ซ่ึงเปนวิธีที่ใชตรวจสอบทฤษฎีของ พอนทรียากิน
และทฤษฎีความต่ําสุดอีกครั้งหน่ึงซ่ึงทั้งสองวิธีใหคําตอบตรงกัน และไดนําเสนอพรอมตัวอยางเพื่อ
แสดงความสอดคลองกัน 

 

สรุป   จากการศึกษาเอกสาร โครงงาน งานที่เกี่ยวของทําใหทราบวามีการพยายามที่จะหา
วิธีการในการแกปญหาสมการการเคลื่อนที่ที่เปนสมการอนุพันธุอันดับสูงใหมีความถูกตองแมนยํา
และงายตอการคํานวณวิธีการหนึ่งที่ผูทําวิจัยสนใจคือการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยการ
พิจารณาหาคาความนิ่มนวลสูงสุดโดยตรง(Minimum Direct Jerk) แกปญหาสมการอนุพันธุอันดับ
สูง ในการหาคําตอบซึ่งวิธีการนี้ยังไมมีใครไดทําการศึกษามากอน 
 



บทที่ 3 
                                      วิธีการดําเนินการวิจัย  
 
 
 ในการวิจัยครั้งน้ี ผูวิจัยไดดําเนินการตามขั้นตอนดังน้ี 

1. กําหนดปญหา (Problem Statement) 
2. เง่ือนไขที่จําเปนในการแกปญหา (Necessary Condition) 
3. กําหนดสมการระดับขั้นความเสรีอันดับสองของระบบสปริง มวลและตัวหนวง  
4. กําหนดสมการระดับขั้นความเสรีอันดับสี่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวง 
5. ปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยการพิจารณาโดยตรง สําหรับสมการระดับขั้นความ 

เสรีอันดับสองของระบบสปริง มวลและตัวหนวง โดยมีภาระกระทํากับมวลทุกกอนและทําการ
วิเคราะหระบบสมการใหอยูในรูปแบบสมการคานิ่มนวลสูงสุดโดยการพิจารณาโดยตรง 

6. ปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยการพิจารณาโดยตรง สําหรับสมการระดับขั้นความ 
เสรีอันดับสี่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวง โดยมีภาระกระทํากับมวลทุกกอนและทําการวิเคราะห
ระบบสมการใหอยูในรูปแบบสมการคานิ่มนวลสูงสุดโดยการพิจารณาโดยตรง 
    

การกําหนดปญหา (Problem Statement) 
 ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการการ
เคลื่อนที่ก็คือ F=ma=mx∑ &&   แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ันไมสะดวกถา
สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังน้ันจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหน่ึงคือ 1 2x =x&  
และ 2x = F m∑&  ดังสมการ (2.15) คือ 

 
 ( )i i 1 n 1 mx =f x ,…,x ,u ,…,u ,t ; i=1,…,n&                 (3.1) 
                      
โดยที่  nx R∈  ,  mu R∈   เปนตัวแปรที่เรียกวา  States , Control  Input และ เวลา ตามลําดับ 
รูปแบบของปญหาที่ทําการกําหนดขึ้นนี้เพ่ือหาคาของ Control Input u(t)  และ ตัวแปร State x(t)  
ที่ทําใหวัตถุประสงคที่ตองการความนิ่มนวลสูงสุดเปนจริง ในการศึกษาวิจัยน้ีใชกรณีที่กําหนดเวลา
และตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) โดยกําหนดใหทั้ง States และ 
Control  Input ตองมีเง่ือนไขขอบเขตสําหรับแกปญหา  โดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0x(t )=x , 0t  คือ
เวลาเริ่มตน และเวลาสุดทาย f fx(t )=x , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
 ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดเขียนอยูในรูปดังน้ี 
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ในรูปแบบที่คลายกันกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดนั้น ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดไดมีขอ
แตกตางกันดังน้ี เน่ืองจากการเปลี่ยนแปลงของแรงที่เทียบกับเวลา คือ อนุพันธอันดับที่สามที่เทียบ
กับเวลา หรือ ตัวแปรที่เปนอนุพันธอันดับที่หน่ึงของ Control Input (u) ดังน้ัน ความนิ่มนวลสามารถ
ถูกเขียนในรูปของตัวแปรใหมไดดังน้ี 
 

Jerk=x u∝&&& &                                                                             (3.3) 
 
กําหนดให 
 

u=u& %                                                                         (3.4) 
 
จากสมการที่ (3.1) จึงเขียนใหมไดวา 
 

i i 1 n+m 1 mx =f (x ,...,x ,u ,...u ,t);   i=1,...,n+m& % %                                       (3.5) 
 
ในที่น้ี u%  คือคาตัวแปร Control Input ของระบบพลศาสตร เม่ือเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา การ
ใชพลังงานนอยที่สุด (3.2) สามารถเขียนฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลสูงสุดโดยวิธี
ทางตรง (Minimum Direct Jerk Problem) ไดดังน้ี 
 

f

0

t n
2
i

i=1t

J= x dt∑∫ &&&                                                                        (3.6) 

 
J  เปน Cost Function ของความนิ่มนวล (Jerks) 
 

เงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา (Necessary Condition) 
 ในการศึกษางานวิจัยน้ีใชหลักการของแคลคูลัสความแปรปรวน (Calculus of Variations) 
เพ่ือหาเงื่อนไขของคาต่ําที่สุดและสูงที่สุด โดยการกําหนดเงื่อนไขของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุด
สําหรับระบบควบคุมในระบบทางพลศาสตรน้ันขึ้นกับการตั้งสมมุติฐานเกี่ยวกับสมรรถนะเงื่อนไข
จํากัดทางกายภาพหรือปลายทางของระยะทางการทํางานใหฟงกชันนอลเปนฟงกชันพ้ืนฐานซึ่ง
สมการที่สามารถครอบคลุมปญหาทั้งหมดคือ 



  41

 

J=  
f1 n tφ(t,x ,...,x ) +

f

0

t

1 n 1 m
t

L(t,x ,...,x ,u ,...,u )dt∫                                           (3.7) 

ซ่ึง 
f1 n tφ(t,x ,...,x )                                                               (3.8) 

 
เปนคาตวัเลขวัตถุประสงคหลักซึ่งจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final Time) และ สภาวะสุดทาย (Final 
States) ของระบบและ 

 
f

i

t

1 n 1 m
t

L(t,x ,...,x ,u ,...,u )dt∫                                                      (3.9) 

 
เปนคาสวนทีข่ึ้นอยูกับเวลาที่ผานไป (Time History) ของสเตตและคอนโทรลวารเิอเบิล (State and 
Control Variables) 
 ในการหาคาความเหมาะสมของฟงกชันในระบบพลศาสตรไดเพ่ิมตัวคูณลากรางจ 
(Lagrange Multipliers) เขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) จะไดสมการดังน้ี 
 

( )
f

i

t
'

1 n 1 m 1 n 1 m
t

J x ,...,x ,u ,...,u = L'(t,x ,...,x ,u ,...,u )dt∫                                       (3.10) 

 
ซ่ึง 

1 n 1 mL'(t,x ,...,x ,u ,...,u ) =
n

i i
i=1

L+ λ (f )∑                                             (3.11) 

 
โดยที่ iλ (t)  คือตัวคูณลากรางค (Lagrange Multipliers) ดังน้ัน สมการ(3.10) เขียนใหมไดดังน้ี 
 

( ) ( ) ( )
f

i

t

1 n 1 m 1 1 1 1
1t

J'(x ,...,x ,u ,...,u )= L t,x ,..., , ,..., , ,..., , ,...,
n

n m i i i n m
i

x u u t x f t x x u u dtλ
=

 + −    
∑∫ &    (3.12) 

 
 การเลือกใชเ ง่ือนไขใดนั้นขึ้นอยูกับปญหาที่ตองการพิจารณาโดยฟงกชันนอล ใน
การศึกษานี้ใชกรณีที่มีเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and End Points) ซ่ึงเปน
ฟงกชันที่กําหนดเวลาเริ่มตน 0t  และเวลาสุดทาย ft  รวมทั้งคาของฟงกชัน x(t0) และ x(tf) ไวแลว 
ความสามารถในการแบงแยกกันของฟงกชัน (Differentiable Functions) เปนไปตามสภาวะ
ขอบเขตของ x(t0)= x0, x(tf)= xf , u(t0)= u0 and u(tf)= uf  โดยเวลาที่ใชจะอยูระหวาง i ft t t≤ ≤  
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 ใหฟงกชัน ( )1 n 1 m 1 nL t,x ,...,x ,u ,...,u ,x ,...,x& &  แสดงฟงกชันนอลไดวา 
 

[ ]1 n 1 mJ x ,...,x ,u ,...,u = ( )
f

0

t

1 n 1 m 1 n
t

L t,x ,...,x ,u ,...,u ,x ,...,x dt∫ & &                            (3.13) 

 
 ถาให 0x(t )  ถูกเพิ่มคาขึ้นโดย xj 0h (t ) , u(t0) ถูกเพิ่มคาขึ้นโดย 

uk 0h (t )  แตยังคงอยูใน
เง่ือนไขขอบเขต ทําให xj 0 xj f uk 0 uk fh (t )=h (t )=h (t )=h (t )=0  ดังน้ันการเปลี่ยนแปลงในฟงกชันนอล ∆J  
เปน 
 

[ ]1 x1 n xj 1 u1 m uk 1 n 1 m∆J=J x +h ,...,x +h ,u +h ,...,u +h -J x ,...,x ,u ,...,u                                        (3.14) 

 

( )

f

i

1 x1 n xj 1 x1 n xjt

1 u1 m uk 1 u1 m uk
t

1 n 1 n 1 m 1 m

t,x +h ,...,x +h ,x +h ,...,x +h ,
L

=  dtu +h ,...,u +h ,u +h ,...,u +h

-L t,x ,...,x ,x ,...,x ,u ,...,u ,u ,...,u

  
  

   
 
  

∫

& && &

& && &

& & & &

                                 (3.15) 

 
 และเม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series) กระจายสมการและตัดเทอมที่มีดีกรีตั้งแต
สองขึ้นไป (Higher Order Terms) ทิ้งสําหรับเง่ือนไขขอบ จะไดวา 
  

1 1

t t t tf i f i
1 1

L ' d L ' L' d L'δJ'= ( - )h   dt+ ( - )h   dtx uj kx dt x u dt uj kj k
L ' L' L'+ ( h | - h | )+ ( h | -h | )u u x xk k j ju u xk k j

t tn mf f

j kt ti i

m m

k j

= =

= =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

& &

& & &

             (3.16) 

 
 แตวามีการกําหนดสภาวะสดุทายไวตายตัวแลวที่ t tf i

h |  = h |x xj j = 0 ทําใหเขยีนเทอม
ตางๆของ สมการ (3.16) แยกสวนยอยไดเปน 
 

L ' d L '- =0
x dt xj j

∂ ∂
∂ ∂&

                                                          (3.17) 

 
และ 
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L ' d L '- =0
u dt uk k

∂ ∂
∂ ∂&

                                                (3.18) 

 
สําหรับ j = 1, …, n  และ k = 1, …, m. 

สมการ(3.17) และ สมการ(3.18) เปนเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ที่
จะนําไปแกปญหารวมกับตวัคูณลากรางค (Lagrange Multipliers) jλ (t) , และ Control Inputs uk(t) 
เราสามารถหาความสัมพันธของตวัแปรที่ไมทราบคาของเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary 
Conditions) ไดหลายทาง 
สําหรับ 

 

i i 1 n 1 mx =f (x ,...,x ,u ,...u ,t),     i=1,...,n&                                              (3.19) 
 

เนสเซสเซอรคีอนดิชัน (necessary conditions) ของสมการ(3.19) 
 

1

L fλ =- - λ ,     j=1,...,nij x xj j

n

i

i
=

∂ ∂
∂ ∂∑&                                           (3.20) 

 

1

L f+ λ =0,     k=1,...,miu uk k

n

i

i
=

∂ ∂
∂ ∂∑                                              (3.21) 

 
จาก เนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ และ สมการ
พีชคณิต (Differential and Algebraic Equations) ที่มีการระบุเง่ือนไขขอบเขตที่เวลาตางกนัสอง
เวลาแบบนี้ จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขของเขตสองจุด (TPBVP: Two Point Boundary 
Valued Problem) 
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กําหนดสมการระดับขั้นความเสรอัีนดับสองของระบบสปริง มวลและตัวหนวง 
 

 
 

ภาพประกอบ 1 ระบบระดับขั้นความเสรอัีนดับสองของระบบมวล สปริงและตัวหนวง 
 

ในงานศึกษาวิจัยน้ีสําหรับการหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรไดนําตัวอยาง
ของสมการการเคลื่อนที่ของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสองของระบบมวล สปริงและตัวหนวงซึ่ง
มีสมการดังน้ี 
 

Ax=Bu&                    (3.22) 
 
จัดรูปใหอยูในเมตริกซ A  และB  
 

-1 -1

2

-M C -M K
A=

I 0
 
 
 

           (3.23) 

 

1

2

1 0
m

10B=
m

0 0
0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 

            (3.24) 

 
จัดรูปเมตริกซของM ,C  และ K  เปน 

1

2

m 0
M=

0 m
 
 
 

                                                           (3.25) 
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1 2 2

2 2 3

c +c -c
C=

-c c +c
 
 
 

                                                     (3.26) 

 

1 2 2

2 2 3

k +k -k
K=

-k k +k
 
 
 

                                                     (3.27) 

 
จากสมการ(3.22) สามารถเขียนสมการอนุพันธอันดับที่สองไดตามกฎขอที่สองของนิวตัน (Second 
Law of Newton) สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ MKS ดังน้ี 
กรณีที่ 1  1 2m =2.0,m =1.0 , 1 2 3c =c =c =1.0 , 1 2 3k =k =k =1.0  
กรณีที่ 2  1 2m =2.0,m =1.0 , 1c =1.0 , 2c =2.0 , 3c =3.0 , 1 2 3k =k =k =1.0  
 
เง่ือนไขขอบเขต(boundary conditions) 

( )T
0x(t )= 0 0 0 0  และ ( )T

fx(t )= 11 0 0   
ที่ 0t =0  และ ft =1.0  
 

กําหนดสมการระดับขั้นความเสรอัีนดับสี่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวง 

 
 

ภาพประกอบ 2 ระบบระดับขั้นความเสรอัีนดับสี่ของระบบมวล สปรงิและตวัหนวง 
 
 ในงานศึกษาวิจัยน้ีสําหรับการหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรไดนําตัวอยาง
ของสมการการเคลื่อนที่ของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสี่ของระบบมวล สปริงและตัวหนวงซึ่งมี
สมการดังน้ี 
 

Mq+Cq+Kq=U&& &              (3.28)                     
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เม่ือ M,C และ K เปนเมตริกซของ มวล ตวัหนวงและคาคงที่ของสปริง และ ( )TU= 0 0 0 0   
จัดรูปใหอยูในเมตริกซ เปน 

1

2

3

4

m 0 0 0
0 m 0 0

M=
0 0 m 0
0 0 0 m

 
 
 
 
 
 

           (3.29) 

 

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

4 4 5

c +c -c 0 0
-c c +c -c 0

C=
0 -c c +c -c
0 0 -c c +c

 
 
 
 
 
 

         (3.30) 

 

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

4 4 5

k +k -k 0 0
-k k +k -k 0

K=
0 -k k +k -k
0 0 -k k +k

 
 
 
 
 
 

                                 (3.31) 

 
สําหรับ 4 สมการอนุพันธอันดับสอง ในสมการสามารถเขียนอยูในรูป 8 สมการอนุพันธอันดับหน่ึง 
ในรูปของตัวแปร X ซ่ึง เมตริกซ A และ B ของระบบเปน 
 








 −−
=

−−

0I
KMCM

A
4

11

                                                   (3.32) 

 

1

1B= 0 0 0 0 0 0 0
m
 
 
 

  ,                                        (3.33) 

 
 
จากสมการ(3.23) สามารถเขียนสมการอนุพันธอันดับที่สองไดตามกฎขอที่สองของนิวตัน (Second 
Law of Newton) สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ MKS ดังน้ี 
กรณีที่ 1  1 3 2 4m =m =2.0, m =m =1.0 , 1 2 3 4 5c =c =c =c =c =1.0 , 1 2 3 4 5k =k =k =1.0, k =k =2.0  
กรณีที่ 2  1 3 2 4m =m =2.0, m =m =1.0 , 1 2 3 4 5c =1,c =2,c =3,c =4,c =5 , 

1 2 3 4 5k =k =k =1.0, k =k =2.0  
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เง่ือนไขขอบเขต(boundary conditions) 

( )T
0x(t )= 0 0 0 0 0 0 0 0 และ ( )T

fx(t )= 1 1 1 1 0 0 0 0   
ที่ 0t =0  และ ft =1.0  
  

ปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยการพิจารณาโดยตรง สําหรับสมการระดับขั้นความ
เสรีอันดับสองของระบบสปริง มวลและตัวหนวง 

 
ภาพประกอบ 3 แรงกระทําที่มวลแตละกอนของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสองของระบบมวล 

สปริงและตวัหนวง 
 
   1. กรณีตัวหนวงมีคาคงที่ ( )1 2c =c  คาตัวแปรก็ใชหนวยของ MKS 
  จากรูปกําหนดใหมีคา    1c =1           1k =1             1m =2       
      2c =1          2k =1              2m =1      
      3c =1          3k =1 
 
โดยมีเง่ือนไขการเคลื่อนที่คือ      1 2x x>  
เริ่มตนจากการคํานวณหาสมการการเคลือ่นที่ของระบบ (Equation of Motion : EOM) 
จากกฎขอที่สองของนิวตัน    
 
 F=ma∑                                                                (3.34) 
 
พิจารณามวลกอนที่   1  จะไดสมการดังน้ี 
 
 +→   1 1F=m x∑ &&            (3.35) 
 
 ( ) ( )1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1u +c x -c x -x +k x -k x -x =m x& & & & & &&               (3.36) 
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 ( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
1

1x = u +c x -c x -x +k x -k x -x
m

  && & & & & &         (3.37) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 [ ]1 1 1 2 2x =0.5 u -x +2x +x&& & &            (3.38) 
 
 [ ]1 1 2 2x =0.5 u +x +x&& & &                      (3.39) 
 
 
พิจารณามวลกอนที่   2  จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   2 2F=m x∑ &&            (3.40) 
 
 ( ) ( )2 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2 2 2u +c x -x -c x +k x -x -k x =m x& & & &&          (3.41) 
 

 ( ) ( )2 2 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2
2

1x = u +c x -x -c x +k x -x -k x
m

  && & & &         (3.42) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 2 2 1 2 1 2x =u +x -2x +x -2x&& & &            (3.43) 
 
 2 2 1 2 1 2x =u +x -2x +x -2x&&& & && && & &                     (3.44) 
 

จากสมการ   Minimum direct Jerk = 
f

o

1 2
2 2

t
x + x dt

t
  ∫ &&& &&&   

 

 =
[ ]( )

( )

2
1

1 2 2

2
0 2 1 2 1 2

0.5 u +x +x
dt

+ u +x -2x +x -2x

 
 
 
 
∫

& && &

& && && & &
                (3.45) 
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 2. กรณีตัวหนวงมีคาเพิ่มขึ้นตามลําดับ ( )1 2c <c  คาตัวแปรก็ใชหนวยของ MKS 
  จากรูปกําหนดใหมีคา    1c =1           1k =1             1m =2        
      2c =2           2k =1              2m =1  
      3c =3           3k =1 
 
โดยมีเง่ือนไขการเคลื่อนที่คือ      1 2x x>  
เริ่มตนจากการคํานวณหาสมการการเคลื่อนที่ของระบบ (Equation of Motion : EOM) 
จากกฎขอที่สองของนิวตัน                        
  
 F=ma∑                                                                (3.46) 
 
พิจารณามวลกอนที่   1  จะไดสมการดังน้ี 
 
 +→   1 1F=m x∑ &&            (3.47) 
 
 ( ) ( )1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1u +c x -c x -x +k x -k x -x =m x& & & & & &&               (3.48) 
 

 ( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
1

1x = u +c x -c x -x +k x -k x -x
m

  && & & & & &         (3.49) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 [ ]1 1 1 2 2x =0.5 u -x +2x +x&& & &            (3.50) 
 
 [ ]1 1 2 2x =0.5 u +x +x&& & &                      (3.51) 
 
 
พิจารณามวลกอนที่   2  จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   2 2F=m x∑ &&            (3.52) 
 
 ( ) ( )2 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2 2 2u +c x -x -c x +k x -x -k x =m x& & & &&          (3.53) 
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 ( ) ( )2 2 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2
2

1x = u +c x -x -c x +k x -x -k x
m

  && & & &         (3.54) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 2 2 1 2 1 2x =u +x -2x +x -2x&& & &            (3.55) 
 
 2 2 1 2 1 2x =u +x -5x +x -2x&&& & && && & &                      (3.56) 

จากสมการ   Minimum direct Jerk = 
f

o

1 2
2 2

t
x + x dt

t
  ∫ &&& &&&   

 =
[ ]( )

( )

2
1

1 2 2

2
0 2 1 2 1 2

0.5 u +x +x
dt

+ u +x -5x +x -2x

 
 
 
 
∫

& && &

& && && & &
                (3.57) 

 

ปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยการพิจารณาโดยตรง สําหรับสมการระดับขั้นความ
เสรีอันดับสี่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวง 

 
ภาพประกอบ 4 แรงกระทําที่มวลแตละกอนของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสี่ของระบบมวล สปริง

และตัวหนวง 
 
 1. กรณีตัวหนวงมีคาคงที่ ( )1 2 3 4 5c =c =c =c =c  คาตัวแปรก็ใชหนวยของ MKS 
กําหนดให 

1c =1       1k =1      1m =2     

2c =1       2k =1      2m =1   

3c =1       3k =1      3m =2   

4c =1       4k =2     4m =1    

5c =1       5k =2         
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โดยมีเง่ือนไขการเคลื่อนที่คือ      1 2 3 4x x x x> > >  
เริ่มตนจากการคํานวณหาสมการการเคลือ่นที่ของระบบ (Equation of Motion : EOM)   
พิจารณามวลกอนที่   1 จะไดสมการดังน้ี 
 
 +→   1 1F=m x∑ &&            (3.58) 
 
 ( ) ( )1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1u +c x -c x -x +k x -k x -x =m x& & & & & &&               (3.59) 
 

 ( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
1

1x = u +c x -c x -x +k x -k x -x
m

  && & & & & &         (3.60) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 [ ]1 1 2 2x =0.5 u -x +x&& &            (3.61) 
 
 [ ]1 1 2 2x =0.5 u +x +x&& & && &                      (3.62) 
 
พิจารณามวลกอนที่   2  จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   2 2F=m x∑ &&            (3.63) 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 1 2 3 2 3 3 3 3 2 2u +c x -x +k x -x -c x -x -k x -x =m x& & & & &&        (3.64) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 2 1 2 3 3 3 2 2 3
2

1x = u +c x -x +k x -x -c x -x -k x -x
m

  && & & & &        (3.65) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 2 2 1 2 1 2 3 3x =u +x -2x +x -2x +x +x&& & & &           (3.66) 
 
 2 2 1 2 1 2 3 3x =u +x -2x +x -2x x x+ +&&& & && && & & && &                          (3.67) 
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พิจารณามวลกอนที่  3 จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   3 3F=m x∑ &&            (3.68) 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 3 2 3 4 3 4 4 3 4 3 3u +c x -x +k x -x -c x -x -k x -x =m x& & & & &&        (3.69) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 2 3 4 3 4 4 3 4
3

1x = u +c x -x +k x -x c x -x -k x -x
m

−  && & & & &        (3.70) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 [ ]3 3 2 3 2 3 4 4x =0.5 u +x -2x +x -2x +x +x&& & & &          (3.71) 
 
 [ ]3 3 2 3 2 3 4 4x =0.5 u +x -2x +x -2x +x +x&&& & && && & & && &               (3.72)
         
พิจารณามวลกอนที่   4 จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   4 4F=m x∑ &&            (3.73) 
 
 ( ) ( )4 4 3 4 4 3 4 5 4 5 4 4 4u +c x -x +k x -x -c x -k x =m x& & & &&         (3.74) 
 

 ( ) ( )4 4 4 3 4 4 3 4 5 4 5 4
4

1x = u +c x -x +k x -x c x -k x
m

−  && & & &         (3.75) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 4 4 3 4 3 4x =u +x -2x +x -2x&& & &                (3.76) 
 
 4 4 3 4 3 4x =u +x -2x +x -2x&&& & && && & &                                 (3.77) 
 

จากสมการ   Minimum direct Jerk = 
f

o

2 2 2 2
1 2 3 4

t
x + x x + x dt

t
 + ∫ &&& &&& &&& &&&    
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[ ]( )
( )

[ ]( )
( )

2
1 2 2

21
2 1 2 1 2 3 3

2
0 3 2 3 2 3 4 4

2
4 3 4 3 4

0.5 u -x +x

+ u +x -2x +x -2x +x +x
= dt

+ 0.5 u +x -2x +x -2x +x +x

u +x -2x +x -2x

 
 
 
 
 
 
 + 

∫

& && &

& && && & & && &

& && && & & && &

& && && & &

         (3.78) 

 
 2 กรณีตัวหนวงมีคาเพิ่มขึ้นตามลําดับ ( )1 2 3 4 5c <c <c <c <c คาตัวแปรก็ใชหนวยของ 
MKS 
กําหนดให 

1c =1       1k =1      1m =2     

2c =2       2k =1      2m =1    

3c =3       3k =1      3m =2  

4c =4       4k =2      4m =1    

5c =5       5k =2          
 
โดยมีเง่ือนไขการเคลื่อนที่คือ      1 2 3 4x x x x> > >  
เริ่มตนจากการคํานวณหาสมการการเคลือ่นที่ของระบบ (Equation of Motion : EOM)   
พิจารณามวลกอนที่   1 จะไดสมการดังน้ี 
 
 +→   1 1F=m x∑ &&            (3.79) 
 
 ( ) ( )1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1u +c x -c x -x +k x -k x -x =m x& & & & & &&               (3.80) 
 

 ( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
1

1x = u +c x -c x -x +k x -k x -x
m

  && & & & & &         (3.81) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 [ ]1 1 1 2 2x =0.5 u -x +2x +x&& & &            (3.82) 
 [ ]1 1 2 2x =0.5 u +x +x&& & &                      (3.83) 
 
พิจารณามวลกอนที่   2  จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   2 2F=m x∑ &&            (3.84) 
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 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 1 2 3 2 3 3 3 3 2 2u +c x -x +k x -x -c x -x -k x -x =m x& & & & &&        (3.85) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 2 1 2 3 3 3 2 2 3
2

1x = u +c x -x +k x -x -c x -x -k x -x
m

  && & & & &        (3.86) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 2 2 1 2 1 2 3 3x =u +2x -5x +x -2x +3x +x&& & & &           (3.87) 
 
 2 2 1 2 1 2 3 3x =u +2x -5x +x -2x 3x x+ +&&& & && && & & && &                          (3.88) 
 
พิจารณามวลกอนที่  3 จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   3 3F=m x∑ &&            (3.89) 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 3 2 3 4 3 4 4 3 4 3 3u +c x -x +k x -x -c x -x -k x -x =m x& & & & &&        (3.90) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 2 3 3 2 3 4 3 4 4 3 4
3

1x = u +c x -x +k x -x -c x -x -k x -x
m

  && & & & &        (3.91) 

 
แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 [ ]3 3 2 3 2 3 4 4x =0.5 u +3x -7x +x -3x +4x +2x&& & & &          (3.92) 
 
 [ ]3 3 2 3 2 3 4 4x =0.5 u +3x -7x +x -3x +4x +2x&&& & && && & & && &                          (3.93)
   
พิจารณามวลกอนที่   4 จะไดสมการดังน้ี 
 
 →+   4 4F=m x∑ &&            (3.94) 
 
 ( ) ( )4 4 3 4 4 3 4 5 4 5 4 4 4u +c x -x +k x -x -c x -k x =m x& & & &&         (3.95) 
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 ( ) ( )4 4 4 3 4 4 3 4 5 4 5 4
4

1x = u +c x -x +k x -x c x -k x
m

−  && & & &         (3.96) 

แทนคาเงื่อนไข  c ,k และ m แลวหาอนุพันธุอันดับสาม จะได 
 
 4 4 3 4 3 4x =u +4x -9x +2x -4x&& & &                (3.97) 
 
 4 4 3 4 3 4x =u +4x -9x +2x -4x&&& & && && & &                                 (3.98) 
 

จากสมการ   Minimum direct Jerk = 
f

o

2 2 2 2
1 2 3 4

t
x + x x + x dt

t
 + ∫ &&& &&& &&& &&&    

  

 

[ ]( )
( )

[ ]( )
( )

2
1 1 2 2

21
2 1 2 1 2 3 3

2
0 3 2 3 2 3 4 4

2
4 3 4 3 4

0.5 u -x +2x +x

+ u +2x -5x +x -2x +3x +x
= dt

+ 0.5 u +3x -7x +x -3x +4x +2x

u +4x -9x +2x -4x

 
 
 
 
 
 
 + 

∫

& && && &

& && && & & && &

& && && & & && &

& && && & &

         (3.99) 

 
จากสมการที่ (3.45), (3.57), (3.78) และ (3.99) นําไปทําการวิเคราะหและหาคําตอบของสมการใน
บทที่ 4 ตอไป    
 
 
  



บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

 
 
 ในการวิจัยศึกษาครั้งน้ี ผูวิจัยนําเสนอหัวขอตอไปน้ี 

1. ผลการวิจัยปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยวิธีทางตรงสําหรับสมการระดับขั้นความ
เสรีอันดับสองของระบบสปริง มวลและตัวหนวงโดยมีแรงกระทําตลอดทั้งระบบ 

2. ผลการวิจัยปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยวิธีทางตรงสําหรับสมการระดับขั้นความ
เสรีอันดับสี่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวงโดยมีแรงกระทําตลอดทั้งระบบ 

 

ผลการวิจัย 
 ผลการวิจัยน้ีไดทําการหาคาความนิ่มนวลสูงสุดโดยการพิจารณาโดยตรง(Minimum 
Direct Jerk)  ในการแกปญหาพลศาสตรความเหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธอันดับสูง(Higher 
Order Derivative)  โดยกําหนดใหระบบการเคลื่อนที่แบบเชิงเสน (Linear of Dynamic Systems) 
ของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสอง (Two Degree-of-Freedom) และระบบระดับขั้นความเสรี
อันดับสี่ (Four Degree-of-Freedom) ของสปริง มวล และ ตัวหนวง (Spring-Mass-Damper) ที่มี
ภาระกระทําตลอดทั้งระบบ (Fully Actuated System) ดังที่จะนํามาสูผลการวิจัยตอไปน้ี 

1. ผลการวิจัยปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยวิธีทางตรงสําหรับสมการระดับข้ัน
ความเสรีอันดับสองของระบบสปริง มวลและตัวหนวงโดยมีแรงกระทําตลอดทั้งระบบ 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 5 ระบบระดบัขั้นความเสรอัีนดับสองของ สปริง มวลและตวัหนวง 
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ภาพประกอบ 6 แสดงแรงที่กระทําตอมวลแตละกอนระบบระดบัขัน้ความเสรีอันดับสอง 
 

  1.1 กรณีตัวหนวงมีคาคงที่ ( )1 2c =c จากสมการ (3.45) จะไดสมการการเคลื่อนที่ 
(Equation of Motion: EOM) ของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสองของ สปริง มวลและตัวหนวง 
ดังน้ี  

คาความนิ่มนวลสูงสุด   = 
f

0

t
1 2
2 2

t

x +x dt  ∫ && &&         

 

   =
[ ]( )

( )

2
1

1 2 2

2
0 2 1 2 1 2

0.5 u +x +x
dt

+ u +x -2x +x -2x

 
 
 
 
∫

& && &

& && && & &
                       (4.1) 

 
  กําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) โดยกําหนดใหเวลาและ
ตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ 
Control Input ตองมีเง่ือนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0x(t )=x , 0t  คือเวลา
เริ่มตน และเวลาสุดทาย f fx(t )=x , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 

 
เง่ือนไขขอบเขต 
 0t =0           1t =1   

   1x (0 )=0      1x (1)=1  
   2x (0)=0      2x (1)=1         (4.2) 
   1x (0 )=0&               1x (1 )=0&       
   2x (0)=0&      2x (1)=0&  

 
  ในขั้นตอนตอไปจึงจะนําสมการ (4.1) และ (4.2) ไปแกปญหาโดยใชโปรแกรมเชิงเสน 
(Linear Programming) ที่พัฒนาซอฟตแวรโดย ทวิวัชร วีระแกลว ซ่ึงจะไดผลดังตอไปน้ี 
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ภาพประกอบ 7 กราฟแสดงการกระจัด [ ( )ix t ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 

สองที่คา 1 2c = c  
 

  จากภาพประกอบ 7 พบวา m1 และ m2 ถูกกระทําใหเคลื่อนที่จากจุด t0=0 ไปยัง tf=1 
ดวยแรงกระทํา [u1(t)] และ [u2(t)] ผลที่ไดคือคาการกระจัดของ m2 มีคามากกวา m1 ตลอด
ระยะเวลา 0<t<1 
 

 
 
ภาพประกอบ 8 กราฟแสดงความเร็ว [ ( )ix t& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 

    สองที่คา 1 2c = c  
 
  จากภาพประกอบ 8 พบวาคาความเร็วของ m2 สูงกวา m1 ในชวง 0<t<0.43 จนกระ
ทั้งคาความเร็วเทากันและหลังจากนั้นคาความเร็วลดลงโดยที่คาของ m2 ต่ํากวา m1 ในชวง 
0.43<t<1 และเปนศูนยทั้งคู เม่ือ tf=1 
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ภาพประกอบ 9 กราฟแสดงความเรง [ ( )ix t&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 

สองที่คา 1 2c = c  
 

  จากภาพประกอบ 9 พบวาคาความเรงของ m2 และ m1 ลดลงตลอดชวง 0<t<1 หรือ
เกิดคาความหนวง และมีคาความหนวงมากสุดที่ tf=1 โดย m1 มีคาความหนวงมากกาว m2  
 

 
 

ภาพประกอบ 10 กราฟแสดงความนิ่มนวล [ ix (t)&&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรี 
อันดับสองที่คา 1 2c = c  

 
  จากภาพประกอบ 10 พบวาคาความนิ่มนวลของ m1 มีคาความนิ่มนวลต่ํากวา m2  แต 
m1 เกิดการเปลี่ยนแปลงคาความนิ่มนวลมากกวา m2  
 
  1.2 กรณีตัวหนวงมีคาเพิ่มขึ้นตามลําดบั ( )1 2c <c  จากสมการ (3.57) จะไดสมการ
การเคลื่อนที่ (Equation of Motion: EOM) ของระบบ ระดับขั้นความเสรีอันดับสองของสปริง มวล 
และตวัหนวง ดังน้ี  
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คาความนิ่มนวลสูงสุด = 
f

o

2 2
1 2

t
x + x dt

t
  ∫ &&& &&&         

   =
[ ]( )

( )

2
1

1 1 2 2

2
0 2 1 2 1 2

0.5 u -x +2x +x
dt

+ u +2x -5x +x -2x

 
 
 
 
∫

& && && &

& && && & &
              (4.3) 

 
  เรากําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) โดยกําหนดใหเวลา
และตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ 
Control Input ตองมีเง่ือนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0x(t )=x , 0t  คือเวลา
เริ่มตน และเวลาสุดทาย f fx(t )=x , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 

 
เง่ือนไขขอบเขต 
 0t =0           1t =1   

   1x (0 )=0      1x (1)=1  
  2x (0)=0      2x (1)=1         (4.4) 
  1x (0 )=0&               1x (1 )=0&       
  2x (0)=0&      2x (1)=0&  

 
  ในขั้นตอนตอไปจึงจะนําสมการ (4.3) และ (4.4) ไปแกปญหาโดยใชโปรแกรม Linear 
Programming ที่พัฒนาซอฟตแวรโดย ทวิวัชร วีระแกลว ซ่ึงจะไดผลดังตอไปน้ี 
 

 
ภาพประกอบ 11 กราฟแสดงการกระจัด [ ix (t) ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 

สองที่คา 1 2c < c  
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  จากภาพประกอบ 11 พบวา m1 และ m2 ถูกกระทําใหเคลื่อนที่จากจุด t0=0 ไปยัง tf=1 

ดวยแรงกระทาํ [u1(t)] และ [u2(t)] ผลที่ไดคือคาการกระจัดของ m2 มีคามากกวา m1 ตลอดระยะเวลา 
0<t<1 
 

 
 

ภาพประกอบ 12 กราฟแสดงความเร็ว [ ix (t)& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 
    สองที่คา 1 2c < c  
  
  จากภาพประกอบ 12 พบวาคาความเร็วของ m2 สูงกวา m1 ในชวง 0<t<0.43 จนกระ
ทั้งคาความเร็วเทากันและหลังจากนั้นคาความเร็วลดลงโดยที่คาของ m2 ต่ํากวา m1 ในชวง 
0.43<t<1 และเปนศูนยทั้งคู เม่ือ tf=1  
 

 
 

ภาพประกอบ 13 กราฟแสดงความเรง [ ix (t)&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 
    สองที่คา 1 2c < c  
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     จากภาพประกอบ 13 พบวาคาความเรงของ m2 และ m1 ลดลงตลอดชวง 0<t<1 หรือ
เกิดคาความหนวง และมีคาความหนวงมากสุดที่ tf=1 โดย m1 มีคาความหนวงมากกาว m2 

 

 
 

ภาพประกอบ 14 กราฟแสดงความนิ่มนวล [ ix (t)&&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรี 
อันดับสองที่คา 1 2c < c  

  
  จากภาพประกอบ 14 พบวาคาความนิ่มนวลของ m1 มีคาความนิ่มนวลต่ํากวา m2  

และคาใกลเคียงกันที่ tf=1  แต m1 เกิดการเปลี่ยนแปลงคาความนิ่มนวลมากกวา m2 ตลอดการ
เคลื่อนที่ 
 
 2. ผลการวิจัยปญหาความนิ่มนวลสูงสุดโดยวิธีทางตรงสําหรับสมการระดับขั้นความเสรีอันดับ
ส่ีของระบบสปริง มวลและตัวหนวงโดยมีแรงกระทําตลอดทั้งระบบ 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 15 ระบบระดบัขั้นความเสรอัีนดับสี่ของสปริง มวล และตัวหนวง 
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ภาพประกอบ 16 แสดงแรงที่กระทําตอมวลแตละกอน กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 

ส่ีของสปริง มวล และตวัหนวง 
 
  2.1 กรณีตัวหนวงมีคาคงที่ ( )1 2 3 4 5c =c =c =c =c จากสมการ (3.78) สมการการ
เคลื่อนที่ (Equation of Motion: EOM) ของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสี่ของสปริง มวล และตัว
หนวง ดังน้ี     

คาความนิ่มนวลสูงสุด = 
f

o

2 2 2 2
1 2 3 4

t
x + x x +x dt

t
 + ∫ &&& &&& &&& &&&      

 

        = 

[ ]( )
( )

[ ]( )
( )

2
1 2 2

21
2 1 2 1 2 3 3

2
0 3 2 3 2 3 4 4

2
4 3 4 3 4

0.5 u -x +x

+ u +x -2x +x -2x x +x
dt

0.5 u +x -x +x 2x x +x

+ u +x -2x +x -2x

 
 
 +
 
 + − + 
 
 

∫

& && &

& && && & & && &

& && && & && && &

& && && & &

                     (4.5) 

 
   เรากําหนดปญหาของเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Condition) โดยกําหนดใหเวลา
และตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ 
Control Input ตองมีเง่ือนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0x(t )=x , 0t  คือเวลา
เริ่มตน และเวลาสุดทาย f fx(t )=x , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
 
เง่ือนไขขอบเขต 
 0t =0           ft =1   

   1x (0 )=0      1x (1)=1  
  2x (0)=0      2x (1)=1         (4.6) 
  3x (0)=0      3x (1)=1  



 64

  4x (0)=0      4x (1)=1   
  1x (0 )=0&               1x (1 )=0&       
  2x (0)=0&      2x (1)=0&  
  3x (0)=0&               3x (1)=0&       
  4x (0)=0&      4x (1)=0&  

   
  ในขั้นตอนตอไปจึงจะนําสมการทั้งสองวิธีไปแกปญหาโดยใชโปรแกรมเชิงเสน (Linear 
Programming) ที่พัฒนาซอฟตแวรโดย ทวิวัชร วีระแกลว ซ่ึงจะไดผลดังตอไปน้ี 
 

 
 

ภาพประกอบ 17 กราฟแสดงการกระจัด [ ix (t) ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 

ส่ีที่คา 1 2 3 4c c= = =c c  
  
  จากภาพประกอบ 17 พบวา m1 , m2  ,m3 และ m4 ถูกกระทําใหเคลื่อนทีจ่ากจุด t0=0 
ไปยัง tf=1 ดวยแรงกระทํา [u1(t)]  , [u2(t)]  , [u3(t)] และ [u4(t)] ผลที่ไดคือคาการกระจัดของ m4 >m1  
>m3 > m2 ตลอดระยะเวลา 0<t<1 
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ภาพประกอบ 18 กราฟแสดงความเร็ว [ ix (t)& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 
ส่ีที่คา 1 2 3 4c c= = =c c  

 
  จากภาพประกอบ 18 พบวาคาความเร็วของ m4 >m1  >m3 > m2 ในชวง 0<t<0.47 
จนกระทั้งคาความเร็วเทากันและหลังจากนั้นคาความเร็วลดลงโดยที่คาของ m4 <m1  <m3 < m2 
ในชวง 0.47<t<1 และทั้งหมดเปนศูนย เม่ือ tf=1 
 

 
 

ภาพประกอบ 19 กราฟแสดงความเรง [ ix (t)&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 
ส่ีที่คา 1 2 3 4c c= = =c c  

  
  จากภาพประกอบ 19 พบวาคาความเรงของ m1 ,m2 ,m3 และ m4 ลดลงตลอดชวง 
0<t<1 หรือเกิดคาความหนวงและมีคาความหนวงมากสุดที่ tf=1 โดย  m2>m3>m1>m4  
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ภาพประกอบ 20 กราฟแสดงความนิ่มนวล [ ix (t)&&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรี 
อันดับสี่ที่คา 1 2 3 4c c= = =c c  

 
  จากภาพประกอบ 20 พบวาคาความนิ่มนวลของ m1 มีคาความนิ่มนวลใกลเคียง m3 
และคาความนิ่มนวลของ m2 มีคาความนิ่มนวลใกลเคียง m4 เชนกัน แต m1 และ m3 เกิดการ
เปลี่ยนแปลงคาความนิ่มนวลมากกวา m2 และ m4 ตลอดการเคลื่อนที่ 
 
 
  2.2 กรณีตัวหนวงมีคาเพิ่มขึ้นตามลําดับ ( )1 2 3 4 5c <c <c <c <c จากสมการ (3.99) 
สมการการเคลื่อนที่ (Equation of Motion: EOM) ของระบบระดับขั้นความเสรีอันดับสี่ของสปริง 
มวล และตัวหนวง ดังน้ี     

คาความนิ่มนวลสูงสุด = 
f

o

2 2 2 2
1 2 3 4

t
x + x x +x dt

t
 + ∫ &&& &&& &&& &&&      
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2
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0.5 u -x +2x +x

+ u +2x -5x +x -2x +3x +x
= dt

+ 0.5 u +3x -7x +x -3x +4x +2x

u +4x -9x +2x -4x

 
 
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 
 
 
 + 

∫

& && && &
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& && && & &

                (4.7) 

 
  เรากําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) โดยกําหนดใหเวลา
และตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ 
Control Input ตองมีเง่ือนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0x(t )=x , 0t  คือเวลา
เริ่มตน และเวลาสุดทาย f fx(t )=x , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
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เง่ือนไขขอบเขต 

 0t =0           ft =1   
   1x (0 )=0      1x (1)=1  
  2x (0)=0      2x (1)=1         (4.8) 
   3x (0)=0      3x (1)=1  
   4x (0)=0      4x (1)=1   
  1x (0 )=0&               1x (1 )=0&       
   2x (0)=0&      2x (1)=0&  
   3x (0)=0&               3x (1)=0&       
   4x (0)=0&      4x (1)=0&  

 
  ในขั้นตอนตอไปจึงจะนําสมการทั้งสองวิธีไปแกปญหาโดยใชโปรแกรมเชิงเสน (Linear 
Programming) ที่พัฒนาซอฟตแวรโดย ทวิวัชร วีระแกลว ซ่ึงจะไดผลดังตอไปน้ี 
 

 
 

ภาพประกอบ 21 กราฟแสดงการกระจัด [ ix (t) ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 
ส่ีที่คา 1 2 3 4c c< < <c c  

 
  จากภาพประกอบ 21 พบวา m1 , m2  ,m3 และ m4 ถูกกระทําใหเคลื่อนที่จากจุด 
t0=0 ไปยัง tf=1 ดวยแรงกระทํา [u1(t)]  , [u2(t)]  , [u3(t)] และ [u4(t)] ผลที่ไดคือคาการกระจัดของ 
m4 >m2  >m3 > m1 ตลอดระยะเวลา 0<t<1 
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ภาพประกอบ 22 กราฟแสดงความเร็ว [ ix (t)& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 
    ส่ีที่คา 1 2 3 4c c< < <c c  
 
 จากภาพประกอบ 22 พบวาคาความเรว็ของ m4 >m2  >m3 > m1 ในชวง 0<t<0.43 จนกระ
ทั้งคาความเรว็เทากันและหลังจากนั้นคาความเร็วลดลงโดยที่คาของ m4 <m2  <m3 < m1 ในชวง 
0.43<t<1 และทั้งหมดเปนศูนย เม่ือ tf=1 
 

 
 

ภาพประกอบ 23 กราฟแสดงความเร็ว [ ix (t)&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรีอันดับ 
ส่ีที่คา 1 2 3 4c c< < <c c  

 
  จากภาพประกอบ 23 พบวาคาความเรงของ m1 ,m2 ,m3 และ m4 ลดลงตลอดชวง 
0<t<1 หรือเกิดคาความหนวงและมีคาความหนวงมากสุดที่ tf=1 โดย  m1>m3>m2>m4 
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ภาพประกอบ 24 กราฟแสดงความนิ่มนวล [ ix (t)&&& ] เทียบกับเวลา กรณีระบบระดับขั้นความเสรี 
อันดับสี่ที่คา 1 2 3 4c c< < <c c  

 
  จากภาพประกอบ 24 พบวาคาความนิ่มนวลของ m1 มีคาความนิม่นวลใกลเคียง m3 
และแตกตางจากคาของ m2 และ m4 อยางชัดเจน ตลอดการเคลื่อนที ่
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บทที่ 5 
สรุปผล อภิปรายผลและขอเสนอแนะ 

 
 

สรุปผล 

 
 จากการใชซอฟตแวรเชิงเสนที่พัฒนาโดย พ.ท.ผศ.ดร.ทวิวัชร  วีระแกลว มาแกปญหาของ
ความนิ่มนวลสูงสุดที่เปนสมการอนุพันธอันดับสูงดวยการพิจารณาโดยตรง (Minimum Direct Jerk) 
ในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดมาใชในการหาคําตอบที่ตองการ ในการแกปญหาพลศาสตรความ
เหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธุอันดับสูง  รูปแบบของปญหาที่ทําการกําหนดขึ้นนี้เพ่ือหาคาของ 
Control Input u(t)  และ ตัวแปร State x(t)  ที่ทําใหวัตถุประสงคที่ตองการความนิ่มนวลสูงสุดเปน
จริง ในการศึกษาวิจัยน้ีใชกรณีที่กําหนดเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed 
End Points) โดยกําหนดใหทั้ง States และ Control  Input ตองมีเง่ือนไขขอบเขตสําหรับแกปญหา  
โดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0x(t )=x  และเวลาสุดทายที่พิจารณา f fx(t )=x การระบุเง่ือนไขขอบเขตที่
เวลาตางกันสองเวลาแบบนี้ เรียกวาปญหาเงื่อนไขของเขตสองจุด (TPBVP : Two Point Boundary 
Valued Problem)  การวิจัยน้ีทําการหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรของสมการการ
เคลื่อนที่ของระบบ สปริง มวล และตัวหนวง (A Spring – Mass – Damper System) ที่เปนสมการ
อันดับสูงที่เปนระดับขั้นความเสรีอันดับสองและระดับขั้นความเสรีอันดับสี่   
 จากการใชวิธีการระเบียบเชิงตัวเลขมาแกปญหานี้จะ งาย รวดเร็ว และหาผลลัพธของ
ปญหาความนิ่มนวลที่สุดที่เปนสมการอนุพันธอันดับสูงดวยการพิจารณาโดยตรง (Minimum Direct 
Jerk) สามารถคํานวณหาคาตัวแปร States คือคาการกระจัด 1 2 3 4x (t),x (t),x (t),x (t)  คาความเร็ว 

1 2 3 4x (t) ,x (t) ,x (t) ,x (t)  คาความเรง 1 2 3 4x (t) ,x (t) ,x (t) ,x (t)&& && && &&  และคาความนิ่มนวล 

1 2 3 4x (t) ,x (t) ,x (t) ,x (t)&&& && &&& &&& ได ในขณะเดียวกันเราสามารถคํานวณหาคา Control Input 
คือ 1 2 3 4u (t) ,u (t) ,u (t) ,u (t)  เทียบกับเวลาไดเชนเดียวกัน โดยสามารถหาคําตอบของสมการ
อันดับสูงที่เปนเชิงเสนได เม่ือพิจารณาระบบพลศาสตรที่ มีแรงกระทําตลอดทั้งระบบ (Fully 
Actuated System) ดังเชนระบบการเคลื่อนที่ของหุนยนต (Robotic Systems) 
 

อภิปรายผล 
  
 จากการวิจัยและใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา วิธีการหาคาความนิ่มนวล
สูงสุดดวยการพิจารณาโดยตรงในการแกปญหาที่เปนเปนเชิงเสนของระบบพลศาสตรที่เปนสมการ
อนุพันธุอันดับสูงที่มีระดับขั้นความเสรีอันดับสองและอันดับสี่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวงนั้น
สามารถนําวิธีการนี้ไปใชแกปญหาได โดยสามารถคํานวณหาคาตัวแปร States คือคาการ



 71

กร ะ จั ด 1 2 3 4x (t),x (t),x (t),x (t)    ค า ค ว าม เ ร็ ว  1 2 3 1 4x (t),x (t),x (t),x (t),x (t)& & & & &  ค า ค ว าม เ ร ง 
1 2 3 4x (t),x (t),x (t),x (t)&& && && &&  และ คาความนิ่มนวล 1 2 3 4x (t),x (t),x (t),x (t)&&& &&& &&& &&&  ได ในขณะเดียวกันเรา

สามารถคํานวณหา Control Input คือภาระ 1 2 3 4u (t),u (t),u (t),u (t)  เทียบกับเวลาไดเชนเดียวกัน 
โดยสามารถหาคําตอบของ สมการอันดับสูงที่เปนระดับสองขั้นความเสรีระดับสี่ขั้นความเสรีได  
 การวิจัยน้ีทําการหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรของสมการการเคลื่อนที่ของ
ระบบ สปริง มวล และตัวหนวง (A Spring – Mass – Damper System) ที่เปนสมการอันดับสูงที่
เปนระดับขั้นความเสรีอันดับสองและระดับขั้นความเสรีอันดับสี่ โดยกําหนดใหเปนสองกรณีคือ กรณี
ที่ 1 2 3 4c c c c= = =  และกรณีที่ 1 2 3 4c c c c< < <  พบวาคาการกระจัด ความเร็ว ความเรงและคา
ความนิ่มนวล น้ันสามารถใชโปรแกรมคํานวณหาคาไดหมด แตลักษณะกราฟจะมีคาแตกตางกันอัน
เปนผลมาจากคาตัวหนวงที่เรากําหนดให  กลาวคือระบบที่มีคาความหนวงที่แตกตางกัน จะทําใหคา
ความนิ่มนวลเริ่มตนและคาความนิ่มนวลสุดทายมีคาแตกตางกันมากกวาระบบที่มีคาความหนวง
เทากัน เม่ือดูจากกราฟแสดงคาความนิ่มนวลแตละกรณีในบทที่ 4 

 
ขอเสนอแนะ 
 
 จากผลงานวิจัยน้ีไดแสดงใหเห็นวาการหาคาความนิ่มนวลสูงสุดที่เปนสมการอนุพันธ
อันดับสูงดวยการพิจารณาโดยตรง (Minimum Direct Jerk) หาคาความเหมาะสมสูงสุดมาใชในการ
หาคําตอบที่ตองการ สําหรับระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear Dynamic Systems) ไดอยาง
แนนอน อยางไรก็ตามในปญหาของระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear Dynamic 
Systems) ก็สามารถมาใชเพ่ือหาผลลัพธของปญหาที่มีความซับซอนมากขึ้นในอนาคต โดยคาดวา
การหาคําตอบจะมีความสอดคลองหรือใกลเคียงกัน นอกจากนี้วิธีการการหาคาความนิ่มนวลสูงสุดที่
เปนสมการอนุพันธอันดับสูงดวยการพิจารณาโดยออม (Minimum Indirect Jerk) ก็นาจะทําใหการ
หาคําตอบไดงายและรวดเร็วขึ้นและคาดวาจะใหผลลัพธที่ใกลเคียงกัน 
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