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  ในงานวิจัยนี้ทั้งการใชพลังงานที่นอยที่สุดและนิ่มนวลที่สุดกับการกําหนดฟงกชันของความ

กระดาง ซึ่งความนิ่มนวลเปนที่ตองการในหลายระบบพลศาสตรดวยกัน อาทิเชน ความนิ่มนวลของ

การขับข่ีรถยนต ความนิ่มนวลในการทํางานของหุนยนตที่เกี่ยวของกับวัสดุที่เปราะบาง เสียรูปทรงได

งาย แตอยางไรก็ตามไดมีนักวิจัยสวนมากสนใจศึกษาเกี่ยวกับการใชพลังงานนอยที่สุด และนักวิจัยอีก

หลายทานใหความสนใจในเรื่องของความนิ่มนวลของระบบหรือทั้งความนิ่มนวลและประหยัดพลังงาน 

ในงานวิจัยนี้ผูวิจัยสนใจที่จะนําเสนอความสัมพันธที่งาย ไมซับซอน และใกลเคียงกันระหวางการหาคา

ความนิ่มนวลที่สุดทางตรง และการหาคาความนิ่มนวลที่สุดทางออม โดยกําหนดใหระบบและตัวแปร

ข้ึนกับเวลา เพื่อเปนทางเลือกที่เหมาะสมที่สุดในการแกปญหา การหาคาความเหมาะสมสูงสุดสําหรับ

ฟงกชันวัตถุประสงคของความนิ่มนวลที่สุดทางตรงและความนิ่มนวลที่สุดทางออมเปนวิธีการหาคา

ความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรรวมกันกับการหาผลลัพธจากระเบียบวิธีทางตัวเลข ดังนั้น

ผูวิจัยจึงใชสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุมวล 2กอน สปริง และตัวหนวง เปนแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรเพื่อเปรียบเทียบวิธีการแกปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรงและวิธีทางออมวา

คําตอบที่ไดจากการคํานวณจะมีคาผลเฉลยความนิ่มนวลที่สุดใกลเคียงกันหรือไม 

 จากการวิจัยพอสรุปไดวา ปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออมใหผลลัพธจากระเบียบวิธี

ทางตัวเลขไดอยางเหมาะสม งายกวา เร็วกวา และผลลัพธที่ไดเหมือนกันกับปญหาความนิ่มนวลที่สุด

โดยวิธีทางตรง   
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 In this thesis, Both the minimum energy consumption and smoothness, which is 

quantified as a function of jerk, are generally needed in many dynamic systems such as the 

automobile and the pick-and-place robot manipulator that handles fragile equipments.  

Nevertheless, many researchers come up with either solely concerning on the minimum 

energy consumption or minimum jerk trajectory. This research paper proposes a simple yet 

very interesting relationship between the minimum direct and indirect jerks approaches in 

designing the time-dependent system yielding an alternative optimal solution. Extremal 

solutions for the cost functions of direct and indirect jerks are found using the dynamic 

optimization methods together with the numerical approximation. This is to allow us to 

simulate and compare visually and statistically the time history of control inputs employed 

by minimum direct and indirect jerk designs.   

 By considering minimum indirect jerk problem, the numerical solution becomes 

much easier and yields to the similar results as minimum direct jerk problem 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหาที่ทําวิจัย 
 ในปจจุบันหุนยนตและเทคโนโลยียานยนตไดออกแบบโดยใหความสําคัญของการประหยัด

พลังงานหรือความนิ่มนวลที่ดีที่สุดของการเคลื่อนที่ ซึ่งไดมีการพิจารณาในหลายๆวิธีในการออกแบบ

ของหุนยนตและความนิ่มนวลที่สุดของการขับข่ีรถยนตซึ่งรวมทั้งวิธีใชพลังงานนอยที่สุดและความนิ่ม

นวลที่สุด อยางไรก็ตามในการศึกษาของหุนยนตคือความตองการที่จะทํางานใหราบเรียบ นิ่มนวล เพื่อ

ไมใหเกิดความเสียหายทั้งตัวอุปกรณและวัสดุที่เปราะบางที่ถูกหยิบ จับ อีกทั้งยังตองการการประหยัด

พลังงานในบางชวงหรือตลอดการทํางาน ในลักษณะของงานที่กลาวมานั้นผูวิจัยตองการหาคาตํ่าสุด

ของความกระดาง (Jerk) ในการเคล่ือนที่ของหุนยนตเพื่อใหเกิดการเคล่ือนที่ที่นิ่มนวลและจะไดนําไป

หาความเหมาะสมสูงสุดของในการใชพลังงานของหุนยนตไดตอไป 

 โดยท่ัวไปรูปแบบของปญหาระบบพลศาสตรจะประกอบดวยสมการการเคล่ือนที่ เงื่อนไข

เร่ิมตน และเงื่อนไขขอบเขต สวนในงานวิจัยนี้ไดสนใจที่จะรวมปญหาทั้งหมดเขากับเงื่อนไข Two-

Point-Boundary-Value-Problem ซึ่งทั้งหมดของปญหาไดรวมเปนวัตถุประสงคของการแกปญหา 

จุดมุงหมายหลักของหุนยนตคือการวิ่งใหไดคาของพลังงานที่ตํ่าที่สุดเพื่อนําไปออกแบบใหมีคาตัวแปร

ในการเคลื่อนที่ที่ตํ่าที่สุดตลอดการเคลื่อนที่ ในการคนควาไดแสดงใหเห็นวามีผูวิจัยหลายทานที่ไดทํา

การวิจัยเร่ืองการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของพลังงานตลอดจนความนิ่มนวลที่สุดตลอดการทํางาน

ของระบบ จากกฎขอที่สองของนิวตัน ไดอธิบายความสัมพันธระหวางความเรงกับผลรวมของแรงซึ่ง

รวมถึง Control Input ของทุกๆระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสนโดยทําการ Differentiation เทียบกับเวลา 

ดังนั้นจึงไดความสัมพันธระหวาง อนุพันธของความเรง ซึ่งเรียกวา Jerk และอนุพันธของผลรวมของ

แรงทั้งหมดซ่ึงรวมถึงอนุพันธของ Control Input ของระบบพลศาสตร ซึ่งในงานวิจัยช้ินนี้ผูวิจัยกําหนด

อนุพันธของ Control Input ที่ข้ึนกับเวลาวา Indirect Jerk 

 อยางไรก็ตามจุดมุงหมายในงานวิจัยช้ินนี้คือการหาความสัมพันธระหวาง Minimum Direct 

Jerk และ Minimum Indirect Jerk โดยการใชวิธีการหาคาความเหมาะสมสูงสุดในหลักการการใช

ความนิ่มนวลที่สุดของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสนเปนฟงกชันวัตถุประสงควาคําตอบที่ไดจากการ

คํานวณทั้งทางตรง (Direct Jerk) และทางออม (Indirect Jerk) จะมีคาผลเฉลยความนิ่มนวลที่สุด

ใกลเคียงกันหรือไม เพื่อเปนแนวทางเลือกใหมในการศึกษาเร่ืองความนิ่มนวลตอไป 
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1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 
   1.2.1  เพื่อนําเอาเทคนิควิธีแกปญหาความนิ่มนวลที่สุดมาประยุกตใชในการเปรียบเทียบ               

การหาความนิ่มนวลทางตรงและทางออมของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน 

           1.2.2 เพื่อพิสูจนถึงทฤษฎีหลักการปญหาการใชความนิ่มนวลที่สุดทั้งทางตรงและทางออม                  

ของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน     

 

1.3  ขอบเขตของการวิจัย 
 1.3.1 การศึกษาวิจัยคร้ังนี้จะนําเอาปญหาความเหมาะสมสูงสุดในหลักการการใชความนิ่ม 

นวลที่ สุดของระบบพลศาสตรที่ เปนเชิงเสน เปนฟงกชันวัตถุประสงค ( Cost 

Functional ) 

 1.3.2  ใชสมการการเคล่ือนที่ของวัตถุมวล 2 กอน ที่มีสปริงและตัวหนวงมาเปนแบบจําลอง

ทางคณิตศาสตร 

 1.3.3 กําหนดสมการใหอยูในรูปอนุพันธอันดับหนึ่ง (First Order Derivative) 

 1.3.4  ใชโปรแกรม แมทแลป (Matlab) ในการโปรแกรมการแกปญหา 

 
1.4  วิธีดําเนินการวิจัยโดยยอ 
 1.4.1  สืบคนขอมูลและทบทวนเอกสารบทปริทรรศนของทฤษฎีงานวิจัยที่เกี่ยวของและสรุป  

        แนวทางที่นาสนใจในการดําเนินการวิจัย 

             1.4.2 ศึกษาลักษณะจําเพาะสมการการเคลื่อนที่ของระบบทางพลศาสตร หลักการ

วิเคราะหสมการการเคล่ือนที่ 

             1.4.3  สรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร คือสมการการเคล่ือนที่ระบบทางพลศาสตร สมการ

อสมการเงื่อนไข กําหนดสภาวะเร่ิมตนและสภาวะสุดทาย เงื่อนไขขอบ และสรางคอส

ฟงกชันนอล (Cost Functional) 

  1.4.4  ใชโปรแกรม แมทแลป (Matlab) เพื่อหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบทาง

พลศาสตร จากแบบจําลองทางคณิตศาสตร 

  1.4.5  สรุปวิเคราะหผลการวิจัย 

  1.4.6  เรียบเรียงเนื้อหาของบทความและรายงานผลการดําเนินการวิจัย 

  1.4.7 จัดทํารูปเลมปริญญานิพนธและตีพิมพเอกสารงานวิจัย 
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1.5  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 
 1.5.1 ผลการวิจัยคร้ังนี้จะใหขอมูลสําหรับการประยุกตเอาหลักการความนิ่มนวลที่สุด 

(Minimum Jerk) ไปใชงานกับปญหาดานพลศาสตรและเปนฐานขอมูลเพื่อ

เปรียบเทียบกับวิธีการแบบอ่ืนๆ 

 1.5.2 ผลการวิจัยคร้ังนี้จะทําใหการใชประโยชนจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถใช

คํานวณหาคําตอบโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของปญหาและยังสามารถนําไปใชหา

คําตอบที่มีลักษณะปญหาที่ใกลเคียงกันได  
  



                                                                                                                                                   

บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

 ในการวิจัยคร้ังนี้ ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตามหัวขอตอไปนี้ 

 1.  ทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เกีย่วของ 

 2.  ทฤษฎีที่เกีย่วของ  
 

2.1 ทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 จากการสืบคนขอมูลและศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของสําหรับการดําเนินการวิจัยคร้ังนี้เปนการ

ทบทวนผลงานวิจัยของบุคคลตาง ๆ ที่ผานมาและมีลักษณะคลายคลึงทั้งสวนภายในประเทศและ

ตางประเทศมีบุคคลที่ไดศึกษาทําวิจัยดังนี้ 

 พลอยไพลิน พิรมโสภา; และคนอ่ืนๆ. (2005) กลาวถึง การเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการ

ใชพลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุดในระบบพลศาสตรโดยใชหลักการของแคลคูลัสความ

แปรปรวนหาเงื่อนไขของคาตํ่าที่สุดและสูงที่สุดและจากการใชระเบียบวิธีทางตัวเลขเพื่อนํามา

แกปญหาทั้งการใชพลังงานนอยที่สุดและการใชความนิ่มนวลที่สุด จะเห็นไดวาปญหาการใชพลังงาน

นอยที่สุดจะอยูในรูปของสมการเชิงเสน (Linear) แตปญหาของความนิ่มนวลที่สุดนั้นไมสามารถหา

คําตอบในรูปแบบของสมการเชิงเสนเนื่องจากเงื่อนไขขอบเขตมีไมเพียงพอ จึงไดนําระเบียบวิธีการทาง

ตัวเลขที่มีชื่อเรียกวา Linear Programing มาใชในการหาคําตอบ ซึ่งคําตอบที่ไดจากการพิจารณาหา

คาความนิ่มนวลสูงสุดนั้นมีความใกลเคียงกับการใชพลังงานนอยที่สุดเปนฟงกชันของคาความ

เหมาะสมสูงสุด กลาวคือไดทั้งความนิ่มนวลและประหยัดพลังงาน 

 ซันนีล เค. อักราวอล; ที. วีระแกลว; และ บี. ซี. ฟาเบียน (Sunil K. Agrawal; T. Veerakleaw;  

& B.C. Fabien. 1998) กลาวถึง การวิเคราะหหาคําตอบของระบบสมการการเคล่ือนที่ที่เปนเสนตรง

และสัมประสิทธิ์ในสมการการเคล่ือนที่เปนคาคงที่ซึ่งถูกกําหนดใหเคล่ือนที่ระหวางจุดสองจุดที่กําหนด 

ใหในระยะเวลาที่กําหนดจากทฤษฎีที่มีอยูเดิมคําตอบที่ไดจะตองทําใหสมการการเคล่ือนที่ และสมการ

ควบคูเปนจริงในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งแตในบทความฉบับนี้ผูเขียนไดเสนอวิธีการใหม 

โดยการเปล่ียนรูปที่สามารถแทนคาตัวแปรสถานะและตัวแปร ควบคุม (State and Control Variable)

เขาไปในฟงกชันที่ตองการหาคาสูงสุดและตํ่าสุดไดผลที่ไดสามารถที่จะนําวิธีการทางตรงและทางออม

มาแกปญหาไดเปนอยางดี 

 ซันนีล เค. อักราวอล; ที. วีระแกลว; และ บี. ซี. ฟาเบียน (Sunil K. Agrawal; T. Veerakleaw; 

&  B.C. Fabien. 1998) ในการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะหปญหาของการหาคาตํ่าสุดและสูงสุดที่เปน
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 ทวิวัชร วีระแกลว (2000) ทําการศึกษาการพัฒนาทางดานทฤษฎีของการหาคาความ

เหมาะสมสูงสุดและวิธีการในการหาคําตอบแบบใหม (Extensions of Optimization Theory and 

Computational Approaches for Higher-Order Dynamic Systems) เปนการใชทฤษฎีระบบเชิงเสน 

(Linear Systems) และไมใชเชิงเสน (Nonlinear Systems) เขียนใหอยูในรูปแบบแคโนนิคอล 

(Canonocal Forms) ซึ่งมีประโยชนมากเมื่อเปรียบเทียบรูปแบบของลําดับที่หนึ่ง (First-Order Form) 

โดยสมการลําดับที่สูงกวาเปนเงื่อนไขบังคับของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน (General Nonlinear 

Constraints) นอกจากนี้การควบคุมแบบยอนกลับที่ตอเนื่องเปนเสนตรง (Linear Continuous  

Feedback Control) ใชอธิบายระบบลําดับที่สูงกวา (Higher Order Systems) แนวความคิดที่

ใกลเคียงกับ Extremals และความแปรปรวนที่สอง (Second Variation) โดยสภาวะที่เพียงพอ 

(Suffcient Condition) จะตองสามารถแสดงเปนคําตอบตอเนื่องที่บอกคาตํ่าสุด (Minimum 

Trajectories) ไดโดยสภาวะที่เหมาะสมที่สุด (Optimality Conditions) สําหรับระบบลําดับที่สูงกวา 

ถูกอธิบายไดสองแบบคือ แคลคูลัสความแปรปรวน (Variation Calculus) ของลําดับที่สูงกวาถูกขยาย

ในคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) และทฤษฎีของ Hamilton-Jacobi เปนทฤษฎีที่ใชหลักการของ

พรอนทริยากิน (Pontryagin’s Principle) ตอจากนั้นผลลัพธที่ไดจากสองวิธีนี้ถูกพิสูจนโดยผาน

โปรแกรมการคํานวณของแคลคูลัสความแปรปรวน โดยทฤษฎีรูปแบบของลําดับที่หนึ่ง สภาวะเหลานี้

ถูกใชเพื่อการแกปญหากระบวนการคํานวณเพื่อใหเขาใกลระบบลําดับที่สูงกวา โปรแกรมถูกพัฒนาให

ใชเปนเคร่ืองมือตรวจสอบความถูกตอง (Benchmark Computations) ระหวางระบบลําดับที่สูงกวา 

และทฤษฎีรูปแบบของลําดับที่หนึ่ง โปรแกรมใชการวิเคราะหทั้งวิธีตรง วิธีออม และใชวิธีคอลโลเคชัน 

(Collocation Method) รวมกับการเขียนโปรแกรมไมเปนเชิงเสน (Nonlinear Programming Solver) 

 ทวิวัชร วีระแกลว (2004) ทําการศึกษาปญหาเร่ืองความเหมาะสมสูงสุดของการใชเวลานอย

ที่สุดของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน (The Minimum Time Problem of Linear Dynamic 

Optimization) โดยใชวิธีการพิจารณาหลายวิธีในการที่ชวยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบวิธีเชิง
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 เอ็ม. ซี. เรโนลด; และ พี. เอช. เมิรก (M.C.Renolds; & P.H.Meckl. 1998) เอกสารฉบับนี้ได

นําเสนอวิธีการแกปญหาความเหมาะสมคาตํ่าที่สุด (Minimum optimization) สูงสุดโดยเปล่ียนใหเปน

ปญหาไทมออปติมอลคอนโทล (Time Optimal Control Problem) แลวใชทั้งสมการกําลังสอง 

(Quadratic) และใชการโปรแกรมเชิงเสน (Linear Programming) จะสามารถคาดเดาการคาเร่ิมตนที่

เหมาะสมในการแกปญหาการควบคุมที่ไดผลสูงสุด (Optimal Control) ของระบบที่ประกอบไปดวย

มวล 2 กอนและสปริง แสดงใหเห็นถึงคุณสมบัติที่นาสนใจในการเปล่ียนสมการเดิมใหเปนสมการกําลัง

สองหรือที่เรียกวาควอดราติคโปรแกรมมิ่ง (Quadratic Programming) 

 จากที่ไดนําเสนองานวิจัยที่เกี่ยวของมาทั้งหมดนั้น พบวาไดมีการศึกษาถึงระบบการเคล่ือนที่

ซึ่งไดผลมาพอสมควรทําใหเกิดแนวทางการทํางานวิจัยใหมเกิดข้ึนทั้งแนวทางใหมเร่ือง Minimum 

Energy , Maximum Energy , Minimum Time โดยใชทฤษฎีของ Optimization of Dynamic 

Systems เขามาแกปญหาในระบบทั้งที่เปนระบบเชิงเสน (Linear Systems) และระบบที่ไมปนเชิงเสน 

(Nonlinear Systems) ซึ่งไดทดสอบและสรุปมาใหเห็นตามงานวิจัยที่ผานมา แตยังไมมีงานวิจัยที่

เปรียบเทียบวิธีการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรงและวิธีทางออมของระบบพลศาสตรที่เปน

เชิงเสน ซึ่งเปนแนวทางใหมในการพิสูจนวาวิธี Indirect Jerk สามารถใชคํานวณหาผลลัพธได

เหมือนกับวิธี Direct Jerk ได 

 

2.2 ทฤษฎีที่เกียวของ  
 2.2.1 แคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส (Calculus of Variations)  
 โดยจะเร่ิมจากระบบข้ันความเสรีเด่ียว (Single-Stage Systems) และระบบหลายระดับ

ข้ันความเสรี (Multistage Systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส 

(Calculus of Variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 
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                                             (2.1)  

 
[ ] ( )

0

, ,ft

t
J x F t x x= ∫ � dt

 ซึ่งเปนการเปล่ียนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous Functions)  ใหเปนจํานวนจริง นั่นคือ

ถากําหนด  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวธิเีชิง

ตัวเลข (Analytical or Numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะข้ึนอยูกับหลายๆฟงกชัน

ตอเนื่อง (Continuous Functions) ก็ไดดังเชน 

( )x t

( )x t

 

                             [ ] ( )
0

1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,ft

n nt nJ x x x F t x x x x x x dt= ∫ � � �… … …                         (2.2) 

 

ฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.2) เปนการเปล่ียนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous Functions) 

หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ  ใหเปนจํานวนจริงนั่นเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริ

เอช่ันส (Calculus of Variations) มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 

Optimization) นั่นก็คือ คนหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 

(Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หาได

เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient Conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอช่ันส (Calculus 

of Variations) มาใชกับไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) จะเกี่ยวของกับจุดเร่ิมตน

และจุดสุดทาย ซึ่งมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้ 

1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x t…

 2.2.1.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเด่ียว (Functionals of a Single Function)  
 เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบข้ันความเสรีเด่ียว (Single-Stage Systems) 

โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
 2.2.1.1.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Time and 
End Points)  
 ถาฟงกชัน  สามารถเปนฟงกชันที่สามารถหาคาอนุพันธอันดับหนึ่ง

และสองไดอยางตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary Conditions)  และ  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชัน

เปาประสงค (Desire Function)  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 

 นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให  เปนฟงกชัน

เปาประสงค (Desire Function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals)  

ถา  ถูกเพิ่มคาดวย  ดังนั้นเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

( , , )F t x x�

fttt ≤≤0

0( ) 0x t = x ( )f fx t x=

( )x t

[ ] ( )
0

, ,ft

t
J x F t x x= ∫ � dt ( )x t

[ ]xJ

( )x t (h t)
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0( ) ( )fh t h t= 0=

JΔ

 

                         [ ] [ ] ( ) ( )
0

, , , ,ft

t
J J x h J x F t x h x h F t x x dt⎡ ⎤Δ = + − = + + −⎣ ⎦∫ �� �                  (2.3) 

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการเปล่ียนแปลงเปน 

 

                                                     
0

ft

t

F FJ h h d
x x

δ ∂ ∂⎛= +⎜ ∂ ∂⎝∫ �
�

t⎞
⎟
⎠

                                            (2.4) 

 

เม่ือ  เปนคาโดยประมาณของ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (2.4) ก็จะพบวา 

Jδ JΔ

 

                               
0

0

f

f

t

tt

F d F F FJ hdt h h
x dt x x x

δ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ � � � t                          (2.5) 

 

เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ก็คือ  ที่  จึงจะ

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) และกําหนดไวอีกวา  จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเนื่องสองคร้ัง นั่นก็หมายความวา  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเมื่อ  ซึ่ง

พบวา 

0=Jδ 0( ) ( ) 0fh t h t= =

F
F d F
x dt x

∂ ∂
−

∂ ∂�
0=Jδ

 

                                                             0F d F
x dt x

∂ ∂
− =

∂ ∂�
                                                     (2.6)  

 

 ซึ่งสมการ (2.6) นี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซึ่งจะทํา

ใหผลเฉลยของ  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  และ 

 ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย

เลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 

( )x t 0( ) 0x t x=

( )f fx t x=

 2.2.1.1.2 กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End 
Time, Variable End Points)  
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 แตกตางกับกรณี (2.2.1.1.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ (2.3-

2.5) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  และ  ไมไดถูกกําหนดไว

ตายตัว และ  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน 

(Necessary Conditions) เปน 

0( )x t ( )fx t

0( ), ( )fh t h t

 

                                                             0F d F
x dt x

∂ ∂
− =

∂ ∂�
                                                     (2.7) 

 

                                                                  
0

0t
F
x

∂
=

∂�
                                                           (2.8) 

 

                                                                  0
ft

F
x

∂
=

∂�
                                                           (2.9) 

 

 ซึ่งสมการ (2.7-2.9) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซึ่งจะทํา

ใหผลเฉลยของ  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  และ  ซึ่ง

สามารถหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 

( )x t 0( )x t ( )fx t

 2.2.1.1.3 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  
 กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แ ต ก็ มี

วิธีการหาคําตอบคลายๆ กับกรณี (2.2.1.1.1) ถา  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire Function) ที่

เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals)  ถา  ถูกเพิ่มคาดวย  

ดังนั้นก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional)  เปน 

( )x t

[ ]xJ ( )x t ( )h t

JΔ

 

                        

[ ] [ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0

0 0

0

      , , , ,

      , , , ,

         , , , ,

f f f

f

f f

f

t t t

t t t

t

t

t t t t

t t

J J x h J x

F t x h x h dt F t x x dt

F t x h x h F t x x dt

F t x h x h dt F t x h x h dt

δ

δ

δ δ

+

+

+ +

Δ = + −

= + + −

⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦

+ + + − + +

∫ ∫

∫

∫ ∫

�� �

�� �

� �� �

               (2.10) 

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
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( )

( )
0

0 0

, ,

       , ,

f

f

t

t ft

t

F FJ h h dt F t x h x h
x x

F t x h x h t

tδ δ

δ

∂ ∂⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

− + +

∫ � ��
�
��

                      (2.11) 

 

เม่ือ  เปนคาโดยประมาณของ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (2.11) ก็จะพบวา 

Jδ JΔ

 

                              
( ) ( )

0
0

0 0        , , , ,

f

f

f

t

tt

t f t

F d F F FJ hdt h h
x dt x x x

F t x h x h t F t x h x h t

δ t

δ δ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ + + − + +

∫ � � �
� �� �

                    (2.12) 

 

เมื่อ  และ  ดังนั้นสมการ (2.12) เขียนไดเปน 
0 00 0( ) t th t x x tδ δ= − � ( )

f ff t th t x x t fδ δ= − �

 

                             
0

0

0 0        

f

f

f

t

t tt

t f t

F d F F FJ hdt x x
x dt x x x

F FF x t F x t
x x

δ δ

δ δ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ � � �

� �
� �

δ ⎞
⎟
⎠                      (2.13) 

 

 เม่ือเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ก็คือ  ที่ , , , 

และ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิ

ชัน (Necessary Conditions) และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 

0=Jδ ( )h t
ftxδ

0t
xδ

ftδ 0tδ

                                                            0F d F
x dt x

∂ ∂
− =

∂ ∂�
                                                    (2.14) 

 

                         
0 0

0,  0,  0,  0
f ft t t t

F F F FF x F x
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
�

� � � �
=�                 (2.15) 

 

 ซึ่งจุดสุดทายที่ และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย  สามารถคํานวณไดจาก

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
ftt ,0 0( ), ( )fx t x t

 2.2.1.2 ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of N Functions) 
 เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage 

Systems) โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
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 2.2.1.2.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Times and 
End Points)  
 ถาฟงกชัน  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองได

อยางตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

Conditions)  และ  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 

(Desire Function)  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 

 นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให  เปนฟงกชัน

เปาประสงค (Desire Function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) คือ 

( 1 1, , , , ,nF t x x x x� �… … )n

fttt ≤≤0

0( )i i1x t x= 2( )i f ix t x=

( ), 1, ,ix t i n= …

[ ] ( )
0

, ,ft

t
J x F t x x= ∫ � dt ( )x t

 

                                     [ ] (
0

1 1 1, , , , , , , ,ft

n nt
)nJ x x F t x x x x d= ∫ � �… … … t                               (2.16) 

 

 ถา    ถูกเพิ่มคาดวย   และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับ

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ดังนั้น  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของ

ฟงกชันนอล (Functional)  เปน 

( ), 1, ,ix t i n= … ( ), 1, ,ih t i n= …

0( ) ( )i i fh t h t 0= =

JΔ

 

                            

[ ] [ ]
( )
( )0

1 1 1

1 1 1 1

1 1

, , , ,

, , , , , ,
      

, , , , , ,
f

n n n

t n n n n

t
n n

J J x h x h J x x

F t x h x h x h x h
dt

F t x x x x

Δ = + + −

⎡ ⎤+ + + +
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−⎣ ⎦

∫

… …
� �� �… …

� �… …

                   (2.17) 

 

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

 

                                                 
0 1

f
nt

i it
i i i

F FJ h
x x

δ
=

⎛ ∂ ∂
= +⎜ ∂ ∂⎝

∑∫ �
�

h dt
⎞
⎟
⎠

                                        (2.18) 

 

เม่ือ   เปนคาโดยประมาณของ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (2.18) ก็จะพบวา 

Jδ JΔ

 

                            
0

0 1 1

f

f

n nt

i i tt
i ii i i i

F d F F FJ h dt h
x dt x x x

δ
= =

⎛ ⎞ ⎡∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ i th

⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣

∑ ∑∫ � � � ⎦
                  (2.19) 
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เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ก็คือ  ที่ จึงจะ

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) และกําหนดไวอีกวา จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเนื่องสองคร้ังนั่นก็หมายความวา  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเมื่อ  ดังนั้น

พบวา 

0=Jδ 0( ) ( ) 0i i fh t h t= =

F

i i

F d F
x dt x
∂ ∂

−
∂ ∂�

0=Jδ

 

                                                     0,  1, ,
i i

F d F i
x dt x

n∂ ∂
− = =

∂ ∂
…

�
                                         (2.20) 

 

ซึ่งสมการ (2.20) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลย

ของ  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  และ  ซึ่ง

เราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-Cauchy) ได 

( )ix t 0( )i i1x t x= 2( )i f ix t x=

 2.2.1.2.2 กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End 
Time and Variable End Points)  
 แตกตางกับกรณี (2.2.1.2.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ 

(2.17-2.19) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  และ  ไมไดถูก

กําหนดไวตายตัว และ  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน 

(Necessary Condition) เปน 

0( )ix t ( )i fx t

0( ), ( )i ih t h t f

 

                                                    0,  1, ,
i i

F d F i
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

…
�

n                                           (2.21) 

 

                                                        
0

0 ,  1, ,t
i

F i
x

n∂
= =

∂
…

�
                                                (2.22) 

 

                                                         0,  1, ,
ft

i

F i
x

n∂
= =

∂
…

�
                                               (2.23) 

 

 ซึ่งสมการ (2.21-2.23) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซึ่งจะ

ทําใหผลเฉลยของ  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions)  และ  

ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-Cauchy) ไดเชนกัน 

( )ix t 0( )ix t ( )i fx t
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 2.2.1.2.3 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  
 กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มวีธิกีาร

หาคําตอบคลายๆ กับกรณี (2.2.1.2.1) ถา  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 

Function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals)  ถา  ถูก

เพิ่มคาดวย  ดังนั้นก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional)  เปน 

( ),  1, ,ix t i n= …

],,[ 1 nxxJ … ( )ix t

( )ih t JΔ

 
[ ] [ ]

( )
( )

0 0

0

1 1 1

1 1 1 1

1 1

, , , ,

      , , , , , ,

         , , , , , ,

f f

f

n n n

t t

n n n nt t

t

n nt

J J x h x h J x x

F t x h x h x h x h d

F t x x x x dt

δ

δ

+

+

Δ = + + −

= + + + +

−

∫

∫

… …

� �� �… …

� �… …

t

t

 

  

                                           (2.24) 

( )
( )

( )
( )

0

0 0

0

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , , ,
 

, , , , , ,

         , , , , , ,

          , , , , , ,

f

f f

f

t n n n n

t
n n

t t

n n n nt

t t

n n n nt

F t x h x h x h x h
J d

F t x x x x

F t x h x h x h x h dt

F t x h x h x h x h dt

δ

δ

+

+

⎡ ⎤+ + + +
⎢ ⎥Δ =
⎢ ⎥−⎣ ⎦

+ + + + +

− + + + +

∫

∫

∫

� �� �… …

� �… …

� �� �… …

� �� �… …

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

 

                              ( )
( )

0

0

1

1 1 1 1

1 1 1 1 0

       , , , , , ,

       , , , , , ,

f

f

nt

i it
i i i

n n n n t f

n n n n t

F FJ h h dt
x x

F t x h x h x h x h t

F t x h x h x h x h t

δ

δ

δ

=

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+ + + + +

− + + + +

∑∫ �
�

� �� �… …

� �� �… …

                    (2.25)  

 

 เม่ือ  เปนคาโดยประมาณของ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้น

เมื่อทําการอินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (2.25) ก็จะพบวา 

Jδ JΔ

                        ( )
( )

0
0

0

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 0

        , , , , , ,

        , , , , , ,

f

f

f

n n nt

i i tt
i i ii i i i

n n n n t f

n n n n t

F d F F FJ h dt h
x dt x x x

F t x h x h x h x h t

F t x h x h x h x h t

δ

δ

δ

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎡ ⎤+ + + + +⎣ ⎦
⎡ ⎤− + + + +⎣ ⎦

∑ ∑ ∑∫ � � �

� �� �… …

� �� �… …

i th
⎞
⎟
⎠

             (2.26)  
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เมื่อ  และ  ดังนั้นสมการ (2.26) จะเปน 
0 00 0( )i i t i th t x x tδ δ= − � ( )

f fi f i t i t fh t x x tδ δ= − �

 

                     
0

0

0

1 1 1

0
1 1

        

f

f

f

n n nt

i i tt
i i ii i i i

n n

i t f i t
i ii i

F d F F FJ h dt x
x dt x x x

F FF x t F x t
x x

δ δ

δ δ

= = =

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+ − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

� � �

� �
� �

i txδ
⎞
⎟
⎠            (2.27) 

 

เม่ือ  ที่ , , , และ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

Conditions) ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) เปน 

0=Jδ ( )ih t
ftixδ

0tixδ 0tδftδ

 

                                                   0,  1, ,
i i

F d F i
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

…
�

n                                            (2.28) 

 

และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) เปน 

 

                           
0

0
1 1

0,  0,  1, ,

 0,  0,  1, ,

f

f

t t
i i

n n

i t i t
i ii i

F F i n
x x

F FF x F x i
x x= =

∂ ∂
= = =

∂ ∂

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
− = − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

…
� �

� � …
� �

n

)f

                   (2.29) 

 ซึ่งจุดสุดทายที่  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย  สามารถคํานวณได

จากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
ftt ,0 0( ), (i ix t x t

 2.2.2 ไดนามิกสออปติไมเซชัน (Dynamic Optimization) 
 ระบบควบคุมทางวิศวกรรมทั้งหมดเปนระบบที่ข้ึนอยูกับเวลา โดยทั่วไปจะอยูในรูปของ

สมการเชิงอนุพันธที่ไดมาจากกฎของฟสิกส ตัวอยางเชน การเคลื่อนของยานยนตสามารถหาไดโดยกฎ

ของกลศาสตรหรือกฎของเทอรโมไดนามิกสระบบที่กลาวถึงเรียกโดยรวมวาระบบพลศาสตรซึ่งเขียนให

อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธคือ 

 

                                       ( )1 1, , , , , , ,  1, ,i i n mx x x u u t i= ƒ =� … … … n

if

                                 (2.30) 

 

 เม่ือ t  คือเวลา,  คือตัวแปรสถานะ (State Variable)ของระบบดังเชน พิกัดเจนเนอเรไลซ 

โคออดิเนต , ตัวแปรควบคุมปอนเขา (Control Input) คือ ฟงกชันทั่วไปที่ไมเปนเชิงเสนของตัว
ix

iu
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ix iu

( ) ( )tutu m,,1 …

( )txi

ux =�� x

21 xx =� ux =2�

( ) ( )tutu m,,1 …

 

                                     (2.31)  ( ) ( ) tduuxxtLuuxxt f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 …………J

 

 เม่ือ  คือเวลาเร่ิมตน,  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) 

ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ ซึ่งจะข้ึนอยูกับเวลาสุดทาย (Final Time) และ

สภาวะสุดทาย (Final State) ของระบบ สวนที่สองคือ  เปนสวนที่

ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป (Time History) ของตัวแปรสถานะ (State Variables) และตัวแปรควบคุม 

(Control Variables) โดยที่  และ  คือฟงกชันที่ไมเปนเชิงเสนหรือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear 

Functions) ของตัวแปรสถานะ(State Variables) และตัวแปรควบคุมหรือคอนโทรลวาริเอเบิล 

(Control Variables) และเปนความสัมพันธกันทางฟสิกสไปสูปญหาทางวิศวกรรมศาสตรที่จะศึกษา

ตอไป 

0t ft

),,,( 1 nxxt …Φ

tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 ……

Φ L

 การแกปญหาความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตรหรือไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic 

Optimization) นั้นนอกจากจะอาศัยพื้นความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static Optimization) 

แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจทางดานแคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส (Calculus of Variations) 

จากหัวขอ 2.2 เปนอยางมากอีกดวย ปญหาของการหาเวลาที่ผานไปของตัวแปรควบคุมปอนเขาที่

สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับของสมการที่ (2.30) สามารถหาคําตอบไดจากวิธีแคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส
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 ระบบทางพลศาสตร (Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกัน

ตามระดับข้ันความเสรี (Degree of Freedom) นั่นก็คือ ระบบข้ันความเสรีเด่ียว (Single-Stage 

Systems) และระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage Systems) สวนดานวิธีการหาคําตอบของ

ปญหาไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) นั้นแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน 

คือ วิธีตรงหรือวิธีไดเรคท (Direct Methods) และวิธีออมหรือวิธีอินไดเรคท (Indirect Methods)  
 2.2.2.1 ปญหาการกําหนดเวลาสุดทายคงที่ (Fixed Final Time) 

                    ขอปญหาที่กลาวถึงในตอนนี้เปนไปตามสาระสําคัญดังนี้ (1) ระบบพลศาสตรที่

อธิบายดังสมการที่ (2.30), (2) คอสฟงกชันนอลสําหรับคาที่นอยที่สุดกําหนดโดยสมการที่ (2.31), (3) 

เวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทายกําหนดไวตายตัว และ (4) ตองระบุสถานะเร่ิมตน (Initial States) 

 ตัวอยางเชน รถไฟที่เคล่ือนขบวนไปมาระหวางสองเมือง และกําหนดเวลาเขาและ

เวลาออกจากแตละสถานี  ซึ่งอาจจะวางแผนการเดินรถโดยกําหนดเปาประสงคในเร่ืองการใชเวลาที่

นอยที่สุด หรือ ในทางกลับกันอาจะกําหนดการใชกําลังงานใหคุมคาที่สุด  ตอเราจะมาพิจารณาปญหา

สามประเภทในตอนนี้คือ (a) ปญหาที่กําหนดสถานะสุดทาย , (b) ปญหาที่สถานะ

สุดทาย ถูกบังคับใหอยูในแนวของพื้นผิวที่กําหนด, (c) ตัวแปรควบคุม (Control 

Variables) และตัวแปรสถานะ (State Variables) สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่มีความสัมพันธกับทุก

ชวงเวลา 
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 2.2.2.1.1  ปญหาท่ีกาํหนดสถานะสุดทาย (Final State are Prescribed) 
                  เปนปญหาที่มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตัว เทอม 

ในสมการ จะคงที่และไมมีผลเกี่ยวของใดๆกับการหาความเหมาะสมที่สุดหรือออปติไมซเซชัน 

(Optimization) เทอม   จะถูกตัดทิ้งไปในสมการที่ (2.31) ซึ่งเราจะไดฟงกชันนอลใหม 

(Functional) เปน 
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 เม่ือ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดังนั้นการเปล่ียนแปลงของ

ฟงกชันเปนดังนี้ 
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 แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่  และ ,  ทําใหเรา

เขียนเทอมตางๆ ของสมการ (2.34) แยกสวนยอยไดเปน 
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 เมื่อทําการเปล่ียนแปลงคาของ และ ,  ถา  และ 

สําหรับ  และ  ดวยการแทนสมการ (2.35) กลับเขาไปใน

สมการดังกลาวทําใหเราไดเงื่อนไขที่จําเปนหรือเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) 

 (บางคร้ังเรียกโคสเตต (Costates)) และตัวแปรควบคุมปอนเขาหรือคอนโทรลอินพุต (Control 

Inputs)  สามารถหาคาไดโดยการใชสมการสถานะหรือสเตทอีเควชัน (State Equations) คือ

สมการ (2.30) จํานวน  สมการ, สมการโคสเตทหรือสมการสถานะรวม (Costate Equations) คือ
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 2.2.2.1.2  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface) 
                              ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน  เมื่อ 

 ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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 เม่ือ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ  

เขียนเปน 
lυ L′
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 เม่ือ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เม่ือ

ทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี้ 

( )tiλ
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เม่ือทําการเปล่ียนแปลงคาของ ,  และคาขอบ (Boundary Values)    จะทําให 

, คาการเปล่ียนแปลง  ถา ,  และ 

 ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) 

 และคอนโทรลอินพุต (Control Inputs)  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State 

Equations) จํานวน  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือสมการ (2.41) จํานวน  

สมการ และแอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality equations) คือสมการ (2.42) จํานวน  

สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First Order Different Equations) อยูจํานวน  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความ

จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน  เงื่อนไข และตอง

กําหนดสภาวะสุดทาย  ดวย สวน โคสเตต (Costate)  สามารถคํานวณไดจากสมการ 

(2.43) สวนคา  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ  ในสมการ  
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 2.2.2.1.3  ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Ailiary Constraints)   
 สําหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and 

Control Variables) จําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทาง

คณิตศาสตรเปน และ  โดยอยูในชวงระหวาง  และ 

 ซึ่งที่สภาวะสุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่ เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 

 และ  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ  เขียนเปน lυ L′
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 เม่ือ  และ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชัน

ของเวลา เมื่อทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
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 เมื่อทําการเปล่ียนแปลงคาของ , และคาขอบ (Boundary Values) จะทําใหเกดิ

คาการเปล่ียนแปลงของ  ถา ,  และ 

 ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) , โคสเตต (Costate) ,คอนโทรลอินพุต (Control 

Inputs) , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  และ สามารถหาคาไดโดย 

( )tx j ( )tjλ

( )tuk ( )tlμ lυ

การใชสเตตอีเควชัน (State Equations) จํานวน  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) 

คือสมการ (2.48) จํานวน  สมการ และเเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.46) จํานวน สมการ, 

คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint Equations)  จํานวน  สมการ 

และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-Point Constraint Equations) จํานวน  สมการ ทําใหมี

สมการเชิงอนุพันธ (Different Equations) อยูจํานวน  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary 

Equations) จํานวน  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน  

เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่  และโคสเตต (Costate)  สามารถคํานวณไดจากสมการ 

(2.49)  
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 2.2.2.2  เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  
 เวลาเร่ิมตนคือ  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed Start Time) แตเวลาสุดทาย  มี

การแปรผัน (Variable End Time) และมีการระบุสภาวะเร่ิมตนไวแลว  ตามลําดับ 

เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกสออปติไมซเซชัน 

(Dynamic Optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย  ถูกกําหนดไว

ตายตัว สภาวะสุดทาย  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และ

0t ft

( ) ( )fn txtx ,,01 …

( ) ( )fnf txtx ,,1 …

( ) ( )fnf txtx ,,1 …
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 2.2.2.2.1  สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
 ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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 เม่ือ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและ

สภาวะเร่ิมตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
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 เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.51) ก็จะทําใหเราสามารถหาเนสเซสเซอรี

คอนดิชัน (Necessary Conditions) ไดดังนี้ 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) 

 (บางคร้ังเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control Inputs)  และเวลาสุดทาย 

 สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) จํานวน  สมการ, โคสเตตอีเควชัน 

(Costate Equations) คือสมการ (2.52) จํานวน  สมการ และแอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ 

(2.53) จํานวน  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือสมการ (2.54) ทํา

ใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First Order Different Equations) อยูจํานวน  สมการ และมี

สมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมี

การกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่

เวลา  และ  ดวย 
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 2.2.2.2.2สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ (Final States Lie On a 
Constraint Surface)  
 ปญหานี้ ใ ห อ ยู ใ น เ ทอมทา งค ณิตศาสตร ไ ด เ ป น  

เมื่อ  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ  เขียนเปน lυ L′
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 เม่ือ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลาเมื่อ

เวลาสุดทายแปรผัน (Variable End Time) ดังนั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันและไดเนสเซสเซอ

รีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ดังนี้ 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) , โคสเตต (Costates) , คอนโทรลอินพุต (Control 

Inputs)  และเวลาสุดทาย  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือ

สมการ (2.30) จํานวน  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือสมการ (2.58) จํานวน  

สมการ และแอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.59) จํานวน  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary Conditions) คือสมการ (2.61) มีสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations) อยูจํานวน 

 สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน  สมการ การหาผลเฉลยนี้มี
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n2

0t ( )fj tλ

 2.2.2.2.3  ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)  
 สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and Control Variables) จําเปน

จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 

 และ  โดยอยูในชวงระหวาง  และ  ซึ่งที่สภาวะ

สุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน  และ 

 ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ  เขียนเปน lυ L′

 

                       

( ) ( )

( ) ( )[ ]

( ) ( )∑

∑
′

=

=

+

−ƒ+

=′

p

r
mnrr

n

i
imnii

mnmn

uuxxtgt

xuuxxtt

uuxxtLuuxxtL

1
11

1
11

1111

,,,,,,                                   

,,,,,,                                   

,,,,,,,,,,,,

……

�……

…………

μ

λ                  (2.63) 

 

 เม่ือ  และ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชัน

ของเวลา เมื่อเวลาสุดทายมีการแปรผัน (Variable End Time) ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของ

ฟงกชันนอล (Functional) ดังนี้ 
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เมื่อเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการก็จะทําใหเราสามารถหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน 

(Necessary Conditions) ไดดังนี้ 

 

                                    nj
x
g

xx
L n

i

p

r j

r
r

j

i
i

j
j ,,1 ,

1 1

…� =
∂
∂

−
∂
∂ƒ

−
∂
∂

−= ∑ ∑
=

′

=

μλλ                             (2.65) 

 

                                      mk
u
g

uu
L p

r k

r
r

n

i k

i
i

k

,,1 ,0
11

…==
∂
∂

+
∂
∂ƒ

+
∂
∂ ∑∑

′

==

μλ                              (2.66) 

 

                                           nj
x
s

x
f

f

t

p

l j

l
l

j
tj ,,1 ,

1
…=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
Φ∂

= ∑
=

υλ                                    (2.67) 

 

                                    0
111

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ƒ+++

∂
∂

+
∂
Φ∂ ∑∑∑

=

′

==
ft

n

i
ii

p

r
rr

p

l

l
l gL

t
s

t
λμυ                           (2.68) 

 

 ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State Variables) , โคสเตต (Costate) ,คอนโทรล

อินพุต (Control Inputs) , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers)  และเวลา

สุดทาย  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State Equations) คือสมการ (2.30) จํานวน  

สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate Equations) คือสมการ (2.65) จํานวน  สมการ และเเอดดิชัน

นอลอีเควชันคือสมการ (2.66) จํานวน  สมการ คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint Equations) 

 จํานวน  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

Conditions) คือสมการ (2.68) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations) อยูจํานวน  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 
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 2.2.3 การเพิ่มของหลักการนอยท่ีสุด (Extensions of The Minimum Principle) 
 จุดประสงคของหัวขอนี้เปนการเสนอใหหลักการนอยที่สุดสําหรับคาเหมาะสมที่สุดในการ

ควบคุมในกรณี  . หลักการนอยที่สุดจะกลายมาจากการใชทฤษฎีฮามิลตัน-จาโคบี เปนการ

เร่ิมตนที่กวางออกไปจากของหลักการพรอนทริยากินที่สามารถนําไปใชไดกับระบบอนุพันธอันดับสูง 

p >1 

1

 2.2.3.1 ทฤษฎีฮามิลตัน-จาโคบี (Hamilton-Jacobi Theory) 
 ในกลุมนี้แหลงที่มาซ่ึงกวางออกไปจากหลักการพรอนทริยากินเปนการแสดงใน2

ข้ันตอน ข้ันแรก กําหนดเงื่อนไขบังคับของตัวแปรควบคุมไมข้ึนกับเวลาและตัวแปร นั่นคือ u  ที่ u
เปนที่รับไดของ  ความเหมาะสมของเงื่อนไขในกรณีนี้ไดนํามาจากการพิสูจน ข้ันสอง กําหนด

เงื่อนไขที่พิจารณาใหข้ึนกับเวลาและตัวแปร นั่นคือ  ในคําส่ังได

ทําใหส้ันลงโดยกําหนด  

u∈

( )u t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 -, , ,..., pu A t x t x t x t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦
( )( )-1(1)x( ) ( ) ( ) ... ( )pT Tt x t x t x t= T

กําหนดเงื่อนไขบังคับ u   2.2.3.1.1 
 เราฝงปญหาในปญหาที่ใหญกวาโดยกําหนด 
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                   (2.69) 

 

เมื่อ  เปนจุดเร่ิมตนที่ยอมรับไดที่ t และ  และอยูในเสนสถานะที่รับได นั่นคือ  

และกําหนด  สําหรับที่จุดเร่ิมตน (   ไดกําหนด 

( )x t (u τ ( )u uτ ∈

ft tτ≤ ≤ ), x( )t t
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ft
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φ τ τ τ τ

∈
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โดยการแบงชวงเวลา   ไป   และ   จากหลักการของความ

เหมาะสมที่สุด สามารถเขียนสมการที่ (2.70) ไดเปน 
( , )ft t t t tτ≤ ≤ +Δ ft t tτ+ Δ ≤ ≤

 

                        ( ( ) )
( )

( )( ){ }* x , min * x ,t t
t

u
J t t Ld J t t t t

uτ
τ+Δ

∈
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บนชวงยอยของสมการที่ (2.71) โดยใชอนุกรมของเทเลอรกับ  ไดดังนี้ ( )( )x ,t t
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 ( )( )
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การยกเลิก  และสําหรับ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1x ...T T pt x t x t x t−= T tΔ
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ตัดอนุพันธอันดับสูงในเทอมของ  และแยกเทอมที่ข้ึนกับ  สามารถเขียนใหมได tΔ ( )u t
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กําหนดให H (Hamiltonian) 
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และ 
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ซึ่งคาตํ่าสุดในการควบคุมข้ึนกับ  และ t   จากสมการที่ (2.74) และ (2.76) 

ไดขยายจากสมการของแฮมิลตัน-จาโคบี เปน 
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เมื่อสภาวะขอบเขตที่เหมาะสม (J ) 

 

                                         ( )( ) ( )( )* x , x ,f f fJ t t t tφ= f                                         (2.78) 

 

สรุปคือ หนึ่ง คาเหมาะสมที่สุดในการควบคุม  ใหไดคาตํ่าสุดของฮามิลโต

เนียน กําหนดไวในสมการที่ (2.76) และ สอง คาเหมาะสมของ Return Function ที่แสดงในสมการท่ี 

(2.77) ถา  จะไดผลลัพธที่งายข้ึนจากสมการ ฮามิลตัน-จาโคบี และสมการที่ (2.76) ก็จะคา

เทากับการแสดงผลดวย พรอนทริยากิน 
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1

n

p =

 2.2.3.2หลักการของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s Principle) 
ทฤษฎีของพอนทริยากินจะยังคงใชสมการขอกําหนดของปญหาคือสมการ  
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และสมการ 
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กับเงื่อนไขของสภาวะที่เพิ่มเขามานั่นคือ  สําหรับชวงเวลา  เม่ือ U คือ   เซ็ตของ

ตัวแปรควบคุมที่ยอมรับได ข้ันแรกจะหาคาที่เขาใกลคาของสมการแฮมมิลตัน-จาโคบี-เบลแมน โดยใช

หลักการของความเหมาะสมที่สุด (The Principle of Optimality) 

( )u t U∈ fttt ≤≤0

 หลักการของความเหมาะสมที่สุด (The Principle of Optimality) กลาววา ถาตัวแปรควบคุม 

(Control Input); ) เปนคาที่เหมาะสมในสภาวะเร่ิมตน  ที่อยูในชวงเวลา    ในทํานอง

เดียวกับการควบคุมในชวง     และยังคงมีความเหมาะสมกับเหมือนกันกับ   

เมื่อ   และ        คือจุดที่อยูบนเสนสถานะที่เหมาะสม จากสมการที่ (2.79) พิจารณา

สมการ 
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  เม่ือ สถานะที่ยอมรับไดและ  เรากําหนดใหคาดัชนีสมรรถนะข้ึนอยูกับ

และ t  อยูใน  ชวง [  สําหรับคา และ  ใชสมการควบคุมที่คาตํ่าสุดจะไดคอสฟงกชัน

นอล (Cost Function) หรือเรียกวาฟงกชันวัตถุประสงค  (Objective Function)  กําหนดเปน 
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บนชวงยอย และใชคุณสมบัติการบวกของการอินทิเกรตจะไดวา 
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หลักการของความเหมาะสมที่สุดจะกลายเปน 
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เม่ือ  คือคาตํ่าสุดจากคาสถานะเร่ิมตน  ที่อยูนอกชวงเวลา 

ในการขยายความที่เกี่ยวกับ (x(t),t)  โดยใชอนุกรมของเทยเลอร ไดดังนี้ 
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เมื่อตัดเทอม และทําการแยกเทอมที่ข้ึนอยูกับ  ดังนี้ tΔ )(tu
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กําหนดให H (Hamiltonian) เปน 
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และ 
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สมการ แฮมมิลตัน-จาโคบิ-เบลแมนหาไดจาก 
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เมื่อสภาวะขอบเขตที่เหมาะสม  )(J
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กําหนดใหอยูในรูป สเกลาร แฮมมิลตัน (H) 

 

                                                (2.91) )),(),(()()(),(()),(),(),(( ttutxfttutxLtttutxH Tλλ +=

 

 เมื่อ และเทากับ    เมื่อ  เรียกวาผลคูณลากรานจหรือตัวแปร

สถานะรวม, โคสเตทวาริเอเบิล (Co-State Variables) ถาหากวา เปนวิถีหรือเสนทางที่เหมาะสม

สําหรับปญหาแลว   ก็จะเปนสถานะที่ เหมาะสมดวย  ดังนั้นวิธีการโดยออม  (Indirect 

Approaches) ใชทฤษฎีของพรอนทิยากิน (Pontryagin’s Theory) สมการแสดงสถานะ (State 

Equations) เปนดังนี้ ก็จะยังคงเปนเวคเตอรที่ไมเทากับศูนยเชนดังตอไปนี้ 
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สําหรับการควบคุมที่ยอมรับได และทุกคาของ   สมการที่ (2.96) จะกลายเปน ],[ 0 fttt ∈
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ถาปญหาที่ไรขอบเขต ตัวแปรควบคุม (Control Input, ) จากสมการที่ (2.97) เขียนใหมไดเปน )(tu
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                                                                0=⎟
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ซึ่งหลักการและทฤษฎีของพรอนทริยากินนี้เปนวิธีที่ใชในการแกปญหาโดยทางออม (Indirect) ไดผล

เชนเดียวกับวิธีแคลคูลัสออฟวาริเอช่ันส (Calculus of Variation) 

 ใชทฤษฎีของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s Theory) สมการสภาวะที่จําเปนคือสมการที่ 

(2.97) ส่ิงที่จะไดคือเชนสมการสถานะ (State Equations) 
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                                                                 0=ftH ,                                                       (2.100) 

 

และ 
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เมื่อ  (Hamiltonian) กําหนดใหเปน H

 

                                                                          (2.102) ( ) ),,()(1)(),(),( tuxftttutxH Tλλ +=

                      
nRt ∈)(λ  คือตัวคูณลากรานจ (Lagrange Multipliers) สภาวะที่จําเปน (Necessary Condition) ที่

จําเปนสําหรับวิธีโดยออม สมการที่ (2.102) เปนที่รูจักกันดีในเร่ืองของสภาวะการที่เหมาะสม ซึ่ง

ปญหาของโครงสรางที่เปนแบบสวิตชิ่ง (Switching Structure) สามารถที่จะหาคาได 
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และ 

 

                                           ( ) ( )tuxHtuxH
Utu

,,,min,,, **
)(

*** λλ
∈

=                                 (2.105) 

 

เมื่อแฮมมิลตันเนยีน ,H (Hamiltonian) กําหนดเปน 

 

                                  .                        (2.106) ( ) ),,()()(),(),(
1

2 tuxftuttutxH Tm

i
i λλ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑−=
=

 
 2.2.4  แบบจําลองทางคณติศาสตร (Mathematical Model) 

 
 ภาพประกอบ 1 Two Degree of-Freedom of Spring Mass and Damper System 

การควบคุมจุดตอจุดของระบบสปริง-กอนมวล-ตัวหนวง พิจารณาดังแสดงตามรูป สมการการเคล่ือนที่

ของระบบดังนี้              

 

                                                          Mx Cx Kx Bu+ + =�� �                                                (2.107) 

 

จากสมการ (2.107) สามารถเขียนสมการอนุพันธอันดับที่สองไดตามกฎขอที่สองของนิวตัน (Second 

Law of Newton) สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ MKS ดังนี้ 
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เมื่อ  และ 1 2x x>

0.121 == mm , , 0.131 == cc 0.22 =c , 0.3321 === kkk  

ดังนัน้สมการระบบสามารถกําหนดไดโดย 

 

                                                 1 1 2 1 23 2 6 3 1x x x x x u+ − + − =�� � �                                         (2.108) 

 

                                                 2 1 2 1 22 3 3 6 2x x x x x u− + − + =�� � �                                        (2.109) 

 

จากสมการที ่(2.108) และ (2.109) สามารถเขียนในรูปแบบของปริภูมิสเตท (State – Space) ไดดังนี ้

 

1 3x x=�  
 

2 4x x=�  
 

                3 3 4 1 23 2 6 3 1x x x x x u= − + − + +�            ;    1u x= 5

6

     

                4 3 4 1 22 3 3 6x x x x x x= − + − +�     ;         (2.110) 2u x= 6

 

5 1x u=� �  
 

6 2x u=� �  



                                                                                                                                                                              

บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 

 ในการวิจัยคร้ังนี้ ผูวิจัยไดดําเนินการตามข้ันตอนดังนี้ 

 1.  การกาํหนดปญหา (Problem Statement) 

 2.  เงื่อนไขที่จาํเปนในการแกปญหา (Necessary Condition) 

 3.  กําหนดสมการ Two Degree-of-Freedom ของสปริง มวลและตัวหนวง Spring- 

                         Mass-Damper 

 4.  ปญหาความนิม่นวลที่สุดโดยวิธทีางตรง (Minimum Direct Jerk Problem) 

5. ปญหาความนิม่นวลที่สุดโดยวิธทีางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) 

  

3.1  การกําหนดปญหา (Problem Statement) 
 ในระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear) และไมเปนเชิงเสน (Nonlinear) นั้นสามารถเขียน

ใหอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับที่หนึ่ง (First Order Derivative Function) ไดดังนี ้
 
                                          1 1( ,..., , ,... , );      1,...,i i n mx f x x u u t i n=� =                          (3.1) 
 
โดยที่   ,    เปนตัวแปรที่เรียกวา  States , Control  Input และ เวลา ตามลําดับ 

รูปแบบของปญหาในท่ีนี้ก็คือการหาคาของ Control Input  และ ตัวแปร State  ที่ทําให

วัตถุประสงคที่ตองการพลังงานนอยที่สุดหรือความนิ่มนวลสูงสุดเปนจริง ในการศึกษาวิจัยนี้ใชกรณีทีม่ี

เวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ 

Control  Input ตองมีเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเร่ิมตน ,  คือเวลา

เร่ิมตน และเวลาสุดทาย ,  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 

nx R∈ mu R∈

( )u t ( )x t

0 0x( )t x= 0t

( )f fx t x= ft

 ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดเขียนอยูในรูปดังนี้ 

 

                                                                                                                      (3.2) dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0 1

2

 

ในรูปแบบที่คลายกันกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดนั้น ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดไดมีขอ

แตกตางกันดังนี้ เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของแรงที่เทียบกับเวลา คือ อนุพันธอันดับที่สามที่เทียบกับ
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                                                               Jerk x u= ∝��� �                                                         (3.3) 

 

กําหนดให 

 

                                                                    u u=� �                                                                (3.4) 

 

จากสมการที่ (3.1) จึงเขียนใหมไดวา 

 

                                     1 1( ,..., , ,... , );    1,...,i i n m mx f x x u u t i n m+=� � � = +                                (3.5) 

 

ในที่นี้ u  คือคาตัวแปร Control  Input ของระบบพลศาสตร เม่ือเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา การใช

พลังงานนอยที่สุด (3.2) สามารถเขียนฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธี

ทางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) ไดดังนี้ 

~

 

                                                                                                                      (3.6) dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0

1

2~

 

ในลักษณะคลายกัน เมื่อเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา การใชพลังงานนอยที่สุด (3.2) สามารถเขียน

ฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum Direct Jerk Problem) 

ไดดังนี้ 

 

                                                                                                                      (3.7) 
0

2

1

ft n

i
it

J x
=

= ∑∫ ��� dt

 

J  เปน Cost Function ของความกระดาง (Jerks) 
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3.2  เงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา (Necessary Condition) 
 ในการศึกษางานวิจัยนี้ใชหลักการของแคลคูลัสความแปรปรวน (Calculus of Variations) 

หาเงื่อนไขของคาตํ่าที่สุดและสูงที่สุด ซึ่งเปนวิธีออมของปญหาทางการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับ

ระบบควบคุมในระบบทางพลศาสตร ข้ึนกับการต้ังสมมุติฐานเกี่ยวกับสมรรถนะเงื่อนไขจํากัดทาง

กายภาพหรือปลายทางของระยะทางการทํางานใหฟงกชันนอลเปนฟงกชันพื้นฐานซึ่งสมการที่สามารถ

ครอบคลุมปญหาทั้งหมดคือ 

 

                                                                       =J
ftnxxt ),...,,( 1φ +                             (3.8) dtuuxxtL

ft

t
mn∫

0

),...,,,...,,( 11

 

ซึ่ง 

 

                                                                                                                             
ftnxxt ),...,,( 1φ                                                       (3.9) 

 

จะข้ึนอยูกับเวลาสุดทาย (Final Time) และ สภาวะสุดทาย (Final States) ของระบบ 

และ 

 

                                                                                                                                                   (3.10) dtuuxxtL
f

i

t

t
mn∫ ),...,,,...,,( 11

 

เปนสวนที่ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป (Time History) ของสเตตและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and 

Control Variables) 

 ในการหาคาความเหมาะสมของฟงกชันในระบบพลศาสตรไดเพิ่มตัวคูณลากรางจ 

(Lagrange Multipliers) เขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) จะไดสมการดังนี้ 

 

                                         ),...,,,...,(' 11 mn uuxxJ = dtuuxxtL
f

i

t

t
mn∫ ),...,,,...,,(' 11                                (3.11) 

 

 

 

 



                                                                                                                                                39  

 

ซึ่ง 

 

                                           ),...,,,...,,(' 11 mn uuxxtL = )(
1
∑
=

+
n

i
ii fL λ                                      (3.12) 

 

โดยที่  คือตัวคูณลากรางค (Lagrange Multipliers) ดังนั้น สมการ (3.11) เขียนใหมไดดังนี ้)(tiλ

 

),...,,,...,(' 11 mn uuxxJ = ∫
ft

it
mn uuxxtL ),...,,,...,,([ 11  

         (3.13) 1 1
1

( )[ ( , ,..., , ,..., )]]
n

i i i n m
i

t x f t x x u u dtλ
=

+ −∑ �

 

 การเลือกใชเงื่อนไขใดนั้นข้ึนอยูกับปญหาที่ตองการพิจารณาโดยฟงกชันนอล ในการศึกษาน้ี

ใชกรณีที่มีเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and End Points) ซึ่งเปนฟงกชันที่

กําหนดเวลาเร่ิมตน  และเวลาสุดทาย t  รวมทั้งคาของฟงกชัน x(t0) และ x(tf) ไวแลว 

ความสามารถในการแบงแยกกันของฟงกชัน (Differentiable Functions) เปนไปตามสภาวะขอบเขต

ของ x(t0)= x0, x(tf)= xf , u(t0)= u0 and u(tf)= uf  โดยเวลาที่ใชจะอยูระหวาง  

t0 f

fi ttt ≤≤

 

ใหฟงกชนั  แสดงฟงกชนันอลไดวา  ( 1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,n m )nL t x x u u x x� �

 

                       [ ]=mn uuxxJ ,...,,,..., 11 ( )
0

1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,
ft

n m n
t

L t x x u u x x dt∫ � �                   (3.14) 

 

 ถาให  ถูกเพิ่มคาข้ึนโดย , u(t0) ถูกเพิ่มคาข้ึนโดย  แตยังคงอยูในเงื่อนไข

ขอบเขต ทําให      ดังนั้นการเปล่ียนแปลงในฟงกชันนอล 

 เปน 

)( 0tx )( 0thxj )( 0thuk

)( 0thxj )( fxj th= )( 0thuk= )( fuk th= 0=

JΔ

 

=ΔJ [ ]ukmuxjnx huhuhxhxJ ++++ ,...,,,..., 1111  

      
                                                          [ ]

    
,...,,,..., 11 mn uuxxJ−                                                 (3.15) 
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                                                             (3.16) 

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,..., , ,..., ,

,..., , ,...,

, ,..., , ,..., , ,..., , ,...,

f

i

x n xj x n xjt

u m uk u m uk
t

n n m m

t x h x h x h x h
L

dtu h u h u h u h

L t x x x x u u u u

⎡ ⎤⎛ ⎞+ + + +
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟= ⎢ ⎥+ + + +⎝ ⎠
⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

� �� �
� �� �

� � � �

 

 และเม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series) กระจายสมการและตัดเทอมที่มีดีกรีต้ังแตสอง

ข้ึนไป (Higher Order Terms) ทิ้ง จะไดวา 

 

δ 'J =
1

' '( )   
t nf

jti

L d L h dtxjx dt xj j=

∂ ∂
−

∂ ∂∑∫ �
+

1

' '(   
t mf

kti

L d L )h dtuku dt uk k=

∂ ∂
−

∂ ∂∑∫ �
 

 

                                  
1

' '( | | )
m

t tf i
k

L Lh hu uk ku uk k=

∂ ∂
∂ ∂∑ � �

+ − +
1

' '( | | )
m

t tf i
j

L Lh hx xj jx xj j=

∂ ∂
−

∂ ∂∑ � �
                          (3.17) 

 

 แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ = 0 ทําใหเราเขียนเทอม

ตางๆของ สมการ (3.17) แยกสวนยอยไดเปน 
itft jxhjxh |  | =

 

                                                           
dt
d

jx
L
−

∂
∂ ' 'L

x j

∂
∂�

 = 0                                                  (3.18) 

 

และ 

 

                                                           
dt
d

ku
L

−
∂
∂ ' 'L

uk

∂
∂ �

 = 0                                                 (3.19) 

 

สําหรับ j = 1, …, n  และ k = 1, …, m. 

 สมการ(3.18) และ สมการ(3.19) เปนเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ที่จะ

นําไปแกปญหารวมกับตัวคูณลากรางค (Lagrange Multipliers) , และ Control Inputs uk(t) เรา

สามารถหาความสัมพันธของตัวแปรที่ไมทราบคาของเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) 

ไดหลายทาง 

)(tjλ

 สําหรับ 
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                                         1 1( ,..., , ,... , ),      1,...,i i n mx f x x u u t i n=� =                                  (3.20) 

 

เนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ของสมการ (3.20) 

 

                                             
1

,      1,...,
n

i

L fi j nij x xj j
λ λ

=

∂ ∂
= − − =

∂ ∂∑�                                    (3.21) 

 

                                              ∑
=

==
∂
∂

+
∂
∂ n

i

mk
ku
ifi

ku
L

1

,...,1     ,0λ                                      (3.22) 

 

 จากเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ และ 

สมการพีชคณิต (Differential and Algebraic Equations) ที่มีการระบุเงื่อนไขขอบเขตที่เวลาตางกัน

สองเวลาแบบนี้ จะมีการเรียกช่ือวาปญหาเงื่อนไขของเขตสองจุด (TPBVP : Two Point Boundary 

Valued Problem) 

 

3.3   กําหนดสมการ Two Degree-of-Freedom ของสปริง มวลและตัวหนวง  
 Spring-Mass-Damper 

 
ภาพประกอบ 2 Two Degree of-Freedom of Spring Mass and Damper System 
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 ในงานศึกษาวิจัยนี้สําหรับการหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรไดนําตัวอยาง

ของสมการการเคลื่อนที่ของ สปริง กอนมวล และ ตัวหนวง A Spring – Mass – Damper System ของ

การเคลื่อนที่ Two Degree-of-Freedom ซึ่งจะไดสมการดังนี้ 

 

                                                                   Ax Bu=�                                                          (3.23) 

 

จัดรูปใหอยูในเมตริกซ  และB  A

 

                                                                                                 (3.24) ⎥
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⎥
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎢
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⎡

=
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2

1

m

m

B                                                     (3.25) 

 

จัดรูปเมตริกซของM  ,  C  และ K  เปน 

 

                                                             1

2

0
0
m

M
m

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                                    (3.26) 

 

                                                        1 2 2

2 2 3

c c c
C

c c c
+ −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− +⎣ ⎦
                                              (3.27) 

 

                                                                                                     (3.28) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

=
322

221

kkk
kkk

K

 

 จากสมการ(3.23) สามารถเขียนสมการอนุพันธอันดับที่สองไดตามกฎขอที่สองของนิวตัน 

(Second Law of Newton) สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ MKS ดังนี้ 

0.121 == mm , , 0.131 == cc 0.22 =c , 0.3321 === kkk  
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เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 

( )Ttx 0021)( 0 =  และ   )( ftx ( )T0000=

ท่ี  และ  00 =t 0.1=ft

 

3.4   ปญหาความน่ิมนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum Direct Jerk Problem) 
 Cost Function ของการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธทีางตรงกาํหนดไวดังนี ้
 

1
2 2

1 2
0

J x x d= +∫��� ��� t

t

                                                  (3.29) 

   

สําหรับการกําหนด Cost Function ในเทอมของสมการ (3.29) ไดทําการมินิไมซ (Minimized) โดยใช 

แคลคูลัสออฟวาริเอช่ันส (Calculus of Variations) หาตัวแปรเพื่อใหไดผลลัพธออกมา 

 

3.5   ปญหาความน่ิมนวลที่สุดโดยวิธีทางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) 
 Cost Function ของการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธทีางออมกาํหนดไวดังนี ้

 

                                                                                                   (3.30) 
1

2 2
1 2

0

J u u d= +∫ � �

 
สําหรับการกําหนด Cost Function ในเทอมของสมการ (3.30) ไดทําการมินิไมซ (Minimized) โดยใช 

แคลคูลัสออฟวาริเอช่ันส (Calculus of Variations) หาตัวแปรเพื่อใหไดผลลัพธออกมา 

 

 

 

 

 

 

 
 

 



                                                                                                                                                44  

 

ตัวอยางของปญหาท่ี1 

 วิศวกรตองการสรางระบบรางรถไฟใตดินใหมีความราบเรียบที่สุด โดยกําหนดใหรถไฟมี 3

ขบวน ขบวนละ20,000 กิโลกรัม และออกแบบใหเคล่ือนที่ไปบนรางรถไฟและหยุดที่สถานีหนึ่งโดยใช

เวลา 5 นาที ระยะทางระหวางทั้งสองสถานี1,000 เมตร จงหาแรงภายนอกที่กระทําตอรถไฟ 

 

 กําหนด  Distance   )(1 tx

Velocity  2 1x (t) x (t)= �  

Acceleration  3 2x (t) x (t)= �  

Jerk  1 3u (t) x (t)=� �  

 

 คอสฟงกชนัของ Jerk เขียนไดดังนี้ 

 

midtuJ i ,,3,2,1,~
300

0

2 …== ∫  

 

 จากการใช Calculus of Variations ในการแกปญหาจะไดสมการดังนี ้
2
1 1 2 1 2 3 2 3 1 3( ) ( ) (F u )λ x x λ x x λ u x= + − + − + −� � � � �

3

 
2
1 1 2 1 1 2 3 2 2 3 1 3u λ x λ x λ x λ x λ u λ x= + − + − + +� � � � �  

 

 กําหนดเงื่อนไขของคาเร่ิมตน 

 

00 =t ,  300=ft , 0)( 01 =tx , 000 1)(1 =ftx  

0)( 02 =tx , 0)(2 =ftx , 0)( 03 =tx , 0)(3 =ftx  

 

 ทําการแกสมการเชิงอนพุันธโดยใชสมการออยเลอร 

 

0
i i

F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�
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( )
1 1

1

0

0 0

F d F
x dt x

d λ
dt

∂ ∂
− =

∂ ∂

− − =

�  

                                                              1 10 1λ cλ = ⇒ =�                                                         (1)             

 

2 2

1 2

0

0

F d F
x dt x

dλ ( λ )
dt

∂ ∂
− =

∂ ∂

− − =

�  

                                                        1 2 20 1λ λλ λ+ = ⇒ = −� �                                                    (2) 

 

3 3

2 3

0

0

F d F
x dt x

dλ ( λ )
dt

∂ ∂
− =

∂ ∂

− − =

�  

                                                        2 3 30 2λ λλ λ+ = ⇒ = −� �                                                    (3) 

 

1 1

0F d F
u dt u
∂ ∂

− =
∂ ∂� �

 

                                                     3
1 3 12 0 2u λ u λ−+ = ⇒ =� �                                                  (4) 

 

 ทําการ Integration ยอนกลับ 

 

32
2

1323

21212

11

ctctcctλλ

ctcctλλ
cλ

+−+=+−=

+−=+−=
=

 

 

3
3

3
3 4

2
1 2 3

3 4

2

2

2

λx

λx t c

(c t c t c )x t c

−
=

−
= +

+ − +
= − +

�
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54
233241

2

4
32231

3

468

222

ctct
c

t
c

t
c

x

ct
c

t
c

t
c

x

++−+−=

+−+−=
 

334251
1 122440

t
c

t
c

t
c

x −+−= 65
24

2
ctct

c
+++  

 

00)0(
00)0(
00)0(

43

52

61

=⇒=
=⇒=
=⇒=

cx
cx
cx

 

 

0)300(
0)300(
1000)300(

3

2

1

=
=
=

x
x
x

 

 

3
3

5
2

8
1

10444.4

10444.4

10877.9

−

−

−

×−=

×−=

×−=

c

c

c
 

 

 สุดทายสมการที่ไดเขียนอยูในรูป 

 
344659

1 10703.310852.110469.2)( ttttx −−− ×+×−×=  
233648

2 10111.110407.710234.1)( ttttx −−− ×+×−×=  
ttttx 32538

3 10222.210222.210936.4)( −−− ×+×−×=  
3527

1 102222104444104801~ −−− ×+×−×= .t.t.u  
 

 Newton’s Law of Motion : F ma=∑  

 

)(000 60)( 3 txtF =  
3 3 2 2( ) 2.961 10 1.333 1.333 10     F t t t t−= × − + ×  
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ตัวอยางของปญหาท่ี2 

   

 

 

 

 

  ปญหานี้ประกอบดวยกอนมวลหนึ่งกอนอยางงาย (A Simple One Mass Problem) 

พิจารณาระบบที่มวลหนึ่งกอนเปนสวนที่ปอนเขา (Input) ระบบมี 1องศาอิสระ เมื่อ  คือ

ตัวกระตุนปอนเขา (Actuator Input) และกําหนดให =1 กิโลกรัมเพื่อความสะดวกกําหนดใหใช

หนวยเปนระบบ MKS ใหหาเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา คอสฟงกชันของ Minimum Jerk 

1( )u t

1

1

m

จากกฎของ Newton’s Law จะไดสมการการเคล่ือนที่ของระบบในรูป 

 

                                                                   1x u=��                                                                 (1) 

 

หรือ 

                                                                   
1

2 1

2x x
x u
=
=

�
�                                                               (2) 

 

และกําหนดให  

 

0)0(1 =x       1)1(1 =x  
                                                        1(0) 0x =�       1(1) 0x =�                                                     (3) 

1(0) 0x =��       1(1) 0x =��  
 

ปญหาของความนิ่มนวลที่สุดในรูปแบบของปญหานี้จะตองเขียนใหมใหมี Jerk อยูในระบบดังนี้  

 

                                                               

1 2

2 3

3 1

x x

1

x x u
x u x

=
= =

= =

�
�
� � ���

                                                          (4) 
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              เมื่อเรากาํหนดให   

                                                                     

1

1

1

1

1

0
0
0
0
0

t
u
x
x
x

=
=
=
=
=

�
��

                                                               (5) 

 

ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดอยูในรูป สมการดังนี ้

                                                        
1 1

2
1 1

0 0

J u dt x d= = 2 t∫ ∫� ���                                                     (6) 

 

1x���  ข้ึนกับ  ( , , , , )F x x x x t� �� ���

 

จากการใชแคลคูลัสความแปรปรวน จะได 

      

                                                                              (7) 2
1 1 2 1 2 3 2 3 1 3( ) ( ) (F u x x x x u xλ λ λ= + − + − + −� � � � )�

 

โดยใชวิธกีารของ Euler- Lagrange Equation 

 

                                          
2 3

2 3
1 1 1 1

0u u u u
x t x t x t x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠� �� ���

=                                      (8) 

  

ทําใหเงื่อนไขที่จําเปน (Necessary Condition) มีดังนี ้

 

                                                                

1

2 1

3 2

1 2

2 3

3 1

3
1

0

2

x x
x x
x u

u

λ

λ λ

λ λ

λ

=

= −

= −

=
=
=

= −

�
�
�

�
�
� �

�

                                                             (9) 
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จากฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดอยูในรูป  
1

2
1

0

J u d= t∫ �  

 

                                                         
1 2

3

0
2J λ−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ dt                                                     (10) 

 

ทําใหได Necessary Condition ในการแกปญหา Minimum Jerk ทัง้หมด 7 สมการ         
 
  



บทที่ 4 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 

 ในการวิจัยศึกษาคร้ังนี้ ผูวิจัยนําเสนอผลงาน ดังนี้ 

 1.  ผลการทดสอบ 

 2.  วิเคราะหผลการทดสอบ 

 

4.1  ผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบในงานวิจัยนี้ไดทําการเปรียบเทียบผลของการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธี

ทางตรง (Minimum Direct Jerk) กับ การหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออม (Minimum Indirect 

Jerk) โดยกําหนดใหระบบการเคล่ือนที่มี 2 องศาอิสระ (Two Degree-of-Freedom) ของระบบ สปริง 

มวล และ ตัวหนวง (Spring-Mass-Damper) ในรูปแบบของ Fully Actuators โดยกําหนดสมการใหอยู

ในรูปอนุพันธอันดับหนึ่ง (First Order Derivative) ของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear of 

Dynamic Systems) ดังที่จะนํามาสูผลการทดลองดังนี้ 
 4.1.1 การทดสอบของการแกปญหาความนิ่มนวลท่ีสุดโดยวิธีทางออม (Minimum 
Indirect Jerk Problem) 

 
ภาพประกอบ 3 Two Degree of-Freedom of Spring Mass and Damper System 
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เร่ิมตนจากการคํานวณหาสมการการเคล่ือนที่ของระบบ (Equation of Motion : EOM) 

1 2x x>  
                  1u

2
u

1 1k x      2 1 2( - )k x x 2 1 2(k x x )−       3 2k x

     

      1m       2m

1 1c x�    2 1 2(c x x−� � ) )2 1 2(c x x−� �      3 2c x�

 

จากกฎขอที่สองของนวิตัน (Newton’s Low) 

 

                                                                 F ma=∑                                                          (4.1) 

 

                                                                  F mx=∑ ��                                                          (4.2) 

คิดที่มวล    1m

                                                                  (4.3) 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1( ) ( )u k x k x x c x c x x m x− − − − − − =� � � 1��

คิดที่มวล  2m

                                                                      (4.4) 2 1 2 2 1 2 3 2 3 2 2 2( ) ( )k x x c x x k x c x m x− + − − − =� � � ��

 

จากสมการ (4.3) 

 

                                                                 (4.5) 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )m x c c x c x k k x k x u+ + − + + − =�� � �

 

จากสมการ (4.4) 

 

                                                               (4.6) 2 2 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2 2( ) ( )m x c x c c x k x k k x u− + + − + + =�� � �

 

กําหนดใหตัวแปรใชหนวยของ MKS ดังนี ้

0.121 == mm , , 0.131 == cc 0.22 =c , 0.3321 === kkk  
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 จะไดสมการการเคล่ือนที่ (Equation of Motion : EOM) ของระบบ Two Degree of-

Freedom of Spring Mass and Damper System ดังนี้ 

 

                                                  1 1 2 1 23 2 6 3 1x x x x x u+ − + − =�� � �                                            (4.7) 

 

                                                  2 1 2 1 22 3 3 6 2x x x x x u− + − + =�� � �                                           (4.8) 

 

 ปญหาของความนิ่มนวลที่สุดในรูปแบบของปญหานี้จะตองเขียนใหมใหมี Jerk อยูในระบบ

จากสมการอนุพันธอันดับสองใหอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับหนึ่งโดยรูปแบบ ปริภูมิ-สเตท 

(State Space : st – sp) ไดหกสมการคือ 

 

                                                                     1 3x x=�                                                             (4.9) 

 

                                                                     2 4x x=�                                                          (4.10)  

 

3 3 4 1 23 2 6 3 1x x x x x u= − + − + +�    โดยกาํหนดให  จะได 1u x5=

 

                                                 3 3 4 1 23 2 6 3 5x x x x x x= − + − + +�                                        (4.11) 

 

4 3 4 1 22 3 3 6 2x x x x x u= − + − +�       โดยกําหนดให  จะได 2u x6=

 

                                                 4 3 4 1 22 3 3 6 6x x x x x x= − + − +�                                          (4.12) 

 

                                                                    5 1x u=� �

2

                                                           (4.13) 

 

                                                                    6x u=� �                                                           (4.14) 
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 เรากําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) โดยกําหนดใหเวลาและ

ตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ Control  

Input ตองมีเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเร่ิมตน ,  คือเวลาเร่ิมตน 

และเวลาสุดทาย ,  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
0 0( )x t x= 0t

( )f fx t x= ft

 

Boundary Condition 

       0 0t = 1ft =  

     1(0) 1x = 1(1) 0x =  
     2 (0) 2x = 2 (1) 0x =       (4.15) 

     3 (0) 0x = 3 (1) 0x =  

     4 (0) 0x = 4 (1) 0x =  
 

ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดอยูในรูป สมการดังนี ้

 

                                                                                                                 (4.16) 
1

2 2
1 2

0

J u u d= +∫ � � t

)

 

จากการใชแคลคูลัสความแปรปรวน (Calculus of Variations) 

 
2 2
1 2 1 3 1 2 4 2 3 3 4 1 2 5 3( ) ( ) ( 3 2 6 3F u u x x x x x x x x x xλ λ λ= + + − + − + − + − + + −� � � � �  

                        4 3 4 1 2 6 4 5 1 5 6 2 6(2 3 3 6 ) ( ) ( )x x x x x x u x u xλ λ λ+ − + − + − + − + −� � � � �

x

               (4.17) 

 
2 2
1 2 1 3 1 1 2 4 2 2 3 3 3 4 3 1 3 23 2 6 3F u u x x x x x x xλ λ λ λ λ λ λ λ= + + − + − − + − +� � � �  

3 5 3 3 4 3 4 4 4 1 4 2 4 6 4 4 5 12 3 3 6x x x x x x x x uλ λ λ λ λ λ λ λ λ+ − + − + − + − +� � �      

5 5 6 2 6 6x u xλ λ λ− + −� � �           (4.18) 

 

โดยใชวิธกีารของสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) 

 

                                                    0,  1, ,
i i

F d F i
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

…
�

n                                           (4.19) 
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เขาไปแกสมการ (4.18) จึงไดสมการดังนี ้

 

1 1

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

3 4 16 3 ( )d
dt

λ λ λ 0− + − − =  

3 4 16 3λ λ λ 0− + + =�  
                                                               1 36 3 4λ λ λ= −�                                                      (4.20) 

 

2 2

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

3 4 23 6 ( )d
dt

λ λ λ 0− − − =  

3 4 23 6λ λ λ 0− + =�  
                                                             2 33 6 4λ λ= − +� λ                                                     (4.21) 

 

3 3

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

1 3 4 33 2 ( )d
dt

λ λ λ λ 0− + − − =  

1 3 4 33 2λ λ λ λ 0− + + =�  
                                                          3 1 33 2 4λ λ λ= − + −� λ                                                 (4.22) 

 

4 4

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

2 3 4 42 3 ( )d
dt

λ λ λ λ 0+ − − − =  

2 3 4 42 3λ λ λ λ 0+ − + =�  
                                                         4 2 32 3 4λ λ λ= − − +� λ                                                 (4.23) 

 

5 5

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

3 5( )d
dt

λ λ 0− − =  

3 5 0λ λ+ =�  
                                                                    5 3λ λ= −�                                                         (4.24) 
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6 6

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

4 6( )d
dt

λ λ 0− − =  

4 6 0λ λ+ =�  
                                                                   6 4λ λ= −�                                                          (4.25) 

  

1 1

0F d F
u dt u
∂ ∂

− =
∂ ∂� �

 

1 52 0u λ+ =�  

                                                                 5
1 2u λ= −�                                                        (4.26) 

 

2 2

0F d F
u dt u
∂ ∂

− =
∂ ∂� �

 

2 62 0u λ+ =�  

                                                           6
2 2u λ= −�                                                 (4.27) 

 

ทําใหเงื่อนไขที่จําเปน (Necessary Condition) มีดังนี ้

 

1 36 3 4λ λ λ= −�  

2 33 6 4λ λ λ= − +�  

3 1 33 2 4λ λ λ λ= − + −�  

4 2 32 3 4λ λ λ= − − +� λ  

5 3λ λ= −�  

6 4λ λ= −�  
                                                                    1 3x x=�                                                            (4.28) 

2 4x x=�  

3 3 4 1 23 2 6 3 5x x x x x x= − + − + +�  

4 3 4 12 3 3 6 2x x x x x= − + −�  

5 1x u=� � 5
2

λ= −  

6 2x u=� � 6
2

λ= −  
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 4.1.2 การทดสอบของการแกปญหาความน่ิมนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum 
Direct Jerk Problem) 

 
ภาพประกอบ 4 Two Degree of-Freedom of Spring Mass and Damper System 

 

เร่ิมตนจากการคํานวณหาสมการการเคล่ือนที่ของระบบ (Equation of Motion : EOM) 

1 2x x>  
                            1u

2
u

1 1k x      2 1 2( - )k x x 2 1 2(k x x )−       3 2k x

     

      1m       2m

1 1c x�    2 1 2(c x x−� � ) )2 1 2(c x x−� �      3 2c x�

 

จากกฎขอที่สองของนวิตัน (Newton’s Low) 

 

                                                                 F ma=∑                                                        (4.29) 

 

                                                                 F mx=∑ ��                                                         (4.30)                         
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คิดที่มวล  1m

                                                                (4.31) 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1( ) ( )u k x k x x c x c x x m x− − − − − − =� � � 1��

คิดที่มวล  2m

                                                                    (4.32) 2 1 2 2 1 2 3 2 3 2 2 2( ) ( )k x x c x x k x c x m x− + − − − =� � � ��

 

จากสมการ (4.31) 

 

                                                               (4.33) 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )m x c c x c x k k x k x u+ + − + + − =�� � �

  

จากสมการ (4.32) 

 

                                                             (4.34) 2 2 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2 2( ) ( )m x c x c c x k x k k x u− + + − + + =�� � �

 

กําหนดใหตัวแปรใชหนวยของ MKS ดังนี ้

0.121 == mm , , 0.131 == cc 0.22 =c , 0.3321 === kkk  

 

 จะไดสมการการเคล่ือนที่ (Equation of Motion : EOM) ของระบบ Two Degree of-

Freedom of Spring Mass and Damper System ดังนี้ 

 

                                                  1 1 2 1 23 2 6 3 1x x x x x u+ − + − =�� � �                                          (4.35) 

 

                                                  2 1 2 1 22 3 3 6 2x x x x x u− + − + =�� � �                                         (4.36) 

 

 ปญหาของความนิ่มนวลที่สุดในรูปแบบของปญหานี้จะตองเขียนใหมใหมี Jerk อยูในระบบ

จากสมการอนุพันธอันดับสองใหอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับหนึ่งโดยรูปแบบ ปริภูมิ-สเตท 

(State Space : st – sp) ไดหกสมการคือ 

 

                                                                    1 3x x=�                                                            (4.37) 

 

                                                                    2 4x x=�                                                           (4.38) 
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                                                 3 3 4 1 23 2 6 3 1x x x x x u= − + − + +�                                        (4.39) 

 

                                                     4 3 4 12 3 3 6 2x x x x x= − + −�                                             (4.40) 

 

1 3 5 3 4 1 23 2 6 3 1x x x x x x x u= = = − + − + +��� �� � � � � � �  
 

3 4 1 2 1 3 4 1 23( 3 2 6 3 ) 2(2 3 3 6 )2x x x x u x x x x u= − − + − + + + − + − +  

3 46 3 1x x u− + + �  
 

3 4 1 2 1 3 4 19 6 18 9 3 4 6 6 12 2x x x x u x x x x= − + − − + − + −  

2 3 42 6 3u x x 1u+ − + + �  
 

                                      5 3 4 1 2 1 27 9 24 21 3 2 1x x x x x u u u= − + − − + +� �                               (4.41) 

 

2 4 6 3 4 1 22 3 3 6 2x x x x x x x u= = = − + − +��� �� � � � � � �  
  

3 4 1 2 1 3 4 1 2 22( 3 2 6 3 ) 3(2 3 3 6 )x x x x u x x x x u= − + − + + − − + − +  

3 43 6 2x x u+ − + �  
 

3 4 1 2 1 3 4 16 4 12 6 2 6 9 9 18 2x x x x u x x x x= − + − + + − + − +  

2 3 43 3 6u x x u2− + − + �  
 

                                      6 3 4 1 2 1 29 7 21 24 2 3 2x x x x x u u u= − + − + + − +� �                            (4.42)   

 

 เรากําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) โดยกําหนดใหเวลาและ

ตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ Control  

Input ตองมีเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเร่ิมตน ,  คือเวลาเร่ิมตน 

และเวลาสุดทาย ,  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
0 0( )x t x= 0t

( )f fx t x= ft
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Boundary Condition 

       0 0t = 1ft =  

     1(0) 1x = 1(1) 0x =  
     2 (0) 2x = 2 (1) 0x =       (4.43) 

     3(0) 0x = 3(1) 0x =  

     4 (0) 0x = 4 (1) 0x =  
 

ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดอยูในรูป สมการดังนี ้

 

                                                                                                                (4.44) 
1

2 2
1 2

0

J x x d= +∫��� ��� t

dt

 
 4.1.3  เปรียบเทียบสมการกอนหาผลลัพธระเบียบวิธีทางตัวเลข 
 

Minimum Direct Jerk 
1

2 2
3 4 1 2 1 2 1 3 4 1 2 1 2 2

0

(7 9 24 21 3 2 ) ( 9 7 21 24 2 3 )J x x x x u u u x x x x u u u⎡ ⎤= − + − − + + + − + − + + − +⎣ ⎦∫ � �

 

Minimum Indirect Jerk 
1 2 2

5 6

0
2 2J dλ λ t

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

 
 จะพบวาวิธี Minimum Direct Jerk จะมีตัวแปรในการแกปญหามากกวาวิธี Minimum 

Indirect Jerk ซึ่งนาจะแกปญหาไดงายกวา ในข้ันตอนตอไปจึงจะนําสมการทั้งสองวิธีไปแกปญหาโดย

ใชโปรแกรม Linear Programing ที่พัฒนาซอฟตแวรโดย ทวิวัชร วีระแกลว ซึ่งจะไดผลดังตอไปนี้ 
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 4.1.4  ผลการทดสอบการเปรียบเทียบวิธีการหาคาความนิ่มนวลท่ีสุดโดยวิธีทางตรง
และวิธีทางออม (Comparison Between Minimum Direct and Indirect Jerk)   
      

 
ภาพประกอบ 5 เปรียบเทยีบ ที่ไดจากทั้งสองปญหาเทยีบกับเวลา )(1 tx

 

 จากภาพประกอบ 5 เปนการเปรียบเทียบ Minimum Direct/Indirect Jerk โดยกําหนดเวลา

เร่ิมตน=0 และเวลาท่ีจุดสุดทาย=1 ระยะทางเร่ิมตน=1 และระยะทางที่จุดสุดทาย=0 ไดทําการเขียน

กราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum Direct Jerk และ Minimum Indirect Jerk ของทั้งสองปญหา

ไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา First State Variables  ของเสนวิถี Minimum Direct 

Jerk และเสนวิถี Minimum Indirect Jerk ซอนทับกันพอดี ทําใหเห็นวาภาพประกอบ 5 มีเสนกราฟ

แสดงไวเพียงเสนเดียว 

)(1 tx

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                                 61 

 

 

 
ภาพประกอบ 6 เปรียบเทยีบ ที่ไดจากทั้งสองปญหาเทยีบกับเวลา )(1 tx�

 

 จากภาพประกอบ 6 เปนการเปรียบเทียบ Minimum Direct/Indirect Jerk โดยกําหนดเวลา

เร่ิมตน=0 และเวลาท่ีจุดสุดทาย=1 ความเร็วเร่ิมตน=0 และความเร็วที่จุดสุดทาย=0 ไดทําการเขียน

กราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum Direct Jerk และ Minimum Indirect Jerk ของทั้งสองปญหา

ไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา First Derivative of First State Variables  ของเสนวิถี 

Minimum Direct Jerk และเสนวิถี Minimum Indirect Jerk ซอนทับกันพอดี ทําใหเห็นวา

ภาพประกอบ 6 มีเสนกราฟแสดงไวเพียงเสนเดียว 

)(1 tx�
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ภาพประกอบ 7 เปรียบเทยีบ ที่ไดจากทั้งสองปญหาเทยีบกับเวลา )(2 tx

 

 จากภาพประกอบ 7 เปนการเปรียบเทียบ Minimum Direct/Indirect Jerk โดยกําหนดเวลา

เร่ิมตน=0 และเวลาท่ีจุดสุดทาย=1 ระยะทางเร่ิมตน=2 และระยะทางที่จุดสุดทาย=0 ไดทําการเขียน

กราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum Direct Jerk และ Minimum Indirect Jerk ของทั้งสองปญหา

ไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา Second State Variables  ของเสนวิถี Minimum Direct 

Jerk และเสนวิถี Minimum Indirect Jerk ซอนทับกันพอดี ทําใหเห็นวาภาพประกอบ 7 มีเสนกราฟ

แสดงไวเพียงเสนเดียว 

)(2 tx
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ภาพประกอบ 8 เปรียบเทยีบ ที่ไดจากทั้งสองปญหาเทยีบกับเวลา )(2 tx�

 

 จากภาพประกอบ 8 เปนการเปรียบเทียบ Minimum Direct/Indirect Jerk โดยกําหนดเวลา

เร่ิมตน=0 และเวลาท่ีจุดสุดทาย=1 ความเร็วเร่ิมตน=0 และความเร็วที่จุดสุดทาย=0 ไดทําการเขียน

กราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum Direct Jerk และ Minimum Indirect Jerk ของทั้งสองปญหา

ไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา First Derivative of Second State Variables  ของเสน

วิถี Minimum Direct Jerk และเสนวิถี Minimum Indirect Jerk ซอนทับกันพอดี ทําใหเห็นวา

ภาพประกอบ 8 มีเสนกราฟแสดงไวเพียงเสนเดียว 

)(2 tx�
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ภาพประกอบ 9 เปรียบเทยีบ ที่ไดจากทั้งสองปญหาเทยีบกับเวลา )(1 tu

 

 จากภาพประกอบ 9 เปนการเปรียบเทียบ Minimum Direct/Indirect Jerk โดยกําหนดเวลา

เร่ิมตน=0 และเวลาที่จุดสุดทาย=1 แรงกระทําที่จุดเร่ิมตน=0 และแรงกระทําที่จุดสุดทาย=0 ไดทําการ

เขียนกราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum Direct Jerk และ Minimum Indirect Jerk ของทั้งสอง

ปญหาไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา First Control Variables   ของเสนวิถี Minimum 

Direct Jerk และเสนวิถี Minimum Indirect Jerk ซอนทับกันพอดี ทําใหเห็นวาภาพประกอบ 9 มี

เสนกราฟแสดงไวเพียงเสนเดียว 

)(1 tu
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ภาพประกอบ 10 เปรียบเทยีบ ที่ไดจากทั้งสองปญหาเทยีบกับเวลา )(2 tu

 

 จากภาพประกอบ 10 เปนการเปรียบเทียบ Minimum Direct/Indirect Jerk โดยกําหนดเวลา

เร่ิมตน=0 และเวลาที่จุดสุดทาย=1 แรงกระทําที่จุดเร่ิมตน=0 และแรงกระทําที่จุดสุดทาย=0 ไดทําการ

เขียนกราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum Direct Jerk และ Minimum Indirect Jerk ของทั้งสอง

ปญหาไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา Second Control Variables  ของเสนวิถี 

Minimum Direct Jerk และเสนวิถี Minimum Indirect Jerk ซอนทับกันพอดี ทําใหเห็นวา

ภาพประกอบ 10 มีเสนกราฟแสดงไวเพียงเสนเดียว 

)(2 tu

 

4.2 วิเคราะหผลการทดสอบ 
 จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมีความเหมือนกันในคาแตละตัว

แปร , , , , และ  จากปญหาท้ังสองแบบคือการเปรียบเทียบ

วิธีการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรงและวิธีทางออมที่เปนเชิงเสนของระบบพลศาสตร สังเกต

ไดจากภาพประกอบ 5-10 ที่เปรียบเทียบปญหาทั้งสองวิธีโดยกําหนดใหตัวแปร States คือ 

,  Velocity ,  และ Control Input คือ ,  เทียบกับเวลา โดย

เปรียบเทียบวิธี Minimum Direct Jerk และ Minimum Indirect Jerk โดยพล็อตกราฟใหมีตัวแปรคา

เดียวกัน จะพบวาลักษณะวิถีของเสนกราฟแตละคาตัวแปร States และ Control Input ใหผลเฉลย

เหมือนกันทุกคาเพราะเสนวิถีทั้งสองทับซอนกันพอดี 

)(1 tx )(1 tx� )(2 tx )(2 tx� )(1 tu )

)(2 tu

(2 tu

)(1 tx )(2 tx )(1 tx� )(2 tx� )(1 tu



บทที่ 5 
สรุปและวิจารณ 

 

5.1  สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
 จากกฎขอที่สองของนิวตัน ไดอธิบายความสัมพันธระหวางความเรงกับผลรวมของแรงซ่ึงรวม 

ถึง Control Input ของทุกๆระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสนโดยทําการ Differentiation เทียบกับเวลา 

ดังนั้น จึงไดความสัมพันธระหวาง อนุพันธของความเรง ซึ่งเรียกวา Jerk และอนุพันธของผลรวมของ

แรงทั้งหมดซ่ึงรวมถึงอนุพันธของ Control Input ของระบบพลศาสตร ซึ่งในงานวิจัยช้ินนี้ผูวิจัยกําหนด

อนุพันธของ Control Input ที่ข้ึนกับเวลาวา Indirect Jerk สวนการแกปญหาการหาคาความเหมาะสม

ที่สุดของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสนมีลักษณะของปญหาเปนแบบ Two Point Boundary Value 

Problem (TPBVP) เร่ิมจากการกําหนดเปาหมายที่ตองการ (Objective) และรวบรวมเงื่อนไขตางๆของ

ระบบในสภาวะ หรือ ณ เวลาที่สนใจ โดยในการหาคาเหมาะสมที่สุดมาใชรวมกับปญหาของโปรแกรม

เชิงเสน เนื่องจากปญหาเปนพารามิเตอรที่ข้ึนกับเวลา จึงตองทําการแปลงปญหาทางออฟติไมเซชั่น

ผานวิธีทางแคลคูลัสของความแปรปรวนที่สนใจในกรณีที่มีเวลาและตําแหนงที่แนนอน แตในการ

แกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นไมสะดวกถาสมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองอยูทาง

ผูวิจัยจึงจัดสมการใหอยูในรูปอนุพันธอันดับที่หนึ่ง ในงานวิจัยนี้ใชการพัฒนาโปรแกรมจากงานวิจัย

ของ Veeraklaew ในสวนของแคลคูลัสของความแปรปรวนซ่ึงเปนวิธีออมพัฒนาบนโปรแกรม 

MATLAB ประกอบกับการแกปญหาระเบียบวิธีทางตัวเลขที่มีชื่อวา Linear Programming ซึ่งเปน

ระเบียบวิธีการทางตัวเลขที่ใชในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดมาใชในการหาคําตอบที่ตองการ  

 จากการใชระเบียบวิธีทางตัวเลขเพ่ือนํามาแกปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออม 

(Minimum Indirect Jerk Problem) งายกวา รวดเร็ว และใหผลลัพธที่เหมือนกันกับปญหาความนิ่ม

นวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum Direct Jerk Problem) ต้ังแตจํานวนของตัวแปร Control Input ใน

ระบบพลศาสตร ตองนอยกวาหรือเทากับจํานวนของตัวแปร State Variables เพราะฉะนั้นตัวแปรซ่ึง

ถูกใชใน ฟงกชันวัตถุประสงค (Cost Function) ของปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออมจะนอย

กวาปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง เม่ือพิจารณาระบบพลศาสตรที่เปน Fully Actuator หรือ

ระบบการเคล่ือนที่ของหุนยนต (Robotic Systems) 

 

 

 

 



                                                                                                                                                 67 

5.2  ขอเสนอแนะ 
 จากผลงานวิจัยนี้ไดแสดงใหเห็นวา การหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออม (Minimum 

Indirect Jerk Problem) สามารถใชแทนวิธีการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum 

Direct Jerk Problem) สําหรับระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear Dynamic Systems) ไดอยาง

แนนอน อยางไรก็ตามในอนาคตผูวิจัยที่สนใจในเร่ือง Jerk อาจจะเพิ่มความซับซอนของปญหาในรูป

อนุพันธอันดับสูงของระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสนแลวนําผลมาเปรียบเทียบกัน ซึ่งคาดวาผลการ

ทดลองของทั้งสองจะมีผลที่ใกลเคียงกัน 
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อภิธานศัพท 
 

ijA   

 คือแมตริกซความเฉ่ือย 
Algebraic Equation     
 สมการทางพีชคณิต 
Boundary Conditions , 0 1( ) , ( )i ii f 2ix t x x t x= =      

 เงื่อนไขขอบเขต 
Calculus of variation     
 แคลคูลัสความแปรปรวน 
Constant Lagrange Multipliers , lυ  

คาคงตัวลากรานจมัลติไพลเออร  
Constraints ,       ( ( ), ( ), )LC C x t u t t C≤ U≤
 เงื่อนไขบังคับ 
Continuous Derivatives  
 อนุพนัธตอเนือ่ง 
Continuous Time     
 เวลาตอเนื่อง 
Control Input ,      iu
 ตัวแปรควบคุมปอนเขา 
Control Variable ,  ,     ( )1u t (2 )u t
 ตัวแปรควบคุม 
Cost Functional , J      
 คอสฟงกชนันอล 
Damping , C  
 ตัวหนวง 
Differential Equations     
 สมการเชิงอนพุันธ 
Direct Method      
 วิธีตรง 
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Displacement , ( )x t      
 การเคลื่อนที ่
Dynamics Constraints     
 ขอบเขตทางพลศาสตร 
Dynamic Equation     
 สมการทางพลศาสตร 
Dynamic Optimization Problem 
 ปญหาการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดของระบบควบคุมทางพลศาสตร 
Dynamic System     
  ระบบพลศาสตร 
Equation of Motion ,   EOM
 สมการการเคล่ือนที่ของระบบ 
Equality Constraints     
 เงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ 
Extremize      
 คําตอบที่เหมาะสมที่สุด 
Extremum      
 คาเหมาะสมสูงสุด 
Final Time , ft       

 เวลาสุดทาย 
First Order Condition     
 เงื่อนไขอันดับหนึง่ 
First Order Forms     
 รูปแบบของลําดับทีห่นึง่ 
Functional , [ ]J x      

 ฟงกชันนอล 
Hessian Matrix , H   
 เฮสเซียนแมตริกซ 
Independent Variable     
 ตัวแปรอิสระ 
Indirect Method     
 วิธีออม 



 74 

Inequality Constraints     
 เงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ 
Initial Condition      
 เงื่อนไขเร่ิมตน 
Initial Time ,       0t
 เวลาเร่ิมตน 
Interval  , 0 ft t t≤ ≤       

 ชวงเวลา 
Initial Guess      
 คาเร่ิมตนคาแรกที่ไดจากการสุมเดา 
Jacobian      
 จาโคเบียน 
Jacobian Matrix     
 จาโคเบียนเเมตริกซ 
Jerk , x , u        
 ความกระดาง 
Lagrange Method , lλ      

 วิธีของลากรางจ 
Lagrange Multipliers , ( )i tλ  , ( )r tμ     

 ตัวคูณลากรางจ 
Linear Dynamics     
 พลศาสตรที่เปนเชิงเสน 
Mass , M    
 มวล 
Maximum Trajectories     
 คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาสูงสุด 
Minimum Trajectories     
 คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาตํ่าสุด 

Minimum Direct Jerk ,      
0

1

2
ft n

it

dtix
=
∑∫

 ความนิ่มนวลที่สุดทางตรง 
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Minimum Indirect Jerk ,      
0

1

2
ft m

it

dtiu
=
∑∫

 ความนิ่มนวลที่สุดทางออม 
Minimum Principle     
 หลักการการหาคาที่ตํ่าที่สุด 
Mobile Robot      
 หุนยนตชนิดทีเ่คล่ือนที่ได 
Necessary Condition ,  0Jδ =     
 เงื่อนไขของคาตํ่าสุดและสูงสุด 
Nonlinear Dynamics     
 พลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน 
Nonlinear Functions , if   

 ฟงกชันทั่วไปที่ไมเปนเชิงเสนของตัวแปรสถานะและตัวแปรควบคุม 
Nonlinear Programming , Φ  , L     
 โปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
Nonlinear Systems     
 ระบบไมใชเชิงเสน 
Numerical Method     
 วิธีเชงิตัวเลข 
Objective      
 เปาหมายที่ตองการ 
Objective Function     
 ฟงกชันเปาหมายที่ตองการ 
Optimality Conditions     
 สภาวะที่เหมาะสมที่สุด 
Optimal Control     
 การหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุม 
Optimization      
 ออฟติไมเซชัน 
Optimum      
 คาที่เหมาะสมที่สุด 
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Optimum Solution     
 คําตอบที่เหมาะสมที่สุด 
Pick-and-Place      
 งานที่ตองหยบิยกช้ินงาน 
Pontriyakin’s Principle     
 หลักการของพอนทริยากนิ 
Position ,  ,   ( )1x t ( )2x t
 ระยะทาง 
Second Variation     
 ความแปรปรวนท่ีสอง 
State Equation      
 สมการแสดงสถานะ 
Statement of Problem     
 สเตทเมนทออฟพรอบเบ้ิม 
State Variable ,      ix
 ตัวแปรสถานะ 
Stiffness , K    
 สปริง 
Sufficient Condition     
 สภาวะที่เพยีงพอ 
Terminal Condition     
 สภาวะที่ปลายทาง 
Time Derivative     
 อนุพนัธของเวลา 
Time Variant      
 ฟงกชันของเวลา 
Two Degree of Freedom , 2DOF  
 การเคลื่อนที่ทีม่ี2องศาอิสระ  
Upper Bounded     
 ขอบเขตบน 
Variations , δ  
 ความแปรปรวน 
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Velocity , (1 )x t  , (2 )x t   

 ความเร็ว 
Weight Residual , ( )i tψ        

 ฟงกชันถวงน้ําหนักอิสระ 
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