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This research is critical temperature of a superconductor / ferromagnetic bilayer with 

an inhomogeneous exchange field. The exchange field rotates with constant angle  φ  

respect to the z- axis and θ  , Qyθ = , varies in xy-plane along the  y direction that Q is a 

spiral wave vector. We approximate φ  in  two small angle case measured from the xy-plane 

and z-axis. We calculate critical temperature  within the framework of the Usadel equations 

analytically.  The critical temperature of the system consisting of superconductor/ 

ferromagnetic versus thickness of ferromagnetic layer with varies sQξ  , the transparency  

(γb ) and the proximity effect ( )γ are shown. We can find the monotonic and non-monotonic 

behavior and re-entrance effect in our calculations. The non-monotonic behavior is found 

with low γb and sQξ  and  the re-entrance effect is found with large γ . 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
ภูมิหลัง  
   ตามปกติ เมื่ออุณหภูมิของโลหะลดจนถึงอุณหภูมิศูนยสัมบูรณ มันจะคงสภาพตานทาน

ไฟฟาต่ําที่สุดคาหนึ่ง ( 0ρ ) ซึ่งไมเทากับศูนย เราเรียกสภาพตานทานคานี้วาสภาพตานทานตกคาง 

(residualresistivity) แสดงดังภาพประกอบ 1 ซึ่งคานี้ข้ึนกับสภาพสมบูรณของโครงสรางโลหะนั้น 

สําหรับตัวนําที่สมบูรณ (perfect conductor) สภาพตานทานตกคางที่อุณหภูมิศูนยสัมบูรณเทากับ

ศูนย แตสําหรับตัวนํายวดยิ่ง (superconductor) เมื่ออุณหภูมิลดจนถึงอุณหภูมิหนึ่งที่ยังไมถึงศูนย

สัมบูรณ ซึ่งเรียกวาอุณหภูมิวิกฤต (critical temperature) สภาพตานทานไฟฟาจะมีคาเปนศูนยอยาง

ทันทีทันใด แสดงดังภาพประกอบ 2  ปรากฏการณนี้ถูกพบเปนครั้งแรกโดยนักฟสิกสชาวเนเธอแลนด 

ชื่อ ไฮค คาเมอรลิงห ออนเนส (Heike Kamerlingh Onnes) แหงมหาวิทยาลัยไลเดน (Leiden 

University) 

 
ρ

T

Ńş ą̄đĞ¹ĺİðĶ                Ńş ą̄² ý̂Ę  

ภาพประกอบ 1 ความสมัพนัธระหวางสภาพตานทาน ( ρ ) กับอุณหภูม ิ(T ) ของโลหะปกติกับโลหะ 

       สมบูรณ  

 

               ที่มา : Bennesman; & Ketterson.  (2003).  The Physics of Superconductor.  p. 385. 

 



2 
 

   ออนเนสไดพบสภาวะการนําไฟฟายวดยิ่งในป ค.ศ.1911 โดยใชโลหะปรอทบริสุทธิ์เปนตัว

ทดลองในภาชนะที่หลอเลี้ยงดวยฮีเลียมเหลวที่อุณหภูมิ 4.2 K  เขาไดพบวาปรอทที่อยูในสภาพเย็น

จัดนี้ทําหนาที่เปนตัวนํายวดยิ่งได หลังจากนั้นออนเนสไดทดลองใชตะกั่วและดีบุกบริสุทธิ์บาง ปรากฏ

วาไดผลในทํานองเดียวกัน จากนั้นออนเนสไดทดลองตอโดยนําโลหะตัวนําเหลานี้มาทําเปนวงแหวน

แลวนําไปไวในภาชนะที่หลอเลี้ยงดวยฮีเลียมเหลว เขาพบวาหลังจากปลอยกระแสไฟฟาใหไหลใน 

วงแหวนแลวแยกมันออกจากแหลงกําเนิดไฟฟา ในอีกหนึ่งปตอมากระแสไฟฟาที่ไหลอยูในตัวนํา 

ยวดยิ่งรูปวงแหวนนี้ก็ยังมีคาเหมือนเดิม เพราะความเขมสนามแมเหล็กที่เกิดจากกระแสไม

เปลี่ยนแปลงเลย นี่จึงเปนการทดลองที่ยืนยันไดวาตัวนํายวดยิ่งสามารถนํากระแสไฟฟาไดโดยไมมีการ

สูญเสียพลังงานใด ๆ การคนพบปรากฏการณสภาพนํายวดยิ่งนี้ทําใหออนเนสไดรับรางวัลโนเบล 

สาขาฟสิกสใน ป ค.ศ. 1913 
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ภาพประกอบ 2 ความสมัพนัธระหวางสภาพตานทาน (Ωm) กับอุณหภูมิสัมบูรณ (K) ของปรอท 

 ที่มา : Charles Kittel. (1996).  Introduction to Solid State Physics.  p. 334.  

 ในการทดลองครั้งนั้น นอกจากออนเนสจะพบปรากฏการณสภาพนํายวดยิ่งแลว เขายังพบวา

กระแสไฟฟาที่ไหลในตัวนําไฟฟายวดยิ่งสามารถทําใหเกิดสนามแมเหล็กหรือสรางสนามแมเหล็กที่มี

ความเขมสูงไดดวยโดยไมจําเปนตองใชแมเหล็กขนาดใหญแตอยางใด  ในทางทฤษฎีเขาจึงเชื่อวา
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ขดลวดที่ทําดวยตัวนํายวดยิ่งสามารถสรางสนามแมเหล็กที่มีความเขมปานกลางได หลังจากการ

คนพบของออนเนสแลว ก็ไดมีการคนพบสารที่เปนตัวนําไฟฟายวดยิ่งชนิดตาง ๆ เพิ่มข้ึนมาก  ปจจุบัน

นัก วิทยาศาสตรพบวาตัวนําไฟฟายวดยิ่งที่เปนธาตุบริสุทธิ์ มี 24 ธาตุ แสดงดังตาราง 1 และ

ภาพประกอบ 3 นอกนั้นเปนสารประกอบ (compound) และสารผสม (alloy) และสารตัวนําไฟฟายวด

ยิ่งตางชนิดกันจะมีอุณหภูมิวิกฤตแตกตางกัน  

 

ตาราง 1 อุณหภูมิวิกฤตในตารางธาตุที่เปนตัวนํายวดยิ่ง 

ธาต ุ(element) กับอุณหภูมิวิกฤต cT  (องศาสัมบูรณ) 

ชื่อ 
cT  ชื่อ 

cT  ชื่อ 
cT  ชื่อ 

cT  
Aluminium 1.19 Cadmium 0.56 Gallium-alpha 1.09 Gallium-Beta 6.20 

Gallium-gamma 7.62 Indium 3.40 Iridium 0.14 Lanthanum-alpha 4.90 

Lanthanum-beta 6.06 Lead 7.19 Mercury-alpha 4.15 Mercury-beta 3.94 

Molydenum 0.92 Niobium 0.65 Osmium 9.26 Protactinium 1.40 

Rhenium 1.69 Ruthenium 0.49 Tantalum 4.48 Tachnetium 8.22 

Thallium 2.39 Thorium 1.36 Tin 3.72 Titanium 0.39 

Tungsten 0.01 Vanadium 5.30 Uranium-beta 1.80 Uranium-alpha 0.68 

Zinc 0.87 Zirconium 0.54     

 

             ทีม่า:  Michigan State University. (1999).  Type 1 Superconductors And a Periodic 

Chart Comparison : Online. 

 

 หลังการคนพบของออนเนสแลวไดมีนักฟสิกสเปนจํานวนมากที่หันมาสนใจวิจัยเรื่องนี้อยาง

กวางขวาง ทั้งทางทฤษฎีและการทดลอง เมื่อเวลาผานไปเขาก็ยิ่งพบคุณสมบัติพิเศษตาง ๆ ของตัวนํา

ยวดยิ่งมากขึ้น รวมทั้งพบตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูงบางประเภทซึ่งยังเปนขอที่ถกเถียงมากจนหาขอสรุป

ยังไมไดวาอะไรคือสาเหตุที่ทําใหสารนั้นเปนตัวนํายวดยิ่งอุณหภูมิสูงได 
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ภาพประกอบ 3 ตัวนาํยวดยิง่ของธาตุตาง ๆ บริเวณสีแดงแสดงธาตทุี่เปนตัวนํายวดยิ่งที่ความดันปกติ  

        บริเวณสเีขียวแสดงธาตุที่เปนตวันาํยวดยิง่ที่ความดันสูง 

    ที่มา :  Florida University. (2013).  Superconductivity: Current in a Cape and 

Thermal Tights : Online. 

 

1. สมบัติของสภาพนํายวดยิ่ง 
 เมื่อลดอุณหภูมิจนถึงอุณหภูมิวิกฤต ตัวนํายวดยิ่งจะเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติจากสถานะปกติ 

(normal state) ไปสูสถานะนํายวดยิ่ง (superconducting state) ซึ่งมีคุณสมบัติหลายประการที่              

แตกตางไปจากสถานะปกติโดยสิ้นเชิง ตอไปจะกลาวถึงสมบัติเบื้องตนของปรากฏการณการนํายวดยิ่ง 

 

 1.1 สภาพนําไฟฟาสมบูรณ (perfect conductivity) 
 เมื่อลดอุณหภูมิของตัวนํายวดยิ่งจนถึงอุณหภูมิวิกฤต cT  สารจะเปลี่ยนจากสถานะปกติไป

เปนสถานะนํายวดยิ่ง ซึ่งคาสภาพตานทานจะเปนศูนยอยางทันทีทันใด ดังแสดงในภาพประกอบ 2 

และเมื่ออุณหภูมิต่ํากวา cT  สภาพตานทานไฟฟาก็ยังคงเปนศูนย ดังนั้นปรอทบริสุทธิ์จึงมี cT  เทากับ 

4.2 K  เรียกปรากฏการณนี้วา "สภาวะการนําไฟฟายวดยิ่ง" และเรียกสารที่มีสมบัติดังกลาววา "ตัวนํา

ไฟฟายวดยิ่ง"  
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  พิจารณาโลหะรูปวงแหวนทีว่างอยูในสนามแมเหล็ก ซึ่งการเปลี่ยนแปลงความหนาแนน 

ฟลักซแมเหลก็ ( B
v

) ทําใหเกิดกระแสไฟฟา ( I ) ไหลวนในวงแหวนตามกฎของเลนซ (Lenz's law) คือ 

       dB dIA RI L
dt dt

− = +
v

  (1.1) 

                    เมื่อ R  คือความตานทานของวงแหวน 

                  L  คอืความเหนีย่วนํา (inductance) ของวงแหวน 

                 A  คือพื้นที่หนาตัดของวงแหวน และ t  คือเวลา 

 จากนั้นลดอุณหภูมิใหต่ํากวาอุณหภูมิวกิฤตแลวเอาสนามแมเหล็กออก สมการ (1.1) ก็ยงั 

ใชได ดังนั้นเมือ่ไมมีสนามแมเหล็กภายนอก สมการที่ใช คือ  

        0 dIRI L
dt

= +  (1.2) 

 

 
 

ภาพประกอบ 4 ผลของการเหนีย่วนําสนามแมเหล็กตอตัวนํายวดยิง่รูปวงแหวน 

 ที่มา: Charles Kittel.  (1996).  Introduction to Solid State Physics. p. 358. 

 

คําตอบสมการ (1.2) จะเปน  /
0

Rt LI I e−=  เมื่อ  0I  เปนกระแสไฟฟาเริ่มตน จากคําตอบจะเห็นวาถา

วงจรมีความตานทานไฟฟา กระแสที่ไหลวนในวงแหวนจะลดลงแบบเอ็กซโพเนนเชียลเมื่อเวลาผานไป 

แตเนื่องจากวงแหวนอยูในสภาพการนํายวดยิ่งซึ่งคาความตานทาน R  เปนศูนย คําตอบจึงเปน 

0I I=  ดังนั้นคําตอบนี้จึงแสดงวากระแสที่ไหลวนในวงแหวนจะคงตัวตลอดเวลาเรียกกระแสไฟฟานี้วา 

กระแสไฟฟายนืยง (persistent current) 
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 ในการทดลองผานสนามแมเหล็กไปรบกวนตัวนําไฟฟายวดยิ่ง ออนเนสไดพบวาสนาม 

แมเหล็กดังกลาวสามารถทําลายสภาพนําไฟฟายวดยิ่งใหกลายเปนสภาพปกติได เขาจึงเรียกสนาม 

แมเหล็กความเขมนอยที่สุดที่สามารถทําลายสภาพการนําไฟฟายวดยิ่งไดวาสนามแมเหล็กวิกฤต 

(critical magnetic field : cH ) ตามปกติความเขมสนามแมเหล็กวิกฤตขึ้นกับอุณหภูมิ คือที่อุณหภูมิ

วิกฤตคาสนามแมเหล็กวิกฤตจะเปนศูนยและที่อุณหภูมิต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤต สนามแมเหล็กวิกฤตกับ 

อุณหภูมิจะมคีวามสัมพันธเปนดังสมการ 

       ( ) ( )
2

0 1c c
c

TH T H
T

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (1.3) 

กฎนี้เรียกวากฎของไทน (Tyne’s law) ในที่นี้  ( )CH T  และ (0)CH คือความเขมสนามแมเหล็กวิกฤติ

ที่อุณหภูมิต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤติและที่อุณหภูมิ 0 K  ตามลําดับ T  และ cT  แทนอุณหภูมิและ

อุณหภูมิวิกฤตตามลําดับ ดวยเหตุนี้สนามแมเหล็กวิกฤติจึงมักถูกใชเปนตัวจํากัดกระแสไฟฟาที่จะให

ไหลผานตัวนํายวดยิ่ง  นั่นคือกระแสไฟฟาที่ไหลผานตัวนํายวดยิ่งที่อุณหภูมิใด จะตองมีคาไมสูงกวา

กระแส ไฟฟาวิกฤติที่อุณหภูมินั้น  

 ภาพประกอบ 5 (ก) แสดงสนามแมเหล็กวิกฤตและอุณหภูมิของโลหะ เชนที่ตําแหนง P โลหะ

จะยังคงสภาพเปนตัวนํายวดยิ่ง แตถาตองการใหเปนโลหะปกติ ก็สามารถทําไดโดยการเพิ่มสนาม 

แมเหล็กหรือเพิ่มอุณหภูมิหรืออาจเพิ่มทั้งสองอยางพรอมกัน ภาพประกอบ 5 (ข) แสดงคาของสนาม  

แมเหล็กวิกฤตกับอุณหภูมิของตะกั่ว ดีบุกและอะลูมิเนียม ตามลําดับ 
ความเขมสนามแมเหล็ก

ภายนอก

อุณหภูมิ (K)

 

ภาพประกอบ 5  (ก) ความสมัพันธระหวางสนามแมเหลก็วิกฤติกับอุณหภูม ิ (ข) กราฟแสดง 

              คาสนามแมเหล็กวกิฤติของตัวนาํยวดยิ่ง ซึ่งไดแกตะกั่ว ดีบุก และอลูมิเนยีมกับอุณหภูม ิ
 

 ที่มา: มหาวทิยาลัยเทคโนโลยีราชมงคล.  (2556).  ตัวนาํยวดยิ่ง โฮมเพจ: 

 คุณสมบัติของสาร: ออนไลน. 
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 1.2 ปรากฏการณไอโซโทป (Isotope Effect) 

 ในป ค.ศ. 1950 แมกซเวลล (Maxwell) และ เรยโนลด (Reynolds)  (Maxwell. 1950: 477), 

(Reynolds; et al.  1950:  487)  ไดทดลองวัดมวลไอโซโทปของปรอท (Hg) และอุณหภูมิวิกฤต พบวา

ปริมาณทั้งสองมีความสัมพันธกันดังแสดงในภาพประกอบ 6  ชี้ใหเห็นวาอุณหภูมิวิกฤตของธาตุข้ึนกับ

มวลไอโซโทปของธาตุนั้นปรากฏการณนี้เรียกวา ปรากฏการณไอโซโทป เชนในกรณีของปรอท 

อุณหภูมิวิกฤตมีการเปลี่ยนจาก 4.185 K ไปเปน 4.146 เมื่อมวลอะตอม( M ) ของปรอทเปลี่ยนจาก 

199.5 u เปน 203.4 u ขอมูลนี้ไดจากการทดลองใชธาตุแตละอนุกรมของไอโซโทป โดยได

ความสัมพันธดังสมการ (Erkki Thuneberg. 2005: 2) 

 

       CT M αα −       เมื่อ α  เปนตัวเลข 

                 หรือ          CM T Cα =      เมื่อ C  เปนคาคงตวั 

 

                โดย    M  คือมวลของไอโซโทปสาํหรบัธาตุชนิดเดยีวกันและ 

             α    คือสัมประสิทธิ์ไอโซโทป 

             C   คือคาคงตัว 

 

ภาพประกอบ 6 ความสมัพนัธระหวางอุณหภูมิวิกฤตกับสวนกลบัรากที่สองของมวลอะตอมของ Hg 

 ที่มา:  Maxwell. (1950).  Phys. Rev. 78. p. 477. 
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            เมื่อจัดรูปสมการแบบลอการิธึมและอนุพนัธทัง้สองขางของสมการเทียบกบั cT  

       ln ln lnCM T Cα + =  

       1 0
C C

dM
M dT T
α

+ =  

       
C C

dM M
dT Tα

= −  

             หรือ       (ln )
(ln )

C C

C

dT d TM
T dM d M

α = − = −  (1.4) 

 

             ในตวัอยาง  cTΔ =  4.146 – 4.185  = - 0.039  และ  MΔ =  203.4 – 199.5 = 3.9  เรานํา

สวนนี้ไปคํานวณในสมการที่  (1.4)  ซึง่ได   199.5 ( 0.039) 0.5
4.185 3.9

α − × −
= ≈

×
  

 

 การคนพบปรากฏการณนี้ทําใหทราบวาอุณหภูมิวิกฤตขึ้นกับการสั่นของแลตทิช เพราะจาก

สมการการเคลื่อนที่แบบซิมเปลฮารโมนิคของไอออน  /k Mω =   เมื่อ  k  คือคาคงที่ของสปริงที่

ยึดระหวางไอออน, M คือมวลของไอออน ทําใหได  1/2
D Mω α −   ซึ่ง  1

cT
M

α  ปรากฏการณนี้

แสดงใหเห็นวาอันตรกิริยาระหวางอิเล็กตรอนกับโฟนอน (electron-phonon interaction) มีผลสําคัญ

ตอการเกิดสภาพนํายวดยิ่ง โดยอาศัยขอมูลนี้  Bardeen, Cooper  และ  Schrieffer ไดสรางทฤษฎี  

BCS และพบวา  1/2
C DebyeT Mα θ α −  แตสําหรับตัวนํายวดยิ่งจํานวนมากการทดลองจะไมไดคา 

1/ 2α =  เพราะนอกเหนือจากอันตรกริยาอิเล็กตรอน-โฟนอนแลว ธรรมชาติยังมีมีอันตรกิริยาคูลอมบ

ระหวางอิเล็กตรอนกับอิเล็กตรอนเขามามีผลตอสถานะนํายวดยิ่งดวย คาสัมประสิทธิ์ไอโซโทปของสาร

ตัวนํายวดยิ่งที่สําคัญบางชนิด แสดงดังตาราง 2  
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ตาราง 2 สัมประสิทธิ์ไอโซโทปในสารตัวนํายวดยิง่ 

ธาต ุ α ธาต ุ α 
Zn 0.45±0.05 Ru 0.00±0.05 

Cd 0.32±0.07 Os 0.15±0.05 

Sn 0.47±0.02 Mo 0.33 

Hg 0.50±0.03 Nb3Sn 0.08±0.02 

Pb 0.49±0.02 Zr 0.00±0.05 
 

             ทีม่า:  Kittel. (1996). Introduction to Solid State Physics. p. 347. 
 

               1.3 ปรากฏการณไมสเนอร (Meissner effect)  
      ในป ค.ศ.1933  ไมสเนอร (Walter Meissner) และ โอคเซนเฟลด (Robert R. 

Ochsenfeld) ไดทดลองศึกษาสมบัติของสภาพการนํายวดยิ่งในสนามแมเหล็ก และไดพบ

ปรากฏการณที่นาสนใจอีกอยางหนึ่ง คือ ในสภาพปกติหรือที่อุณหภูมิสูงกวาอุณหภูมิวิกฤติ ( cT T> ) 

สนามแมเหล็กสามารถทะลุผานเขาไปในสารตัวนําได แตที่อุณหภูมิต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤติ ( cT T< ) 

สนามแมเหล็กไมสามารถพุงผานสารตัวนํายวดยิ่งได แสดงดังภาพประกอบ 7 

     โลหะโดยทั่วไปเมื่อไมมีสนามแมเหล็กภายนอก ( H
v

) มารบกวนสนามแมเหล็กภายใน

โลหะอันเกิดจากการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนแตละตัวมีทิศทางไมแนนอน สนามแมเหล็กจึงหักลางกัน

หมด ทําใหสนามแมเหล็กลัพธเทากับศูนย  แตเมื่อมีสนามแมเหล็กภายนอก( H
v

) มารบกวนตัวนํา

สนามรบกวนจะทําใหเกิดสนามแมเหล็กเหนี่ยวนํา ดังสมการ 

 

ภาพประกอบ 7 ปรากฏการณไมสเนอร 

 

 

 

                       ทีม่า: University of Oslo.  (2013).  Basic Properties of Superconductors: Meissner  

effect.: Online. 
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       0 0 ( )rB H H Mμ μ μ= = +
v v v v

 (1.5) 

         M Hχ=
v v

  ;  1rμ χ= +     

              โดย   B
v

  คือ  ความหนาแนนฟลักซแมเหล็ก  

            H
v

 คือ  ความเขมสนามแมเหล็ก  

           M
v

 คือ  สภาพแมเหล็ก(magnetization)     

           χ   คือ  คาออนไหวแมเหล็ก(magnetic susceptibility) 

           rμ  คือ คาซึมซาบแมเหลก็สัมพทัธ (relative magnetic permeatibillty) 

           0μ คือ คาซึมซาบแมเหลก็สัมบูรณ (absolute magnetic permeatibillity) 

 สําหรับกรณีสารพาราแมกเนติก (paramagnetic , 1rμ > ) สนามแมเหล็กเหนี่ยวนําที่เกิดจะ

เสริมสนามแมเหล็กภายนอก แตในสารไดอาแมกเนติก(diamagnetic, 0rμ < ) สนามแมเหล็ก

เหนี่ยวนําจะตานสนามแมเหล็กภายนอก  การที่ตัวนํายวดยิ่งผลักสนามแมเหล็กใหเบนออกมาทําให

สนามแมเหล็กภายในสารตัวนํายวดยิ่งเปนศูนย ( 0)B =
v

 นี้เปนคุณสมบัติของไดอาแมกเนติคแบบ

สมบูรณ (perfect diamagnetic substance) นั่นคือ 0rμ = และ M H= −
v v

 ทําใหคาความออนไหว

ทางแมเหล็ก(magnetic susceptibility) 1χ = −  ซึ่งเปนคุณสมบัติของสารไดอาแมกเนติกอุดมคติ 

(ideal diamagnetic) 

 สภาพไดอาแมกเนติคอุดมคติในตัวนํายวดยิ่ง เกิดขึ้นเมื่อตัวนํายวดยิ่งอยูในสนามแมเหล็ก

กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ไหลที่ผิวชั้นนอกตัวนําจะไหลในลักษณะที่ทําใหสนามแมเหล็กที่เกิดจากการ

เหนี่ยวนํามีทิศตอตานสนามแมเหล็กภายนอกที่เขาไปกระทํา ดวยเหตุนี้สนามแมเหล็กลัพธภายใน

ตัวนํายวดยิ่งจึงเปนศูนย 

 เปนที่ทราบกันวาสนามแมเหล็กที่ทําใหเกิดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ผิวชั้นนอกไมมีผลตอ

อิเล็กตรอนภายในโลหะ ซึ่งปกติสนามไฟฟาเวลาสงแรงกระทําตออิเล็กตรอนทําใหเกิดกระแสไฟฟา

ไหลในตัวนํา แตในกรณีของตัวนํายวดยิ่งซึ่งเปนสารไดอาแมกเนติกจะมีกระแสไฟฟาไหลที่ผิวชั้นนอก

เทานั้น ดังนั้นปรากฏการณไมสเนอรและสภาพนํายวดยิ่งจึงมีความสัมพันธกันโดยปรากฏการณทั้ง

สองมีจุดกําเนิดมาจากสาเหตุเดียวกันและสมบัตินี้ไดกลายเปนสมบัติพื้นฐานที่สําคัญของสภาพนํา

ยวดยิ่ง 
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 1.4 ความเปนหนวยของฟลกัซแมเหล็ก (Flux quantization) 
 จากการทดลองเรื่องกระแสยืนยงในตัวนํายวดยิ่งรูปวงแหวน เราไดเห็นแลววานอกจาก

กระแสไฟฟาที่ไหลวนในตัวนํายวดยิ่งจะมีคาคงที่ตราบเทาที่วงแหวนยังคงอยูในสถานะนํายวดยิ่งแลว 

ปรากฏการณที่สําคัญอีกอยางหนึ่งที่ไดจากการทดลองนี้ คือ ฟลักซแมเหล็กที่เกิดจากกระแสยืนยงใน

วงแหวนจะมีคาไมตอเนื่อง คือมีคาเฉพาะเปนจํานวนเต็มเทาของฟลักซ  0 / 2h eφ =  เมื่อ h คือคานิจ

ของพลังค และ e  คือประจุของอิเล็กตรอน   

 ในป ค.ศ. 1961 ดีเวอร (Deaver) และแฟรแบงคส (Fairbanks) (Deaver; & Fairbanks. 

1961: 43) ไดทดลองใชดีบุก (Sn) รูปทรงกระบอกกลวง ศึกษาความสัมพันธระหวางฟลักซ (φ ) กับ

ความเขมสนามแมเหล็ก จากนั้นลดอุณหภูมิลง เมื่อทรงกระบอกเปนสารตัวนํายวดยิ่งและผลการ         

ทดลองเปนดังกราฟ  ที่มีความสัมพันธตามสมการ 

0 , 1,2,3,...
2
nhn n
e

φ φ= = =
 

 

ภาพประกอบ 8 ผลการทดลองของดีเวอรและแฟรแบงคส แสดงฟลักซแมเหล็กในดีบุกรูปทรงกระบอก 

 

      ที่มา:  Deaver; &  Fairbank. (1961).  Experimental Evidence for Quantized Flux in  

Superconducting Cylinders. p. 43. 

 

เมื่อ 0φ  เปนฟลักซควอนตัมที่มขีนาดเล็กที่สุด  มีคาเทากับ   
34

15
19

6.64 10 2.07 10
2 3.2 10
h
e

−
−

−

×
= ≈ ×

×
Weber 

 เนื่องจากในสมการนีม้ี  2e เปนตัวหาร นั่นแสดงวาคูอิเลก็ตรอนมีบทบาทในการเปนตัวนํา 

กระแสไฟฟาในสถานะนํายวดยิ่ง 
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 1.5 ความรอนจําเพาะ (specific heat) 
 ในความหมายทั่วไป ความรอนจําเพาะคือปริมาณความรอนที่ทําใหสารมวลหนึ่งกิโลกรัม         

มีอุณหภูมิเปลี่ยนไปหนึ่งองศา และความรอนจําเพาะกอนการเปลี่ยนสภาพมีคาเทากับความรอน

จําเพาะหลังการเปลี่ยนสภาพ แตความรอนจําเพาะของตัวนําไฟฟายวดยิ่งที่อุณหภูมิวิกฤตและความ

รอนจําเพาะของตัวนําปกติที่อุณหภูมิวิกฤตมีคาไมเทากัน นั่นคือแสดงพฤติกรรมไมตอเนื่องแสดงดัง

ภาพประกอบ 9 ปรากฏการณนี้สังเกตครั้งแรกในป ค.ศ. 1932 โดย คีซัม (Keesom) และกอก (Kok)  

(B.D. Josephson. 1962: 251) นี่เปนการเปลี่ยนแปลงเฟสชนิดที่ 2 ความรอนจําเพาะในสถานะนํา

ยวดยิ่งกับในสถานะปกติมีคาแตกตางกัน แสดงดังภาพประกอบ 9 และเมื่ออุณหภูมิเขาใกลศูนย

สัมบูรณ ความรอนจําเพาะของสถานะนํายวดยิ่งจะแปรผันตรงกับอุณหภูมิสัมบูรณในรูป                        

เอ็กซโพเนนเชียล คือ / Ba k T
SC eα −  เมื่อ a  คือคาคงตัว Bk  คือคาคงตัวของโบลซมานน และ T  คือ

อุณหภูมิ และในสถานะปกติที่อุณหภูมิต่ํา 3
NC Tα และที่อุณหภูมิ cT T=  ความรอนจําเพาะจะมี

ความไมตอเนื่อง คือ ( ) ( )N c S cC T C T≠ และทฤษฎี BCS ไดทํานายวา ( ) 2.42
( )

S c

N c

C T
C T

= สําหรับตัวนํา 

ยวดยิง่ทกุชนดิ 

 

ภาพประกอบ 9 ความรอนจาํเพาะของตวันํายวดยิง่ ( SC ) และโลหะปกต ิ( NC ) เปนฟงกชนัของ 

        อุณหภูมสัิมบูรณ 

 ที่มา :  David A. Cardwell; & David S.Ginley. (2003).  Handbook of Superconducting 

Material V.1.  p. 82. 
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 1.6  ปรากฏการณโจเซฟสัน (Josephson effect) 
  ในป ค.ศ. 1962  ไบรอัน โจเซฟสัน ไดใชกลศาสตรควอนตัมทํานายวาหากนําแผนตัวนํายวด

ยิ่งมาประกบกันโดยมีฉนวน (insulator) บาง ๆ คั่นดังแสดงดวยภาพประกอบ 10  จะมีกระแส                    

ไหลผานฉนวนทั้ง ๆ ที่ไมมีความตางศักย ( B.D. Josephson.  Phys. Letters 1.  1962: 251)   

 

ภาพประกอบ 10  ระบบรอยตอของโจเซฟสันที่เกิดจากการนําตวันาํยวดยิ่งสองตัวประกบกนัโดยม ี

       ฉนวนบาง ๆ คัน่ 

 

              เราเรียกระบบที่มีรอยตอระหวางตัวนําทัง้สองวาเปนรอยตอโจเซฟสนั (Josephson junction)  

และปรากฏการณนี้ มี  2 รูปแบบ คือ 

 1.6.1 ปรากฏการณโจเซฟสันกระแสตรง (D.C. Josephson effect)  เปนปรากฏการณที่มี 

กระแสยวดยิ่ง (super current) ชนิดตรงไหลผานบริเวณรอยตอ ถึงแมจะไมมีความตางศักยกระทําตอ 

ระบบ  ดังสมการ   

        sin( )cI I φ= Δ   (1.6)  

 เมื่อ  I  คือ กระแสโจเซฟสัน (Josephson current)   

   cI  คือ กระแสวกิฤต (critical current) ซึ่งเปนกระแสสูงสุดที่ไหลผานรอยตอ  

                        โจเซฟสนั  

   1 2φ φ φΔ = −   เปนความตางเฟสของคูคูเปอรในตัวนาํยวดยิ่งชนิดที ่1 และ 2   

ความสัมพันธในสมการ (1.6) วาความสมัพันธด-ีซี โจเซฟสัน (dc-Josephson relation)   
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  1.6.2 ปรากฏการณโจเซฟสนักระแสสลับ (A.C. Josephson effect)  ถามีศักยไฟฟา sV   

ตอครอมระบบจะมีกระแสไฟฟาสลับขามรอยตอ ซึ่งความถี่ของกระแส   

 

 
19

14
34

2 2 1.6 10 5.3 10
6.64 10

s
S S

eVf V V Hz
h

−

−

⎛ ⎞× ×
= = = ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

   นี้ข้ึนกับ  sV   และกระแส  I  ดงัสมการ   

       sin( )cI I tω φ= + Δ   (1.7) 

   ตามปกติแลวการวัดความถี ่ f  สามารถทําไดแมนยํา ดังนัน้เราก็สามารถหา sV  ได 

และนี่ก็คือวธิีวดัความตางศักยไฟฟาของเซลลไฟฟาที่ดทีี่สุดวิธหีนึง่ สมการ (1.7) ยงัแสดงใหเห็นอีกวา 

ไมวาจะใชตวันํายวดยิง่ชนดิใด หาก  sV   คงที ่ ความถีก่ระแสสลับจะมคีาเทากนัเสมอ 

2. ชนิดของตัวนํายวดยิ่ง 

 ตัวนํายวดยิ่งมีทั้งประเภทที่สนามแมเหล็กวิกฤติมีคาต่ําซึ่งมักเปนวัสดุที่แข็งมากและประเภท

ที่สนามแมเหล็กวิกฤติมีคาสูง ซึ่งมักเปนวัสดุที่แข็งนอย ดังนั้นถามองดานความแข็งของวัสดุ  อาจแบง

ออกเปนตัวนํายวดยิ่งแบบออนและตัวนํายวดยิ่งแบบแข็ง แตในปจจุบันประเภทของตัวนํายวดยิ่งมัก

แบงตามคุณสมบัติทางแมเหล็กเปน 2 ชนิด เรียกวาตัวนํายวดยิ่งชนิดที่ 1 (Type-I superconductor)  

และตัวนํายวดยิ่งชนิดที่ 2 (Type-II superconductor)  ซึ่งเทียบไดกับประเภทออนและประเภทแข็ง

ตามลําดับ 

 ส่ิงที่สําคัญที่ทําใหเกิดความแตกตางของสภาพนํายวดยิ่งสองชนิดนอกจากปจจัยทางดาน

สนามแมเหล็กแลว วิถีอิสระ (mean free path) ของอิเล็กตรอนตัวนําในสถานะปกติ ซึ่งเปน

พารามิเตอรสําคัญในการกําหนดคุณสมบัติพื้นฐานของตัวนํายวดยิ่ง ไดแกระยะทะลวงลึก

(penetration depth: Lλ ) ของสนามแมเหล็กและความยาวอาพันธ (coherence length:ξ ) ซึ่ง

พารามิเตอร Lλ  แสดงความลึกของการซึมซาบหรือทะลุทะลวงของสนามแมเหล็กเขาในตัวนํายวดยิ่ง 

สวนพารามิเตอร ξ  แสดงระยะ ทางระหวางคูคูเปอร  ซึ่งคุณสมบัติของอิเล็กตรอนที่อยูภายในชวง ξ  

นั้นจะไมเปลี่ยนแปลง  

  ให  ( )B x
v

 เปนสนามแมเหล็กที่เจาะทะลุเขาสูชัน้ของตัวนํายวดยิ่ง จะไดสมการแสดงความ  

สัมพันธระหวาง ( )B x
v

 กับ ระยะทะลวงลึก  ดังนี้คือ 
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        /
0( ) LxB x B e λ−=

v v
  (1.7) 

                เมือ่  0B
v

  คือ  สนามแมเหล็กภายนอก   

       0
4

1

L

C

T
T

λλ =
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (1.8) 

               เมื่อ  Lλ   คือระยะทะลวงลึกที่ข้ึนกบัอุณหภูมิ, 0λ  คอืระยะทะลวงลึกที่อุณหภูม ิ 0 K  มี

คาประมาณ  30-130 nm  ข้ึนกบัชนิดของสารตัวนํายวดยิง่   

   ระยะทะลวงลึกและความยาวอาพนัธของธาตุตัวนํายวดยิ่งที่สําคัญ แสดงดังตาราง 3 

Lλ  

ภาพประกอบ 11  การเจาะทะลุของสนามแมเหล็กสูชัน้ตัวนํายวดยิง่ 

              ที่มา: Ramesh Gupta.  (2003).  Superconductivity.  p. 6. 
 

ตาราง 3 ความยาวอาพันธ และระยะทะลวงลึก ในหนวย 10-6 cm ที่อุณหภูมิศูนยสัมบูรณ 

ธาต ุ ความยาวอาพันธ ξ  ระยะทะลวงลกึ Lλ  /Lλ ξ  
Sn 23. 3.4 0.16 

Al 160. 1.6 0.010 

Pb 8.3 3.7 0.45 

Cd 76. 11.0 0.14 

Nb 3.8 3.9 1.02 

    

 ที่มา:  Kittel. (1997). Introduction to Solid State Physics. p. 353. 
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 2.1  ตัวนาํยวดยิ่งชนิดที่ 1  (type-I superconductor)   
 โดยทั่วไป เมื่ออุณหภูมิและสนามแมเหล็กที่มีคาสูง ๆ จะสามารถทําลายสภาพนํายวดยิ่งได 

ดังนั้นถามีควบคุมอุณหภูมิใหมีคาคงตัวคาหนึ่ง โดยอุณหภูมิที่กลาวนั้นมีคาต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤต และ

เมื่อเพิ่มสนามแมเหล็กภายนอกขึ้นเรื่อยๆ ความสัมพันธระหวางคาสนามแมเหล็กภายนอกและ

สนามแมเหล็กภายใน จะเปนไปตามภาพประกอบ 12 เรียกตัวนํายวดยิ่งประเภทนี้วาตัวนํายวดยิ่งชนิด

ที่ 1   

 

ภาพประกอบ 12  คาสนามแมเหล็กภายใน (B) และสนามแมเหล็กภายนอก (H) วิกฤตของตัวนาํยวด 

        ยิ่งชนิดที ่1 

 

   ที่มา: Ketterson; & Song.  (1999).  Superconductivity.  p. 13. 

 

 กลาวคือ เมื่ออุณหภูมิต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤต และสนามแมเหล็กภายนอกมีคามากกวาสนาม 

แมเหล็กวิกฤต ( )cH  ตัวนําจะอยูในสถานะปกติ สนามแมเหล็กภายนอกสามารถทะลุผานตัวนําเขาไป

ได แตในกรณีสนามแมเหล็กภายนอกมีคานอยกวาสนามแมเหล็กวิกฤตตัวนําจะอยูในสถานะนํายวด

ยิ่ง สนามแมเหล็กภายในจะมีคาเปนศูนย (พงษแกว  อุดมสมุทรหิรัญ.  2553: 16-17) 

 ตัวนํายวดยิ่งชนิดที่ 1 เปนสารที่มีจํานวนประมาณ 30 ชนิด มีความยาวอาพันธ(ξ ) มากกวา

ระยะทะลวงลึก(λ )  ที่อุณหภูมิต่ํากวาอุณหภูมิวิกฤติ ตัวนํายวดยิ่งชนิดนี้จะแสดงความสัมพันธ

ระหวาง Magnetization ( M
v

) กับสนามแมเหล็ก ( H
v

) ดังภาพประกอบ 13 

 เมื่อสนามแมเหล็กมีคานอยกวา cH
v

 สารยังคงสภาพตัวนํายวดยิ่งอยูได แตถาสนาม 

แมเหล็กมีคาสูงกวา cH
v

 ตัวนําจะสูญเสียสภาพนํายวดยิ่งกลายเปนตัวนําปกติทันที ถึงแมอุณหภูมิจะ

ยังนอยกวา อุณหภูมิวิกฤติก็ตาม  เรียก cH
v

 วาสนามแมเหล็กวิกฤติ 
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CH
v

CH
v

4
M

π
−

v

H
v

 

ภาพประกอบ 13  สนามแมเหล็กวกิฤตของตัวนาํยวดยิง่ชนิดที ่1 

   ที่มา:  Kittel. (1997). Introduction to Solid State Physics. p. 340. 

   ตัวนํายวดยิ่งชนิดนี้จะแสดงปรากฏการณไมสเนอรที่สมบูรณ คือเปนไดอาแมกเนติก 

อยางสมบูรณ (perfect diamagnetic) แสดงดังภาพประกอบ 14  และโดยทั่วไปคา cH
v

 ของตัวนํา

ยวดยิ่งแบบที่ 1 มีคาต่ํามากจนไมเพียงพอสําหรับการนําไปประยุกตใชงาน 

 

 

ภาพประกอบ 14  ปรากฏการณไมสเนอรของสารตัวนํายวดยิ่งชนิดที ่1 

 
 2.2  ตัวนาํยวดยิ่งชนิดที่ 2  (type-II superconductor)   
 สวนใหญเปนโลหะผสมและสารประกอบ ตัวนํายวดยิ่งชนิดนี้มีความยาวอาพันธ(ξ ) ส้ันกวา

ระยะทะลวงลึก (λ ) และมีอุณหภูมิวิกฤติ ( cT ) สนามแมเหล็กวิกฤติ ( cH
v

) สูงกวาตัวนํายวดยิ่งชนิดที่ 

1 และใหคาสนามวิกฤติ 2 คา ความสัมพันธระหวาง magnetization ( M
v

) กับสนามแมเหล็ก           

( H
v

) เปนดังภาพประกอบ 15 
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1CH
v

CH
v

4
M

π
−

v

H
v

CH
v

2CH
v

 

ภาพประกอบ 15 สนามแมเหล็กวกิฤติของตัวนาํยวดยิง่ชนิดที ่2 

 ที่มา:  Kittel. (1997). Introduction to Solid State Physics. p. 340. 

 เมื่อสนามแมเหล็กมีคานอยกวา  1cH
v

 ตัวนําจะมีสภาพเปนตัวนํายวดยิ่งที่สมบูรณ และแสดง

ปรากฏการณไมสเนอรอยางสมบูรณ เชนเดียวกับตัวนํายวดยิ่งชนิดที่ 1 แตเมื่อสนามแมเหล็กมีคามาก 

กวา 1cH
v

 แตนอยกวา  2cH
v

 ตัวนําจะมีสภาพนํายวดยิ่งที่ไมสมบูรณ เนื่องจากเสนแรงแมเหล็กสวน

หนึ่งสามารถทะลุเขาไปในเนื้อสารตัวนํา แสดงดังภาพประกอบ 16  ทําใหเกิดปรากฏการณไมสเนอรที่

ไมสมบูรณ เรียกสถานะนี้วา vortex state หรือ mixed state  และเมื่อสนามแมเหล็กมีคามากกวา 

2cH
v

 ตัวนําจะกลายสภาพเปนสถานะปกติ โดยทั่วไป 2cH
v

จะมีคามาก ตัวนําบางชนิดอาจมีคา 2cH
v

 

มากถึง 100 เทา ของคา cH
v

  เราจึงนิยมใชตัวนํายวดยิ่งชนิดนี้มาประยุกตใชในงานที่ตองการ

สนามแมเหล็ก 

 

 

ภาพประกอบ  16  ปรากฏการณไมสเนอรที่ไมสมบูรณของสารตัวนํายวดยิ่งชนิดที ่2 
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3. ตัวนํายวดยิ่งแบบตางๆ 
       ตัวนํายวดยิ่งจํานวนมากถูกคนพบ รวมถึงมีการคนพบทางทฤษฎีในหลายๆ แบบ ดังนั้นการ

แบงประเภทของตัวนํายวดยิ่งจะตองระบุวาเปนการแบงประเภทโดยคํานึงถึงสมบัติหรือทฤษฎีอะไร ใน 

ที่นี้จะกลาวถงึตัวนํายวดยิง่แบบตางๆ ที่ไดมีการแบงประเภทไวตามทฤษฎีและการทดลองตาง ๆ 

   3.1 ตัวนํายวดยิ่งสปนซิงเกลต (singlet) และสปนทริปเลต (triplet) 
          ในทฤษฎีควอนตัม ฟงกชันคลื่นของอิเล็กตรอน 2 ตัว ในปริภูมิอิสระ (free space) จะถูก 

เขียนอยูในเทอมของผลคูณของสวนปริภูมิ (ψ ) และสวนสปน ( χ ) 

      ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , , , ,r s r s r r s sψ χΨ =   (1.9)           

                โดย ir   และ is  เปนพิกัดในสวนชองวาง (spatial)  และสวนสปน ตามลําดบั 

               ฟงกชันคลื่นรวม (total wave function) ของคูอิเล็กตรอน ซึ่งเปนอนุภาคเฟอรมิออนที่มี 
1
2s =  และเมื่อพิจารณาการแลกเปลี่ยนพลังงานระหวางอิเล็กตรอน จะเปนฟงกชันแบบ                       

Antisymmetric ซึ่งสามารถเขียนไดสองแบบ คือ 

      ( ) ( )1 1
1 2 1 2, ,

even

s s
A odd r r s sψ χ= =Ψ =  (1.10) 

      ( ) ( )0 0
1 2 1 2, ,

odd

s s
A even r r s sψ χ= =Ψ =  (1.11) 

               เนื่องจากมีอิเล็กตรอนสองตัว ดงันัน้สปนรวมจะสามารถเปนไดแค 2 แบบ คือ 
1 1
2 2 0s = − + =  และ 1 1

2 2 1s = + =   ซึ่งกรณี  0s =  จะเรียกวาเปนสปนซงิเกลต มีฟงกชนัคลื่นแบบคี่ 

(odd) และกรณี 1s =  จะเรียกวาสปนทริปเลต มีฟงกชันคลืน่แบบคู (even) 

 กําหนดให α  และ β   แทนสปนชี้ข้ึนและสปนชี้ลงของอิเล็กตรอน ตัวเลข 1 และ 2 แทน

อิเล็กตรอนแตละตัว จะเขียนฟงกชนัคลื่นรวมในสวนสปนไดเปน 

 

     ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 / 2s
evenχ α β β α= = +⎡ ⎤⎣ ⎦  (1.13) 

 

     ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1 2 / 2s
oddχ α β β α= = −⎡ ⎤⎣ ⎦  (1.14) 
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   สําหรับฟงกชันคลื่นสปนซิงเกลตตามสมการ (1.11) จะมีฟงกชันคลื่นรวมเปนแบบ 

Antisymmetry โดยมีสวนชองวางเปนแบบ symmetry และสวนสปนเปนแบบ Antisymmetry ดังนั้น

สวนวงโคจร (Orbital part) ( ),A θ φ  ของฟงกชันคลื่นรวม ( ) ( ) ( )1 ,r R r A θ φΨ =  ซึ่งเปนสวนหนึ่ง

ของสวนชองวางจะตองเปนฟงกชันคูดวย ซึ่งโมเมนตัมเชิงมุมในวงโคจร (Orbital angular 

momentum)  ที่เปนไปไดคือ กรณีที่มี l  เปนเลขคูคือ s  และ d  และตัวอื่น 

   ในทํานองเดียวกัน สําหรับฟงกชันคลื่นสปนทริปเลต ตามสมการ (1.10) เนื่องจากสวน

ชองวาง เปนฟงกชันคี่ ดังนั้น 

      ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,odd even oddr r R r r A θ φΨ =  (1.15) 

      ( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,odd even evenr r R r r A θ φΨ > =  (1.16) 

                 โดย  ( ),A θ φ  เปนสวนโมเมนตัมเชิงมมุในวงโคจร และ ( )1 2,R r r เปนสวนรัศมี  

(Radial part) 

                 เนื่องจากสวนรัศมีเปนฟงกชันคูเทานั้น ดังนั้นฟงกชันคลื่นรวมที่เปนไปไดคือ  

( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,odd even oddr r R r r A θ φΨ = และโมเมนตัมเชิงมุมในวงโคจรที่เปนไปไดคือ กรณีที่มี l  เปน 

เลขคี่คือ 1( )l p=  และ 3 ( )l f= และอ่ืน ๆ 

                  สําหรับทฤษฎี BCS การจับคูของอิเล็กตรอนจะมีแบบเดียวคือ มี 0l =  ดังนั้นจึงเปนคลื่น

แบบสปนซิงเกลต และจากเงื่อนไขของทฤษฎี จึงสามารถสรุปไดวาเปน  s-state orbital angular 

momentum เทานั้น ซึ่งบางครั้งจึงเรียกสั้น ๆ วาเปนการจับคูแบบ s-wave หรือคลื่น s จากผลการ          

ทดลองพบวาตัวนํายวดยิ่งแบบ conventional สวนใหญเปนตัวนํายวดยิ่งแบบคลื่น s  

 
    3.2 ตัวนํายวดยิ่งแบบ Strong-Coupling และ Weak-coupling 
              ในทฤษฎี BCS จะกําหนดใหอันตรกิริยาของอิเล็กตรอน-โฟนอน เปนอันตรกิริยาอยางออน

หรือเปนการคูควบแบบออน (weak-coupling interaction) แตถาตัวนํายวดยิ่งมีอันตรกิริยาของ

อิเล็กตรอน-โฟนอนเปนแบบรุนแรง (strong-coupling interaction) หรือเปนการคูควบแบบรุนแรงแลว 

ก็ จะไมสามารถใชทฤษฎี BCS อธิบายได สภาพการจับคูของอิเล็กตรอนจะมีเวลาจํากัด ทําให ( )0Δ   

และ cT  มีคาลดลงมากกวาปกติ  คาของ ( )2 0

Bk T
Δ

 จะมากกวา 3.52 และตัวชี้วัดวาเปนการคูควบแบบ

รุนแรงอีกอยางคือ อัตราสวน c

D

T
ω

 จะมีคาไมนอย จึงไมสามารถตัดทิ้งไมไดเหมือนดังการคํานวณตาม

ทฤษฎี BCS และคาของ λ  จะมีคามากกวาตามทฤษฎี BCS มาก โดยคํานวณไดจากสมการของ  

McMillan คือ 
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      ( ) ( )max 2

0
2 q

q q
q

d
F

ω ω
λ α ω ω

ω
≡ ∫   (1.17) 

                   เมื่อ    ( )2
qα ω  เปนคาเฉลี่ยของอันตรกิริยาอิเล็กตรอนที่ความถี่  qω  

                             ( )qF ω   เปนความหนาแนนของโฟนอน 

                            maxω   เปนความถี่สูงสุดของโฟนอน 

 

                  (พงษแกว  อุดมสมุทรหิรัญ.  2553: 50-53) 

 

 
4. ปรากฏการณพร็อกซิมิตี (proximity effect) 
 อันตรกริยาที่เกิดขึ้นจากการนําวัสดุตัวนํายวดยิ่ง (S) สัมผัสกับโลหะแมเหล็กเฟรโร (F) 

กอใหเกิดอิทธิพลตอกันและกัน และเกิดการเปลี่ยนแปลงของสภาพความนํายวดยิ่งในตัวนํายวดยิ่ง

และสภาพแมเหล็กในโลหะแมเหล็กเฟรโร ณ ผิวรอยตอของระบบ เราเรียกปรากฏการณอันเกิดจาก

การสัมผัสกันระหวางวัสดุที่มีพารามิเตอรความเปนระเบียบแตกตางกัน ทําใหคุณสมบัติของวัสดุทั้ง

สองที่บริเวณใกลรอยตอมีการเปลี่ยนแปลงนี้วา ปรากฏการณพร็อกซิมิตีของระบบ S/F 

 

 4.1 ปรากฏการณพร็อกซมิิตีของระบบ S/N 

 การศึกษาปรากฏการณพร็อกซิมิตี เร่ิมจากแผนประกบระหวางตัวนํายวดยิ่งกับโลหะปกติ 

(S/N) โดยในตัวนํายวดยิ่งมีคูคูเปอรที่ประกอบดวยอิเล็กตรอนสองตัวที่มีสปนสวนทิศกัน ฟงกชันคลื่น

เปนตัวกําหนดพารามิเตอรความเปนระเบียบมีคาสูง ขณะที่โลหะปกติมีอิเล็กตรอนอยูอยางกระจัด

กระจายทําใหผลรวมของสปนอิเล็กตรอนมีคาเปนศูนยหรือกลาวไดวาไมมีพารามิเตอรความเปน           

ระเบียบเลย แสดงดังภาพประกอบ 17-18 

 

 

ภาพประกอบ 17  แสดงคูคูเปอรในตัวนาํยวดยิ่งที่มีสปนของอิเล็กตรอนสวนทิศกันเปรียบเทียบกบั 

        อิเล็กตรอนทีก่ระจายอยูในโลหะปกต ิโดยที ่ Sd และ Nd  เปนความหนาของตัวนาํยวดยิ่งและ   

        โลหะปกติ ตามลําดับ  
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ภาพประกอบ 18 แสดงพารามิเตอรความเปนระเบียบ (ψ ) ในตัวนํายวดยิ่ง (S) และโลหะปกต ิ(N) 

 เมื่อตัวนํายวดยิ่งสัมผัสโลหะปกติ ที่บริเวณรอยตอ คูคูเปอรของตัวนํายวดยิ่งจะทะลุทะลวงสู

โลหะปกติไปไกลที่ระยะหนึ่ง ถาการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนเปนลักษณะแพรซึมและอยูในขอบเขต

สกปรก 1Tτ <<  เมื่อ τ  คือเวลาการกระเจิงของอิเล็กตรอน ระยะการทะลุทะลวงนี้จะมีคาประมาณ 

/ 2N D Tξ π=  เมื่อ D  คือคาคงตัวของการแพรซึม ซึ่งมีคาเทากับ / 3vl  และ l vτ=  คือระยะวิถี

อิสระ T  คืออุณหภูมิ ในกรณีโลหะบริสุทธิ์ระยะนี้คือความยาวอาพันธ /N v Tξ ≈  เมื่อ v  คือความเร็ว

เฟอรมี ดังนั้นสภาพการนํายวดยิ่งของตัวนํายวดยิ่งจะลดลงเมื่ออยูหางจากบริเวณผิวรอยตอและใน

โลหะปกติที่บริเวณใกลผิวรอยตอก็จะแสดงสภาวะการนํายวดยิ่งไดภายในระยะอาพันธเชนกัน แสดง

ดังภาพประกอบ  19 และ 20   

 
 

ภาพประกอบ 19  แสดงคูคูเปอรจากตัวนํายวดยิง่ (S) และอิเล็กตรอนจากโลหะปกติ (N) ทีท่ะลุขาม 

       รอยตอของระบบแผนประกบ S/N 

 

 
 

ภาพประกอบ 20 แสดงพารามิเตอรความเปนระเบียบของสภาพนํายวดยิ่งบริเวณใกลรอยตอระหวาง 

       ตัวนํายวดยิ่ง (S) กับโลหะปกต ิ(N) ของระบบแผนประกบ S/N โดย Nξ  และ Sξ  เปนความยาว 

       อาพนัธของโลหะปกติและตัวนาํยวดยิ่งตามลาํดับ 
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  เมื่อพิจารณาอุณหภูมิวิกฤตของแผนตัวนํายวดยิ่งบางที่สัมผัสโลหะปกติ ถาความหนา

ของแผนตัวนํายวดยิ่งมีคานอยกวาความหนาคาหนึ่งซึ่งเรียกวาความหนาวิกฤตแลวปรากฏการณ        

พร็อกซิมิตีก็จะทําลายหรือหยุดยั้งสภาพนํายวดยิ่งอยางสมบูรณ แสดงดังภาพประกอบ 21 

 

 
 

ภาพประกอบ  21 การลดลงของอุณหภูมิวกิฤตลดทอน /c cst T T= กับความหนาของแผนตัวนาํ 

        ยวดยิง่ Pb (DS) และแผนโลหะปกติ Cu ( DN ) ของระบบแผนประกบ  S/N  

 ที่มา:  Werthamer.  (1963).  Theory of  the Superconducting Transition Temperature  

and Energy Gab Function of Superposed Metal Films.  p. 1963. 

 

              กราฟระหวางอุณหภูมิวิกฤตลดทอน /c cst T T=  เมื่อ cT  คืออุณหภูมิวิกฤตของตัวนํายวดยิ่ง 

และ csT คืออุณหภูมิวิกฤตของแผนตัวนํายวดยิ่งขนาดใหญ กับความหนาของแผนโลหะปกติ ( DN ) 

กราฟเสนแรก แสดงใหเห็นวาความหนาของแผนโลหะปกติที่มากกวา 120 
o
A  สภาพนํายวดยิ่งจะ

ส้ินสุดลง ( 0cT = ) หากแผนตัวนํายวดยิ่งมีความหนา 70 
o
A  และเสนกราฟอื่น ๆ เมื่อความหนาของ

แผนตัวนํายวดยิ่งเพิ่ม ข้ึนเปน 100, 150, 300, 500 และ 1000 
o
A  แลว อุณหภูมิวิกฤตมีคาสูงขึ้น

ตามลําดับ โดยในแตละเสน กราฟถึงแมความหนาของแผนโลหะปกติจะเพิ่มแตอุณหภูมิวิกฤตจะมีคา

คงตัว 

 พิจารณาความสัมพันธระหวางอุณหภูมิวิกฤตกับความหนาของแผนตัวนํายวดยิ่ง เมื่อ

กําหนด ใหความหนาของแผนโลหะปกติมีคาคงตัว พบวาอุณหภูมิวิกฤตของระบบแผนประกบ S/N นี้มี

คาสูงขึ้นเมื่อแผนตัวนํายวดยิ่งมีความหนาเพิ่มข้ึน แสดงดังภาพประกอบ 22 
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ภาพประกอบ 22 ความสัมพนัธระหวางอณุหภูมิวิกฤตลดทอนกับความหนาของแผนตัวนํายวดยิ่ง   

        Pb เมื่อแผนโลหะปกติ Cu มีความหนาคงตัว ของระบบแผนประกบ S/N  

 ที่มา: Ibid.  p. 1964. 

 4.2 ปรากฏการณพร็อกซมิิตีของระบบ S/F 

 ในสวนของปรากฏการณพร็อกซิมิตีของระบบ F/S สถานะสปนของตัวนํายวดยิ่ง และ

แมเหล็กเฟรโร มีลักษณะที่แตกตางกัน ในกรณีของตัวนํายวดยิ่งที่สถานการณจับคูเปนแบบซิงเกลต 

(singlet pairing state) สปนของคูอิเล็กตรอนมีทิศตรงกันขามสวนสนามแลกเปลี่ยนของแมเหล็กเฟรโร

จะบังคับใหสปนของอิเล็กตรอนมีทิศชี้ไปทางเดียวกัน  ดังนั้นจึงเกิดการประชันเฟสกันระหวางสภาพนํา

ยวดยิ่งและสภาพแมเหล็กเฟรโร มีผลการทดลองที่ยืนยันการเกิดปรากฎการณที่แสดงใหเห็นถึงการ

รวมเฟสของสภาพนํายวดยิ่งและสภาพแมเหล็กเฟรโรในระบบแผนประกบตัวนํายวดยิ่งและแมเหล็ก

เฟรโร เชนการกวัดแกวงของอุณหภูมิวิกฤต (superconducting critical temperature) และกระแส

วิกฤตโจเซฟสัน (Josephson critical current) ตามชั้นความหนาของแมเหล็กเฟรโรที่แปรคาไป จาก

ปรากฏการณที่ เกิดขึ้น ทําใหเกิดคําถามวาทําไมจึงเกิดสภาพนํายวดยิ่งเหนี่ยวนํา (induced 

superconductivity) ข้ึนในชั้นแมเหล็กเฟรโร เนื่องจากโดยลําพังของการจับคูแบบซิงเกลตนั้นระยะ

อาพันธ (coherence length) ของคูอิเล็กตรอนในชั้นแมเหล็กเฟรโรมีพิสัยใกล จึงไมเพียงพอตอการ

เหนี่ยวนําสภาพนํายวดยิ่งขึ้นในชั้นแมเหล็กเฟรโรได ในความเปนจริงนั้นโมเมนตแมเหล็กเฟรโรมี

ลักษณะไมเปนเอกพันธุ (inhomogeneous) จึงอนุญาตใหคูอิเล็กตรอนมีสถานะการจับคูแบบทริปเลต 

(triplet pairing state) โดยที่ฟงกชันคลื่นของคูอิเล็กตรอนตองมีคุณสมบัติเปนฟงกชันคี่ของความถี่         

มัตซูบารา (Matsubara’s frequency) และเปนฟงกชันคูของโมเมนตัมหรือเรียกวาสภาพนํายวดยิ่ง 
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แบบทริปเลตคี่ (odd triplet superconductivity) สถานะทริปเลตคี่ทําใหสภาพนํายวดยิ่งมีอยูไดในชั้น

แมเหล็กเฟรโรและทําใหระยะอาพันธมีพิสัยไกล 

 ดังที่กลาวขางตน ในคูคูเปอร สปนของอิเล็กตรอนสวนทิศกัน ฟงกชันคลื่นเปนตัวกําหนด

พารามิเตอรความเปนระเบียบในตัวนํายวดยิ่ง สวนการที่โมเมนตแมเหล็กของอะตอมชี้ในทิศทาง                

เดียวกันเปนตัวกําหนดพารามิเตอรความเปนระเบียบในแมเหล็กเฟรโร ดังแสดงในภาพประกอบ 23  

 

 

ภาพประกอบ 23 คูคูเปอรในตัวนํายวดยิง่ที่มีสปนของอิเล็กตรอนสวนทิศกับโมเมนตแมเหล็กที่ชี้ใน 

        ทิศทางเดียวกนัในแมเหล็กเฟรโร 
 

 ภาพประกอบ 23  สภาพนํายวดยิ่งและสภาพแมเหล็กเฟรโรมีลักษณะตอตานกัน  ในกรณี

วัสดุที่มีขนาดใหญ โดยทั่วไปสภาพนํายวดยิ่งจะถูกสนามแมเหล็กแลกเปลี่ยนที่รุนแรงทําลายจนหมด  

เพราะสนามแลกเปลี่ยนมีความเขมของสนามแมเหล็กสูง จึงโนมนาวใหสปนของคูคูเปอรเรียงตัวใน

ทิศทางเดียวกัน สนามแลกเปลี่ยนจึงตอตานการจับคูของอิเล็กตรอนที่จะเปนคูคูเปอร  แสดงดัง 

ภาพประกอบ 24 

 
 

ภาพประกอบ 24  คูคูเปอรทีท่ะลุลงสูแมเหล็กเฟรโรถูกโนมนาวใหมีสปนในทิศเดียวกบัทิศโมเมนต 

       แมเหล็กในแมเหลก็เฟรโร 
 

  ที่มา:  Anishchanka.  (2008).  Proximity Effects in Superconductor-Ferromagnet  

Structures. Ph.D. (Science). Bochum University. p. 6. 
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 ถึงแมการอุบัติของสภาพนํายวดยิ่งรวมกับสภาพแมเหล็กเฟรโรแทบจะเกิดขึ้นไมไดในวัสดุที่มี

ขนาดใหญ  แตถาเราสามารถสรางระบบที่มีแผนประกบระหวางตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโร (S/F) 

ได  คูคูเปอรจะสามารถทะลุผานรอยตอของแผนประกบนี้ไปเหนี่ยวนําใหเกิดสภาพนํายวดยิ่งในแผน

แมเหล็กเฟรโรได ถาพลังงานแลกเปลี่ยน h  มีคามากกวา ( )B Bk T h k T>> ระยะที่คูคูเปอรทะลุ

ทะลวงลงสูแมเหล็กเฟรโรมีคา /F D hξ =  ขณะเดียวกันสปนที่มีคาแนชัด (spin-polarized) ของ

อนุภาคควอไซน (quasi particle) ไมเพียงแตจะตอตานพารามิเตอรความเปนระเบียบที่ทะลุเขามายัง

แผนแมเหล็กเฟรโร แตจะแพรซึมขามรอยตอไปยังแผนตัวนํายวดยิ่งที่ระยะหนึ่งเชนกัน แสดงดังในภาพ  

ประกอบ 25 ทําใหที่บริเวณรอยตอระหวางตัวนาํยวดยิง่กับแมเหลก็เฟรโรมีคุณสมบัติเปลี่ยนแปลงไป 

 
 

ภาพประกอบ 25  การทะลทุะลวงของคูคูเปอรและการแพรซึมของอนภุาคควอไซนขามรอยตอของแผน 

        ประกบ S/F  

               จากเดิม อาทิ พารามิเตอรความเปนระเบียบบริเวณใกลรอยตอของตัวนํายวดยิ่งลดลงและ

ในแมเหล็กเฟรโรมีการกวัดแกวงของพารามิเตอรแบบไมสม่ําเสมอ ดังภาพประกอบ 26  ซึ่งเปนผลอัน

เกิดจากการที่สภาพนํายวดยิ่งกับสภาพแมเหล็กเฟรโรมีอิทธิพลตอตานกันและกัน ทําใหอิเล็กตรอนใน

คูคูเปอรของตัวนํายวดยิ่งมี 

 

ภาพประกอบ 26  แสดงพารามิเตอรความเปนระเบียบทีล่ดลงแบบไมสม่ําเสมอในแผนแมเหลก็เฟรโร 

       ของแผนประกบ S/F  
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               พลังงานแตกตางกันอันเนื่องจากการมีสปนขึ้นและสปนลงของอิเล็กตรอนถูกสนาม

แลกเปลี่ยนภายในแมเหล็กเฟรโรกระทําแตกตางกัน  และคุณสมบัติที่นาสนใจเปนอยางยิ่งคือการที่

อุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบ S/F ลดลงแบบไมสม่ําเสมอ (nonmonotonic) คือข้ึนกับความหนาของ

แผนแมเหล็กเฟรโร (dF) แสดงดังภาพประกอบ 27 และอุณหภูมิวิกฤตที่สูงขึ้นเมื่อความหนาของแผน

ตัวนํายวดยิ่งมีคาเพิ่มข้ึน แสดงดังภาพประกอบ 28 

 

 
 

ภาพประกอบ  27 การลดลงแบบไมสม่ําเสมอของอุณหภมูิวิกฤต (Tc) กับความหนาของแผน 

       แมเหล็กเฟรโร (dF) เมื่อกําหนดใหความหนาของแผนตัวนํายวดยิ่ง(dS) ในระบบแผนประกบ S/F มี 

       คาคงตัว 

 ที่มา: Fominov; Chtchelkatchev; & Golubov.  (2002). Physical Review B.  66: 5  

 

 
 

ภาพประกอบ  28 การเพิ่มข้ึนของอุณหภูมวิิกฤตกับความหนาของแผนตัวนํายวดยิง่ Nb (dNb) 

        เมื่อกาํหนดใหความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร (dF)คงที ่ของระบบแผนประกบ S/F   

 ที่มา:  Cirillo;  et al.  (2005).  Physical Review B.  72(144511): 4. 
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 คูคูเปอรจากตัวนํายวดยิ่งที่มีการจับคูแบบเดี่ยว ประกอบดวยอิเล็กตรอนสองตัว สปนมีทิศ

ตรงขามกัน เมื่อทะลุทะลวงลงสูแมเหล็กเฟรโรนั้น ถาแมกนีไตเซชั่นในแมเหล็กมีคาสม่ําเสมอ ฟงกชัน 

คลื่นของคูคูเปอร f  เขาสูแมเหล็กเฟรโรไดในระยะทางสัน้ ๆ มีสองฟงกชนั คือ 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttttttf ↑↓↓↑
′−′′− ψψψψ~0  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttttttf ↑↓↓↑
′+′′− ψψψψ~3  

               ฟงกชันคลื่นตัวแรกอธิบายถึงตัวนํายวดยิ่งที่มีสปนจับคูแบบเดี่ยว (singlet) มีคาไมเปนศูนย

ทั่วบริเวณตัวนํายวดยิ่งและในชวงระยะความยาวอาพันธ Fξ ในแมเหล็กเฟรโร  สวนฟงกชันคลื่นที่สอง 

3( )f t t′−  อธิบายถึงองคประกอบตัวนํายวดยิ่งที่มีสปนจับคูแบบสาม (triplet) โดยที่ทิศการชี้สปนของ

คูคูเปอรอยูแนวเดียวกับแมกนีไตเซชันของแมเหล็กเฟรโร มีคาไมเปนศูนยเฉพาะบริเวณใกลรอยตอของ

แผนประกบ S/F  คือชวงระยะอาพันธ / 2S cD Tξ π=  ทางดานตัวนํายวดยิ่ง และชวงระยะอาพันธ 

Fξ  ทางดานแมเหล็กเฟรโร 

 เมื่อแมกนีไตเซชันในแมเหล็กเฟรโรมีคาไมสม่ําเสมอ เชนมีการหมุนวน หรือทํามุมใด ๆ ใน

ระนาบ ไมเพียงแตมีคูตัวนํายวดยิ่งจับคูแบบเดี่ยวและจับคูแบบสามที่มีสปนชี้ในทิศเดียวกับโมเมนต

แมเหล็กเทานั้น ยังคงมีองคประกอบของตัวนํายวดยิ่งแบบจับคูแบบสาม ที่สปนชี้ในทิศตั้งฉากกับทิศ 

การชี้ของแมกนีไตเซชันในแมเหล็กเฟรโรเกิดขึ้นในระบบ คูคูเปอรที่มสีปนจับคูแบบสามทีเ่กิดขึ้นนี้เขียน

ในรูปฟงกชันคลื่นคือ ( ) ( ) ( )~trf t t t tψ ψ↑ ↑
′ ′−  และ ( ) ( ) ( )~trf t t t tψ ψ↓ ↓

′ ′−  จะทะลุ

ทะลวง สูแมเหล็กเฟรโรไดในระยะไกล แสดงดังภาพประกอบ 29 และภาพประกอบ 30 

 
 

ภาพประกอบ 29  ระยะทะลวงลึกของตัวนาํยวดยิ่งจับคูแบบเดี่ยวและจับคูแบบสามเมื่อแมเหล็กเฟรโร 

       มีแมกนีไตเซชันไมสม่ําเสมอ  

 ที่มา:  Anishchanka.  (2008).  op. cit.  p 7. 
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ภาพประกอบ 30  ระยะทะลวงลึกของตัวนาํยวดยิ่งจับคูแบบเดี่ยวและเหนีย่วนําใหเกิดตัวนาํยวดยิ่ง 

       จับคูแบบสามที่ใกลรอยตอของแผนประกบ เมื่อแมเหล็กเฟรโรมีแมกนีไตเซชนัไมสม่ําเสมอ  

       ภาพบน แสดงการกระเจิงแบบออน และภาพลาง แสดงการกระเจงิแบบเขม  

 

 ที่มา:  M. Eschrig ; & T. Lofwander.  (2008).  Triplet Supercurrents in Clean and  

   Disordered Half-metallic Ferromagnets.  p.138.  

 

 นอกจากระบบของแผนประกบ 2 ชั้น S/N และ S/F ที่กลาวมาแลว ปรากฏการณพร็อกซิมิตี

ระหวางตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโรยังเกิดไดในอีกหลากหลายสถานการณ รวมถึงรูปแบบตาง ๆ 

ของการวางตัวของแมกนีไตเซชันในแมเหล็กเฟรโร แสดงดังภาพประกอบตอไปนี้ 

   

 
 

ภาพประกอบ  31 รูปแบบของแผนประกบตาง ๆ ที่ใชศกึษาปรากฏการณพร็อกซิมติี 
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ภาพประกอบ 32  แผนประกบสอง F/S  มแีมกนีไตเซชันของแผน F หมุนวนในระนาบ (y, z) โดยทาํมุม 

       กับแกน x คงตัว  

 ที่มา:  Volkov;  Anishchanka; & Efetov.  (2006).  Phys.  Rev. B 73, 104412: p. 4. 

 

 

 

ภาพประกอบ 33   แผนประกบสอง F/S  มีโมเมนตแมเหล็กหมุนวนในแผน F 

    ที่มา: Champel; & Eschrig.  (2006).  Physical Review B 71:  p1. 

 
 

ภาพประกอบ 34  แผนประกบสาม FSF มีแมกนีไตเซชันวางตัวในระนาบ y-z มีมุมระหวางระนาบ 

        ในแผน F ทั้งสองเทากบั 2α  

 ที่มา: Fominov; Golubov; & Kupriyanov.  (2003).  JETP.  Lett. 77, 587:  p 1. 
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ภาพประกอบ 35  แผนประกบสอง F/S  มแีมกนีไตเซชันของแผน F หมุนวนในระนาบ (y, z) 

 ที่มา: Volkov; Fominov; & Efetov.  (2005).  Phys. Rev. B 72, 184504:  p. 2. 

 

 
 

ภาพประกอบ 36   แผนประกบสาม S/F1/F2   มีสนามแลกเปลี่ยนวางตัวในระนาบ (y, z) 

 ที่มา: Fominov;  el at.  (2010).  Phys. Rev. B 81, 214435:  p 2. 

 

 ในงานวิจัยนี้ จะกลาวถงึปรากฏการณพร็อกซิมิตีที่เกิดขึ้นในระบบของแผนประกบ 2 ชั้น ที่

ประกอบดวยตัวนํายวดยิง่กบัแมเหล็กเฟรโร (S/F) เมื่อแมกนีไตเซชนัในแมเหลก็เฟรโรมีการหมุนวนใน 

ระนาบ 3 มิติ  ดวยมุมที่มีคาตาง ๆ กัน 

ความมุงหมายของงานวิจัย 

 เพื่อหาคาอุณหภูมิวิกฤต ซึ่งเปนฟงกชันของความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร  พลังงาน

แลกเปลี่ยนในแมเหล็กเฟรโร คาความโปรงใส (transparency) ที่ผิวรอยตอระหวางแผนประกบของ

ระบบแผนประกบที่ประกอบดวยตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโร (S/F bilayer) เมื่ออิเล็กตรอนมีการ

จับคูแบบเดี่ยว และแบบสาม ที่มีโมเมนตแมเหล็กในรูปแบบตาง ๆ เชน ขนาน ตั้งฉากและทํามุมใด ๆ 
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ขอบเขตของการวิจัย 
 การหาคาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโร  ใชสมการอุสซาเดล 

(Usadel’s equation) ในตัวนํายวดยิ่งที่มีการจับคูแบบเดี่ยว และจับคูแบบสาม 

 

ความสําคัญของการวิจัย 
 จากการศึกษาปรากฏการณพร็อกซิมิตีระหวางแผนประกบตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโร 

เมื่ออิเล็กตรอนมีการจับคูแบบเดี่ยว (singlet) และแบบสาม (triplet) มีโมเมนตแมเหล็กในรูปแบบ 

ตาง ๆ ทําใหสามารถทราบคาอุณหภูมิวิกฤตของระบบขึ้นกับพารามิเตอรที่เกี่ยวของ และนําไปใช

ประโยชนในการเตรียมฟลมบาง นอกจากนี้ในงานวิจัยนี้จะมีการนําเสนอแมกนีไตเซชันที่มีการหมุนวน

ในสามมิติกระทําตอคูอิเล็กตรอนที่มีการจับคูแบบเดี่ยวและแบบสาม และศึกษาผลตออุณหภูมิวิกฤต

ของแผนประกบที่ประกอบดวยตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร 



 

 

บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
ในการศึกษาปฏิสัมพันธระหวางอิเล็กตรอนกับโฟนอนโดยใชสมการการสงผาน เร่ิมในชวงตน

ทศวรรษที่ 60  ป 1964 เกลดิช (Keldysh) ไดประยุกตสมการโดยใชเทคนิคฟงกชันของกรีน (Green’s 

function) เพื่อพิสูจนใหไดมาซึ่งสมการทางจลนศาสตรของอิเล็กตรอน ตั้งแตนั้นมาจึงเรียกวาวิธีการนี้

วา non-equilibrium Keldysh Green’s functions method วิธีการนี้ใชกันอยางกวางขวางในการ

อธิบายปรากฏการณการสงผานขอมูลความนาจะเปนของอนุภาคอิเล็กตรอน อธิบายการแพรของ

อนุภาคที่เกิดอันตรกริยาตาง ๆ ในระบบ เชน การเกิดอันตรกริยาระหวางอิเล็กตรอน-อิเล็กตรอน  

การกระเจิงของอิเล็กตรอนในโลหะที่มีสารเจือปน สภาพนํายวดยิ่งแบบไมสมดุล คุณสมบัติของอนุภาค

เดี่ยว ความหนาแนนของสถานะ และกระแสไฟฟาเปนตน  

กรณีตัวนํายวดยิ่ง ในภาพรวมตามเทคนิควิธีของเกลดิช ใชฟงกชันของกรีนซึ่งเปนเมตริกซ 2x2 

ในปริภูมิของลําดับเวลา (time ordered) หรือปริภูมิเกลดิช ไมพอเพียงที่จะอธิบายสมบัติของระบบนี้ 

ยังตองมีการเสริมดวยเมตริกซ 2x2 ในปริภูมิอนุภาค-โฮล หรือเรียกวาปริภูมินัมบู (Nambu space) 

เขาในเทคนิควิธีของเกลดิชดวย จึงจะชวยอธิบายสมบัติของสภาพนํายวดยิ่งไดดียิ่งข้ึน 

 
2.1 ทฤษฎีที่เกี่ยวของ 
          ฟงกชันของกรีนสําหรบัตัวนาํยวดยิ่งและแมเหลก็เฟรโร 

 ในที่นี้จะเสนอทฤษฎีกึ่งคลาสสิค ส้ัน ๆ โดยเริ่มจากระบบในระดับจุลภาค ฟงกชันของกรีน 

นัมบู-กอรคอฟ  ซึ่งเปนที่ทราบกันวาการจับคูของคูคูเปอร สปนอิเล็กตรอนอยูในสถานะจับคูแบบเดี่ยว 

อธิบายไดโดยฟงกชันของกรีน ที่ ข้ึนกับทิศทางในปริภูมิของสปน  รวมไปถึงระบบที่มีสปนของ

อิเล็กตรอนซับซอน หรือกรณีสปนอิเล็กตรอนมีการหมุนในทิศทางใด ๆ ดังเชน การรวมกันเปนระบบ

ระหวางสมบัติที่ตอตานกันสองประเภทคือสภาพนํายวดยิ่งและสภาพแมเหล็กเฟรโร  เร่ิมโดยกําหนด 

สนามนัมบูสไปเนอร (Nambu spinor field) ( ),r tΨ   

( )

( )
( )
( )
( )

†

†

,
,

,
,
,

x t
x t

r t
x t
x t

ψ
ψ
ψ
ψ

↑

↓

↑

↓

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟Ψ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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                 เมือ่  ,↑ ↓  หมายถงึทศิของสปนอิเลก็ตรอน 

                 ใชสไปเนอรนี้นยิามฟงกชนัของกรีนโดยการคูณแบบเทนเซอร 

 

( ) ( ) ( )ˆ , , , , ,G x x t t i x t x t′ ′ ′ ′= − ΤΨ Ψ =  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

† †

† †

† † † † † †

†

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

,

i x t x t i x t x t i x t x t i x t x t

i x t x t i x t x t i x t x t i x t x t

i x t x t i x t x t i x t x t i x t x t

i x

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

↑ ↑ ↑ ↓ ↑ ↑ ↑ ↓

↓ ↑ ↓ ↓ ↓ ↑ ↓ ↓

↑ ↑ ↑ ↓ ↑ ↑ ↑ ↓

↓

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Τ − Τ − Τ − Τ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Τ − Τ − Τ − Τ
=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Τ − Τ − Τ − Τ

′− Τ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† † † † †, , , , , , ,t x t i x t x t i x t x t i x t x tψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ↑ ↓ ↓ ↓ ↑ ↓ ↓

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Τ − Τ − Τ⎝ ⎠

 

เปนเมตริกซ 4X4 ประกอบดวยปริภูมิอนุภาค–โฮล และปริภูมิสปน หรือที่เรียกวา ปริภูมินัมบู แบง

เมตริกซนี้ออกเปน 4 เมตริกซยอย ประกอบดวยกรีนฟงกชันแบบปกติ และแบบอปกติ คือ 

 

ˆ ˆ
g f

G g
f g

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠% %  

 

              เมื่อ  ( ) ( ), , , , , ,f x x t t f x x t t∗ ′ ′ ′ ′= %  และ ( ) ( ), , , , , ,g x x t t g x x t t∗ ′ ′ ′ ′= %  เปนสมบัติความ

สมมาตรพื้นฐานและความสัมพันธนี้จะมีความสําคัญมากในระดับตอไป องคประกอบของฟงกชันกรีน

เหลานี้อธิบายปริภูมิอนุภาค-โฮล  จะแสดงปริภูมิสปนโดยใสเมตริกซของเพาลี { }0 1 2 3, , ,σ σ σ σ   

 

0s t yf f f iσ σ σ⎡ ⎤= + ⋅⎣ ⎦
v v  

0 0g g gσ σ= + ⋅v v  
 

ฟงกชัน ( )0,sf g และ ( ),f g
v v แสดงถึงองคประกอบทางสปนของคลื่นแบบซินเกรตและแบบทริปเลตซึ่ง

ปกติแลว ที่ตัวนํายวดยิ่ง จะมีเฉพาะคลื่นซินเกลตเทานั้น แตเมื่อเขาใกลรอยตอของแผนประกบตัวนํา

ยวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร จะเกิดการโนมนาวสปนอิเล็กตรอนใหเกิดเปนคลื่นทริปเปลตขึ้นดวย ฟงกชัน

กรีนที่กําหนดใหกับระบบ สามารถหาผลเฉลยไดจากสมการไดสัน (Dyson-equation) 
 

1
0

ˆ ˆ ˆˆ 1G G−⎡ ⎤−Σ ⊗ =⎣ ⎦  

1†
0

ˆ ˆ ˆˆ 1G G−⎡ ⎤⊗ −Σ =⎣ ⎦  
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 ซึ่งพิสูจนไดจากสมการโบโกลิวบอฟ-เลอจอง (Bogoliubov-de-Gennes equations) (P. G. de 

Gennes. 1964.)  เครื่องหมาย ⊗  เปนการคูณเมตริกซเทนเซอรของปริภูมินัมบู และอินทิกรัลทั่วเวลา

และปริภูมิของพิกัดตําแหนง และปริภูมินี้จะถูกละออกไปเมื่อใชฟงกชันกรีนกึ่งคลาสสิค เหลือเพียงตัว

แปรของเวลาเทานั้น สุดทาย ในงานนี้เราจะใชฟงกชันกรีนแบบเกลดิชและมัตสุบาระตอไปแปลง

ฟงกชันกรีนแบบกึ่งคลาสสิคในรูป 

 

( ) ( )3ˆ ˆ, / 2, / 2 iprG p R d rG R r R r e= + −∫  

2 1
2 1, 2

r rr r r R −
= − =  ˆ 

ซึ่งเปนการแปลงฟูเรียรเทียบกับตําแหนง ฟงกชันกรีนมคีาสูงสุดรอบๆ ,F Fp p p pδ δ± � จากนัน้

อินทิเกรตทั่ว ( )F Fv p pξ = −  จะไดฟงกชนัทีข้ึ่นกับตําแหนง R  โดยทัว่ไป กาํหนด  

( ) ( )1
0 3 3

ˆ , t F
eG x t i e x p A E
c

τ ε τ− ⎛ ⎞= ∂ − Φ − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ,
,

,

(1)ˆ 1
(1)

n s
n s

n s

σ
σ

σ

ψ
ψ
⎛ ⎞

Ψ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠%

  (2.1) 

               เมื่อ  (1) ( , )x t≡ v  แสดงตําแหนง และเวลา และ 

†
, ,(1) (1)n n
σ σψ ψ ′
↑ ↓= −%   (2.2) 

†
, ,(1) (1)n n
σ σψ ψ ′
↓ ↑=%   (2.3) 

              เฮอรมิเชียนคอนจุเกตของสไปเนอรสนามนัมบู นิยามเปน 

( )
†
,†

, †
,

(1)ˆ 1
(1)

n s
n s

n s

σ
σ

σ

ψ
ψ

⎛ ⎞
Ψ = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠%

  (2.4) 

              จากสมการขางตนนี้  จึงนิยามฟงกชนันมับูของกรีนแบบปกติ G  และแบบอปกติ  F  จาก 

( ), †
, ; , , ,1,1 (1) (1 )n s m s n s m sG iσ σ σ σψ ψ′ ′

′ ′′ ′= −   (2.5) 

( ),
, ; , , ,1,1 (1) (1 )n s m s n s m sF iσ σ σ σψ ψ′ ′

′ ′′ ′= −   (2.6) 

( ), † †
, ; , , ,1,1 (1) (1 )n s m s n s m sF iσ σ σ σψ ψ′ ′

′ ′′ ′= +%   (2.7) 
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( ), †
, ; , , ,1,1 (1) (1 )n s m s n s m sG iσ σ σ σψ ψ′ ′

′ ′′ ′= +%   (2.8) 

              นิยามฟงกชันของกรีน G และ F เปนเมตริกซ 4 4m mN N×   ซึ่งเปนปริภูมิที่ครอบคลุมถึง 

สปน  โหมดและ ทิศทาง เมื่อ mN เปนจํานวนโหมดของการแพร โดยเฉพาะอยางยิ่งฟงกชันของกรีน

เหลานี้จะตองแสดงและอธิบายสมบัติของสปนอิเล็กตรอน เชน สปนของการจับคูแบบสาม  โดย

ฟงกชันของกรีนแบบอปกติแสดงเปน  ( ), ,
, ; , , ; ,n m n mF Fσ σ σ σ′ ′
↑ ↑ ↓ ↓   แตถาเปนเมตริกซ   8 8m mN N×  จะ

กลาวถึงการแผคลุมของ สปน โหมด  ทิศทาง ของการจับคูอิเล็กตรอนทั้งสี่คู  ดังที่แสดงใน

ภาพประกอบ (37) ซึ่งนิยามเปน ,
, ; ,

ˆ
n s m sG σ σ ′>

′  ดังนี้ 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,
, ; , , ; ,,

, ; , , ,
, ; , , ; ,

1,1 1,1ˆ 1,1
1,1 1,1

n s m s n s m s
n s m s

n s m s n s m s

G F
G

F G

σ σ σ σ
σ σ

σ σ σ σ

′ ′
′ ′′>

′ ′ ′
′ ′

′ ′⎡ ⎤
′ = ⎢ ⎥′ ′−⎣ ⎦

%%   (2.9) 

                ซึง่เขียนในรูปกะทัดรัด โดยใชนิยาม จากสมการ (2.1) 

( ) ( ) ( ), †
, ; , , ,

ˆ ˆ ˆ1,1 1 1n s m s n s m sG iσ σ σ σ′ ′>
′ ′′ ′= − Ψ ⊗Ψ   (2.10) 

และยังมฟีงกชันของกรนีที่เกลดิชนิยามคลาย ๆ กัน ดังตอไปนี้
 

( ) ( ) ( ), †
, ; , , ,

ˆ ˆ ˆ1 ,1 1 1n s m s m s n sG iσ σ σ σ′ ′<
′ ′′ ′= Ψ ⊗Ψ   (2.11) 

( ) ( ) ( ){ }, †
, ; , , ,

ˆ ˆ ˆ1,1 1 1C
n s m s c n s m sG i Tσ σ σ σ′ ′

′ ′′ ′= − Ψ ⊗Ψ   (2.12) 

( ) ( ) ( ){ }, †
, ; , , ,

ˆ ˆ ˆ1,1 1 1C
n s m s c n s m sG i Tσ σ σ σ′ ′

′ ′′ ′= − Ψ ⊗Ψ
% %   (2.13) 

                 เมื่อ ,c cT T%  คือโอเปอรเรเตอรลําดับของเวลา time-ordering และ anti- time-ordering 

ตามลําดับ ดังนั้นถากลาวถึงเมตริกซ 16 16m mN N×  จะอธิบายแผคลุมทั้งปริภูมิเกลดิช นัมบู สปน 
โหมด ทิศทาง ฟงกชันของกรีนเขียนได ดังนี้ 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,
, ; , , ; ,,

, ; , , ,
, ; , , ; ,

ˆ ˆ1,1 1,1
1,1 ˆ ˆ1,1 1,1

C
n s m s n s m s

n s m s C
n s m s n s m s

G G
G

G G

σ σ σ σ
σ σ

σ σ σ σ

′ ′<
′ ′′

′ ′ ′>
′ ′

⎡ ⎤′ ′
′ = ⎢ ⎥

′ ′⎢ ⎥⎣ ⎦
%

(
  (2.14) 
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                 จากการแปลงเมตริกซทั้งหมดรวมกนั ในที่สุดจะไดฟงกชนัเมตริกซของกรนีกรีน G
(

 ใน

เทอมยอยทีท่ราบกนัดี คือรีตารด ( )ˆ RG แอดวานซ ( )ˆ AG และเกลดิช ( )ˆ KG กรีนฟงกชนั  

   

( ) ( ) ( )
( )

, ,
, ; , , ; ,,

, ; , ,
, ; ,

ˆ ˆ1,1 1,1
1,1 ˆ0 1,1

R K
n s m s n s m s

n s m s A
n s m s

G G
G

G

σ σ σ σ
σ σ

σ σ

′ ′
′ ′′

′ ′
′

⎡ ⎤′ ′
′ = ⎢ ⎥

′⎢ ⎥⎣ ⎦

(
  (2.15) 

                ซึง่ ( )ˆ R AG  มีขอมูลเกี่ยวกับคุณสมบัติทางสเปกตรัมสมดุลของระบบ และ ˆ KG อธิบายการ

สงผานของระบบที่ไมสมดุล  นิยามใหม ให  ˆ :Gαβ เปนเกลดิชกรีนฟงกชนั 

 
11 12

21 22

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

C

C

G G G G
G

G G G G
αβ

<

>

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

%
  (2.16) 

               โดย ( )ˆ ,G t t< ′ และ ( )ˆ ,G t t> ′ ถูกเรียกวา “อนุภาค” และ  “โฮล”  propagator ตามลําดับ ซึ่ง

จะนําขอมูลการสงผานเกี่ยวกับพลังงานจลนของอิเล็กตรอน แสดงดังภาพประกอบ  37  พบวา

องคประกอบทั้ง 4 ตัว คือ  ( )ˆ ,CG t t′ , ( )ˆ ,CG t t′% , ( )ˆ ,G t t> ′ และ ( )ˆ ,G t t< ′  ไมเปนอิสระตอกันแบบ

เชิงเสน และเมื่อถูก 

 

 

ภาพประกอบ 37  ฟงกชนัของกรีนเกลดิช  G Gαβ=
(

นิยามบนเสนเวลาของเกลดชิ (Keldysh contour) 

       อักษร α  แทนขอมูลที่เวลาเริ่มตน t  และ β  แทนขอมูลในเวลาตอมา t′  ของ ( ),G t tαβ ′   

 ที่มา:  Hernando. D. H.  (2002).  Coherent Transport in Superconducting and 

 Ferromagnetic Hybrid Systems.  p.12.  

 

              กระทําดวยการแปลง unitary Keldysh  จะทาํใหองคประกอบลดลงเหลือ 3 ตัว ที่อิสระตอกัน 

คือ ( )ˆ ,RG t t′ , ( )ˆ ,AG t t′  และ ( )ˆ ,KG t t′  ที่มีขอมูลเกี่ยวกบั spectral properties ที่ภาวะสมดุลของ

ระบบ โดย  ( )ˆ ,KG t t′ จะมีขอมูลการสงผานที่ภาวะไมสมดุลของตัวนํา 
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สมการอุสาเดล ระบบแพรซึม และการประมาณแบบคลาสสิกของอนุภาคควอไซล 
  โดยการแทนสมการไดสันและคอนจุเกต ซึ่งไดสมการการเคลื่อนที่ของฟงกชนัของกรีนใน

ปริภูมิที่แผคลุมของเกลดิช, นัมบู, สปน, โหมด และทิศทาง ดังนี้  (Usadel Klaus D. 1970.) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

3
3 1 1 1 , ; , 1

2t

ie A
i e G x x t t r r t t

m
τ

τ μ ϕ δ δ
⎛ ⎞∇ −⎜ ⎟ ′ ′ ′ ′∂ + + − + Δ −Σ = − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

vv (
( ( ( ( (( (( v v v v  (2.17) 

               เมื่อ  ( ) ( ),
, ; ,, ; , 1,1n s m sG x x t t Gσ σ ′

′′ ′ ′=
( (v v  

,
3 , ; ,

3 3 ,
3 , ; ,

ˆ 0 1 0
ˆ;

ˆ0 0 1
n s m s

n s m s

σ σ

σ σ

τ
τ τ

τ

′
′

′
′

⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ,     (2.18) 

( )

,
, ; ,

*,
, ; ,

ˆ 00 ˆ;
ˆ 00

n s m s

n s m s

σ σ

σ σ

′
′

′
′

⎡ ⎤Δ⎡ ⎤Δ
⎢ ⎥Δ = Δ =⎢ ⎥
⎢ ⎥− ΔΔ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(
  (2.19)

 

( ) ( )
( )

, ,
, ; , , ; ,

,
, ; ,

ˆ ˆ

ˆ0

R K

n s m s n s m s

A

n s m s

σ σ σ σ

σ σ

′ ′
′ ′

′
′

⎡ ⎤Σ Σ⎢ ⎥Σ = ⎢ ⎥
Σ⎢ ⎥⎣ ⎦

(
  (2.20) 

             เมื่อ  ϕ  เปนศักยสเกลารทางไฟฟาสถิต A
v

 เปนเวคเตอรโพเทนเชยีล  μ  เปนศกัยทางเคมี  

Δ
(

 เปนศักยแหงการจับคู และ Σ
(

 เปน self energy สัญลักษณ   ,
, ; ,n s m s

σ σ ′
′  แทนปริภูมิที่แผคลุม สปน, 

โหมด และทิศทาง 

ข้ันตอนแรกแทนสมการ (2.17) และคอนจุเกตของสมการในเทอมของศูนยกลางมวล 

       ;
2

x xR r x x
′− ′= = −

v vv v v v   (2.21) 

 และแสดงฟงกชันของกรีน  ( ), ; ,G r R t t′ ′
( vv  ในเทอมของการแปลงฟูเรียร 

   ( ) { } ( )3, ; , exp , ; ,
(2 )

dpG r R t t ipr G p R t t
π

′ ′= ∫
v( (v vv vv v   (2.22) 

แปลงโมเมนตมั pv  ในเทอมของตัวแปร  
2

2p
p
m

ξ μ= +  สมการ (2.22) เขยีนเปน 

   ( ) ( ), , ; , , , ; , 0p p p p pd u R t t G u R t tξ ξ ξ′ ′Γ =∫
(v vv v   (2.23) 
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               เมื่อ  ( ), , ; ,p pu R t tξ ′Γ
vv ซึ่งสอดคลองกับเทอมผลคณู ( ), , ; ,p pG u R t tξ ′

( vv  การประมาณ

แบบควอไซลคลาสสิกอาศยัสมมติฐานทีว่าทุกระดับความยาวที่เกีย่วของกับคุณสมบัติของการสงผาน

ในระบบจะตองมีขนาดใหญกวาความยาวคลื่นเฟอรมี  ภายใตสมมติฐานนี้เพื่อลดความซับซอน 

ฟงกชันของกรนีจึงเขยีนในรูป   ( ) ( ) ( ), , ; , 0, , ; ,p p p pG u R t t G u R t tξ δ ξ′ ′=
( (v vv v  เปนเวกเตอรหนวยใน

ทิศทางของการโมเมนตัม pv นอกจากนี้ยงัสมมติวา ( ),p puξΓ v เปลี่ยนแปลงชามาก โดยมีความ

แตกตางแตกตางกนัในระดบัเดียวกับความยาวคลื่นเฟอรมี  สมการ (2.23) จึงประมาณไดเปน 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ; , , , ; , , , ; , 0, , ; ,p p p p p p p p p pd u R t t G u R t t d u R t t G u R t tξ ξ ξ ξ ξ δ ξ′ ′ ′ ′Γ = Γ∫ ∫
( (v v v vv v v v  

( ) ( ) ( )0, , ; , , , ; , 0p p p p pu R t t d G u R t tξ δ ξ ξ′ ′= Γ =∫
(v vv v   (2.24) 

นิยามฟงกชนัของกรีนใหม เปน 

( ) ( ), ; , , ; ,p p
ig u R t t d G p R t tξ
π

′ ′= ∫
(v v( v v   (2.25) 

เรียกวาฟงกชนัของกรนีนีว้าควอไซคลาสสิค  สมการที ่(2.24) เขียนใหม เปน 

 ( )( )3 3 ( ) ( ) , 0F Ri g i g iv g H t g gH t g t t
t t

τ τ∂ ∂ ′ ′+ + ∇ + − + Σ =
′∂ ∂

v
v ( ( (( ( ( ( v ( ( ( (

�   (2.26) 

เมื่อ  3( ) ( ) / ( ) ( )F pH t ep u A t m t e tτ ϕ= − − Δ + Ι
v( ( (v (  และ  

 

( )( ), ( , ) ( , ( , ))g t t dt t t g t t t t′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′⎡ ⎤Σ = Σ − Σ⎣ ⎦∫
( ( (( (
�   (2.27) 

สมการ (2.27) จะเปนคําตอบของการประมาณแบบกึ่งคลาสสิก โดยจะเปนสมการเอกพันธ 

(homogeneous) การหาคา ( ), ; ,pg u R t t ′
v( v  จะตองมกีารกําหนดตัวบงัคับเพิ่มเติมที่เรียกวาเงื่อนไขการ  

normalization condition 

  ( , ) ( , ) ( , )dt g t t g t t t tδ′′ ′′ ′′ ′ ′= Ι∫
(( (   (2.28) 

ถากาํหนดใหขนาดของระบบใหญกวาระยะวถิีอิสระ mfpl  และอิเล็กตรอนมีการกระเจิงแบบ

ยืดหยุน จะเปนตัวแปรหลักของการเกิด self energy โดยที่ตัวแปรอื่น ๆ เชนการกระเจิงเนื่องจากสปน

จะสามารถเกดิขึ้นไดในขนาดสเกลที่ยาวกวานี้มาก ๆ จากเงื่อนไขเหลานี้ จะสามารถประมาณการแพร

ไดโดยการกระจายฟงกชันของกรีน  ( ), ; ,pg u R t t ′
v( v  ถึงลําดับที่ 1 ในฮารโมนกิสทรงกลม (spherical 

harmonic) 
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( ) ( ) ( ), ; , , , , ,p s p pg u R t t g R t t u g R t t′ ′ ′= +
v v v( v ( v (

  (2.29) 

และเมื่อแทนกลับไปในสมการ (2.30) และพิจารณากรณี stationary ฟงกชันของกรนีจะขึ้นกับผลตาง

ของเวลา t tτ ′= − ทําใหสามารถใชการแปลงฟูเรียรกับสมการ  ( ), ;s s pg g u R ε=
v( ( v  ได 

 

( ) ( ){ } ( ), ; , exp / , ;p pg u R t t dt i t t g u Rε ε′ ′= −∫
v v( v ( v

h   (2.30) 

เพื่อใหงายขึ้น ละทิ้งปฏิสัมพนัธกับสนามแมเหล็กไฟฟา เชน  A
v

 และ  0ϕ =  สมการ (2.27) จึงแปลง 

เปน 

   ( ) , , 0s s s sR RD g g i H g i g⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ ∇ + + Σ =⎣ ⎦⎣ ⎦v v
v v ( (( ( ( (   (2.31) 

โดย 3H ετ= − Δ
( ((  และ Σ

(
 เปน self energy  สมการนี้เรียกวา สมการอุสาเดล (Usadel equation) 

ซึ่งเปนที่รูจักกนัอยางกวางขวางวาเปนสมการที่อธิบายสมบัติการแพรซึมของฟงกชนัของกรนี sg( ในค

วอไซคลาสสิกที่ข้ึนกับทิศทาง 

 สําหรับปรากฏการณพร็อกซิมิตีของแผนประกบ 2 ชั้น ระหวางตัวนาํยวดยิง่กับแมเหล็กเฟรโร  

นั้น ไดมีการศกึษาทั้งดานการทดลองและดานทฤษฎี ดงัตอไปนี ้

2.2 งานวิจัยที่เก่ียวของ 

 งานวิจยัและทฤษฎีที่ใชเปนพื้นฐานในการอธิบายสมบัตกิารเปลี่ยนแปลงแบบไมสม่าํเสมอ

ของอุณหภูมิวกิฤต ที่ดีทฤษฎีหนึ่งคือ ทฤษฎีของไอเลนเบอรเกอร (Eilenberger; 1968.) และสมการ

ของอุสซาเดล (Usadel, 1970.)  ดวยเงื่อนไขวาตัวนาํยวดยิ่งสกปรก(dirty-limit) ดังนัน้เวลาในการ

กระเจิงของอเิล็กตรอน / vFlτ = จึงมคีานอย เมื่อ l  คือระยะทาง, vF  คือความเรว็เฟอรมี หรือเพือ่ให

ระบุชัดขึ้นคือ เมื่อ 1cT τ �  และ 1hτ �  โดยที่ h  คือความเขมของสนามแลกเปลี่ยนภายใน ทาํให

สมการของอุสซาเดลใชได ในกรณีที่สนามแลกเปลี่ยนมคีามาก ( )ch T� สมการของอุสซาเดลใช

ฟงกชันกรีนแบบ ปกติ ( , )G x ω และฟงกชันกรีนแบบอปกติ ( , )F x ω  ในการคํานวณ   

งานวิจยัตามทฤษฎีอุสซาเดลที่เกี่ยวของกับแผนประกบ S/F มีดังตอไปนี้ 

 (1)  ราโดวิคและคณะ (Radovic. et al. 1990: 759-764)   ไดศึกษาอุณหภูมิวิกฤตของระบบ

แผนประกบทีป่ระกอบดวยตัวนํายวดยิง่กบัแมเหล็กเฟรโร ที่มหีลายชัน้ซอนกัน (superlattices) โดยใช

สมการอุซาเดล (Usadel equation) ที่เริ่มจาก 
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( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
2
D G r F r F r G r G r r F rω ω ω ω ω ω ω⎡ ⎤− ∇ ∇ − ∇ = Δ −⎣ ⎦
v v vh v v v v v v v
� h   (2.32) 

*( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
2
D G r F r F r G r G r r F rω ω ω ω ω ω ω+ + +⎡ ⎤− ∇ ∇ − ∇ = Δ −⎣ ⎦
v v vh v v v v v v v
� h   (2.33) 

และ      2 *( , ) ( , ) ( , ) 1G r F r F rω ω ω+ =v v v   (2.34) 

             เมื่อ D คือสัมประสิทธิ์การแพรซึม ( ,S FD  ใน S และ F ตามลําดับ) , (2 1)Bk T nω π= +

โดย  0, 1, 2,...n = ± ± , T  คืออุณหภูม ิ ( , )F r ωv  และ ( , )G r ωv  คือฟงกชันของกรีนแบบอปกติและ

แบบปกติตามลําดับ  ( )rΔ v  คือพารามิเตอรความเปนระเบยีบ (order parameter) หรือศักยการจับคู 

(pair potential) ซึ่งขึ้นกับระยะหาง ( rv )ระหวางคูคูเปอรที่อิเล็กตรอนทัง้สองมีอันตรกริยาอยางออน 

(weak coupling) ตอกันในแผนตัวนาํยวดยิ่งและใชเงือ่นไข 

 

      ( ) ( , )Br k T F r
ω

π λ ωΔ = ∑v v   (2.35) 

              เมื่อ λ  คือคาคงตัวในการเกิดอันตรกริยาจับคูที่ไมมีหนวย (dimensionless coupling 

constant) ที่ใกล  cT  ซึ่งเปนอุณหภูมิการเปลี่ยนเฟสในลําดับที่สอง จากสภาวะนํายวดยิ่งสูสภาวะปกติ 

เพราะ 1F �  และ  sgnG ω≈   สมการอุซาเดลที่ (1.1) และ (1.2) ที่ลดรูปจะแสดงความสัมพันธ

เชิงเสนระหวางพารามิเตอรความเปนระเบียบ ( )xΔ กับแอมปลิจูดของคูคูเปอร ( , )F x ω  พิจารณาใน

แผน S  สมการ (2.32) – (2.35) ลดรูปเปน 

 

   
2

2 ( , ) ( ) ( , )
2

S
S S S

D d F x x F x
dx

ω ω ω− = Δ −
h

h   (2.36) 

   ( ) ( , )S B Sx k T F x
ω

π λ ωΔ = ∑   (2.37) 

นอกจากนีท้ี่ผิวรอยตอระหวาง /S F  ก็ตองใชเงือ่นไขขอบเขต 

  ( , ) ( , )S FF x F xω ω=   และ  ( , ) ( , )S FdF dF
x x

dx dx
ω η ω=   (2.38) 

สมการที ่(2.37) และ (2.38) ใชเงื่อนไขขอบเขตและการแปลงฟูเรียร หา /c c cSt T T=  เปนฟงกชันของ  

/S Sd ξ , /F Fd ξ  และ ε  สอดคลองกับคาสงูสุดของ  Ct  เมื่อ  D Dθ ω= h แสดงดังภาพประกอบ 38 
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ภาพประกอบ 38  อุณหภูมิวกิฤตลดทอน /c cST T  เปนฟงกชนัของ (a) ความหนาลดทอน ( /S Sd ξ )  

       ของแผน  S และ  (b)  ความหนาลดทอน ( /M Md ξ ) ของแผน  F  สําหรับคา ε  = 10 และ   

       /D cSTθ = 200 เสนประแสดงคาซึ่งไมเสถียร   

 ที่มา:  Radovic; et al.  (1991).  Transition temperature of Superconductor- 

  Ferromagnet Superlattices.  p. 4. 

 

 (2)  คูไซนอฟและโปรชิน (Khusainov; & Proshin. 1997: 14283 -14286) ไดเสนอทฤษฎี

ปรากฏการณพร็อกซิมิตีของแผนประกบตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโร โดยไดพิจารณาคาความ

โปรงใสที่ผิวรอยตอ /S F  ดวย ไดแสดงใหเห็นการลดจํานวนของคูคูเปอรเพราะถูกสนามแลกเปลี่ยนที่

มีความเขมสูงของแมเหล็กเฟรโรกระทําและการกวัดแกวงของอุณหภูมิวิกฤตที่ข้ึนกับความหนาของ

แผน F  โดยไดพิจารณาระนาบสัมผัสระหวางแมเหล็กเฟรโร ที่บริเวณ  0Fd x− < <  กับตัวนํายวดยิ่ง 

ที่บริเวณ 0 Sx d< <  ที่ อุณหภูมิใกล cT  หาอุณหภูมิวิกฤตจากสมการอินทิกรัลของกอรกอฟ 

(Gor’kov) เพื่อความสะดวก ใชฟงกชันของอุสซาเดลแบบอปกติ ( , )F xαβ ω  

 
2

2

1( ) sgn ( ) ( , ) ( )
2

iI x g D x F x x
xαβ αβ αβω ω ω

⎡ ⎤∂
+ − = Δ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

  (2.39) 

 เงื่อนไขขอบเขตบนแผน /S F  ทีร่อยตอ  0x =  

0

( , )
( ) ( 0, ) ( 0, )

4
S S

S
x

F x v
D x F F

x
αβ

αβ αβ αβ

ω σ
ω ω

=+

∂
⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦∂

 

0

( , )
( ) ( 0, ) ( 0, )

4
F F

F
x

F x v
D x F F

x
αβ

αβ αβ αβ

ω σ
ω ω

=−

∂
⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦∂

  (2.40) 
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               เมื่อ  1g g↑↓ ↓↑= − =   และความโปรงใสที่รอยตอ /S F , Fσ  และ Sσ  ไดเชื่อมตอดวย

ความสัมพันธ S S S F F Fv N v Nσ σ=   สัมประสทิธิก์ารแพรซึม 

  ( )( ) , ( ) / 3
1 2 ( ) ( ) sgn F j j

D xD x D x D v l
i x I x gαβ

αβτ ω
= = =

+
  (2.41) 

             เมื่อ  ( 0)I x I< =   และ  ( 0) 0I x > =    

ใชสมบัติความสมมาตรของฟงกชนัอุสซาเดล  *( ) ( ) ( )F F Fαβ βα βαω ω ω= = −  เมื่อให 

อุณหภูมิวิกฤตลดทอน  /c cSt T T=  จะได 

21 1ln Re
2 2 4

S S

cS

D k
t

T tπ
⎛ ⎞⎛ ⎞= Ψ − Ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (2.42) 

*tan
4 ( / ) cot

S S
S S S S

F F F F F F

v
D k k d

v D k k d
σ

σ
=

−
  (2.43) 

     2
*

2 (1 2 )2 F
F

FF

iI iIiIk
DD

τ+
= − = −   (2.44) 

             เมื่อ ( )xΨ  เปนไดแกมมาฟงกชัน จากสมการที่ (2.42) พารามิเตอรการทําลายคู 2
S SD k  และ

อุณหภูมิวิกฤตขึ้นกับความหนาของแผน /S F ,ความโปรงใสของรอยตอและความสัมพันธระหวาง

พลังงานแลกเปลี่ยนที่แยกอิเล็กตรอน 2 ชนิด เปน 2I  เทียบกับระดับเฟอรมี และความถี่การชนของ

อิเล็กตรอน 1
Fτ
−  กับส่ิงเจือที่ไมเปนแมเหล็กในแมเหล็กเฟรโร แสดงดังภาพประกอบ 39 
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ภาพประกอบ 39  อุณหภูมิวกิฤตลดทอน /c cSt T T=  กับความหนาลดทอน /F Fd a  ของแผน F  ใน 

       ระบบประกบ 2 ชั้น /S F เมื่อ Fa  คือความยาวฝดเชงิสปน พารามิเตอรทีสํ่าคัญ คือ  

       S S F FN v N v= ,
0

500 ASd =  และ 
0

400 ASoξ =  เมือ่ Soξ คือความยาวอาพนัธในทฤษฎี BCS   

       (a) อุณหภูมิวิกฤตมีคาคงที่   (b) เกิดสภาพนาํยวดยิ่งยอนกลับ (c)  เกิดการกวดัแกวงของ 

        อุณหภูมวิิกฤตและ  (d)  ความเปนคาบของการเกดิสภาพนาํยวดยิ่งยอนกลับ 

             ที่มา:  Khusainov; & Proshin. (1997).  Possibillity of Periodically Reentrance  

  Superconductivity in Ferromagnet / Superconductors Layer Structure.   p. 14285. 

 

 กรณีการขึ้นกับ  ( )c FT d เมื่อคาความโปรงใส Fσ นอย ไดแสดงในภาพประกอบ 39(a) เปน

ขอมูลที่สังเกตไดจากพฤติกรรมของแผนประกบ /Gd Nb  และถาความโปรงใสของขอบเขต /S F มี

คามากและสนามแลกเปลี่ยนมีความเขมสูง ระบบจะแสดงสภาพนํายวดยิ่งยอนกลับ ดังแสดงใน

ภาพประกอบ 39 (b)  พฤติกรรมการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน ( )c FT d  ในระบบ /S F  แสดงอิทธิพล

ของสนามแลกเปลี่ยนในปรากฏการณแมเหล็กพาราโดยแอมปลิจูดของคูคูเปอรในแผน F  จะ

เปลี่ยนแปลงเปนคาบ เมื่อ 2 1FIτ >  ดังแสดงในสมการ (2.44) และภาพประกอบ 39 (c) และ 39 (d)     

 (3)  โฟมินอฟ, ชิเชคคาเชฟ และโกลูบอฟ (Fominov; Chtchelkatchev; & Golubov.  2002 : 

1 -13)  ไดศึกษาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบระหวางตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโร โดยไดศึกษา

พฤติกรรม 3 ประการของอุณหภูมิวิกฤต ( )c FT d  คือ (1) การลดแบบไมสม่ําเสมอซึ่งขึ้นกับความหนา 

Fd  ของแผน F  (2) การเกิดสภาพนํายวดยิ่งแบบยอนกลับกลาวคืออุณหภูมิวิกฤตเปนศูนยในชวง

ระยะหนึ่งของความหนา Fd และกลับมามีคาในอีกชวงหนึ่งของความหนา Fd  และ (3) การลดลงของ 

cT  ในลักษณะไมสม่ําเสมอจน cT  เปนศูนยที่คาความหนา Fd  คาหนึ่ง แสดงดังภาพประกอบ 40  
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          ภาพประกอบ 40  แสดงแผนประกบ /S F  โดย 0Fd x− < <  และ  0 Sx d< <  ตามลําดับ  

 ที่มา:  Fominov; Chtchelkatchev; & Golubov.  (2002).  Nonmonotonic Critical 

Temperature in Superconductor Ferromagnet Bilayers. p. 2. 

 

โดยใชทฤษฎีสมการเชงิเสนของอุซาเดล สําหรับแผน S  ทีอ่ยูในขอบเขต 0 Sx d< <  และแผน F  ที่

อยูในขอบเขต 0Fd x− < <  ที่ใกลอุณหภมูิวิกฤต cT  ฟงกชันกรีนแบบปกติ sgn nG ω= และสมการ 

อุซาเดลสําหรับฟงกชันกรีนแบบอปกติ F  อยูในรูป 

 
2

2
2 0s

S cS n S
d F

T F
dx

ξ π ω− + Δ =            0 Sx d< < ,  (2.45) 

2
2

2 sgn 0F
F cS n ex n F

d F
T iE F

dx
ξ π ω ω⎡ ⎤− + =⎣ ⎦     , 0Fd x− < < ,  (2.46) 

( )( ) ln ( , )
n

cS
S n

n

T xx T F x
T ω

π ω
ω

⎡ ⎤Δ⎛ ⎞Δ = −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑   (2.47) 

ในสวนของตัวนํายวดยิ่ง S  พารามิเตอรความเปนระเบียบ (Δ ) ไมเปนศูนย , ,S FD  คือสัมประสิทธิ์

การแพรซึมใน S  และ F  ตามลําดับ ที่สามารถเขียนในรูปของความเร็วเฟอรมี ( Fv ) และวิถีอิสระ( Fl ) 

ดังสมการ  1
, , ,3F S F S F SD v l= , (2 1)n T nω π= +  เมื่อ 0, 1, 2,...n = ± ±  คือความถี่มัตสุบาระ  

2
s

S
cS

D
T

ξ
π

= และ 
2

F
F

cS

D
T

ξ
π

=  คือความยาวอาพันธใน S  และ F  ตามลําดับ , exE  คือพลังงาน 

แลกเปลี่ยน, cST  คืออุณหภูมิวิกฤตของสารตัวนํายวดยิ่งขนาดใหญ, ,S FF  คือฟงกชัน F  ในบริเวณ S  

และ F  ตามลําดับ และกําหนดใหคานิจของพลังคและคานิจของโบลซมานนเทากับ 1 ( 1Bk= =h )  

สมการ (2.45) - (2.47) มีเงื่อนไขขอบเขต ที่ผิวดานนอกของแผนประกบ คือ 
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( ) ( ) 0,S F
S F

F F
d d

x x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

  (2.48) 

และขอบเขตที่ผิวรอยตอ /S F   

(0) (0)
, ;S S SF

S F
F F

dF dF
dx dx

ρ ξ
ξ γξ γ

ρ ξ
= =   (2.49) 

(0)
(0) (0), .bF

F b S F b
F F

R AdF
F F

dx
ξ γ γ

ρ ξ
= − =   (2.50) 

เมื่อ  Sρ  และ  Fρ  เปนสภาพตานทานที่สถานะปกติของแผน S  และ F , bR  เปนความตานทานที่

ขอบเขตรอยตอ /S F  และ A  เปนพืน้ที่ของรอยตอ ในการคํานวณหา cT  สามารถจัดรูปโดย sF +  เปน 

สวนจริงของ SF  และใชเงื่อนไขขอบเขต จะได  

2
2

2 2 0S
S cS n S

d F
T F

dx
ξ π ω

+
+− + Δ =   (2.51) 

เปนสมการใชหาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบ สามารถแกไดแบบ analytic โดยทั่วไปแลวมักจะใช 

วิธีคํานวณเชิงตัวเลข (numerical) แสดงผลการคํานวณและการทดลองดังภาพประกอบ 41 และ

ภาพประกอบ 42 จะแสดงพฤติกรรมที่สําคัญสามประการ คือ 1) การลดลงแบบไมสม่ําเสมอของ

อุณหภูมิวิกฤตจนถึงคาต่ําสุดคาหนึ่ง ( 2;0.5;0.1;0.07bγ = )  2) พฤติกรรมแบบภาวะนํายวดยิ่ง

ยอนกลับ( 0.05;0.02bγ = )  และ 3) อุณหภูมิวิกฤตลดลงอยางสม่ําเสมอจนเปนศูนยที่ความหนา

จํากัด ( 0bγ = ) 
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ภาพประกอบ  41 เปรียบเทยีบผลที่ไดจากการคํานวณตามทฤษฎีของอุซาเดลกับผลการทดลองของ   

       Ryazanov, et al.  ซึ่งใชแผน  Nb  เปนตัวนํายวดยิง่ทีห่นา 11 nm และมีอุณหภูมิวกิฤต ( cST )  

       เทากับ 7 K และแผนแมเหล็กเฟรโรแบบเจือจาง 0.43 0.57Cu Ni โดยพลังงานแลกเปลี่ยน       

      130exE K≈ และ  0.3bγ ≈    

 ที่มา:  Fominov; Chtchelkatchev; & Golubov.  (2002).  Nonmonotonic Critical  

Temperature in Superconductor Ferromagnet Bilayers.  p.5. 

 

 

 

ภาพประกอบ 42 อุณหภูมิวกิฤตลดทอน ( /c cST T ) กับความหนาลดทอนของแผน F  ( 4 /F xd λ ) เมื่อ  

      xλ คือระยะทางการเปลี่ยนแปลง  ( 2 /x F exD Eλ π= )  กราฟแสดง  cT  ที่มีคา bγ  ตาง ๆ กนั     

       และ พลงังานแลกเปลี่ยน 150exE K=     

 

 ที่มา:  Fominov; Chtchelkatchev; & Golubov.  (2002).  Nonmonotonic Critical 

Temperature in Superconductor Ferromagnet Bilayers. p. 5. 
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(4)  โฟมินอฟ, โกลูบอฟ และคูปริยานอฟ (Fominov; Golubov; & Kupriyanov. 2010: 1-5) ไดศึกษา

อุณหภูมิวิกฤต cT  ของแผนประกบสามชั้น แบบ F/S/F เมื่อคูคูเปอรมีการจับคูแบบสาม ซึ่องคประกอบ

นี้ถูกสรางขึ้นจากแมกนิไตเซชันที่ไมอยูในแนวเดียวกันของแผน F และคํานวณหาอุณหภูมิวิกฤตโดยวิธี

เชิงตัวเลข โดยใชพารามิเตอรที่เกี่ยวของกับแผนประกบสาม โดยเนนการหมุนของแมกนิไตเซชันเปน

มุมตาง ๆ และคํานวณโดยตรงในขอบเขตที่จํากัดบางขอบเขต ดังนี้ 

 

 
 

ภาพประกอบ 43 แผนประกบสาม FSF ศูนยกลางของแผน S อยูที่ตําแหนง 0x =  สนามแลกเปลี่ยน  

       h
v

 วางตัวในระนาบ y-z มีมุมระหวางระนาบในแผน F ทั้งสองเทากบั 2α  

 ที่มา:  Ya.V. Fominov;  A.A. Golubov; & M.Yu. Kupriyanov.  (2010). Triplet Proximity  

Effect in FSF Trilayers.  p. 1.  

 

             เมื่อพิจารณาถึงขอบเขตสกปรก เมื่อใกลอุณหภูมิวิกฤต ทาํสมการอุสาเดลใหเปนเชิงเสน ซึ่ง

ประกอบ ดวยฟงกชันกรีนแบบอปกติ  F̂  เพยีงอยางเดยีว 

( )
2

*
32

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ sgn 0,
2 2n n
D d F iF FH HF

dx
ω σ ω− + Δ − + =   (2.52) 

ˆ .
f f

F
f f
↑↓ ↑↑

↓↓ ↓↑

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.53) 

              เมื่อ D  คือคาคงที่ของการแพรซมึ  ( )2 1n T nω π= +  คือความถี่ของมัตสุบาระ 3σ̂  คือ

เมตริกซที่สามของเพาล ี F̂ คือเมตริกซในปรภูิมิสปน f↑↑และ f↓↓คือองคประกอบของตัวนาํยวดยิ่ง

แบบคูสาม สวน f↑↓ เปนองคประกอบแบบดี่ยว 

( )2 3
ˆ ˆ ˆsin cosH h σ α σ α= +   (2.54) 

สนามแลกเปลี่ยน  ( )0,sin ,cosh h α α=
v

 เมื่อ h คือพลังงานแลกเปลี่ยน และ α  คือมุมระหวาง 

แมกนีไตเซชันในระนาบ คํานวณหาอุณหภูมิวิกฤตจากสมการ 
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ln
n

cs

n

T T f
T ω

π
ω ↑↓

⎛ ⎞Δ
Δ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   (2.55) 

               เมื่อ  Δ คือพารามิเตอรความเปนระเบียบ และ csT  คืออุณหภูมิวกิฤตของตัวนาํยวดยิ่ง

ขนาดใหญซึง่ผลการคํานวณเชิงตัวเลขแสดงดังภาพประกอบ 44 

 

 

ภาพประกอบ 44 อุณหภูมิวกิฤต cT กับความหนาของแผน F เมื่อถูกทําใหเปนปกติกับความยาวคลืน่ 

       ขององคประกอบซิงเกต 2 /h hkλ π=  

 ที่มา:  Ya.V. Fominov;  A.A. Golubov; & M.Yu. Kupriyanov.  (2010). Triplet Proximity  

Effect in FSF Trilayers.  p. 3. 

 

สวนความสัมพันธระหวางอณุหภูมิวิกฤตกับมุมระหวางระนาบทั้งสอง แสดงดังภาพประกอบ 45 

 

ภาพประกอบ 45 อุณหภูมิวกิฤต cT กับมุมในระนาบ 2α  

   ที่มา:  Ya.V. Fominov;  A.A. Golubov; & M.Yu. Kupriyanov.  (2010). Triplet Proximity  

Effect in FSF Trilayers.  p. 4. 
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(5) วอลคอฟ, เอนิสเชนกะ และอีเฟตอฟ (Volkov; Anishchenka; & Efatov. 2006: 1 -15)  

ไดศึกษาแผนประกบตัวนํายวดยิ่ง-แมเหล็กเฟรโร) ซึ่งในแผนแมเหล็กเฟรโร แมกนีไตเซชันมีการหมุนวน 

มีความเขมของสนามแลกเปลี่ยนแบบเจือจางและแบบเขมขน จากการคํานวณทั้งสองกรณีพบวา

องคประกอบของตัวนํายวดยิ่งแบบคูสามทะลุทะลวงสูแผนแมเหล็กเฟรโรไดระยะไกล และระยะนี้ยัง

ข้ึนกับฟงกชันของมุม θ  ในแมเหล็กเฟรโร กลาวคือ กรณีมุม θ  มีคานอย ๆ องคประกอบแบบคุสามใน

แมเหล็กเฟรโรลดลงแบบเอ็กโพเนนเชียลและสม่ําเสมอ แตเมื่อมุม θ  เพิ่มถึงคาหนึ่ง การลดลงของคู

สามจะเพิ่มการกวัดแกวงขึ้นมาดวยคาบการกวัดแกวงขึ้นอยูกับมุม θ  และเมื่อความเขมขนของ

แมเหล็กเฟรโรสูงขึ้น องคประกอบแบบคูสามจะลดลงในระยะที่กําหนดโดยเวกเตอรคลื่นของสนาม 

แมเหล็กแลกเปลี่ยนหมุนวน ซึ่งสนามแลกเปลี่ยนหมุนวน แสดงดังภาพประกอบ 46 

 

 
 

ภาพประกอบ 46  แผนประกบ S/F มีแมกนไีตเซชันในแผนแมเหลก็เฟรโรหมุนวนเปนรูปกรวยในระนาบ  

        (y,z)  

 ที่มา:  Volkov; Anishchenka; & Efatov.  (2006).  Odd Triplet Superconductivity in a  

Superconductor/Ferromagnet Structure with a Spiral Magnetic Structure.  p. 4. 

 

แมกนีไตเซชัน M
v
ในแมเหล็กเฟรโรหมุนวนในปริภูมิ เขียนเปนสมการเวกเตอร ดังนี ้

{ }0 sin ,cos sin ,cos cosM M Qx Qxθ θ θ=
v

  (2.56) 

สมการเชงิเสนของอุสาเดล เขียนในรูป 

( ) ( )( ){ }2 2 2 2
3 3 2 3 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ/ 2 sgn cos , cos , sin sin , 0hf x k f ik f x f x fω ω θ σ α τ σ α θτ σ

+ +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ − + + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ( ( ( (

          (2.57) 
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เมื่อ ( ) 2 22 1 , / , / ,hT n k D k h Dωω π ω= + = =  วงเล็บ 3ˆ , fσ
+

⎡ ⎤⎣ ⎦
(

และ 3ˆ , fσ⎡ ⎤⎣ ⎦
(
คือแอนไทคอมมิว

เตเตอร และ คอมมิวเตเตอร ฟงกชันกรีนแบบอปกติ f
(

 เปนเมตริกซแบบ 4x4 ในปริภูมิอนุภาค-โฮล 

และปริภูมิสปน เมตริกซของเพาล ี îτ  และ ˆiσ กระทําในปริภูมอินุภาค-โฮล และในปริภูมิสปน

ตามลําดับซ่ึงผลการคํานวณ แสดงดังภาพประกอบ 47 

 

 
 

ภาพประกอบ 47  (a) คํานวณจากสวนจรงิขององคประกอบแบบคุสาม และ (b) องคประกอบแบบคู 

        เดี่ยว โดยมีมุม  sinS θ= องคประกอบแบบคูสามไมข้ึนกับมุม θ  

 ที่มา:  Volkov; Anishchenka; & Efatov.  (2006).  Odd Triplet Superconductivity in a  

Superconductor/Ferromagnet Structure with a Spiral Magnetic Structure.  p. 7. 

 

(6) แชมเพลและเอสคริก (T. Champel; & M. Eschrig. 2005: 1-4) ไดศึกษาอุณหภูมิวิกฤที่ 

เกิดขึ้นในระบบของแผนประกบสองชั้นระหวางตัวนํายวดยิ่งกับแมเหล็กเฟรโร เมื่อแมเหล็กเฟรโรมี

โดเมนแมเหล็กหลายชั้นและโมเมนตแมเหล็กมีการหมุนวน ขนาดของผนังโดเมนแมเหล็กเทากับโดเมน

แมเหล็ก พบวาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบข้ึนอยูกับความยาวรอบการหมุนของโมเมนตแมเหล็ก 

โครงสรางของโดเมนแมเหล็ก และมีการเกิดสภาพนํายวดยิ่งแบบยอนกลับ รูปแบบการศึกษาแสดงดัง

ภาพประกอบ 48 
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ภาพประกอบ 48 แสดงการหมุนของโมเมนตแมเหลก็ในแผนแมเหล็กเฟรโร 

 ที่มา:  T. Champel; &  M. Eschrig.  (2008).  Switching Superconductivity in S/F 

Bilayers by Multiple-Domain Structures.  p. 1.  

 

 ทฤษฎทีี่ใชคือสมการเชงิเสนกรีนฟงกชนัของอุสาเดล  

 ( ){ }2 *ˆ ˆsgn ( ) ( ) 2 2 0,n nD f i J R f fJ R fω σ σ ω π∇ − ⋅ + ⋅ − + Δ =
v v

  (2.58) 

              เมื่อ ( ), ,x y zσ σ σ σ=v  เปนเวกเตอรเมตริกซของเพาลี ,s fD D= เปนคาคงที่ของการแพรซึม

ในแผน S และ F ตามลําดับ J
v

 เปนสนามแลกเปลี่ยนในแผน F และ s yiσΔ = Δ  เปนพารามิเตอร

ความเปนระเบียบในปริภูมิสปน สวน f  เปนฟงกชันกรีนแบบอปกติในซึ่งรวมสวนของการจับคูแบบ

เดี่ยวและแบบสามไวดวยกันแสดงดังสมการ  

( )s y t yf f i i fσ σ σ= + ⋅
v v   (2.59) 

 

สมการ (1) แยกออกไดเปน 2 สมการ รวมตัวแปรกัน คือ 

( ) ( )2 2 2 2 sgn ( ) 0n s s n tD f i J R fω π ω∇ − = − Δ + ⋅ =
vv

  (2.60) 

( ) ( )2 2 2 sgn ( ) 0n t n sD f i J R fω ω∇ − = =
v v

  (2.61) 

 

และคํานวณหาอุณหภูมิวกิฤต จากสมการ
 

( )0

0
ln 2 s nc s

s
n n

fT
T

T
ω

π
ω π≥

⎛ ⎞Δ
Δ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   (2.62) 
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ภาพประกอบ 49  อุณหภูมิวกิฤต cT กับความหนาแผนแมเหล็กเฟรโร fd โดยกําหนดให sd = 7  nm  

       และ fd ≈ 5 nm  

 ที่มา:  T. Champel; &  M. Eschrig.  (2008).  Switching Superconductivity in S/F 

Bilayers by Multiple-Domain Structures.  p. 3.  

 
ภาพประกอบ 50 อุณหภูมิวกิฤต cT กับ sQξ  เมื่อความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโรคงตัว ที่  

       fd  =5 nm  โดยกําหนดให sd = 7 nm และ fd ≈ 5 nm  

 

 ที่มา:  T. Champel; &  M. Eschrig.  (2008).  Switching Superconductivity in S/F 

Bilayers by Multiple-Domain Structures.  p. 4.  

 

(7) โฟมินอฟ และคณะ (Fominov. el, at. 2010: 1-5) ศึกษาอุณหภูมิวิกฤต cT ของแผน        

ประกบ 3 ชั้น แบบ SFF เมื่อ S เปนตัวนํายวดยิ่งแบบคูเดี่ยว และ F เปนโลหะแมเหล็กเฟรโร พบวา

แมกนีไตเซชันที่ไมอยูในแนวเสนตรงเดียวกันของแมเหล็กเฟรโรจะกอใหเกิดการจับคูของคูคูเปอรแบบคุ

สามที่มีระยะทะลวงไกลเกิดขึ้นในแผนแมเหล็กเฟรโร  F1  ขณะเดียวกันอุณหภูมิวิกฤตของระบบแผน
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ประกบจะกวัดแกวงไมสมํ่าเสมอขึ้นกับมุม α ระหวางแมกนีไตเซชันของแผนประกบทั้งสอง ซึ่งแสดงดัง

ภาพประกอบ 51 

 

 
 

ภาพประกอบ 51  ระบบประกบสามชัน้ S/F1/F2 ที่รอยตอระหวาง S/F1 มีพกิัดเปน 0x =  สนาม 

        แลกเปลีย่น h วางตัวในระนาบ (y, z) และ α  เปนมมุระหวางสนามแมเหล็กแลกเปลี่ยนใน  

        ระนาบ 

 

 ที่มา:  Ya.V. Fominov; et al.  (2010).  Superconducting Triplet Spin Valve.  p. 2. 

 

              เมื่อใกลอุณหภูมิวกิฤต สมการอสุาเดลถูกทําใหเปนเชิงเสน มีเพียงฟงกชนักรีนแบบอปกติ f
(

  

 

( ){ }
2

0 1 02 ˆ ˆ ˆ ˆsgn , 0,
2 2n n
D d f if h f

dx
ω ω τ σ τ σ− − + Δ =

(
( v (

 (2.63) 

 

              เมื่อ f
(
เปนเมตริกซ  4x4   îτ  และ 3σ̂  เปนเมตริกซของเพาลีในปริภูมิ Nambu-Gor’kov 

และสปน ตามลําดับ D  คือคาคงที่ของการแพรซึม  ( )2 1n T nω π= +  คือความถี่ของมัตสุบาระ และ 

n  เปนจํานวนเต็ม สนามแลก เปลี่ยนที่แผน F1 วางตัวในแนวแกน z  คือ ( )0,0,h h=
v

 ขณะที่สนาม

แลกเปลี่ยนที่แผนดานนอกหรือ  F2 ในระนาบ yz คือ  ( )0, sin , cosh h hα α=
v

มุม α  มีคาระหวาง 0 

ซึ่งเรียกวา P-Phase ถึง π  คือ AP-Phase  ฟงกชันกรีนแบบอปกติ กระจายในรูป 

 

( )1 0 0 3 3 2 2ˆ ˆ ˆ ˆf f f fτ σ σ σ= + +
(

  (2.64) 
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ซึ่ง 0f  คือ การจับคูแบบเดี่ยว 3f  เปนการจับคูแบบสามที่มีสปนชี้ในทางเดยีวกับแกน z สวน 2f เปน

การจับคูแบบสามทีม่ีสปน 1± หรือต้ังไดฉากกับแกน z  

 อุณหภูมิวิกฤตหาไดจากสมการ   

0
0

ln 2cs
c

c n

T T f
T ω

π
ω>

⎛ ⎞Δ
Δ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   (2.65) 

2
0

02 0,
2 n

d fD f
dx

ω− + Δ =   (2.66) 

โดยมีเงื่อนไขขอบเขต ดังสมการ 

 

0 0
0 0

0 ,
sx d x

df df Wf
dx dx

ξ
=− =

= − =   (2.67) 

 

ซึ่งผลการคํานวณแสดงดังภาพประกอบ 52 

 

 
 

       ภาพประกอบ  52 อุณหภูมิวิกฤตลดทอนกับมุม α  แปรผันตามความหนาของแผน F1 ลดทอน 

 ที่มา:  Ya.V. Fominov; et al.  (2010).  Superconducting Triplet Spin Valve.  p. 4. 
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ภาพประกอบ 53 อุณหภูมิวกิฤตลดทอนกบัมุม α  แปรผันตามความหนาของแผน F1 และแผน  S  

       ลดทอน 

 

 ที่มา:  Ya.V. Fominov; et al.  (2010).  Superconducting Triplet Spin Valve.  p. 4. 

 

(8) ธนะสิทธิ์ รัชตเรืองสิทธิ์ และ สุทัศน ยกสาน (T. Rachataruangsit; & S. Yoksan.  2007: 

156-166) ไดวิจัยเรื่องสภาพนํายวดยิ่งแบบทริปเลตคี่ในระบบแผนประกบตัวนํายวดยิ่งและแมเหล็ก 

เฟรโร (Spin orbit scattering effect on long-range odd frequency triplet pairing in 

ferromagnet/superconductor bilayers) โดยมีวัตถุประสงคเพื่อ (1) หาอุณหภูมิวิกฤต TC ของระบบ

แผนประกบสองชิ้นตัวนํายวดยิ่งและแมเหล็กเฟรโร F/S โดยที่ โมเมนตแมเหล็กเฟรโรมีลักษณะแบบไม

เปนเอกพันธุและมีการกระเจิงเชิงสปนวงโคจร (spin-orbit scattering) รวมอยูดวย (2) ศึกษาสถานะ

เฟสพาย (pi-phase) ของระบบประกบสามชิ้น F/S/F ที่มีผลตอ TC โดยพิจารณาสถานะทริปเลตคี่ และ

โมเมนตแมเหล็กเฟรโรเปนแบบเอกพันธุแตทิศการเรียงตัวสัมพันธกันระหวางแผนแมเหล็กสองแผน 

และ (3)  ศึกษาสมการอุสาเดลแบบไมเปนเชิงเสนเพื่อคํานวณหาคุณสมบัติทางอุณหพลศาสตรความ

เปนแมเหล็กและการเปลี่ยนเฟสอันดับหนึ่ง โดยใชสมการสเกลาร และสมการเวกเตอรของอุสเดล ดังนี้ 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 , ,
2 s tD r F r iI r F r rω ω ω⎛ ⎞− ∇ + ⋅ = Δ⎜ ⎟

⎝ ⎠

v vv v v v v  (2.68) 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )21 1 , , 0
2 t sD r F r iI r F rω ω ω

τ
⎛ ⎞− ∇ + + =⎜ ⎟′⎝ ⎠

v vv v v v  (2.69) 
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 เมื่อ ( ),sF r ωv  คือแอมพริจูดสเกลารของคูอิเล็กตรอนในสถานะสปนซิงเกลต ( ),tF r ω
v v  คือ

แอมพริจูดเวกเตอรของคูอิเล็กตรอนในสถานะสปนทริปเลต ( )D rv  คือคาคงตัวของการแพรซึม ( )rΔ v

คือพารามิเตอรความเปนระเบียบของตัวนํายวดยิ่ง ω  คือคาคงตัวของมัตซูบาระ τ ′  คือเวลาการ

กระเจิงสปนเชิงวงโคจร และ ( )I r
v v  คือสนามแลกเปลี่ยนแบบนีล โดยโมเมนตแมเหล็กสามารถหมุนได 

ในระนาบดวยเลขคลื่น Q  ดังสมการ 

      ( ) ( )0 0,sin ,cosI y I Qy Qy=
v

  (2.70) 

 

ฟงกชันการจบัคู ในแตละชัน้เชื่อมโยงกันดวยเงื่อนไขขอบที่ผิวรอยตอระหวางตัวนาํยวดยิ่งและแมเหล็ก 

เฟรโร 

        ˆ ˆ
s s f fF Fξ ξ γ∇ = ∇   (2.71) 

 

       ˆ ˆ ˆˆs f f b f fF F n Fξ γ= − ⋅∇  (2.72) 

และที่ผิวนอก 

        ,
ˆ 0s fF∇ =  (2.73) 

 

โดยตัวหอย ,s f   บน F̂  เปนการอางอิงชั้นตัวนํายวดยิ่ง(แมเหล็กเฟรโร) , , 0/ 2s f s f cD Tξ π=  

คือระยะอาพันธ  s s

f f

ρ ξγ
ρ ξ

=  และ  bγ  คือสภาพตานทานไมเทียบคูระหวางชั้นทั้งสองและความ

ตานทานขอบเขตซึ่งระบุลักษณะเฉพาะของการรั่วและการกระโดดของคูอิเล็กตรอนจากชั้นตัวนํายวด

ยิ่งไปสูชั้นแมเหล็กเฟรโรในทิศทางตั้งฉากกับผิวรอยตอ ˆ fn  ตามลําดับ 

 ซึ่งผลการวิจัย แสดงดังภาพประกอบตอไปนี ้
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ภาพประกอบ 54  อุณหภูมิวกิฤตลดทอน 
0

c
C

c

Tt
T

=  เปนฟงกชนัของเลขคลื่นไรหนวย sQξ  โดยแปรผัน  

       /p Q  และกําหนดให  
0

10, 2, 0.5, 0.2, 0,fs
b s f

c s f

ddI
T

γ γ ξ ξ
π ξ ξ

= = = = = =  และ  1 0
soIτ
=   

 ที่มา:  T. Rachataruangsit; & S. Yoksan.  (2007).  Spin Orbit Scattering Effect on 

Long-Range Odd Frequency Triplet Pairing in Ferromagnet/Superconductor  

Bilayers.  p. 163. 
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ภาพประกอบ 55 อุณหภูมิวกิฤตลดทอน 

0

c
C

c

Tt
T

=  เปนฟงกชนัของความหนาของแมเหลก็เฟรโร    

      /f fd ξ  โดยแปรผัน /p Q  และกําหนดให 
0

10, 2, 0.2, 0, ,s
b s f

c s

dI
T

γ γ ξ ξ
π ξ

= = = = =   

      0.5s sQ ξ = และ  1 0
soIτ
=   

 ที่มา:  T. Rachataruangsit; & S. Yoksan.  (2007).  Spin Orbit Scattering Effect on  

Long-Range Odd Frequency Triplet Pairing in Ferromagnet/Superconductor  

Bilayers.  p. 163. 
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ภาพประกอบ 56  กราฟของเสนโคง  ( )/C f ft d ξ  โดยแปรผัน bγ  และใหคาพารามเิตอรตางๆ  

       เชนเดียวกับภาพประกอบ 55 

 ที่มา: T. Rachataruangsit; & S. Yoksan.  (2007).  Spin Orbit Scattering Effect on  

Long-Range Odd Frequency Triplet Pairing in Ferromagnet/Superconductor  

Bilayers.  p. 164. 

 

 



บทที่ 3  
วิธีคํานวณหาอุณหภูมิวิกฤต 

 
 

 

ภาพประกอบ 57 รูปแบบของแผนประกบคูตัวนํายวดยิง่ (S) กับแมเหล็กเฟรโร (F) 

3.1 แผนประกบสองชัน้ (S/F) กับการหมุนของสนามแลกเปลีย่น (S/F bilayer with a rotating  
     exchange field) 
 สนามแมเหลก็แลกเปลี่ยน ( , )J J y φ≡

v v
หมุนวนในแผนแมเหลก็เฟรโร ในระนาบสามมิติดวย

เวกเตอรคลื่นซึ่งมีคาคงตัว Q  โดยคาบการหมุนมีมมุมองทีแ่ตกตางกนัเทยีบกับแกน y  มคีาเปน  

2 / Qπ  เขียนในรูป 

( )ˆˆ ˆ( , ) sin cos sin sin cosJ y J Qyi Qyj kφ φ φ φ= + +
v

 

โดยที่  Qyθ =   ภายใตรูปทรงเรขาคณิตของโครงสรางระบบ /S F  ที่ซับซอน สมการขนสงเชิงเสน

ของอุสซาเดลสําหรับระบบที่มีการแพรซมึเมื่อใกลอุณหภูมิวิกฤติของคูแอมพลิจูด sf  และ tf
v

 คือ 

 

   ( ) ( )2 2 2 2 sgnn s s n tD f i J fω π ω∇ − = − Δ + ⋅
vv

 (3.1) 

   ( ) ( )2 2 2 sgnn t n sD f i J fω ω∇ − =
v v

 (3.2) 
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               เมื่อ D  เปนคาคงตวัของการแพรซมึ nω เปนความถีข่องมัตสุบาระ ( )sgn nω  มีคาเทากับ 1 

เมื่อ 0nω >  และมีคาเปน -1 เมื่อ 0nω < , sf  เปนแอมพลิจดูสเกลารของคูอิเล็กตรอนในสถานะสปน 

ซิงเกลต และ ( ), ,t tx ty tzf f f f=
v

 เปนแอมพลิจดูเวกเตอรของคูอิเล็กตรอนในสถานะสปนทริปเลต 

ตามลําดับ  

 จากสมการ (3.1) และ (3.2) เวกเตอรคลื่นทริปเลตจะไมเปนศูนยถามีองคประกอบของคลื่น 

ซิงเกลตทะลทุะลวงลงสูชัน้แมเหล็กเฟรโร นอกจากนีเ้วกเตอรคลื่นทริปเลตจะถูกโนมนาวใหมกีารเรยีง

ตัวอยูในทิศเดียว กับสนามแลกเปลี่ยน J
v

 ทาํใหคลื่นทริปเลตที่มีทิศการฉายสปนบนแกนควอนไทเซ

ชันมีความยาวเปนศนูย( 0zs = ) เกิดความโดดเดนขึ้น ดงันัน้องคประกอบของคลื่นซงิเกลตและคลื่น 

ทริปเลตที่มกีารฉายสปนบนแกนควอนไทเซชันมีความยาวเปนศูนยนี ้จะมีอยูรวมกนัเสมอในแผน

แมเหล็กเฟรโรใกลๆ รอยตอ /S F ลักษณะเชนนีท้ําใหฟงกชนัคลื่นของคูอิเลก็ตรอนสามารถทะลุ

ทะลวงเขาสูชัน้แมเหลก็เฟรโรในระยะทางสั้นๆ ทีม่ีขนาดประมาณความยาวแลกเปลีย่น (exchange 

length) /J fD Jξ =   

 เวกเตอรคลื่นทริปเลต tf
v

 ที่ถกูโนมนาวขึ้นและไมไดเรียงตัวอยูในแนวเดียวกับ J
v

 ซึ่งก็คือ

คลื่นทริปเลตที่มีการฉายของสปนมีความยาวไมเปนศนูยเทยีบกับ J
v

 จะจับคูสปนที่เหมือนกนัโดยไม

จํากัดบริเวณดวยอันตรกริยาแมเหลก็พารากับสนามแลกเปลี่ยน ทําใหสามารถทะลวงเขาสูชั้นแมเหล็ก

เฟรโรไดในพิสัยไกล โดยมีขนาดประมาณความยาวของการแพรซึม (diffusion length)  

0/ 2f f cD Tξ π=  เมื่อ 0cT คืออุณหภูมิวิกฤตของตัวนํายวดยิง่ขนาดใหญ 

 ใหแอมพลิจูดของฟงกชันคลื่นของคูคูเปอรที่มีสปนแบบซิงเกลตและสปนแบบทริปเลต เขียน 

ในรูป 

( )s t yf f f iσ σ⎡ ⎤= + ⋅⎣ ⎦
v v  

tx ty s tz

s tz tx ty

f if f f
f

f f f if
− + +⎛ ⎞

= ⎜ ⎟− + +⎝ ⎠
 

ซึ่ง  tx tyf if+m สมนัยกับการฉายของสปน 1±  ซึ่งสามารถคํานวณหาไดเมื่อสนามแลกเปลี่ยนเปนแบบ

ไมเอกพนัธ สวน  sf  และ tzf  เปนแอมพลิจูดความนาจะเปนในการพบคูอิเล็กตอนบนแกนควอนไตเซ

ชัน ที่มีโอกาสมากที่สุดเมื่อสนามแลกเปลี่ยนมีคาคงที ่

 เราตองการหาอุณหภูมิวิกฤต cT  ของระบบที่ข้ึนกับการหมุนของเวกเตอรคลื่น Q   โดยการ

แกสมการเชงิเสนของอุสเดล (3.1) และ (3.2)  ดังนัน้จงึสรางฟงกชนักรนีแบบอปกติใหสอดคลองกบั

การหมนุแบบเปนคาบตามแกน y  
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               ( ) iQy

tx tyf f if e+ = − +  (3.3) 

              ( ) iQy
tx tyf f if e−

− = +  (3.4) 

ดังนัน้ จากสมการ (3.1) เทอม tJ f⋅
vv
สามารถเขียนไดในรูปของ f+  และ f−   

      ( ) ( )sin cos ,sin sin ,cos , ,t tx ty tzJ f J Qy Qy f f fφ φ φ⋅ = ⋅
vv

 

             ( ){ }sin 2cos
2 tz
J f f fφ φ− += − +  

เราพิจารณาสมการ (3.1)  เมื่อความถี่ของมัตสุบาระมคีามากกวาศนูย ( 0nω > )  ซึง่ได  

   ( ) ( ){ }2 2 2 sin 2cosn s s tzD f iJ f f fω π φ φ− +∇ − = − Δ + − +  (3.5) 

และจากสมการ (3.2) เมื่อเขียนแยกองคประกอบ เราจะได 

   ( )2 2 2 sin cosn tx sD f iJf Qyω φ∇ − =  (3.6) 

   ( )2 2 2 sin sinn ty sD f iJf Qyω φ∇ − =  (3.7) 

   ( )2 2 2 cosn tz sD f i Jfω φ∇ − =  (3.8) 

แทนคาองคประกอบตามสมการ (3.3) และ (3.4) ลงในสมการ (3.6) และ (3.7) และใชความสมัพันธ 

( )2 ˆˆ ˆ
tx ty tzf i f j f k∇ + + =

{ }

{ }

2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 ˆ
2

ˆ
2

ˆ

iQy iQy iQy iQy iQy iQy iQy iQy

iQy iQy iQy iQy iQy iQy iQy iQy

tz

Q f e iQe f e f iQe f Q f e iQe f e f iQe f i

i Q f e iQe f iQe f e f Q f e iQe f iQe f e f j

f k

− − − −
− − − − + + + +

− − − −
− − − − + + + +

− + ∇ + ∇ + ∇ + + ∇ − ∇ + ∇

− − + ∇ + ∇ + ∇ − − ∇ − ∇ + ∇

+∇
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สมการ (3.6) สามารถเขยีนไดเปน 

 
2 2 2

22

iQy iQy iQy iQy iQy iQy

iQy iQy

Q f e iQe f e f iQe f Q f e iQe fD
e f iQe f

− −
− − − − + +

− −
+ +

⎧ ⎫− + ∇ + ∇ + ∇ + + ∇⎪ ⎪
⎨ ⎬
− ∇ + ∇⎪ ⎪⎩ ⎭

- 

   2 nω ( )1
2

iQy iQyf e f e−
− +− = 2 sin

2

iQy iQy

s
e eiJf φ

−⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

แยกเทอมของ iQye และ iQye−  เราได 

{ }2 22 sin
2 n s
D Q f iQ f f f iJfω φ− − − −− + ∇ +∇ − =  (3.9) 

{ }2 22 sin
2 n s
D Q f iQ f f f iJfω φ+ + + ++ ∇ −∇ + =

 (3.10) 

ซึ่งเมื่อเขียนรวมสมการที่ (3.9) และ (3.10) ในรูป 

   { }2 2 2 2 2 siny n sD DQ iQD f iJfω φ±∇ − ∂ − =m m                                     (3.11) 

พิจารณาองคประกอบตามแกน y สมการ (3.7)     

   

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 sin

iQy iQy iQy iQy

iQy iQy iQy iQy

iQy iQy iQy iQy
n s

Q f e iQe f iQe f e f
D

Q f e iQe f iQe f e f

f e f e iJf e eω φ

− − − −

− − − −
+ + + +

− −
− +

⎧ ⎫− + ∇ + ∇ + ∇ −⎪ ⎪ −⎨ ⎬
− ∇ − ∇ + ∇⎪ ⎪⎩ ⎭

+ = −

 

แยกเทอมของ iQye และ iQye− เราได 

   { }2 2 2 2 2 sinn sD DQ iQD f iJfω φ−∇ − + ∇ − =                                       (3.12) 

   { }2 2 2 2 2 sinn sD DQ iQD f iJfω φ+∇ − − ∇ − = −                                      (3.13) 
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ซึ่งเมื่อเขียนรวมสมการที่ (3.12) และ (3.13) ในรูป 

{ }2 2 2 2 2 siny n sD DQ iQD f iJfω φ±∇ − ∂ − =m m   

ซึ่งไดผลลัพธ เชนเดียวกับสมการ (3.11) 

ตอไปคือการแกสมการ 3.5, 3.8 และ 3.11 เพื่อหา sf  , tzf  และ  f±  ในตัวกลาง โดยใชเงื่อนไข 

ขอบเขตที่ผิวรอยตอระหวางตัวนํายวดยิง่และแมเหล็กเฟรโร 

    , /s z sc f z F s s f ff fξ γξ γ ρ ξ ρ ξ∂ = ∂ =                                              (3.14) 

เมื่อ sρ  และ fρ  คือสภาพความตานทานที่ภาวะปกติของโลหะ S และ F ตามลําดับ 

    , /f b z F sc F b b f ff f f R Aξ γ γ ρ ξ∂ = − =                                            (3.15) 

เปนเงื่อนไขขอบเขตความตอเนื่องของกระแสที่รอยตอของแผนประกบ เมื่อ γ  และ bγ  คือสภาพ

ตานทานไมเทยีบคูระหวางชัน้ตัวนําทั้งสองและความตานทานขอบเขตที่ระบุลักษณะเฉพาะของการรั่ว

และกระโดดของคูอิเล็กตรอนจากชั้นตวันาํยวดยิ่งไปสูชัน้แมเหลก็เฟรโรในทิศตั้งฉากกับผิวรอยตอ bR  

เปนความตานทานที่รอยตอ A   เปนพืน้ที่ผิวรอยตอ สวน 0/ 2s s cD Tξ π=  และ 

0/ 2f f cD Tξ π= คือ ความยาวอาพนัธในตวันํายวดยิง่ S  และ F  ตามลําดับ และที่ผิวนอกของ S   

และ F ( fz d= −  และ sz d= ) มีเงื่อนไขขอบเขตเปน 

                  0z f∂ = .                                                                    (3.16) 
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3.2 สมการคลื่นของคูอิเลก็ตรอนในแมเหลก็เฟรโร (wave equation of electron pair in 
ferromagnet) 
  ในแผนแมเหลก็เฟรโร แอมพลิจูดของคลื่นซิงเกลต และองคประกอบของคลื่นทริปเลต แสดง

ไดดังนี้ 

 คลื่นซิงเกลต จากสมการ (3.5) 

   ( ) ( ){ }2 2 sin 2cosf n s tzD f iJ f f fω φ φ− +∇ − = − +  

แทนคา nω  และหารตลอดดวย fD   

   ( ){ }2 2 (2 1) sin 2coss tz
f f

T Jn f i f f f
D D
π φ φ− +

⎛ ⎞
∇ − + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

สามารถเขยีนใหมเปน 

   ( ) ( ){ }2 2 2 sin 2cosn f s J tzf i f f fξ ξ φ φ− −
− +∇ −Ω = − +                          (3.17) 

เมื่อ ( ) 02 1 /n cn T TΩ = + และ  /J fD Jξ =  

  คลื่นทริปเลต จากสมการ (3.11) 

    { }2 2 2 2 2 siny n sD DQ iQD f iJfω φ±∇ − ∂ − =m m  

    ( )2 2 2 22 2 siny n f J sQ iQ f i fξ ξ φ− −
±∇ − ∂ −Ω =m m                             (3.18) 

และ    ( )2 2 22 cosn f tz J sf i fξ ξ φ− −∇ −Ω =                                                    (3.19) 

จากสมบัตทิางกายภาพของความเปนคาบในแกน y ขององคประกอบของฟงกชันคลื่นตัวนํายวดยิ่ง f  

กระจายอนุกรมฟูเรียร และใชเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวนอก (z = fd− ) ดังนัน้แอมพลิจูดของฟงกชันคลืน่ 

เขียนในรูป 
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    ( ) ( )( ), coshp ipQy
l l fp f

p
f y z f k z d e

+∞

=−∞

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑                                (3.20) 

เมื่อ , ,l s tz= ±  เลขคลื่น p  แสดงถึงการกล้ํา (modulation) ของแอมพลิจูดคูอิเล็กตรอนในทิศทาง

ภายในระนาบของแผนประกบและมีสวนรวมโดยตรงกับสภาพนาํยวดยิ่งแบบไมเปนเอกพนัธ แทน 

สมการ (3.20) ลงในกลุมสมการ (3.17)-(3.19) ดังนี ้กลาวคือ สําหรับสมการ (3.17) เพื่อเขียน sf   

    ( ) ( ){ }2 2 2 sin 2cosn f s J tzf i f f fξ ξ φ φ− −
− +∇ −Ω = − +  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 ( ) 2 ( )

( ) ( )

2

( )

cosh cosh

sin cosh cosh

2cos cosh

p ipQy p ipQy
y z s fp f n f s fp f

p p

p ipQy p ipQy
fp f fp f

p p
J

p ipQy
tz fp f

p

f k z d e f k z d e

f k z d e f k z d e
i

f k z d e

ξ

φ
ξ

φ

+∞ +∞
−

=−∞ =−∞

+∞ +∞

− +
=−∞ =−∞−

+∞

=−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ +∇ + −Ω +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎧ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

∑

⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 

 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

2( ) 2

2 ( )

( ) ( )

2

( )

cosh cosh

cosh

sin cosh cosh

2cos cosh

p ipQy ipQy
s fp f fp fp f

p

p ipQy
n f s fp f

p

p ipQy p ipQy
fp f fp f

p p
J

p
tz

p

f k z d ipQ e k k z d e

f k z d e

f k z d e f k z d e
i

f

ξ

φ
ξ

φ

+∞

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞ +∞

− +
=−∞ =−∞−

=−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤−Ω +⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦=

+

∑

∑

∑ ∑

( ) ipQy
fp fk z d e

+∞

∞

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎡ ⎤+⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

 

 

( )2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )sin sin 2 cos 0p p p p p p
s fp s n f s J J J tzpQ f k f f i f i f i fξ ξ φ ξ φ φξ− − − −

− +− + −Ω − + − =  

  

เมื่อ  ppQ Q=  และ   2 2 2
p fp n fk k ξ −= −Ω%  

( )2 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )sin sin 2 cos 0p p p p
p p s J J J tzk Q f i f i f i fξ φ ξ φ φξ− − −

− +− − + − =%                 (3.21) 
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สมการ (3.18) เพื่อเขียน f−  

  ( )2 2 2 22 2 siny n f J sQ iQ f i fξ ξ φ− −
±∇ − ∂ −Ω =m m  

  
( ) ( )

( )

2 2 2 ( )

2 ( )

2 cosh

2 sin cosh

p ipQy
y n f fp f

p

p ipQy
J s fp f

p

iQ Q f k z d e

i f k z d e

ξ

ξ φ

+∞
−

−
=−∞

+∞
−

=−∞

⎡ ⎤∇ + ∂ − −Ω +⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

∑

∑
 

  ( )2 2 2 2 2 ( ) 2 ( )2 2 sinp p
fp n f J spQ k pQ Q f i fξ ξ φ− −

−
⎡ ⎤− + − − −Ω =⎣ ⎦  

  ( )22 2 2 ( ) 2 ( )1 2 sin 0p p
fp n f J sk p Q f i fξ ξ φ− −

−
⎡ ⎤− Ω − + − =⎣ ⎦   

   ( )2 2 ( ) 2 ( )
1 2 sin 0p p

p p J sk Q f i fξ φ−
+ −− − =%                                                  (3.22) 

สมการ (3.18) เพื่อเขียน f+  

 ( )2 2 2 22 2 siny n f J siQ Q f i fξ ξ φ− −
+∇ − ∂ − −Ω = −  

 ( )( )2 2 2 2 2 22 2 sinfp n f J spQ k pQ Q f i fξ ξ φ− −
+− + + − − Ω = −  

 ( )( )22 2 2 21 2 sinfp n f J sk p Q f i fξ ξ φ− −
+− Ω − − = −  

 ( )2 2 ( ) 2 ( )
1 2 sin 0p p

p p J sk Q f i fξ φ−
− +− + =%                                                              (3.23) 

และสมการ (3.19) เพื่อเขียน tzf  

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2 ( ) 2 ( )

2 ( )

cosh cosh

2 cos cosh

p ipQy p ipQy
y z tz fp f n f tz fp f

p p

p ipQy
J s fp f

p

f k z d e f k z d e

i f k z d e

ξ

φξ φ

+∞ +∞
−

=−∞ =−∞

+∞
−

=−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ +∇ + −Ω +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

∑ ∑

∑
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( )

cosh cosh

cosh 2 cos cosh

p ipQy p ipQy
tz fp f tp tz fp f

p

p ipQy p ipQy
n f tz fp f J s fp f

p p

f k z d ipQ e k f k z d e

f k z d e i f k z d eξ φξ φ

+∞

=−∞

+∞ +∞
− −

=−∞ =−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−Ω + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑

∑ ∑
 

 ( )( )2 2 2 ( ) 2 ( )2 cosp p
tp n f tz J spQ k f i fξ φξ φ− −− + −Ω =   

 ( )2 2 ( ) 2 ( )2 cos 0p p
p p tz J sk Q f i fφξ φ−− − =%                                                                         (3.24) 

เขียนสมการทัง้สี่ 3.21-3.24 ในรูปเมตริกซ 

 

2 2 2 2 2 ( )

2 2 2 ( )
1

( )2 2 2
1

( )2 2 2

sin sin 2 cos

2 sin 0 0
0

2 sin 0 0

2 cos 0 0

p
p p J J J s

p
J p p

p
J p p

p
tzJ p p

k Q i i i f
i k Q f

fi k Q
fi k Q

ξ φ ξ φ φξ

ξ φ

ξ φ

φξ

− − −

−
+ −

−
+−

−

⎛ ⎞− − − ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠

%

%

%

%

 

   

หาคาไอเกน 2
fpk%  ไดจากเงื่อนไขของดีเทอรมิแนนตของเมตริกซ 4x4 เทากบัศูนย [ ]( )0Det M =  

  

2 2 2 2 2

2 2 2
1

2 2 2
1

2 2 2

sin sin 2 cos

2 sin 0 0
0

2 sin 0 0

2 cos 0 0

p p J J J

J p p

J p p

J p p

k Q i i i

i k Q

i k Q

i k Q

ξ φ ξ φ φξ

ξ φ

ξ φ

φξ

− − −

−
+

−
−

−

− − −

− −
=

−

− −

%

%

%

%

  

 

ในกรณีที ่ 0p =   

   

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

sin sin 2 cos

2 sin 0 0
0

2 sin 0 0

2 cos 0 0

p J J J

J p

J p

J p

k i i i

i k Q

i k Q

i k

ξ φ ξ φ φξ

ξ φ

ξ φ

φξ

− − −

−

−

−

− −

− −
=

−

−

%

%

%

%

                      (3.25) 

คาไอเกนทั้งสีห่าไดจากสมการ 
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   ( )( )2 2 6 2 4 4 2 2 2 44 4cos 0p p p J p Jk Q k Q k k Qξ φ ξ− −− − + − =% % % %                                       (3.26) 

จะไดคําตอบแรกคือ 

2 2 2 2
01 3p Jk k Q ηξ −= = =% %  

สําหรับสมการ 6 2 4 4 2 2 2 44 4cos 0p p J p Jk Q k k Qξ φ ξ− −− + − =% % %   มีคําตอบในรูป 

 ( )2 2
02 2Jk ξ η α−

+= +%  

 ( )2 2
03 3Jk iξ η α α−

+ −= − −%                                                            (3.27) 

 ( )2 2
04 3Jk iξ η α α−

+ −= − +%  

เมื่อ ( ) ( ); ;
2 2

χ χ χ χ
α α+ − + −

+ −

+ −
= =   3 2 3B B Aχ± = ± +  

2 3 24
3 ; 2 6 cosA Bη η η η φ= − = − +  และ  

2 2

3
JQ ξη =    

รายละเอียดการคํานวณและการหาคาฟงกชันไอเกน ดูไดจากภาคผนวก ก 

จากสมการ (3.25) เมื่อแทนดวยคาไอเกนทั้ง 4 จะได 

      

( )

( )

( )

( )

( )

1

1

1
1

1

0 0
1 1
1 1
0 0

s

tz

f

f
f

f

f

−

−
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

                                                        (3.28) 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

2

2

2
2

2

1
sin

sin
1

sin
1

2cot
2 cos

2
2

s

s

tz

if i
f

i f
f

f i

α η
φ

φ
α η

φ
α η

φ α η
φ

η α
η α

+

+
−

+
+

+

+
+

⎛ ⎞
⎛ − ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎝ ⎠+⎝ ⎠

                        (3.29) 

  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

3

3

3
3

3

1
3 22 sin

2sin3 2
1

2 sin
1

3 2
3 2

2 cos cot
33

s

s

tz

i ii
f

i
f

i f
f i

if
i

ii

α α ηφ
φα α η

φ
α α η

α α η
φ φ

η α αη α α

+ −

+ −

−

+
+ −

+ −

+ −
+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎝ ⎠− −⎝ ⎠

           (3.30) 

  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

4

4

4
4

4

1
3 22 sin

2sin3 2
1

2 sin
1

3 2
3 2

2 cos cot
33

s

s

tz

i ii
f

i
f

i f
f i

if
i

ii

α α ηφ
φα α η

φ
α α η

α α η
φ φ

η α αη α α

+ −

+ −

−

+
+ −

+ −

+ −
+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎝ ⎠− +⎝ ⎠

          (3.31) 

ผลเฉลยของระบบสมการ (3.17)-(3.19) ที่สอดคลองกบัเงื่อนไขขอบเขตภายนอก สามารถเขยีนสมการ  

(3.20) ในรูป 

   ( ) ( ) ( )
4

( ) ( )
,

1
, coshp p ipQy

l j fpj fl j
p j

f y z a f k z d e
+∞

=−∞ =

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ ∑                               (3.32) 

เมื่อสัมประสิทธิ์ ( )p
ja ทั้ง 4 หาไดจากสมการเงือ่นไขขอบเขตที่รอยตอ S/F และ ( )

( )
,
p

l jf  คือสัมประสิทธิ ์

ฟงกชันไอเกน  

 



72 

 
3.3 สมการคลื่นของคูอิเลก็ตรอนในตัวนํายวดยิ่ง (wave equation of electron pair in   
superconductor) 

 องคประกอบคลื่นทริปเลต   
  ที่แผนตัวนํายวดยิ่งไมมีสนามแลกเปลี่ยน J

v
 ดังนัน้จงึไมมอัีนตรกริยารวมกันระหวาง

คลื่นซิงเกลตกบัคลื่นทริปเลต สมการ (3.18) จึงอยูในรูป  

 

      ( )2 2 22 0y n fQ iQ fξ −
±∇ − ∂ −Ω =m  

และสมการ (3.19) เขียนในรูป 

      ( )2 2 0n f tzfξ −∇ −Ω =  

ผลเฉลยของ f±  และ  tzf  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวนอกของแผนประกบ ( sz d= ) และมี

สมบัติความเปนคาบในทิศแกน y  อยูในรูป 

 

( ) ( )( ) ,
, ,, coshp tz ipQy
tz tz lp s

p

f y z f k z d e
+∞

±
± ±

=−∞

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑
 (3.33) 

             เมื่อ      2 2
1tp n s pk Qξ± −= Ω + m   

             และ     2 2tz
tp n s pk Qξ −= Ω +                                                                 (3.34) 

สัมประสิทธิ ์ ( )pf± และ ( )p
tzf  คํานวณหาไดจากเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวรอยตอ S/F 
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 องคประกอบคลื่นซิงเกลต  

 ที่แผน S  จากสมการ (3.5) เมื่อ 0J =
v

 สมการสําหรับคูแอมพลจิูดของคลื่นซิงเกลต sf  คือ 

     ( )2 2 2s n s sD fω π∇ − = − Δ                                                             (3.35) 

จากความสมมาตรแบบเปนคาบเมื่อเทียบกับในแกน y คูแอมพลิจูดของคลื่นซิงเกลต sf  และ 

พารามิเตอรความเปนระเบยีบ sΔ  สามารถกระจายในอนกุรมฟูเรียร ดงันี ้

     ( ) ( ), ( )p ipQy
s s

p

f y z f z e
+∞

=−∞

= ∑                                                          (3.36) 

     ( ) ( ), ( )p ipQy
s s

p
y z z e

+∞

=−∞

Δ = Δ∑                                                         (3.37) 

แทนสมการ (3.36) ลงในสมการ (3.35) จะไดแอมพลิจูดของคลื่นฟูเรียร ( )( )p
sf z  ในรูปสมการ

อนุพนัธ 

   ( )2 2 ( ) 2 ( ) ( )2( ) ( ) ( )p ipQy p ipQy p ipQy
y z s n s s s

p p ps

f z e f z e z e
D
πξ

+∞ +∞ +∞
−

=−∞ =−∞ =−∞

∇ +∇ −Ω = − Δ∑ ∑ ∑  

  ( )2 2 2 ( ) ( )2( ) ( )p p
p n s s s

s

Q f z z
D
πξ −∂ − −Ω = − Δ                                                   (3.38) 

ในขณะทีพ่ารามิเตอรความเปนระเบียบ ( )p
sΔ (z) กําหนดโดยสมการ 

    ( )0ln s nc s
s

nc n

fT T
T

ω
π

ω π
⎛ ⎞Δ

Δ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

    
( ) ( )

( ) 0

0

( ) ( )( ) ln 2
p p

p c s s
s

nc n

T z f zz T
T

π
ω π≥

⎛ ⎞Δ
Δ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                                  (3.39) 

 

โดยทัว่ไป สมการ(38)-(39) ไมสามารถแกไดโดยตรง ที่จดุนี้ไมมีการผสมผสานระหวางองคประกอบ

ของคลื่นฟูเรียรที่แตกตางกนัทั้งในตัวนํายวดยิ่งและในแมเหล็กเฟรโร  ในตัวนํายวดยิง่ที่ใกลอุณหภูมิ

วิกฤต คา p  แตละคาขององคประกอบฟูเรียรที่ข้ึนกับแกน y จะไดสมการชองวาง (38) ที่แตกตางกัน 

และอุณหภูมิวกิฤต ( )cT p  ที่ไดก็จะแตกตางกนั  
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3.4 แอมปลจิูดของคูคูเปอร (Pair amplitude) 
 ในการคํานวณหาสัมประสทิธิ ์ ( )p

ja  และ  ( )pf±  จากเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวรอยตอของแผน

ประกบ S/F   
 องคประกอบคลื่นซิงเกลต 
 เรานิยาม  ( ) ( )

0 ( 0)p p
sf zδ = =   แทนสมการ (3.35) และ (3.31) ลงในเงื่อนไขขอบเขต

สมการ (3.15)  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

4
( ) ( ) ( )

,
1

4
( ) ( )

,
1

,0 (0) cosh

sinh

p ipQy p p ipQy
s s j fpj fl j

p p j

p p ipQy
f b fpj j fpj fl j

p j

f y f e a f k d e

k a f k d eξ γ

+∞ +∞

=−∞ =−∞ =

+∞

=−∞ =

= =

+

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

1 1
(0) cosh sinhp p p p p

s j fpj f f b fpj j fpj fl j l j
j j

f a f k d k a f k dξ γ
= =

= +∑ ∑  

   ( ) ( ) ( )( )
4

( ) ( )
,

1
cosh sinhp p

j fpj f f b fpj fpj fl j
j

a f k d k k dξ γ
=

= +∑  

    ( )

4
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 ,
1

(0)p p p p p
s j jl j

j
f a f Aδ

=

= =∑                                           (3.40) 

โดยที่ ( ) ( )( ) cosh sinhp
j fpj f f b fpj fpj fA k d k k dξ γ= +                                       (3.41) 

 องคประกอบคลื่นทริปเลต  
 จากสมการ (3.36) และสมการ (3.33) ที ่ 0z =  คือคาเดียวกนั ดังนัน้   

( ) ( ) ( )( ) ( ), 0 cosh , (0)p l ipQy p ipQy
l l tp s s s

p p

f y f k d e f y z f e
+∞ +∞

=−∞ =−∞

= = =∑ ∑    

    ( )( ) ( )cosh (0)p l p
l tp s sf k d f=  

    ( ) ( )

4
( ) ( ) ( ) ( )

,
1

coshp l p p p
l tp s j jl j

j
f k d a f A

=

=∑                                           (3.42) 
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เมื่อ  ,l tz= ±  เงื่อนไขขอบเขต สมการ (3.14) พิจารณาเฉพาะคลื่นทริปเลตเทานัน้ รวมกับสมการ  

(3.42) จะได 

 ( ) ( )
4

( ) ( ) ( )
, ,

1
sinh sinhp l l p p

l s tp tp s f fpj j l p j fpj f
j

f k k d k a f k dξ γξ
=

− = ∑  

      
( )
( ) ( )

4 4
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,
1 1

sinh
sinh

cosh

l
tp sp p p l p p

j l p j j s tp f fpj j l p j fpj fl
j jtp s

k d
a f A k k a f k d

k d
ξ γξ

= =

− =∑ ∑  

ยายขางสมการ   ( ) ( )
4 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

1 1

tanh sinh 0p p p l l p p
j l p j j s tp tp s f fpj j l p j fpj f

j j

a f A k k d k a f k dξ γξ
= =

+ =∑ ∑  

   ( ) ( ){ }
4

( ) ( ) ( )
, ,

1

tanh sinh 0p p p l l
j l p j j s tp tp s f fpj fpj f

j

a f A k k d k k dξ γξ
=

+ =∑  

เขียนใหมเปน    
( )

( )4
( ) ( ) ( )

, ,
1

0
tanh

p
jp p p

j l p j j l l
j s tp tp s

C
a f A

k k dξ=

⎧ ⎫⎪ ⎪+ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

 เมื่อ   ( )( ) sinhp
j f fpj fpj fC k k dγξ=                                                         (3.43) 

 หรือ  ( ){ }4 1( ) ( ) ( ) ( )
, ,

1

tanh 0p p p p l l
j l p j j j s tp tp s

j

a f A C k k dξ
−

=

⎡ ⎤+ =⎣ ⎦∑  

เขียนใหมเปน     
4

( ) ( ) ( )
, , ,

1

0p p p
j l p j j l

j

a f A
=

=∑ %                                                        (3.44) 

 เมื่อกําหนด   ( ) 1( ) ( ) ( )
, tanhp p p l l

j l j j s tp tp sA A C k k dξ
−

⎡ ⎤= + ⎣ ⎦
%                         (3.45) 

 

 



76 

 
สมการ (3.40) สําหรับคลื่นซงิเกลต และสมการ (3.44) สําหรับคลื่นทริปเลต จัดรูปไปสูระบบสมการ

เชิงเสน       

    
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 , , 1 1 2 2 3 3 4 4

1

p p p p p p p p
j s p j j

j
a f A a F a F a F a Fδ

=

= = + + +∑    

             เมื่อ  ( )
, ,

p
j s p j jF f A=  

  
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , 1 ,1 2 ,2 3 ,3 4 ,4

1

0p p p p p p p
j p j j

j

a f A a h a h a h a h+ + + + + +
=

= + + + =∑ %   

  
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , 1 ,1 2 ,2 3 ,3 4 ,4

1

0p p p p p p p
j p j j

j
a f A a h a h a h a h− − − − − −

=

= + + + =∑ %   

  
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , 1 ,1 2 ,2 3 ,3 3 ,4

1

0p p p p p p p
j tz p j j tp tp tp tp tp

j

a f A a h a h a h a h
=

= + + + =∑ %  

              และ ( )
, , , ,

p
l j l p j j lh f A= %  

   

( ) ( )
1 2 3 4 1 0

( )
,1 ,2 ,3 ,4 2

( )
,1 ,2 ,3 ,4 3

( )
,1 ,2 ,3 ,4 4

0
0
0

p p

p

p

p
tz tz tz tz

F F F F a
h h h h a
h h h h a
h h h h a

δ

+ + + +

− − − −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
, ,1 1 , ,2 2 , ,3 3 , ,4 4

( ) ( ) ( ) ( )
, ,1 1, , ,2 2, , ,3 3, , ,4 4,

( ) ( ) ( ) ( )
, ,1 1, , ,2 2, , ,3 3, , ,4 4,

( ) ( )
, ,1 1,tz , ,2 2,tz , ,3 3,t

p p p p
s p s p s p s p

p p p p
p p p p

p p p p
p p p p

p p
tz p tz p tz p

f A f A f A f A
f A f A f A f A
f A f A f A f A
f A f A f A

+ + + + + + + +

− − − − − − − −

% % % %

% % % %

% % %

( ) ( )
1 0
( )
2
( )
3

( ) ( ) ( )
z , ,4 4, 4

0
0
0

p p

p

p

p p p
tz p tz

a
a
a

f A a

δ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

%

 

 

เราสามารถหา ( )p
ja โดยใชกฎของเครเมอร 
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( )
0 2 3 4

,2 ,3 ,4 ,2 ,3 ,4
( )

,2 ,3 ,4 0 ,2 ,3 ,4

,2 ,3 ,4 ,2 ,3 ,4( )
1

1 2 3 4 1 2 3 4

,1 ,2 ,3 ,4 ,1 ,2 ,3 ,4

,1 ,2 ,3 ,4 ,1 ,2 ,3

,1 ,2 ,3 ,4

0
0
0

p

p

tz tz tz tz tz tzp

tz tz tz tz

F F F
h h h h h h
h h h h h h
h h h h h h

a
F F F F F F F F
h h h h h h h h
h h h h h h h
h h h h

δ

δ
+ + + + + +

− − − − − −

+ + + + + + + +

− − − − − − −

= =

,4

,1 ,2 ,3 ,4tz tz tz tz

h
h h h h

−

 

และเชนเดียวกับสําหรับองคประกอบอื่นๆ ซึ่งสามารถเขียนลดรูปไดดังสมการ 

( )( )
0

p jp
j

N
a

F N
δ=

⋅
v v

 (3.46) 

              เมื่อ  ( )1 2 3 4, , ,F F F F F=
v

, ( ),1 ,2 ,3 ,4, , , ; ,l l l l lh h h h h l tz= = ±
v

, ( )1 2 3 4, , ,N N N N N=
v

 

และ , , ,i ijkl j j tz jN h h hε + −=  

3.5 อุณหภูมวิิกฤตของสภาพนาํยวดยิ่ง (Superconducting critical temperature : Tc) 
 โดยใชเงื่อนไขขอบเขต สมการ (3.14) และ (3.15) พิจารณาแอมพลิจดูของคลื่นซิงเกลตดัง

แสดงในสมการ (3.45) เราจะไดความสัมพันธระหวางอนุพนัธขององคประกอบของคลื่นซงิเกลต  
( ) ( )p

sf z  และคา ( )
0

pδ  ที่ผิวรอยตอ ที่ตัวนาํยวดยิ่ง  S  ดังนี ้

        ( ) ( ), ( )p ipQy
s s

p

f y z f z e
+∞

=−∞

= ∑  

      ( ) ( ), ( )p ipQy
z s z s

p
f y z f z e

+∞

=−∞

∂ = ∂∑  

ที่แมเหลก็เฟรโร  F   

   ( ) ( )
4

( )
, ,

1

, cosh , , ,p ipQy
l j l p j fpj f

p j

f y z a f k z d e l s tz
+∞

=−∞ =

⎡ ⎤= + = ±⎣ ⎦∑ ∑  

  ( )
4

( )
, ,

1

, sinhp ipQy
z s j s p j fpj fpj f

p j

f y z a f k k d e
+∞

=−∞ =

⎡ ⎤∂ = ⎣ ⎦∑ ∑  
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  ใชสมการ 3.14   
4

( ) ( )
, ,

1

( ) sinhp ipQy p ipQy
S z s f j s p j fpj fpj f

p p j

f z e a f k k d eξ γξ
+∞ +∞

=−∞ =−∞ =

⎡ ⎤∂ = ⎣ ⎦∑ ∑ ∑  

    ( )
4

( ) ( )
, ,

1

( 0) sinhp p
S z s f j s p j fpj fpj f

j

f z a f k k dξ γξ
=

∂ = = ∑  

    
4

( ) ( ) ( )
, ,

1

( 0)p p p
S s j s p j j

j

f z a f Cξ
=

′ = = ∑  

เมื่อ  ( )( ) sinhp
j fpj f fpj fC k k dγ ξ=   

    
( )4 4

( ) ( ) ( ) ( )0
0 , , , ,

1 1

( 0)
p

jp p p p
S s s p j j j s p j j

j j

N
f z f C N f C

F N F N
δξ δ

= =

′ = = =
⋅ ⋅∑ ∑v v v v  

    ( ) ( ) ( )
0 0( 0)p p p

S s p
C Nf z W
F N

ξ δ δ⋅′ = = =
⋅

v v

v v                                            (3.47) 

สมการ (3.47) เปนเงื่อนไขการหา ( )p
sf  โดยเทคนิคฟงกชันกรีนเมื่อใหฟงกชันรอยตอ p

C NW
F N
⋅

=
⋅

v v

v v  

บรรจุขอมูลของสถานะซงิเกลตของแอมพลิจูดของคูอิเล็กตรอนในชัน้แมเหล็กและ ( )
, ,

p
j s p jC C f=

v

พิจารณากรณีที่ 0p =  ซึ่งเปนกรณีที่สามารถหาคําตอบเชิงวิเคราะหโดยประมาณได ฟงกชันรอยตอ  

0W   หาไดจาก  

1 1 2 2 3 3 4 4
0

1 1 2 2 3 3 4 4

C N C N C N C N C NW
F N F N F N F N F N
⋅ + + +

= =
⋅ + + +

v v

v v  

                 เมือ่แทนคาตางๆ จากสมการ (3.46) จะได 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0
2 4, 1 3 3, 4 1 3 4, 1 2 2, 4 1

0
4 3, 1 2 2, 3 1

0 ( ) ( )
2 4, 1 3 3, 4 1 3 4, 1 2 2,

2 3 2

3 2

2 3 2

tz tz tz tz

tz tz

p p
tz tz tz tz

C ZA A A YA A A i C ZA A A XA A A

i C YA A A XA A A
W

A ZA A A YA A A i A ZA A A XA

η α α α η

α α η

α η α α η

+ + −

+ −

+ + −

− − + + + + − −

+ − + − −
=
− − − + + + + − −

% % % % % % % % % % % %

% % % % % %

% % % % % % % % % %( )
( ) ( )

4 1

( )
4 3, 1 2 2, 3 13 2 p

tz tz

A A

i A YA A A XA A Aα α η+ −+ − + − −

% %

% % % % % %

 (3.48) 

               โดยที ่

( )
( )

2 cot
2

X
α η φ
η α
+

+

−
=

+
, 

( )
( )

3 2 cot

3

i
Y

i

α α η φ

η α α

+ −

+ −

+ +
=

− −
, 

( )
( )

3 2 cot

3

i
Z

i

α α η φ

η α α

+ −

+ −

− +
=

− +
        (3.49) 

 

รายละเอียดการคํานวณ ดูไดจากภาคผนวก ข 



79 

 
3.6 การหาคาฟงกชันรอยตอ 0W  กรณีมมุ φ  มีคามาก ๆ 

 3.6.1  กรณีมมุ φ  มีคาเขาใกล 
2
π   

θ
y

x

z

δ

 
 

ภาพประกอบ 58 แผนประกบคูตัวนํายวดยิ่ง (S) กับแมเหล็กเฟรโร (F) เมื่อมุม φ  มีคาเขาใกล 
2
π  

 

   กรณีที่มุม φ  มีคามาก คือเขาใกล 
2
π  หรือมุม δ  ที่วัดจากระนาบ x-y มีคานอยๆ หรือเขา

ใกลศูนย ฟงกชันรอยตอ 0W ประกอบดวยพารามิเตอร ( ),α η φ±  ซึ่งตองทําการหาคาโดยการฟต

กราฟ (ดูไดจากภาคผนวก ค) คือ 

   ( )
2

23,
2 8 2
η η ηα η δ δ+

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

   ( )
2

2 24 3 9,
3 4 8 6

η ηα η δ η δ−

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

เราจะไดคา 0W ดังนี ้

          2 2 3 3 4 4
0

2 2 3 3 4 4

C N C N C NC NW
F N F N F N F N

+ +⋅
= =

⋅ + +

v v

v v  
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0 0 0
0 2 4 3, 3 4, 3 4 2, 2 4,

0

0 0
4 3 2, 2 3,

0
0

0 2 4 3, 3 4, 3 4 2,

2
3

2
3

2

tz tz tz tz

tz tz

tz tz t

i C A A A A C A A A A

C A A A A
W

i A A A A A A A A

ηη η η
η η

η η η η η

ηη
η

η η η

η η
η η

η η

− + +
−

+ − −

−
+

+

− +
−

+ −

⎧ ⎫⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟− +⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎧ ⎫

+ +⎨ ⎬
⎩ ⎭

% % % % % % % %

% % % %

% % % % % % 0
2 4,

0

0
4 3 2, 2 3,

0

3

2
3

z tz

tz tz

A A

A A A A A

ηη
η η η

ηη
η

η η η

+

−

−
+

+

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪+⎨ ⎬⎜ ⎟− +⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠

% %

% % % %

        (3.50) 

 3.6.2 กรณีมมุ φ  มีคาเทากบั 
2
π   

จากสมการ (3.50)  เมื่อมมุ φ  มีคาเทากับ 
2
π  หรือมุม 0δ =   สมการ (3.50) จะถกูลดรูปลง 

เปน 

      
0 0
3 4 4 3

0
3 4 4 3

C A C A
W

A A A A
η η
η η
− +

− +

+
=

+

% %

% %
                                                

(3.51) 

(รายละเอียดการคํานวณแสดงในภาคผนวก ค) 

สมการนีจ้ะนาํไปแทนคาในสมการ (3.47) เพื่อทาํการคํานวณโดยเทคนิกฟงกชันกรีน 

 
3.7 การหาคาฟงกชันรอยตอ 0W  กรณีมมุ φ  มีคานอยๆ 

  3.7.1 กรณีมมุ φ  มีคาเขาใกลศูนย 
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F

S

θ

φ

y

x

z

 

ภาพประกอบ 59 แผนประกบคูตัวนํายวดยิ่ง (S) กับแมเหล็กเฟรโร (F) เมื่อมุม φ  มีคาเขาใกลศูนย  
 
พิจารณาฟงกชัน α±   จากการประมาณโดยวิธีฟตกราฟ จะได 

    ( ) ( )2 2 2
1, 0.382 0.813α η φ η ηφ η φ η+ = − + = − Σ                             (3.52) 

    ( ) ( )2 2 2
2

4 4, 1.14 0.061
3 3

α η φ ηφ η φ− = − − = − Σ                        (3.53) 

เมื่อให  2 2 2
1 0.382 0.813ηφ η φΣ = + , 2 2 2

2 1.14 0.061ηφ η φΣ = −  

2 2 3 3 4 4
0

2 2 3 3 4 4

C N C N C NC NW
F N F N F N F N

+ +⋅
= =

⋅ + +

v v

v v  

แทนคา 

  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

0
2 4 3, 4, 3

0
3 2 4, 4 2,

0
4 3, 2 2, 3

0

2 4 3,

3 2 3 2
2

2 2

3 2 23 2
2 3 2

3 2 23 2
2 3 2

3 2
2

2

tz tz

tz tz

tz tz

i i
C A A A A

i i

i
i C A A A A

i

i
i C A A A A

i
W

i
A A A

i

η η

η
η

η

η
η

η
η

− +

− +

+
−

+

−
+

−

−

−

⎛ ⎞+ + Σ − +Σ
Σ −⎜ ⎟

− −Σ −Σ⎝ ⎠
⎛ ⎞− + Σ Σ+ + + Σ +⎜ ⎟

−Σ + Σ⎝ ⎠
+ + Σ⎛ ⎞Σ

+ − + Σ +⎜ ⎟− −Σ + Σ⎝ ⎠=
+ + Σ

Σ
− −Σ

% % % %

% % % %

% % % %

% % ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

4, 3

3 2 4, 4 2,

4 3, 2 2, 3

3 2
2

3 2 23 2
2 3 2

3 2 23 2
2 3 2

tz tz

tz tz

tz tz

i
A A

i

i
i A A A A A

i

i
i A A A A A

i

η

η
η

η

η
η

η

+

+

+
−

+

−
+

−

⎛ ⎞− + Σ
−⎜ ⎟−Σ⎝ ⎠

⎛ ⎞− + Σ Σ
+ + + Σ +⎜ ⎟

−Σ + Σ⎝ ⎠
+ + Σ⎛ ⎞Σ

+ − +Σ +⎜ ⎟− −Σ + Σ⎝ ⎠

% %

% % % %

% % % %

          (3.54) 
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เมื่อกําหนด  2 1
31

2 2
i

±

⎛ ⎞
Σ = − Σ ± Σ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

สมการนีจ้ะถกูนําไปแทนคาในสมการ (3.47) เพื่อการคํานวณโดยเทคนิกฟงกชนักรีน 
 
 
 
 
 3.7.2 กรณีมมุ φ  มีคาเทากบัศูนย 

 พิจารณาการลดรูป  เมื่อ 0φ =  

  ( ) ( )( )
2 2

2 21.3 1.17 0, 1 3 1.3 1.17 0
2 2

iφ φη η η η−Σ = − = Σ = − − =  

  ( )( )
2

21 3 1.3 1.17 0
2

i φη η+Σ = + − =  

 

สมการ (3.54) ถูกลดรูปลงเปน 

 

      
0 0

4, 3 3, 4
0

4, 3 3, 4

tz tz

tz tz

A C A C
W

A A A A
−

=
−

% %

% %
                                                          (3.55) 

สมการนีจ้ะถกูนําไปแทนคาในสมการ (3.47) เพื่อการคํานวณโดยเทคนิกฟงกชนักรีน 

 



บทที่ 4  
ผลการวิจัย 

 
 จากการวิจัยเพื่อหาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคู ซึ่งประกอบดวยแผนตัวนํายวดยิ่ง/  

แมเหล็กเฟรโร เมื่อสนามแลกเปลี่ยนมีคาไมสม่ําเสมอ โดยใชทฤษฎีสภาพนํายวดยิ่งแบบกึ่ง 

คลาสสิกภายใตขอบเขตของการแพรซึม กําหนด สนามแลกเปลี่ยนอยูในรูป 

( )ˆˆ ˆ( , ) sin cos sin sin cosJ y J Qyi Qyj kφ φ φ φ= + +
v

 

               เมื่อ J
v

 เปนสนามแลกเปลี่ยน หมุนดวยมุม φ  ซึ่งมีคาคงตัวเทียบกับแกน z  และมุม 

Qyθ =  ในระนาบ xy  , Q  เปนเวกเตอรคลื่น  ฟงกชันกรีนแบบอปกติ เขียนในรูป 

      ( )s t yf f f iσ σ= + ⋅
v v  

               เมื่อ  σv  เปนเมตริกซเวกเตอรของเพาลี, ( ), ,t tx ty tzf f f f=
v

 เปนแอมพลิจูดเวกเตอรของคู

อิเล็กตรอนในสถานะสปนทริปเลต และ  sf  เปนแอมพลิจูดสเกลารของคูอิเล็กตรอนในสถานะสปน 

ซิงเกลต  สมการขนสงเชิงเสนของอุสซาเดลสําหรับระบบที่มีการแพรซึมเมื่อใกลอุณหภูมิวิกฤติของ  

คูแอมพลิจูด sf  และ tf
v

 คือ 

   ( ) ( )2 2 2 2 sgnn s s n tD f i J fω π ω∇ − = − Δ + ⋅
vv

 (4.1) 

   ( ) ( )2 2 2 sgnn t n sD f i J fω ω∇ − =
v v

 (4.2) 

               เมื่อ D  เปนคาคงตวัของการแพรซมึ nω เปนความถีข่องมัตสุบาระ ( )sgn nω  มีคาเทากับ 1 

เมื่อ 0nω >  และมีคาเปน -1 เมื่อ 0nω <  สวน  sΔ  เปนพารามิเตอรความเปนระเบียบทีจ่ะปรากฏอยู

ในแผน S ซึ่งคลองจองกับแอมพลิจูดสเกลาร sf  กับสมการ ( )0ln s nc s
s

nc n

fT T
T

ω
π

ω π
⎛ ⎞Δ

Δ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

โดย 0cT  คืออุณหภูมิวิกฤตของแผนตัวนาํยวดยิ่งขนาดใหญ  

 ในการหาคําตอบของสมการเชิงเสนของอุสเดล (4.1) และ (4.2) จึงสรางฟงกชนักรีนแบบ

อปกติใหสอดคลองกับการหมุนแบบเปนคาบตามแกน y คือ ( ) iQy
tx tyf f if e+ = − + และ  

( ) iQy
tx tyf f if e−

− = +  ดังนัน้ สมการเชิงเสนของอุสเดลจึงอยูในรูป 
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  ( ) ( )2 2 2 sin 2cosn s s tzD f iJ f f fω π φ φ− +∇ − = − Δ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦  (4.3) 

  ( )2 2 2 2 2 siny n sD DQ iQD f iJfω φ±∇ − ∂ − =m m  (4.4) 

  ( )2 2 2 cosn tz sD f i Jfω φ∇ − =  (4.5)  

และใชเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวรอยตอระหวางแผนตัวนาํยวดยิ่งและแมเหล็กเฟรโร 

      s z sc f z Ff fξ γξ∂ = ∂  

      f b z F sc Ff f fξ γ ∂ = −  

และที่ผิวนอกของ S  และ F ( fz d= −  และ sz d= ) ใชเงื่อนไขขอบเขต 

             0z f∂ = . 

              เมื่อ γ  และ bγ  คือสภาพตานทานไมเทียบคูระหวางชั้นตัวนําทั้งสองและความตานทาน

ขอบเขตที่ระบุลักษณะเฉพาะของการรั่วและกระโดดของคูอิเล็กตรอนจากชั้นตัวนํายวดยิ่งไปสูชั้น

แมเหล็กเฟรโรในทิศตั้งฉากกับผิวรอยตอ bR  เปนความตานทานที่รอยตอ A   เปนพื้นที่ผิวรอยตอ สวน 

0/ 2s s cD Tξ π=  และ 0/ 2f f cD Tξ π= คือ ความยาวอาพันธในตัวนํายวดยิ่ง S  และ F  

ตามลําดับ  

 ในแผนแมเหลก็เฟรโร แอมพลิจูดของคลื่นซิงเกลต sf  และคลื่นทริปเลต ,tzf± กระจาย

อนุกรมฟเูรียร และใชเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวนอก (z = fd− ) ดังนั้นแอมพลิจูดของฟงกชันคลื่น 

เขียนในรูป 

    ( ) ( )( ), coshp ipQy
l l fp f

p
f y z f k z d e

+∞

=−∞

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑  

เมื่อ , ,l s tz= ±  ดังนัน้ สมการ (4.3)-(4.5) เขียนในรูปเมตริกซ เปน 

  

 

2 2 2 2 2 ( )

2 2 2 ( )
1

( )2 2 2
1

( )2 2 2

sin sin 2 cos

2 sin 0 0
0

2 sin 0 0

2 cos 0 0

p
p p J J J s

p
J p p

p
J p p

p
tzJ p p

k Q i i i f
i k Q f

fi k Q
fi k Q

ξ φ ξ φ φξ

ξ φ

ξ φ

φξ

− − −

−
+ −

−
+−

−

⎛ ⎞− − − ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠

%

%

%

%

 (4.6) 
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               เมื่อ  /J fD Jξ = , ( ) 02 1 /n cn T TΩ = + , ppQ Q=  และ 2 2 2

p fp n fk k ξ −= −Ω%  

ในกรณีที ่ 0p =  คาไอเกนทั้งสีห่าไดจากสมการ 

   ( )( )2 2 6 2 4 4 2 2 2 44 4cos 0p p p J p Jk Q k Q k k Qξ φ ξ− −− − + − =% % % %  (4.7) 

จะไดคําตอบ คือ 2 2 2 2
01 3p Jk k Q ηξ −= = =% % , ( )2 2

02 2Jk ξ η α−
+= +% , ( )2 2

03 3Jk iξ η α α−
+ −= − −% และ 

( )2 2
04 3Jk iξ η α α−

+ −= − +%  เมื่อ ( ) ( ); ;
2 2

χ χ χ χ
α α+ − + −

+ −

+ −
= = 3 2 3B B Aχ± = ± +  

โดย 2 3 24
3 ; 2 6 cosA Bη η η η φ= − = − +  และ  

2 2

3
JQ ξη =  แทนคาไอเกนทัง้สี่ลงในสมการ 

(4.6) จะไดไอเกนเวกเตอรดังสมการ 

   

( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

0
1
1
0

s

tz

f

f

f

f

−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

,  

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

2

2

2

2

sin
1
1

2cot
2

s

tz

f i
f

f

f

α η
φ

φ α η
η α

+

−

+

+

+

⎛ − ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ −
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

,  

   

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

3

3

3

3

3 2

2sin
1
1

3 2
cot

3

s

tz

i i
f

f

f
if

i

α α η

φ

α α η
φ

η α α

+ −

−

+

+ −

+ −

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎝ ⎠ ⎜ ⎟−

⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

 

    

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

4

4

4

4

3 2

2sin
1
1

3 2
cot

3

s

tz

i i
f

f

f
if

i

α α η

φ

α α η
φ

η α α

+ −

−

+

+ −

+ −

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +
⎝ ⎠ ⎜ ⎟−

⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 (4.8) 
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จากสมการ (4.8) เขียนสมการในรูปทัว่ไป เปน 

   ( ) ( ) ( )
4

( ) ( )
,

1
, coshp p ipQy

l j fpj fl j
p j

f y z a f k z d e
+∞

=−∞ =

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ ∑          

เมื่อสัมประสิทธิ์ ( )p
ja ทั้ง 4 หาไดจากสมการเงือ่นไขขอบเขตที่รอยตอ S/F และ ( )

( )
,
p

l jf  คือสัมประสิทธิ ์

ฟงกชันไอเกน  

 ไอเกนเวกเตอรทั้ง 4 จากสมการ (4.8) อยูในรูปที่ยุงยาก จึงทาํสมการใหงายขึ้นโดยการ

ประมาณในกรณีที่มุม δ  มีคานอย ๆ โดยมมุ 
2
πδ φ= −  เปนมุมเงยวัดจากระนาบ xy และกรณีมุม 

φ  มีคานอย ๆ โดยมุม  φ  วัดจากแกน z  

 เมื่อมุม δ  มีคานอย ๆ จึงใชการกระจายอนกุรมเทเลอร ในรูป 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0
, ,0 , ,

2δ δ

δα η δ α η δ α η δ α η δ
= =

′ ′′≈ + +  และสามารถประมาณคา α+ และ α−  โดย

วิธีฟตกราฟในชวง  0 0.1η< <  ทาํใหได  ( )
2

23,
2 8 2
η η ηα η δ δ+

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
และ 

( )
2

2 24 3 9,
3 4 8 6

η ηα η δ η δ−

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
จากนั้น แทนลงในสมการ (4.8) ไดไอเกนเวกเตอร เปน  

,1

,1

,1

,1

0
1
1
0

s

tz

f
f
f
f

−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, ( )
( )

,2 0

,2 0 0

,2 0 0

,2

2 / 3
2 / 3

2

s

tz

f
f i
f i
f i

η
η η η
η η η

δ

−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

( )

( )

( )

( )

3

3

3

3

1
1

s

tz

f

f

f

f

η

η δ
η

−

−

+
−

+

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 และ 

( )

( )

( )

( )

4

4

4

4

1
1

s

tz

f

f

f

f

η

η δ
η

+

−

+
+

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

       (4.9) 

เมื่อ 2 2
0

3
4
ηη η δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

2 2
2 2 29 9 3 3 3 31

16 16 12 4 2 8 2
i iη η η η ηη η δ δ±

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − + − ± − −⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎩ ⎭
  

ฟงกชันรอยตอ pW  บรรจุขอมูลของสถานะซิงเกลตของแอมพลิจูดของคูอิเล็กตรอนในชั้นแมเหล็ก 

พิจารณากรณีที่ 0p =  ซึ่งเปนกรณีที่สามารถหาคําตอบเชิงวิเคราะหโดยประมาณได ฟงกชันรอยตอ 

0W   หาไดจาก  
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0 0 0
0 2 4 3, 3 4, 3 4 2, 2 4,

0

0 0
4 3 2, 2 3,

0
0

0 2 4 3, 3 4, 3 4 2,

2
3

2
3

2

tz tz tz tz

tz tz

tz tz t

i C A A A A C A A A A

C A A A A
W

i A A A A A A A A

ηη η η
η η

η η η η η

ηη
η

η η η

η η
η η

η η

− + +
−

+ − −

−
+

+

− +
−

+ −

⎧ ⎫⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟− +⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎧ ⎫

+ +⎨ ⎬
⎩ ⎭

% % % % % % % %

% % % %

% % % % % % 0
2 4,

0

0
4 3 2, 2 3,

0

3

2
3

z tz

tz tz

A A

A A A A A

ηη
η η η

ηη
η

η η η

+

−

−
+

+

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪+⎨ ⎬⎜ ⎟− +⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠

% %

% % % %

 

       (4.10) 

 

เมื่อ ( )( ) 1

, tanhl l
j l j j s tp tp sA A C k k dξ

−
= +% , ( ) ( )cosh sinhj fpj f f b fpj fpj fA k d k k dξ γ= +  

( )sinhj f fpj fpj fC k k dγξ=  และ  2 2
1tp n s pk Qξ± −= Ω + m , 2 2tz

tp n s pk Qξ −= Ω +  

 

 และเมื่อ  0δ = ,  α+ และ α−  จะลดรูป เปน ( ),
2
ηα η δ+ = − ,  

( ) 24 3,
3 4

α η δ η− = − , 29 31
16 4

iηη η± = − ±  ทําใหได 

     
0 0
3 4 4 3

0
3 4 4 3

C A C A
W

A A A A
η η
η η
− +

− +

+
=

+

% %

% %
 (4.11)  

 

 เมื่อมุม φ  มีคานอย ๆ กระจายอนุกรมเทเลอร และฟตกราฟ ในชวง  0 0.1η< <  เพื่อ

ประมาณคา α+ และ α−  ซึ่งได  ( ) 1,α η φ η+ = −Σ  และ  ( ) 2
4,
3

α η φ− = −Σ   โดยที่ 

2 2 2
1 0.382 0.813ηφ η φΣ = + , 2 2 2

2 1.14 0.061ηφ η φΣ = − และ 2 1
31

2 2
i

±Σ = − Σ ± Σ  

จากนั้นแทน α+ และ α−  ลงในสมการ (4.8) ไดไอเกนเวกเตอร เปน 

( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

0
1
1
0

s

tz

f

f

f

f

−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

( )

( )

( )

( )
( )

2
1

2

2

1 12
2 / 3 2

s

tz

f

f i
if

if

φ
φ
η

−

+

⎛ ⎞ −Σ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ − Σ − Σ⎝ ⎠⎝ ⎠

,

( )

( )

( )

( )
( )

3

3

3

3

2 3
2

2
2 3 /

s

tz

f i
f i

if
if

η
φ
φ
η

+

−

+

+ +

⎛ ⎞ Σ +⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ Σ + −Σ⎝ ⎠⎝ ⎠
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ฟงกชันรอยตอ 0W   หาไดจาก  
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                             (4.12) 

และเมื่อ 0φ = , 0− +Σ = Σ = Σ =   ทาํใหได 

      
0 0

4, 3 3, 4
0

4, 3 3, 4

tz tz

tz tz

A C A C
W

A A A A
−

=
−

% %

% %
 (4.13) 

 ในตัวนาํยวดยิง่  สมการแอมพลิจูดของคลื่นซิงเกลต คือ 

     ( )2 2 2s n s sD fω π∇ − = − Δ  (4.14) 

การหาผลเฉลยของสมการ (4.14) ตองคลองจองกับสมการ 

    ( )0ln s nc s
s

nc n

fT T
T

ω
π

ω π
⎛ ⎞Δ

Δ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (4.15) 
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จากนั้นใชเทคนิกกรนีฟงกชนั ซึง่ผลลัพธสามารถเขยีนคูแอมพลิจูดคลื่นซิงเกลต ดังนี ้

    ( ) ( ) ( )
0

,sd

sf z G y z y dyπ= Δ∫  (4.16) 

และกรีนฟงกชนั  G  คือ 

  ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

12
0 1 2

2 1

,
( , )

cosh ,
sinh

S s c

p S s
S s

s s

k T v z v y z y
G z y

W k d v z v y y z
k d

k

ξ

ξ

−
⎧ ≤⎪= ×⎨ ≤⎪⎩+

 (4.17) 

เมื่อ  ( )1 cosh( ) sinh( )p
S S

s s

W
v z k z k z

k ξ
= + , ( ) ( )2 cosh ( )S sv z k z d= − และ 2 2

s n s pk Qξ −= Ω +    

สมการ (4.15)-(4.17)  และ  0W  ใชหาอุณหภมูิวิกฤตในแตละกรณี ดวยวธิีการคํานวณเชิงตัวเลข  

ซึ่งผลการคํานวณพบวากรณีมุม δ  มีคานอย ๆ จะแสดงปรากฏการณพร็อกซิมิตีเกิดข้ึน สวนกรณมีุม 

φ  มีคานอย ๆ ในการคํานวณไมเกิดปรากฏการณพร็อกซมิิตี ดังนัน้ การคํานวณเชงิตวัเลขจะแสดงผล

เฉพาะกรณีทีมุ่มδ  มีคานอย ๆ เทานัน้ 

 อุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคูตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร ข้ึนกับพารามิเตอรที่สําคัญ

หลายตัว เชน สนามแลกเปลี่ยนของแมเหล็กเฟรโร ( )J
v

 ความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร ( )fd  

ความหนาของแผนตัวนํายวดยิ่ง ( )sd  คาความโปรงใสที่รอยตอของแผนประกบ (γb ) ความรุนแรง

ของปรากฏการณพร็อกซิมิตีระหวางแผนตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร ( )γ  เปนตน ผลจากสมการที่ใช

คํานวณหาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคูตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร เมื่อกําหนดใหพารามิเตอรตาง 

ๆ มีคาดังนี้  0 7cT K= , 020 cJ T= , s fξ ξ=  , 2s sd ξ= , 0.15γ =  , γb = 0 และมุม 

0.1746 radδ =  จากที่แสดงในภาพประกอบ 60  ชี้ใหเห็นการลดลงแบบไมสม่ําเสมอของอุณหภูมิ

วิกฤตที่เปนฟงกชันของความหนาแมเหล็กเฟรโรเมื่อเลขคลื่นไรหนวย sQξ  มีคาตางกัน ลักษณะที่เดน

ที่เห็นในภาพคือการลดลงอยางไมสม่ําเสมอของอุณหภูมิวิกฤต ซึ่งเปนฟงกชันของ /f fd ξ  แปรผันกับ

เลขคลื่นไรหนวย sQξ  เมื่อกําหนดใหผิวรอยตอของแผนประกบมีความโปรงใส (transparent) อยาง

สมบูรณ (γb = 0) เมื่อเลขคลื่นไรหนวย sQξ  มีคาเทากับ 0  อุณหภูมิวิกฤตลดลงต่ําสุด 0.582694   

ที่ความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร /f fd ξ ประมาณ 0.7 และจะคอยๆ เพิ่มข้ึนจนเขาสูคาคงตัว

ประมาณ 0.61 ที่ความหนาประมาณ 1.45  เมื่อเลขคลื่นไรหนวย sQξ  มีคาเทากับ 0.5 และ 1 

อุณหภูมิวิกฤตลดลงต่ําสุดที่0.600832 และ 0.624077  ที่ความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร /f fd ξ
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ประมาณ 0.75 และ 0.85 ตามลําดับ แตกรณี sQξ เทากับ 2 อุณหภูมิวิกฤตที่ลดลงมาถึง 0.657111 ที่

ความหนา 1.00 และเขาสูคาคงตัว  
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      ภาพประกอบ 60 อุณหภูมิวิกฤตกับความหนาของแผนแมเหลก็เฟรโรเมื่อเลขคลื่นไรหนวยมีคา 

             ตางกัน และมุม φ  มคีาเขาใกล 
2
π  

 

 สําหรับคาความโปรงใสที่รอยตอของแผนประกบมีคาตางกัน คาพารามิเตอรวัสดุใน

ไดอะแกรมอื่นๆ มีคาคงตัว ดังนี้  0 7cT K= , 020 cJ T= , s fξ ξ=  , 2s sd ξ= , 0.15γ = , 

1sQξ =  และมุม 0.1746 radδ =  แสดงในภาพประกอบ 61  เมื่อ γb  มีคาเทากับศูนย อุณหภูมิ

วิกฤตไดลดลงอยางรวดเร็ว และมีคาต่ําสุด 0.624077 ที่ความหนาลดทอนมีคาประมาณ 0.85จากนั้น

อุณหภูมิจะคอยเพิ่มข้ึนจนถึงคาคงตัวที่ 0.636 ที่ความหนาประมาณ 1.65  และเมื่อ γb  มีคาเพิ่มข้ึน

เปน 0.4 และ 1.0 อุณหภูมิวิกฤตที่ลดต่ําลงจะมีคาสูงขึ้นอยางชัดเจน โดยมีคาประมาณ 0.706401 

และ 0.753428 ที่ความหนา 0.65 และ 0.60 ตามลําดับ และเขาสูคาคงตัว 
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ภาพประกอบ 61  อุณหภูมิวกิฤตกับความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโรเมื่อความโปรงใสที่รอยตอม ี

       คาตางกนั และมุม φ  มีคาเขาใกล 
2
π  

 

 สําหรับคาความรุนแรงของปรากฏการณพร็อกซิมิตีระหวางแผนตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร 

มีคาตางกัน คาพารามิเตอรวัสดุในไดอะแกรมอื่นๆ มีคาคงตัว ดังนี้  0 7cT K= , 020 cJ T= , 

s fξ ξ=  , 2s sd ξ= , γb = 0 , 1sQξ =  และมุม 0.1746 radδ =  จากภาพประกอบ 62  เมื่อ γ  มี

คาเทากับ 0.15 อุณหภูมิวิกฤตลดลงตามความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร และเขาสูคาคงตัวคอนขาง

สูง โดยมีคาต่ําสุด  0.624077 ที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กมีคาประมาณ 0.85 และเมื่อคา

ความรุนแรงของปรากฏการณพร็อกซิมิตีระหวางแผนตัวนํายวดยิ่ง / แมเหล็กเฟรโร มีคาสูงขึ้น คือ 0.3, 

0.40 และ 0.45  อุณหภูมิวิกฤติจะลดลงอยางรวดเร็ว และมีคาต่ําสุดประมาณ 0.399302 และ 

0.227078 ที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กเฟรโรประมาณ 0.75 และ 0.70  สําหรับคา γ  เปน 

0.30 และ 0.40 ตามลําดับ สวนกรณี  γ  เทากับ 0.45  อุณหภูมิวิกฤตไดลดลงอยางรวดเร็ว และสิ้น

สภาพตัวนํายวดยิ่งที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กประมาณ 0.55 และกลับมาเปนตัวนํายวดยิ่ง

อีกครั้งที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กมีคา 1.0  กอนที่อุณหภูมิวิกฤต จะเขาสูคาคงตัวประมาณ 

0.200   
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ภาพประกอบ 62  อุณหภูมิวกิฤตกับความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโรเมื่อความรนุแรงของ 

        ปรากฏการณพร็อกซิมติีระหวางแผนตัวนํายวดยิง่/แมเหล็กเฟรโรมีคาตางกัน และมุม φ  มีคาเขา 

         ใกล 
2
π  

 

 ภาพประกอบ 63  สําหรับการลดรูป เมื่อมุม δ  มีคาเทากับศูนย คาพารามิเตอรตางๆ มีคา

เชนเดียวกับที่แสดงในภาพประกอบ 60  กรณีเลขคลื่นไรหนวย sQξ  มีคาตางกัน ชี้ใหเห็นการลดลง

แบบไมสม่ําเสมอของอุณหภูมิวิกฤตที่เปนฟงกชันของความหนาแมเหล็กเฟรโร เมื่อเลขคลื่นไรหนวย 

sQξ  มีคาตางกัน ลักษณะที่เดนที่เห็นในภาพคือความไมเปนเชิงเดี่ยวของอุณหภูมิวิกฤตซึ่งเปนฟงกชัน

ของ /f fd ξ  แปรผันกับเลขคลื่นไรหนวย sQξ  เมื่อกําหนดใหผิวรอยตอของแผนประกบมีความ

โปรงใส (transparent) อยางสมบูรณ  อุณหภูมิวิกฤตลดลงต่ําสุด 0.582694 ที่ความหนาของแผน

แมเหล็กเฟรโร /f fd ξ ประมาณ 0.7 และจะคอยๆ เพิ่มข้ึนจนเขาสูคาคงตัวประมาณ 0.610  ที่ความ

หนาประมาณ 1.5  เมื่อเลขคลื่นไรหนวย sQξ  มีคาเทากับ 0.5 และ 1 อุณหภูมิวิกฤตลดลงต่ําสุด 

0.600851, 0.624201 ที่ความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร /f fd ξ ประมาณ 0.75 และ 0.85  และจะ

คอยๆ เพิ่มข้ึนจนเขาสูคาคงตัว ตามลําดับ แตกรณี sQξ เทากับ  2 อุณหภูมิวิกฤตที่ลดลงมาต่ําสุด 

0.658121 และเขาสูคาคงตัว 



93 

 
 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

0.80

0.85
T c/T

c0

df/ξf

 Qξs=0

 Qξs=0.5

 Qξs=1

 Qξs=2

 

 ภาพประกอบ 63  อุณหภูมวิิกฤตกับความหนาของแผนแมเหลก็เฟรโรเมื่อเลขคลื่นไรหนวยมีคา 

         ตางกนั และมุม φ  มีคาเทากบั 
2
π  

 

 ภาพประกอบ 64  การลดรูปเมื่อมุม δ  มีคาเทากบัศูนย  เมื่อคาความโปรงใสที่รอยตอของ

แผนประกบมคีาตางกนั คาพารามิเตอรตาง ๆ เหมือนกบัที่แสดงในภาพประกอบ 61  เมื่อ γb  มีคา

เทากับศูนย อุณหภูมิวิกฤตไดลดลงอยางรวดเร็ว และมีคาต่ําสุด  0.624201 ที่ความหนาลดทอนมี

คาประมาณ 0.85 จากนัน้อณุหภูมิจะคอยเพิ่มข้ึนจนถึงคาคงทีท่ี่ 0.636 ที่ความหนาประมาณ 1.65  

และเมื่อ γb  มีคาเพิ่มข้ึนเปน 0.4 และ 1.0 อุณหภูมิวิกฤตจะมีคาสูงขึน้อยางชัดเจน โดยมีคาต่าํสดุ  

0.706551 และ 0.753475 ที่ความหนา 0.65 และ 0.60  ตามลาํดับ 
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ภาพประกอบ 64  อุณหภูมิวกิฤตกับความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโรเมื่อคาความโปรงใสที่รอยตอ 

        ของแผนประกบ γb มีคาตางกนั และมุม φ  มีคาเทากับ 
2
π  

 

 และภาพประกอบ 65  เมื่อลดรูปมุม δ  มีคาเทากับศูนย ความรุนแรงของปรากฏการณ         

พร็อกซิมิตีระหวางแผนตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโรมีคาตางกัน คาพารามิเตอรตางๆ เหมือนกับที่แสดง

ในภาพประกอบ 62  เมื่อ γ  มีคาเทากับ 0.15 อุณหภูมิวิกฤตลดลงตามความหนาของแผนแมเหล็ก

เฟรโร และเขาสูคาคงตัวคอนขางสูง โดยมีคาต่ําสุด 0.624201 ที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กมี

คาประมาณ 0.85 และเมื่อคาความรุนแรงของปรากฏการณพร็อกซิมิตีระหวางแผนตัวนํายวดยิ่ง / แม

เหล็กเฟรโร มีคาสูงขึ้น คือ 0.3, 0.40 และ 0.45  อุณหภูมิวิกฤติจะลดลงอยางรวดเร็ว และมีคาต่ําสุด

ประมาณ 0.399002 และ 0.225372 ที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กเฟรโรประมาณ 0.75 และ 

0.70 สําหรับคา γ  เปน 0.30 และ 0.40 ตามลําดับ สวนกรณี  γ  เทากับ 0.45  อุณหภูมิวิกฤตไดลดลง

อยางรวดเร็ว และสิ้นสภาพตัวนํายวดยิ่งที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กประมาณ 0.55 และ

กลับมาเปนตัวนํายวดยิ่งอีกครั้งที่ความหนาลดทอนของแผนแมเหล็กมีคา 1.05  กอนที่อุณหภูมิวิกฤต

จะเขาสูคาคงตัวประมาณ 0.200   
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ภาพประกอบ 65  อุณหภูมิวกิฤตกับความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโรเมื่อความรนุแรงของ 

       ปรากฏการณพร็อกซิมติีระหวางแผนตัวนํายวดยิง่/แมเหล็กเฟรโรมีคาตางกัน และมุม φ   

       มีคา เทากับ 
2
π  



บทที่ 5  
สรุป อภิปรายผลการวิจัย  

 

 งานวิจัยนี้มีจุดมุงหมายเพื่อคํานวณหาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคู ตัวนํายวดยิ่ง(S)กับ

แมเหล็กเฟรโร (F) ภายใตสนามแมเหล็กแลกเปลี่ยนมีคาไมสม่ําเสมอ โดยหมุนวนบนระนาบ xy ดวย

มุม Qyθ =  พรอมกับทํามุม δ  นอยๆ กับระนาบและทํามุม φ  นอยๆ กับแกน z  ใชทฤษฎีสภาพนํา

ยวดยิ่งแบบกึ่งคลาสสิก ภายใตขอบเขตการแพรซึม โดยอาศัยสมการขนสงเชิงเสนของอุสเดลคํานวณ

แบบแมนตรง ผลการคํานวณ ไดสมการเพื่อใชคํานวณหาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคู โดย

พารามิเตอรตาง ๆ ที่เกี่ยวของดังที่ปรากฏในบทที่ 3  บทที่ 4 และภาคผนวก ซึ่งสมการเหลานั้นไดแสดง

ใหเห็นความสัมพันธระหวางอุณหภูมิวิกฤต ( 0/c cT T  ) กับพารามิเตอรตางๆ เชน ความหนาของแผน

แมเหล็กเฟรโร ( /f fd ξ  ) ความโปรงใสที่รอยตอของแผนประกบ (γb ) ความรุนแรงของปรากฏการณ 

พร็อกซิมิตีระหวางแผนตวันํายวดยิง่/แมเหล็กเฟรโร (γ ) มุมที่สนามแลกเปลี่ยนกระทาํตอระนาบ ( )δ  

โดยนาํเสนอในรูปของกราฟความสัมพันธ ดังแสดงในบทที ่4  
 

สรุปผลการวิจัย  

จากผลการวิจยั สรุปเปนขอยอย ๆ ดงันี ้

1. อุณหภูมิวิกฤตกับความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโรเมื่อมุม φ  มีคา เขาใกล 
2
π   หรือมุม  

δ  มีคานอย ๆ 

1.1 อิทธิพลของเลขคลื่นไรหนวย sQξ  ที่มีตออุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคูดังแสดงใน 

ภาพประกอบ 60 พบวาเมื่อ sQξ มีคานอย จะทําใหอุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดมีคานอยลงและเมื่อความ

หนาของแผนแมเหล็กเฟรโรเพิ่มข้ึน อุณหภูมิวิกฤตกลับเพิ่มสูงขึ้นจนเขาสูคาอุณหภูมิวิกฤตคงตัวที่

ความหนาคาหนึ่งของแมเหล็กเฟรโร แตเมื่อ sQξ มีคาสูงขึ้น อุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดจะมีคาสูงขึ้นดวย

และเขาสูคาคงตัวที่สูงกวาและความหนาของแมเหล็กเฟรโรนอยกวากรณีแรก  

1.2  อิทธิพลของคาความโปรงใสที่รอยตอของแผนประกบที่มีตออุณหภูมิวิกฤตของแผน 

ประกบคู ดังแสดงในภาพประกอบ 61 พบวาอุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดของแผนประกบคูข้ึนกับ bγ  กลาวคือ 

เมื่อ bγ  มีคานอย อุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดของแผนประกบคูจะมีคานอยดวยcvเมื่อเพิ่มคา bγ  อุณหภูมิ

วิกฤตมีคาสูงขึ้นและเขาสูคาคงตัวที่ความหนานอยๆ ของแมเหล็กเฟรโร  
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1.3 อิทธิพลของพารามิเตอรที่แสดงความรุนแรงของปรากฏการณพร็อกซิมิตีที่มีผลตอ 

อุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคู ดังแสดงในภาพประกอบ 62  พบวาคาγ  นอย อุณหภูมิวิกฤตจะมีคา

สูง และจะลดลงเมื่อ γ  มีคามาก แสดงดังภาพ เมื่อ γ  มีคาเปน 0.45 แผนประกบจะสิ้นสภาพความ

นํายวดยิ่งลงอยางรวดเร็วเมื่อแผนแมเหล็กเฟรโรมีความหนาลดลงเปน 0.55 และกลับมาเปนสภาพนํา

ยวดยิ่งอีกครั้งที่ความหนา 1.0 

2. อุณหภูมิวิกฤตกับความหนาของแผนแมเหล็กเฟรโร เมื่อมุม δ  มีคาเทากบัศูนย 

2.1 อิทธิพลของเลขคลื่นไรหนวย sQξ  ที่มีตออุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคูดังแสดงใน 

ภาพประกอบ 63 พบวาเมื่อ sQξ มีคานอย จะทําใหอุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดมีคานอยลงและเมื่อความ

หนาของแผนแมเหล็กเฟรโรเพิ่มข้ึน อุณหภูมิวิกฤตกลับเพิ่มสูงขึ้นจนเขาสูคาอุณหภูมิวิกฤตคงตัวที่

ความหนา คาหนึ่งของแมเหล็กเฟรโร แตเมื่อ sQξ มีคาสูงขึ้น อุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดจะมีคาสูงขึ้นดวย

และเขาสูคาคงตัวที่สูงกวาและความหนาของแมเหล็กเฟรโรนอยกวากรณีแรก  

2.2 อิทธิพลของคาความโปรงใสที่รอยตอของแผนประกบที่มีตออุณหภูมิวิกฤตของแผน 

ประกบคู ดังแสดงในภาพประกอบ 64  พบวาอุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดของแผนประกบคูข้ึนกับ bγ  

กลาวคือ เมื่อ bγ  มีคานอย อุณหภูมิวิกฤตต่ําสุดของแผนประกบคูจะมีคานอยดวย เมื่อเพิ่มคา bγ  

อุณหภูมิวิกฤตมีคาสูงขึ้นและเขาสูคาคงตัวที่ความหนานอยๆ ของแมเหล็กเฟรโร  

2.3 อิทธิพลของพารามิเตอรที่แสดงความรุนแรงของปรากฏการณพร็อกซิมิตี ที่มีตอ          

อุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคู ดังแสดงในภาพประกอบ 65 พบวาคาγ  นอย อุณหภูมิวิกฤตจะมีคา

สูง และจะลดลงเมื่อ γ  มีคามาก แสดงดังภาพ เมื่อ γ   มีคาเปน 0.45 แผนประกบจะสิ้นสภาพความ

นํายวดยิ่งลงอยางรวดเร็วเมื่อแผนแมเหล็กเฟรโรมีความหนาลดลงเปน 0.55 และกลับมาเปนสภาพนํา

ยวดยิ่งอีกครั้งที่ความหนา 1.05 

 เมื่อเปรียบเทียบผลการวิจัยทั้งสองกรณี พบวาอุณหภูมิวิกฤตที่ไดจากกรณีมุม φ  มีคาเขา

ใกล 
2
π  หรือมุม δ  ที่กระทํากับระนาบการหมุนวนของสนามแมเหล็กมีคานอยๆ จะไดอุณหภูมิวิกฤต

ต่ํากวากรณีที่มุม φ  มีคาเทากับ 
2
π  หรือมุม δ  มีคาเทากับศูนย และเมื่อเปรียบเทียบกับผลการวิจัย

ของเคมเพลและเอสคริก (Champel; & Eschrig) (2005,): p.1-4) และ เคมเพลและเอสคริก 

(Champel; & Eschrig) (2005,): p.1-12) พบวา งานวิจัยที่ไดสอดคลองกัน และงานวิจัยที่ได ชี้ชัดให

เห็นวาถามุมยกจากระนาบ δ  มีคาเพิ่มข้ึน จะทําใหอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคูมีคาลดลง  
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อภิปรายผลการวิจัย  
 ในการคํานวณเชิงตัวเลข พารามิเตอรตางๆ ไดมาทั้งจากการทดลองและจากทฤษฎ ี                        

(Champel, T.; & Eschrig, M.  2005.), (S.Kashiwaya. el. at. 1999.) ซึ่งพารามิเตอรตางๆเหลานั้น

สอดคลองกับการทดลองของแผนประกบตัวนํายวดยิ่งไนโอเบียม(Nb)ประกบกับแมเหล็กเฟรโรแบบ

ออน Cu0.43 Ni0.57  มีความหนา 11 nm และมีอุณหภูมิวิกฤต 7 K   (V.V Ryazanov. el. at. 2003: 39) 

จากการคํานวณเชิงตัวเลข อุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคูที่ประกอบดวยตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร 

เมื่อสนามแลกเปลี่ยนมีคาไมสม่ําเสมอ โดยสนามแมเหล็กหมุนวนในระนาบและทํามุมนอยๆและทํา  

มุมเทากับศูนยกับระนาบ พบวาอุณหภูมิวิกฤตลดลงแบบไมสม่ําเสมอเมื่อความหนาของแผนแมเหล็ก 

เฟรโรมีคาเพิ่มข้ึนและเมื่อนําพารามิเตอรตางๆ มาพิจารณารวม พบวาอุณหภูมิวิกฤตของแผนประกบคู

มีคาสูงขึ้นตามเลขคลื่นไรหนวย ซึ่งหมายถึงการหมุนวนของสนามแลกเปลี่ยนดวยคาบเวลาที่ส้ันหรือ

สนามแลกเปลี่ยนมีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วเปนผลใหเกิดการเหนี่ยวนําและเกิดการจับคูของคลื่น

สถานะสปนทริปเลตไดดียิ่งขึ้น ซึ่งสอดคลองกับผลการวิจัยของเคมเพลและเอสคริก(Champel; & 

Eschrig.  2005 : p.1-4), (Champel; & Eschrig.  2005: p.1-12) และสอดคลองกับงานวิจัยของ  

ธนะสทิธิ ์รัชชตะเรืองสิทธิ ์และสุทัศน ยกสาน (T.Rachataruangsit; & Yoksan. 2007: p. 1-12)  

ที่กลาวถงึการกระเจิงของการจับคูอิเล็กตรอนแบบทริปเลตในแผนประกบตัวนํายวดยิ่ง/แมเหล็กเฟรโร  

 สําหรับคาความโปรงใสที่รอยตอของแผนประกบ เมื่อมีคานอย ๆ อุณหภูมิวิกฤตจะลดต่ําลง

อยางรวดเร็ว แตเมื่อ bγ  มีคามาก อุณหภูมิวิกฤตจะมีคาสูงขึ้นตามลําดับ ซึ่งหมายถึงคูอิเล็กตรอนใน

สถานะสปนทริปเลตแสดงพฤติกรรมกระโดดที่ผิวรอยตอของแผนประกบ ผลลัพธทําใหอุณหภูมิวิกฤต

มีคาสูงขึ้น และใหผลเชนเดียวกับกรณีสนามแลกเปลี่ยนมีคาสม่ําเสมอ สอดคลองกับงานวิจัยของ เคม

เพลและเอสคริก (Champel; & Eschrig.  2005 : p.1-4) และ เคมเพลและเอสคริก (Champel; & 

Eschrig. 2005 : p.1-12) และความรุนแรงของปรากฏการพร็อกซิมิตีมีคามากเปนอีกสาเหตุหนึ่งที่

ทําลายคูอิเล็กตรอนใหแยกออกจากกัน อุณหภูมิวิกฤตลดต่ําอยางรวดเร็วและสิ้นสภาพตัวนํายวดยิ่ง

หรือมีปรากฏการณการนํายวดยิ่งยอนกลับ (reentrance)  เกิดขึ้น เหมือนกับหลายๆ พารามิเตอรที่ทํา

ใหเกิดกระบวนการยอนกลับนี้ ดังเชนความหนานอยๆ ของแผนตัวนํายวดยิ่ง S  (V.I. Zdravkov.et. al. 

2006:1-34)  พารามิเตอรบอกคาความโปรงใสที่ผิวรอยตอของแผนประกบ bγ  (Champel; & Eschrig.  

2005 : p.1-4)  ความยาวอาพันธของคูอิเล็กตรอนในตัวนํายวดยิ่งมีคามากกวาความหนาของแผน

ตัวนํายวดยิ่งมากๆ (A. S. Sidorenko; et al. 2009) เปนตน 

 อนึ่ง เมื่อมุมเงยจากระนาบ δ  มีคาเพิ่มข้ึน ทําใหอุณหภูมิวิกฤตลดต่ําลงทุกกรณีที่พิจารณา  

ชี้ใหเห็นวาสนามแลกเปลี่ยนตองอยูในระนาบเดียวกับการเรียงตัวของสปนของคูอิเล็กตรอน การจับคู 

อิเล็กตรอนจึงจะปรากฏเดนชัดที่สุด 
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วิธีคํานวณหาคาไอเกน และเวกเตอรไอเกน  

จากสมการ (3.25) 

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

sin sin 2 cos

2 sin 0 0
0

2 sin 0 0

2 cos 0 0

p J J J

J p

J p

J p

k i i i

i k Q

i k Q

i k

ξ φ ξ φ φξ

ξ φ

ξ φ

φξ

− − −

−

−

−

− −

− −
=

−

−

%

%

%

%

 

คาไอเกนทั้งสีห่าไดจากสมการ (3.26) 

( )( )2 2 6 2 4 4 2 2 2 44 4cos 0p p p J p Jk Q k Q k k Qξ φ ξ− −− − + − =% % % %  

จะไดคําตอบแรกคือ 

2 2
pk Q=%  (ก1) 

สําหรับสมการกําลังสามอยูในรูป   3 2 0x bx cx d+ + + =  โดยให  2
px k= %   มีคําตอบทัง้สาม คือ 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 33 3 231

2 33 3 23

1 1 2 9 27 2 9 27 4 3
3 3 2

1 1 2 9 27 2 9 27 4 3
3 2

bx b cb d b cb d c b

b cb d b cb d c b

⎡ ⎤= − + − + − + − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + − − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 33 3 232

2 33 3 23

1 3 1 2 9 27 2 9 27 4 3
3 6 2

1 3 1 2 9 27 2 9 27 4 3
6 2

ibx b cb d b cb d c b

i
b cb d b cb d c b

+ ⎡ ⎤= − − − + − + − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

− ⎡ ⎤− − + − − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 33 3 233

2 33 3 23

1 3 1 2 9 27 2 9 27 4 3
3 6 2

1 3 1 2 9 27 2 9 27 4 3
6 2

ibx b cb d b cb d c b

i
b cb d b cb d c b

− ⎡ ⎤= − − − + − + − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ⎡ ⎤− − + − − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
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กําหนดให   2 4 4 2 2, 4 , 4 cosJ Jb Q c d Qξ ξ φ− −= − = = −  จะได 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 36 4 2 4 2 2 6 4 2 4 2 2 4 431

2 36 4 2 4 2 2 6 4 2 4 2 2 4 43

1 1 2 36 108 cos 2 36 108 cos 4 12
3 3 2

1 1 2 36 108 cos 2 36 108 cos 4 12
3 2

J J J J J

J J J J J

Qx Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q

ξ ξ φ ξ ξ φ ξ

ξ ξ φ ξ ξ φ ξ

− − − − −

− − − − −

⎡ ⎤= + − + + − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + − − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 36 4 2 4 2 2 6 4 2 4 2 2 4 432

2 36 4 2 4 2 2 6 4 2 4 2 2 4 43

1 3 1 2 36 108 cos 2 36 108 cos 4 12
3 6 2

1 3 1 2 36 108 cos 2 36 108 cos 4 12
6 2

J J J J J

J J J J J

iQx Q Q Q Q Q Q Q

i
Q Q Q Q Q Q Q

ξ ξ φ ξ ξ φ ξ

ξ ξ φ ξ ξ φ ξ

− − − − −

− − − − −

+ ⎡ ⎤= − − + + − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

− ⎡ ⎤− − + − − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

จัดรูปใหมเปน 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
2 36 6 2 2 2 2 2 6 6 2 2 2 2 2 4 43

1

2
2 36 6 2 2 2 2 2 6 6 2 2 2 2 2 4 43

18 54 cos 18 54 cos 12
3 3

18 54 cos 18 54 cos 12
3

J J J
J J J J J J J

J
J J J J J J J

Q
x Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ φ ξ

ξ
ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ φ ξ

− −

−

= + − + + − + + −

+ − + − − + + −

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2 2
2 36 6 2 2 2 2 2 6 6 2 2 2 2 2 4 43

2

2
2 36 6 2 2 2 2 2 6 6 2 2 2 2 2 4 43

1 3
18 54 cos 18 54 cos 12

3 6
1 3

18 54 cos 18 54 cos 12
6

JJ J
J J J J J J J

J

J J J J J J J

iQ
x Q Q Q Q Q Q Q

i
Q Q Q Q Q Q Q

ξξ ξ
ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ φ ξ
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ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ φ ξ

−−

−
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= − − + + − + + −

−
− − + − − + + −

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 36 4 2 4 2 2 6 4 2 4 2 2 4 433

2 36 4 2 4 2 2 6 4 2 4 2 2 4 43

1 3 1 2 36 108 cos 2 36 108 cos 4 12
3 6 2

1 3 1 2 36 108 cos 2 36 108 cos 4 12
6 2

J J J J J

J J J J J

iQx Q Q Q Q Q Q Q

i
Q Q Q Q Q Q Q
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− − − − −

− − − − −
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2 2
2 36 6 2 2 2 2 2 6 6 2 2 2 2 2 4 43

3

2
2 36 6 2 2 2 2 2 6 6 2 2 2 2 2 4 43

1 3
18 54 cos 18 54 cos 12

3 6
1 3

18 54 cos 18 54 cos 12
6

JJ J
J J J J J J J

J

J J J J J J J

iQ
x Q Q Q Q Q Q Q

i
Q Q Q Q Q Q Q

ξξ ξ
ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ φ ξ

ξ
ξ ξ ξ φ ξ ξ ξ φ ξ

−−

−

−
= − − + + − + + −

+
− − + − − + + −

 

กําหนดให  
2 2

3
JQ ξ

η =  ,  3 22 6 cosB η η η φ= − +  และ  24
3

A η= −  จะได 

3 32 2 3 2 3
1 Jx B B A B B Aξ η− ⎡ ⎤= + + + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( )3 32 2 3 2 3
2

1 3 1 3

2 2J

i i
x B B A B B Aξ η−

⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥= − + + − − +
⎢ ⎥
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( ) ( )3 32 2 3 2 3
3

1 3 1 3

2 2J

i i
x B B A B B Aξ η−

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥= − + + − − +
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กําหนดให  

3 2 3B B Aχ± = ± +  

จะไดคาไอเกนทัง้ 4  

  2 2
01 3 Jk ηξ −=%     

  [ ]2 2
02 Jk ξ η χ χ−

+ −= + +%  
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1 3 1 3
3

2 2 2 2J J
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χ χ χ χ
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04

1 3 1 3
3

2 2 2 2J J

i i
k i

χ χ χ χ
ξ η χ χ ξ η + − + −− −

+ −

⎡ ⎤− + + −⎡ ⎤⎢ ⎥= − − = − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

%  

และกําหนดพารามิเตอรใหม โดยให  
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( ) ( )

;
2 2

χ χ χ χ
α α+ − + −

+ −

+ −
= =  

 

สุดทาย จะไดคาไอเกนทั้งสี ่ดังนี ้

2 2
01 3 Jk ηξ −=%   

( )2 2
02 2Jk ξ η α−

+= +%  (ก2) 

( )2 2
03 3Jk iξ η α α−

+ −= − −%  (ก3) 

( )2 2
04 3Jk iξ η α α−

+ −= − +%  (ก4) 

 

จากนั้นทําการหาคาฟงกชนัไอเกน จากสมการ (3.25) 

 

1. แทนคา 2 2 23p Jk Q ηξ −= =%  
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( )
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1

1

1

3 sin sin 2 cos
2 sin 0 0 0
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( )1 1 1 1

1

1

1 1

3 sin 2 cos
2 sin

0
2 sin

2 cos 3

s tz

s

s

s tz

f i f f i f
i f

i f
i f f

η φ φ
φ
φ

φ η

− +⎛ − − − ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

 

จากความสัมพันธที ่2 , 3 และ 4 จะได 1 0sf =  และ  1 0tzf =  และจากความสัมพันธ 1 จะได   

1 1f f− +=  จะไดฟงกชนัไอเกนคือ 
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−
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2. แทนคา ( )2 2
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⎜ ⎟− + −
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

  

 

จากความสัมพันธ 2 จะได ( ) ( ) ( )2 2
sin

s
if fφ
α η−

+

=
−

จากความสัมพันธ 3 จะได ( ) ( ) ( )2 2
sin

s
if fφ
α η+

+

= −
−

  

และจากความสัมพันธ 4 จะได ( ) ( ) ( )2 2
2 cos

2tz s
if fφ

η α+

=
+

  จะไดฟงกชันไอเกน 

  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2

2

2
2

2

1 2
sin

sin 2

sin
sin 2

2 cos
2 cos2

s

s

tz

if i
f

fi
f i

f i
i

η α
φ

φ η α
α η

α η
φ

φ η αα η
α η

φ
φη α

+

+
+

− +

+ +
+

+

+

⎛ ⎞ ⎛ + ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠+⎝ ⎠

 (ก6) 
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3. แทนคา ( )2 2

03 3Jk iξ η α α−
+ −= − −%  

( )

( )

( )

( )

3

3

3

3

3 sin sin 2 cos

2 sin 3 3 0 0
0

2 sin 0 3 3 0

2 cos 0 0 3

s

tz

fi i i i
fi i
fi i
fi i

η α α φ φ φ

φ η α α η

φ η α α η

φ η α α

+ −

−+ −

++ −

+ −

⎡ ⎤⎡ ⎤− − − −
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥

=⎢ ⎥⎢ ⎥
− − − ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 3 3

3 3

3 3

3 3

3 sin 2 cos

2 sin 3 2
0

2 sin 3 2

2 cos 3

s tz

s

s

s tz

i f i f f i f

i f i f

i f i f

i f i f

η α α φ φ

φ α α η

φ α α η

φ η α α

+ − − +

+ − −

+ − +

+ −

⎛ ⎞− − − − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + +⎜ ⎟

=⎜ ⎟
− + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

 

จะได 

( ) ( ) ( )3 3
2 sin

3 2
s

if f
i

φ

α α η
−

+ −

−
=

+ +
 

( ) ( ) ( )3 3
2 sin

3 2
s

if f
i

φ
α α η

+

+ −

=
+ +

 

( ) ( ) ( )3 3
2 cos

3
tz s

if f
i
φ

η α α+ −

=
− −

 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

3

3

3
3

3

1
3 22 sin

2 sin3 2
1

2 sin
1

3 2
cot 3 2

2 cos
33

s

s

tz

ii
f ii
f

i f
f i

if
i

ii

α α ηφ
φα α η

φ
α α η

φ α α η
φ

η α αη α α

+ −

+ −

−

+
+ −

+ −

+ −
+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎝ ⎠− −⎝ ⎠

 (ก7) 

4. แทนคา ( )2 2
04 3Jk iξ η α α−

+ −= − +%  
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( )

( )

( )

( )

4

4

4

4

3 sin sin 2 cos

2 sin 3 3 0 0
0

2 sin 0 3 3 0

2 cos 0 0 3

s

tz

fi i i i
fi i
fi i
fi i

η α α φ φ φ

φ η α α η

φ η α α η

φ η α α

+ −

−+ −

++ −

+ −

⎡ ⎤⎡ ⎤− + − −
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥− − + −⎢ ⎥

=⎢ ⎥⎢ ⎥
− + − ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥− − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 4 4 4

4 4

4 4

4 4

3 sin 2 cos

2 sin 3 2
0

2 sin 3 2

2 cos 3

s tz

s

s

s tz

i f i f f i f

i f i f

i f i f

i f i f

η α α φ φ

φ α α η

φ α α η

φ η α α

+ − − +

+ − −

+ − +

+ −

⎛ ⎞− + − − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − +⎜ ⎟

=⎜ ⎟
− − +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

 

จะได 

  ( ) ( ) ( )4 4
2 sin

3 2
s

if f
i

φ
α α η

−

+ −

=
− − +

  

  ( ) ( ) ( )4 4
2 sin

3 2
s

if f
i

φ
α α η

+

+ −

=
− +

 

  ( ) ( ) ( )4 4
2 cos

3
tz s

if f
i
φ

η α α+ −

=
− +

 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

4

4

4
4

4

1
3 22 sin

2 sin3 2
1

2 sin
1

3 2
cot 3 2

2 cos
33

s

s

tz

ii
f ii
f

i f
f i

if
i

ii

α α ηφ
φα α η

φ
α α η

φ α α η
φ

η α αη α α

+ −

+ −

−

+
+ −

+ −

+ −
+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎝ ⎠− +⎝ ⎠

 (ก8) 
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ภาคผนวก ข 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



114 

 
การหาคา pW   

 

จาก    p
C NW
F N
⋅

=
⋅

v v

v v    พิจารณากรณีที่  0p =   ซึ่งเปนกรณีทีส่ามารถหาคาํตอบเชิงวิเคราะห

โดยประมาณได ฟงกชัน 0W   หาไดจาก  

 

1 1 2 2 3 3 4 4
0

1 1 2 2 3 3 4 4

C N C N C N C N C NW
F N F N F N F N F N
⋅ + + +

= =
⋅ + + +

v v

v v  (ข1) 

โดยที ่

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4 , ,1 1 , ,2 2 , ,3 3 , ,4 4

( ) ( ) ( ) ( )
,1 ,2 ,3 ,4 , ,1 1, , ,2 2, , ,3 3, , ,4 4,

( )
,1 ,2 ,3 ,4 , ,1 1, , ,

,1 ,2 ,3 ,4

p p p p
s p s p s p s p

p p p p
p p p p

p
p p

tz tz tz tz

F F F F f A f A f A f A
h h h h f A f A f A f A

F N
h h h h f A f
h h h h

− − − − − + − + − + − +

+ + + + + − +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ = =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

% % % %v v
% ( ) ( ) ( )

2 2, , ,3 3, , ,4 4,
( ) ( ) ( ) ( )

, ,1 1,tz , ,2 2,tz , ,3 3,tz , ,4 4,

p p p
p p

p p p p
tz p tz p tz p tz p tz

A f A f A
f A f A f A f A

− + − + −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

% % %

% % % %

 

 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 3 4

( ) ( ) ( ) ( )
1, 2, 3, 4,
( ) ( ) ( ) ( )
1, 2, 3, 4,

( ) ( ) ( )
2,tz 3,tz 4,

3 2 3 2
0

sin 2sin 2sin

0

p p p

p p p p

p p p p

p p p
tz

i i i i
A A A

i
A A A A
A A A A

XA YA ZA

α α η α α ηα η
φ φ φ

+ − + −+

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞+ + − +−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

% % % %

% % % %

% % %

 

 

เมื่อ  ( )
( )

2cot
2

X
φ α η

η α
+

+

−
=

+
, 

( )
( )

cot 3 2

3

i
Y

i

φ α α η

η α α

+ −

+ −

+ +
=

− −
, 

( )
( )

cot 3 2

3

i
Z

i

φ α α η

η α α

+ −

+ −

− +
=

− +
 

( ) ( ) ( )
2, 3, 4,

( ) ( ) ( )
1 2, 3, 4,

( ) ( ) ( )
2,tz 3,tz 4,

p p p

p p p

p p p
tz

A A A
N A A A

XA YA ZA

− − −

+ + += − − −
− −

% % %

% % %

% % %
 

 

{ } { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2,tz 3, 4, 4, 3, 3,tz 4, 2, 2, 4, 4, 2, 3, 3, 2,

p p p p p p p p p p p p p p p
tzXA A A A A YA A A A A ZA A A A A+ − + − + − + − + − + −= − + + − + − − +% % % % % % % % % % % % % % %  
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( ) ( ) ( )
1, 3, 4,
( ) ( ) ( )

2 1, 3, 4,
( ) ( )
3,tz 4,0

p p p

p p p

p p
tz

A A A
N A A A

YA ZA

− − −

+ + += − −
− −

% % %

% % %

% %
 

     { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3,tz 1, 4, 1, 4, 4, 1, 3, 1, 3,

p p p p p p p p p p
tzYA A A A A ZA A A A A+ − − + + − − += − + + +% % % % % % % % % %  

( ) ( ) ( )
1, 2, 4,
( ) ( ) ( )

3 1, 2, 4,
( ) ( )
2,tz 4,0

p p p

p p p

p p
tz

A A A
N A A A

XA ZA

− − −

+ + += − −
−

% % %

% % %

% %
 

     { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2,tz 1, 4, 1, 4, 4, 1, 2, 1, 2,

p p p p p p p p p p
tzXA A A A A ZA A A A A+ − − + + − − += + + +% % % % % % % % % %  

( ) ( ) ( )
1, 2, 3,
( ) ( ) ( )

4 1, 2, 3,
( ) ( )
2,tz 3,tz0

p p p

p p p

p p

A A A
N A A A

XA YA

− − −

+ + += − −
−

% % %

% % %

% %
 

      { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2,tz 1, 3, 1, 3, 3,tz 1, 2, 1, 2,

p p p p p p p p p pXA A A A A YA A A A A+ − − + + − − += + + +% % % % % % % % % %  

 

สําหรับ 0p =  จะไดวา ,jA ±
%  ไมข้ึนกับ l  คือ , ,j jA A+ −=% %  (เพราะ 0 0t tk k+ −= ) เราจะละเครื่องหมาย

บวกและลบนี ้จะได 

 

{ } { } { }( ) ( ) ( )
1 2,tz 3 4 4 3 3,tz 2 4 4 2 4, 3 2 2 3 0p p p

tzN XA A A A A YA A A A A ZA A A A A= − + − − − =% % % % % % % % % % % % % % %   

2 1 3 4, 1 4 3,2 2tz tzN A A A Z A A A Y= −% % % % % %  

3 1 2 4, 4 1 2,2 2tz tzN A A A Z A A A X= +% % % % % %  

4 1 2 3, 3 1 2,2 2tz tzN A A A Y A A A X= +% % % % % %  

และจาก 

 ( )
, ,

p
s p j jC f C=

v
     โดยที ่    ( )( ) sinhp

j fpj f fpj fC k k dγ ξ=  

 1 0C =  
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 ( ) ( ) ( ) 0
2 02 02 2sinh

sin sinf f f f

i i
C k k d C

η α η α
γ ξ

φ φ
+ +− −

= =  

 
( ) ( ) ( ) 0

3 03 03 3

3 2 3 2
sinh

2sin 2sinf f f f

i i i i
C k k d C

α α η α α η
γ ξ

φ φ
+ − + −+ + + +

= =  

 
( ) ( ) ( ) 0

4 04 04 4

3 2 3 2
sinh

2sin 2sinf f f f

i i i i
C k k d C

α α η α α η
γ ξ

φ φ
+ − + −− + − +

= =  

 

ดังนัน้  

    1 1 2 2 3 3 4 4
0

1 1 2 2 3 3 4 4

C N C N C N C NW
F N F N F N F N

+ + +
=

+ + +
 

( ) ( )
( )
( ) ( )
( )

0 0
2 3 4, 4 3, 3 2 4, 4 2,

0
4 2 3, 3 2,

0

2 3 4, 4 3, 3 2 4, 4 2,

4 2

2 3 2

3 2

2 3 2

3 2

tz tz tz tz

tz tz

tz tz tz tz

C A A Z A A Y i C A A Z A A X

i C A A Y A A X
W

A A A Z A A Y i A A A Z A A X

i A A

η α α α η

α α η

η α α α η

α α η

+ + −

+ −

+ + −

+ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ − +

% % % % % % % %

% % % %

% % % % % % % %

%
3, 3 2,tz tzA Y A A X⎡ ⎤+⎣ ⎦
% % %

 

(ข2) 
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การประมาณคา ( ),α η δ±  เมื่อมุม φ  มีคาเขาใกล 
2
π  หรือมุม  δ  เขาใกลศูนย  จากสมการ 

( ) ( ) 3 32 3 2 3

,
2 2

B B A B B Aχ χ
α η φ + −

±

± + + ± − +
= =  

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 33 2 3 2 2 3 2 3 2 24 43 3

3 32 6 cos 2 6 cos 2 6 cos 2 6 cos
,

2

η η η φ η η η φ η η η η φ η η η φ η
α η φ±

− + + − + + − ± − + − − + + −
=

 

หรือโดยมุม δ  ที่วัดจากระนาบ x-y  คา ( ),α η δ±  เขียนในรูป 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 33 2 3 2 2 3 2 3 2 24 43 3

3 32 6 sin 2 6 sin 2 6 sin 2 6 sin
,

2

η η η δ η η η δ η η η η δ η η η δ η
α η δ±

− + + − + + − ± − + − − + + −
=

 

ซึ่งอยูในรูปที่ซบัซอน เราจะทําการกระจายเทเลอร ใหอยูในรูปทีง่ายขึ้น และใชวิธีฟตกราฟ คือ 

   ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

0 0

1, ,0 , ,
2δ δ

α η δ α η δ α η δ δ α η δ
δ δ± ± ± ±

= =

∂ ∂
≈ + +

∂ ∂
 (ค1) 

( ), 0
2
ηα η δ+ = = −   แสดงดังภาพประกอบ 67 

 
 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0.00

α
+

η

 calculate
 Fit y=-0.5x

 

ภาพประกอบ 66 ( ), 0α η δ+ =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 
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อนุพนัธอันดับ 1   ( )
0

,
δ

α η δ
δ +

=

∂
∂

 มีคาเปนศูนย  

อนุพนัธอันดับ 2  ( )
2

2
2

0

, 0.75
δ

α η δ η η
δ +

=

∂
≈ − +

∂
 แสดงดังภาพประกอบ 68  

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

α''
+

η

 calculate

 Fit y=0.75x-x
2

 

ภาพประกอบ 67 ( ), 0α η δ+′′ =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 

 

ดังนัน้  ( )
2 2

2 2
2

0

1 3,
2 8 2δ

η ηδ α η δ δ
δ +

=

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 

สําหรับอนพุนัธของ ( ),0α η+  อันดับสูงขึ้นไปจะมีความยุงยากและซับซอน จึงใชผลการประมาณ

เพียงอนพุันธ 2 อันดับแรก เปนพหุนามงายๆ แทน ผลการประมาณดงันี ้

     ( )
2

23,
2 8 2
η η ηα η δ δ+

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (ค2) 

เมื่อลดรูป 0δ =  จะได   

( ),
2
ηα η δ+ = −  

สําหรับคา  ( ) 2
0

4 3,0
3 4δ

α η η− =
= −    แสดงดังภาพประกอบ 69 
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
1.1515

1.1520

1.1525

1.1530

1.1535

1.1540

1.1545

1.1550

α
−

η

 calculate

 Fit y = 1.1547-0.3428x
2

 y=sqr(4/3 - 3/4 x
2

)

 

ภาพประกอบ 68 ( ), 0α η δ− =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 

 

สําหรับอนพุนัธอันดับ 1   ( )
0

,
δ

α η δ
δ −

=

∂
∂

 มคีาเปนศนูย  

สวนอนุพนัธอันดับ 2      ( )
2

2
2

0

1,0 2.25
3δ

α η η η
δ −

=

∂
= −

∂
 แสดงดังภาพประกอบ 70 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

α''
-

η

 Calculate

 Fit y=2.25x-0.33x2

 
  

ภาพประกอบ 69 ( ), 0α η δ−′′ =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 
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ซึ่งไดผลการประมาณ ดังนี ้

     ( )
2

2 24 3 9,
3 4 8 6

η ηα η δ η δ−

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (ค3) 

เมื่อลดรูป 0δ =  ดังนั้น   

     ( ) 24 3,
3 4

α η δ η− = −  

เมื่อทําการประมาณ กรณีมมุ δ  นอยๆ ปริมาณที่เกี่ยวของกับฟงกชนัไอเกนตามสมการ (3.48), 

(3.49) เขียนไดดังนี ้

2
2 2 2

0
3 32 2

2 8 2 4
η η η ηη α η δ η δ η+

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + − + − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 เมื่อลดรูป จะได  2 0η α++ =  

2
2 2 2 03 3 1 3 3

2 8 2 2 2 4 2 2
ηη η η η η ηα η δ η η δ+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + − − = − + − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 เมื่อลดรูป จะได  3
2
ηα η+ − = −  

2 2
2 2 23 4 3 93 3

2 8 2 3 4 8 6
i iη η η η ηη α α η δ η δ+ −

⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − = − − + − − − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

   
2 2

2 2 23 3 9 9 3 32 1
2 8 2 16 16 12

iη η η η ηδ η δ
⎧ ⎫⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − − − − + −⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎩ ⎭

 

   
2 2

2 2 29 9 3 3 3 32 1
16 16 12 4 2 8 2

i ii η η η η ηη δ δ
⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − − + − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

 

   2iη+= −  
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2 2

2 2 23 4 3 93 3
2 8 2 3 4 8 6

i iη η η η ηη α α η δ η δ+ −

⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪− + = − − + − + − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

   
2 2

2 2 29 9 3 3 3 32 1
16 16 12 4 2 8 2

i ii η η η η ηη δ δ
⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − + − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

 

   2iη−=  

2 2
2 2 23 4 3 92 3 2 3

2 8 2 3 4 8 6
i iη η η η ηη α α η δ η δ+ −

⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + = + − + − + − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

   
2 2

2 2 29 9 3 3 3 32 1
16 16 12 4 2 8 2

i ii η η η η ηη δ δ
⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − + − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

 

    2iη−=  

2 2
2 2 23 4 3 92 3 2 3

2 8 2 3 4 8 6
i iη η η η ηη α α η δ η δ+ −

⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ − = + − + − − − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

   
2 2

2 2 29 9 3 3 3 32 1
16 16 12 4 2 8 2

i ii η η η η ηη δ δ
⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − − + − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

 

   2iη+= −   

2 2
2 2 29 9 3 3 3 31

16 16 12 4 2 8 2
i iη η η η ηη η δ δ±

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − + − ± − −⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎩ ⎭
, 2 2

0
3
4
ηη η δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 เมื่อลดรูป จะได  29 31
16 4

iηη η± = − ±   
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ซึ่งคาไอเกนจากสมการ (3.27) เขียนใหม เปน 

2 2 2
01 3 Jk Qηξ −= =%  

[ ]2 2 2 2 2
02

32
4J Jk ηξ η α ξ η δ− −

+
⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

%  

2 2 2
03 3 2J Jk i iξ η α α η ξ− −

+ − +
⎡ ⎤= − − = −⎣ ⎦

%  

2 2 2
04 3 2J Jk i iξ η α α η ξ− −

+ − −
⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦

%  

ฟงกชันไอเกนทั้ง 4 ตามสมการ (3.28), (3.29), (3.30) และ (3.31) เขียนใหมไดเปน 

 

  

( )

( )

( )
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0

2
0

2 0

02

0
2

2
cos 2 2

3
2cos 2

3
22 sin

s

tz

f i i
f

f ii

f
ii

η α η
δ η α η
α η η η

ηδ η α
η ηα η
δδ

+

+

− +

+ +

+

⎛ + ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ − ⎜ ⎟− +
⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +−⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

  

  

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

3

3

3

3

2 3

2cos
11
11

tan 2 3

3

s

tz

i i
f

f

f
if

i

α η α
ηδ

η
δδ η α α

η
η α α

+ −

−

−

+
−

+ −
+

+ −

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −− + + ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

4

4

4

4

2 3

2cos
11
11

tan 2 3

3

s

tz

i i
f

f

f
if

i

α η α
ηδ

η δδ α η α
η

η α α

+ −

+

−

+
+

+ −
−

+ −

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

  

 

เราจะไดเมตริกซ F N⋅
v v

 ใหม คือ 
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และ 
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2 3 2 3 2tz
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δ δ
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−

+
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−

⎧ ⎫
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 { } { }3, 1 4 4, 1 32 2tz tzA A A A A Aη ηδ δ
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η η
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⎧ ⎫
= − +⎨ ⎬

⎩ ⎭
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0
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3 1 2 4

0
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3
2

3
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η η
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η η
ηδ δ
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+

−
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−
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− +
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0

4
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3tz tz
i

i A A A A A A
ηη

δ δ
η η η
+

−

⎧ ⎫
= − − + ⎨ ⎬− +⎩ ⎭
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 0
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0
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ηη

δ
η η η
+

−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟− +⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
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−
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       0
1 3 2, 2 3,

0

4
3tz tzi A A A A Aηηδ

η η η
−

+

⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠

% % % % %  

และ   

 1 0C =  

 0
2 0 2C Cη=  

 0
3 3C Cη−=  

 0
4 4C Cη+=  

ดังนัน้ แทนคา 0W  จะได      
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0

2 2 3 3 4 4
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+ +⋅
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⋅ + +
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ηη
η

η η η

η η
η η

η η

− + +
−

+ − −

−
+

+

− +
−

+ −
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เมื่อลดรูป 0δ =  จะได 

     
0 0
3 4 4 3

0
3 4 4 3

C A C A
W

A A A A
η η
η η
− +

− +

+
=

+

% %

% %
                    (ค4) 

 

สมการนีจ้ะนาํไปแทนคาในสมการ (3.47) เพื่อทาํการคํานวณโดยเทคนิกฟงกชันกรีน 
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การประมาณคา ( ),α η δ±  เมื่อมุม φ  มีคาเขาใกล 0 

จากการพล็อตกราฟ ( ), 0α η φ± =  พบวา ( ), 0α η φ η+ = =  แสดงดังภาพประกอบ 71 

 

0.000 0.025 0.050 0.075 0.100
0.000

0.025

0.050

0.075

0.100

0.125
α

+

η

 calculate

 Fit y=x

 

ภาพประกอบ 70 ( ), 0α η φ+ =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 

 

สําหรับอนพุนัธอันดับ 1   ( ), 0α η φ
δ +

∂
=

∂
 มคีาเปนศนูย  

สวนอนุพนัธอันดับ 2      ( )
2

2
2 , 0 0.764 1.625α η φ η η

δ +

∂
= = − −

∂
 แสดงดังภาพประกอบ 72 

0.00 0.05 0.10

-0.075

-0.050

-0.025

0.000

α
'' +

η

 calculate

 Fit y= -0.764x-1.625x
2

 

ภาพประกอบ 71 ( ), 0α η φ+′′ =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 
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ซึ่งไดผลการประมาณ ดังนี ้

     ( ) ( )2 2 2
1, 0.382 0.813α η φ η ηφ η φ η+ = − + = − Σ  (ค5) 

เมื่อให  2 2 2
1 0.382 0.813ηφ η φΣ = +  

สําหรับคา  ( ) 4,0 1.1547
3

α η− = =    แสดงดังภาพประกอบ 73 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

α
-

η

 calculate
 Fit y=1.1547

 
ภาพประกอบ 72 ( ), 0α η φ− =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 

 

สําหรับอนพุนัธอันดับ 1   ( ), 0α η φ
δ −

∂
=

∂
 มคีาเปนศนูย  

สวนอนุพนัธอันดับ 2      ( )
2

2
2 , 0 2.28 0.122α η φ η η

δ −

∂
= = − +

∂
 แสดงดังภาพประกอบ 74 
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

-0.2

-0.1

0.0

α
'' -

η

 calculate

 Fit y= -2.28x+0.12x
2

 

ภาพประกอบ 73 ( ), 0α η φ−′′ =  กับ η  โดยวธิีฟตกราฟกับผลการคํานวณ 

 

ซึ่งไดผลการประมาณ ดังนี ้

   ( ) ( )2 2 2
2

4, 1.14 0.061 1.1547
3

α η φ ηφ η φ− = − − = − Σ  (ค6) 

เมื่อให  2 2 2
2 1.14 0.061ηφ η φΣ = −  

ทําการประมาณเพื่อการลดรปูกรณี มุมนอยๆ ปริมาณที่เกี่ยวของกับฟงกชนัไอเกน เขียนไดดังนี ้

( ) ( )2 2 2
1, 0.382 0.813α η φ η ηφ η φ η+ = − + = − Σ  

( ) ( )2 2 2
2

4 4, 1.14 0.061
3 3

α η φ ηφ η φ− = − − = − Σ  

ฟงชนัไอเกน  
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เขียน 2f , 3f  และ 4f  จากสมการ (3.28) – (3.31) ตางจากเดิม เพื่อหลีกเลี่ยงไมใหคาเปนอนนัต เมื่อ  
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3

3
3

3

3 21
2 sin2 sin / 3 2

2 sin
2 sin / 3 2

3 2
2 cos2 cos / 3 3

s

s

tz

i
f

ii if
if

i if
i

f ii i i

α α η

φφ α α η
φ

φ α α η
α α η

φφ η α α η α α

+ −

+ −
−

+ −+
+ −

+ −
+ −

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − −⎝ ⎠

 

( )

( )

( )

( )

( )
( )
( )

( )

( )

( )
( )

4

4

4
4

4

3 21
2 sin2 sin / 3 2
2 sin

2 sin / 3 2
3 2

2 cos2 cos / 3 3

s

s

tz

i
f

ii if
if

i if
i

f ii i i

α α η

φφ α α η
φ

φ α α η
α α η

φφ η α α η α α

+ −

+ −
−

+ −+
+ −

+ −
+ −

⎛ ⎞− +⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − +⎝ ⎠

 

ปริมาณตางๆที่เกีย่วของ คือ 

( )1 12 2 3 2η α η η η++ = + − Σ = − Σ   

1 1α η η η+ − = − Σ − = −Σ  
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( )1 2 1 2
4 33 3 2 1
3 2

i i iη α α η η+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − = − − Σ − − Σ = Σ − − Σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

   2 1
32 1 2

2 2
ii i +

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= − − Σ + Σ = − Σ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
 

( )1 2 2 1
4 33 3 2 1 2
3 2 2

ii i i iη α α η η+ − −

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− + = − − Σ + − Σ = − Σ − Σ = Σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
 

( )1 2 2 1
4 32 3 2 3 2 1 3
3 2 2

ii i iη α α η η η+ −

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ + = + − Σ + − Σ = − Σ + Σ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
 

      2 3i η+= Σ +  
 

( )1 2 2 1
4 32 3 2 3 2 1 3
3 2 2

ii i iη α α η η η+ −

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ − = + − Σ − − Σ = − − Σ − Σ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
 

      2 3i η−= − Σ +  
 

เมื่อกําหนด 

2 1
31

2 2
i

±

⎛ ⎞
Σ = − Σ ± Σ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

แทนคาเหลานีแ้ลวจะไดคาไอเกน 

2 2 2
01 3 Jk Qηξ −= =%

 

[ ] ( )2 2 2
02 12 3 2J Jk ξ η α ξ η− −

+= + = − Σ%  

( )2 2 2
03 3 2J Jk i iξ η α α ξ− −

+ − +
⎡ ⎤= − − = − Σ⎣ ⎦

%  

( )2 2 2
04 3 2J Jk i iξ η α α ξ− −

+ − −
⎡ ⎤= − + = Σ⎣ ⎦

%  
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ฟงกชันไอเกน 

( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

0
1
1
0

s

tz

f

f

f

f

−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

( )

( )

( )

( )

( )
( )
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2

2
1

2
1

sin
sin

2 cos 2
3 22

s

tz

f
i if
i i

f
i i

f

α η
φ φ
φ φ

φ α η
ηη α

+

−

+
+

+

−⎛ ⎞ −Σ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − Σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − Σ+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

( )
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( )
( )

3

3

3

3

3 2 2 3
2 sin 2

2 sin 2
3 2 2 3

2 cos
3

s

tz

i if
i if i i

f i i
if

i

α α η η
φ φ
φ φ

α α η η
φ

η α α

+ −
+

−

+
+ − +

+
+ −

⎛ ⎞+ + Σ +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + Σ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−Σ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠− −⎝ ⎠
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( )
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( )
( )

4

4

4

4

3 2 2 3
2 sin 2
2 sin 2

3 2 2 3
2 cos

3

s

tz

i if
i if i i

f i i
if

i

α α η η
φ φ
φ φ

α α η η
φ

η α α

+ −
−

−

+
+ − −

−
+ −

⎛ ⎞− + − Σ +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − Σ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Σ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠− +⎝ ⎠

 

จะไดเมตริกซ  

( ) ( ) ( ) ( )
, ,1 1 , ,2 2 , ,3 3 , ,4 4

( ) ( ) ( ) ( )
, ,1 1, , ,2 2, , ,3 3, , ,4 4,

( ) ( ) ( ) ( )
, ,1 1, , ,2 2, , ,3 3, , ,4 4,

( ) ( )
, ,1 1,tz , ,2 2,tz , ,3 3,t

p p p p
s p s p s p s p

p p p p
p p p p

p p p p
p p p p

p p
tz p tz p tz p

f A f A f A f A
f A f A f A f A
f A f A f A f A
f A f A f A

− − − − − − − −

+ + + + + + + +

% % % %

% % % %

% % %

1 2 3 4

,1 ,2 ,3 ,4

,1 ,2 ,3 ,4
( ) ( )

,1 ,2 ,3 ,4z , ,4 4,
p p

tz tz tz tztz p tz

F F F F
h h h h
h h h h
h h h hf A

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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( ) ( )1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1
2, 3, 4,

1

0 2 3 2 3
2 2
2 2

2 2 3 2 3
0

3 2 tz tz tz

A i A i A
A i A i A i A
A i A i A i A

i i i
A A A

η η
φ φ φ
φ φ φ

η η
η
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⎛ −Σ Σ + − Σ + ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟

− Σ Σ + − Σ +⎜ ⎟
⎜ ⎟− Σ −Σ Σ⎝ ⎠

% % % %

% % % %

% % %

 

 

ซึ่ง 

( ) ( )1 2 1 2 3 3 4 40, , 2 3 , 2 3F F A F i A F i Aη η+ −= = −Σ = Σ + = − Σ +   

( ) ( )0 0 0
1 2 1 2 3 3 4 40, , 2 3 , 2 3C C C C i C C i Cη η+ −= = −Σ = Σ + = − Σ +  

2 3 4

1 2 3 4

1
2, 3, 4,

1

2 2
2 2 0

2 2 3 2 3
3 2 tz tz tz

i A i A i A
N i A i A i A
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φ φ φ
φ φ φ

η η
η
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+ −

−
= − − =
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1 3 4

2 1 3 4

3, 4,
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2 3 2 3
0 tz tz

A i A i A
N A i A i A
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φ φ
φ φ
η η+ −

+ −

= − −
Σ + − Σ +
−Σ Σ

% % %

% % %
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1 4 3, 3 4,
2 3 2 3

4 tz tz
i i

i A A A A A
η η

φ + −
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= − +⎨ ⎬Σ Σ⎩ ⎭

% % % % %  

1 2 4

3 1 2 4
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2, 4,

1

2
2

2 2 3
0
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N A i A i A
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φ φ
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η
η

−

−

−
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− Σ Σ
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1
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1

4 2 3
2

3 2 tz tz
i i

i A A A A A
η

φ
η

−

−
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1 2 3

4 1 2 3

1
2, 3,

1

2
2

2 2 3
0

3 2 tz tz

A i A i A
N A i A i A

i i
A A

φ φ
φ φ

η
η

+

+

−
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− Σ Σ +
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1
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1

4 2 3
2
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i A A A A A
η

φ
η

+

+

⎧ ⎫Σ Σ +
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2 2 3 3 4 4
0

2 2 3 3 4 4

C N C N C NC NW
F N F N F N F N

+ +⋅
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⋅ + +

v v

v v  

 

แทนคา 
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0
1 2 4 3, 3 4,

0 1
3 4 2, 2 4,

1
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1
0

1 2 4 3,

2 3 2 3
2
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2
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i i
i C A A A A

W
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η
η
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η
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η
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−
+

−

+
−

+
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⎧ ⎫Σ − Σ +
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⎧ ⎫Σ Σ +
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1
3 4 2, 2 4,

1

1
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1

4 2 3
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4 2 3
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3 2
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tz tz

tz tz

A A

i i
i A A A A A

i i
i A A A A A

η
η

η

η
η

η

−
+

−

+
−

+

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫Σ − Σ +
+ Σ + − +⎨ ⎬− Σ Σ⎩ ⎭

⎧ ⎫Σ Σ +
− − Σ + +⎨ ⎬− Σ Σ⎩ ⎭

% %

% % % %

% % % %

 (7) 

 

สมการนีจ้ะถกูนําไปแทนคาในสมการ (3.47) เพื่อการคํานวณโดยเทคนิกฟงกชนักรีน 
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เทคนิกกรนีฟงกชนั 
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ผลเฉลยของสมการที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวนอกตามสมการ (3.16) ที ่ sz d=  และที่

รอยตอ S/F ตามสมการ (3.15)  แสดงโดยใชสมการกรีนฟงกชนั ซึง่ผลลัพธสามารถเขียนคูแอมพลิจูด

คลื่นซินเกรท ดังนี ้

 

    ( ) ( ) ( )( ) ( )

0
,sdp p

sf z G y z y dyπ= Δ∫  (ง1) 

    ( )2 2 2 ( ) ( )2( ) ( )p p
p n s s s

s

Q f z z
D
πξ −∂ − −Ω = − Δ  

   
2

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
2

2( ) ( ) ( ) ( )p p p p
s p s n s s s

s

d f z Q f z f z z
dz D

πξ −− −Ω = − Δ  

   ( ) ( ) 0p
s s

d f z d
dz

= =  

   ( ) ( )
0( 0)p p

s s p
d f z W
dz

ξ δ= =   

ฟงกชันกรีน 

   
2

2 2
2 ( , ) ( , ) ( , ) ( )p n s

d G y z Q G y z G y z y z
dz

ξ δ−− −Ω = − −   

กับเงื่อนไขขอบเขต 

  ( ) ( ) 0p
s s

d f z d
dz

= =  ,   

  ( ) ( )
0( 0) 0p p

s s p
d f z W
dz

ξ δ= − =  

   

คํานวณหา ( , )G x y  โดยเขียน 
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 ( , ) ,0
( , )

( , ) , S

G z y z y
G z y

G z y y z d

<

>

⎧ ≤ <
= ⎨

< ≤⎩
  

เมื่อ  y z≠   สมการ (   )  เขียนเปน 

    
2

2 2
2 ( , ) ( , ) ( , ) 0p n s

d G z y Q G z y G z y
dz

ξ −− −Ω =  

    
2

2 2
2 ( , ) ( , ) 0p n s

d G z y Q G z y
dz

ξ −⎡ ⎤− +Ω =⎣ ⎦  

    
2

2
2 ( , ) ( , ) 0s

d G z y k G z y
dz

− =  

เมื่อ      2 2
s p n sk Q ξ −= +Ω    

ที่   z y<  

   1 2( , ) cosh( ) sinh( )S SG z y C k z C k z< = +  

ดังนัน้     (0, ) (0, ) 0s p
d G y W G y
dz

ξ < <− =  

     

และ    (0, ) (0, )s p
dG y W G y
dx

ξ
<

<=  

   2 1s s pk C W Cξ =  

1
2

p

s s

W C
C

k ξ
=  

  1

sinh( )
( , ) cosh( ) p S

S
s s

W k z
G z y C k z

k ξ
< ⎡ ⎤

∴ = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

 

และที่  z y>  
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   3 4( , ) cosh( ) sinh( )S SG z y C k z C k z> = +   

  

         3 4( , ) sinh( ) cosh( ) 0s S S s S S s
dG d y C k k d C k k d
dx

>

= + =  

  3
4

sinh( )
cosh( )

S s

S s

C k dC
k d

= −  

  3
3

sinh( )( , ) cosh( ) sinh( )
cosh( )

S s
S S

S s

C k dG z y C k z k z
k d

> = −  

  [ ]3( , ) cosh( ) cosh( ) sinh( )sinh( )
cosh( ) S S s S S s

S s

CG z y k z k d k z k d
k d

> = −  

[ ]1( , ) cosh ( )S sG z y A k z d>∴ = −  

สมการความตอเนื่อง 

    ( , ) ( , )
z y z y

G z y G z y
+ −

> <

→ →=
=  

                [ ]1 1

sinh( )
cosh ( ) cosh( ) p S

S s S
s s

W k y
A k y d C k y

k ξ
⎡ ⎤

− = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

  
[ ]

1
1

sinh( )
cosh( )

cosh ( )
p S

S
S s s s

W k yCA k y
k y d k ξ

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥− ⎣ ⎦

 

และจาก 

  2( , ) ( , )
z y z y

s

dG dGz y z y
dx dx D

π
+ −

> <

→ →
− = −  

[ ]1 1

cosh( ) 2sinh ( ) sinh( ) p S
S S s S S

s s s

W k y
k A k y d k C k y

k D
π

ξ
⎡ ⎤

− − + = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

[ ] [ ]1

1

sinh( )
cosh( ) sinh ( )

cosh ( )

cosh( ) 2sinh( )

p S
S S S s

S s s s

p S
S S

s s s

W k yCk k y k y d
k y d k

W k y
k C k y

k D

ξ

π
ξ

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥− ⎣ ⎦

⎡ ⎤
− + = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
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[ ] [ ]

[ ]1

cosh ( )
sinh ( )

2
cosh ( )

p S s S
S s S

s s
S

S s s

W k y d k y
k y d k y

kk C
k y d D
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⎪ ⎪⎩ ⎭
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⎡ ⎤
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⎣ ⎦
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ξ
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⎣ ⎦
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ξ
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k
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ξ

ξ
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( ) ( ) [ ]
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0 sinh( )
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∴ = + −⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎣ ⎦+⎢ ⎥

⎣ ⎦
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( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

12
0 1 2

2 1

,
( , )

cosh ,
sinh

S s c

p S s
S s

s s

k T v z v y z y
G z y

W k d v z v y y z
k d

k

ξ

ξ

−
⎧ ≤⎪∴ = ×⎨ ≤⎪⎩+

 (ง2) 

สมการนีจ้ะเรยีกคา 0W  

เมื่อ     ( )1 cosh( ) sinh( )p
S S

s s

W
v z k z k z

k ξ
= +  (ง3) 

   ( ) [ ]2 cosh ( )S sv z k z d= −  (ง4) 

และ 2 2
s n s pk Qξ −= Ω +   (ง5) 

รวมกับสมการ (3.39) และ (ง1)-(ง5) เพื่อใชในการคํานวณเชิงตัวเลขตอไป 
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