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     The purpose of this research is to study the effect of hybridization and pseudogap 
on the critical temperature, zero-temperature order parameter, gap-to-Tc ratio, and the 
isotope effect coefficient by using two-band superconductor model. The critical temperature 
decreases as the hybridization coefficient increases. The high value of hybridization 
coefficient, low value of gap-to-Tc ratio, and high value of the isotope effect coefficient are 
found. In case of pseudogap, the critical temperature decreases as the pseudogap 
increases. The  value of gap-to-Tc  ratio disappears at some range of Debye energy with 
high value of hybridization coefficient. The high, low and negative value of the isotope effect 
coefficient depend on the Debye energy and hybridization coefficient. 
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บทที� 1 
บทนํา 

 
ภมิหลังู  

สภาพนํายวดยิ�งค้นพบครั �งแรกในปี ค.ศ. 1911 โดยคาร์เมอร์ลิงห์ ออนเนส (Ketterson; & 
Song. 1999: 1; citing Onnes. 1911: 1206-1226) เมื�อมีการลดอุณหภูมิของปรอทลงจนตํ�ากวา่  
4.2K พบว่าสภาพต้านทานไฟฟ้ากระแสตรงของปรอทลดลงทันทีทันใดจนเป็นศูนย์ แสดงดัง
ภาพประกอบ 1 กล่าวได้ว่าปรอทมีสภาพนําไฟฟ้าแบบยวดยิ�ง (Superconductivity) อณุหภูมิที�ปรอท
เปลี�ยนจากสภาพนําไฟฟ้าแบบปกติเป็นสภาพนําไฟฟ้าแบบยวดยิ�งเรียกว่าอณุหภูมิวิกฤติ ในปีต่อมา
ออนเนสพบว่าถ้าให้สนามแม่เหล็กจากภายนอกสงูจนถึงคา่หนึ�งปรอทจะมีสมบตัิกลบัสู่สภาพการนํา
ไฟฟ้าแบบปกต ิในปี ค.ศ. 1913 พบวา่ตะกั�วก็สามารถแสดงสภาพนํายวดยิ�งเมื�อลดอณุหภูมิให้ตํ�ากวา่   
7.2K และในปี ค.ศ. 1930 โลหะไนโอเบียมแสดงสภาพนํายวดยิ�งที�อุณหภูมิ 9.2K ซึ�งเป็นอุณหภูมิ
วิกฤตสิงูสดุที�ค้นพบในขณะนั �น 
 

                                
 

 

ภาพประกอบ 1 แสดงสภาพต้านทานไฟฟ้ากบัอณุหภมูิของปรอท 
 

             ที�มา: Charles; Horacio; & Richard.(1995). Superconductivity.p.33. 
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ในปี ค.ศ. 1933 มีการค้นพบสมบตัิการเป็นสารไดอะแมกเนติกอย่างสมบรูณ์ในตวันํายวดยิ�ง
โดยไมส์เนอร์และออคเซนเฟลด์ (Schrieffer. 1964: 4; citing Meissner; & Ochsenfeld. 1933: 787) 
คือเมื�อตวันํายวดยิ�งรูปทรงกลมมีการลดอณุหภมูิให้ตํ�ากวา่อณุหภมูิวิกฤตภิายใต้สนามแมเ่หล็กคา่หนึ�ง 
วตัถุดงักล่าวจะผลกัสนามแม่เหล็กออกจากตวัมนั เรียกว่าปรากฏการณ์ไมส์เนอร์ ดงัภาพประกอบ 2
ในปี ค.ศ. 1934 กอร์เตอร์และคาซิเมียร์ (Gorter; & Casimir. 1934: 306) เสนอว่าตวันํายวดยิ�ง
ประกอบด้วยอิเล็กตรอนปกตแิละอิเล็กตรอนนํายวดยิ�ง ซึ�งสภาพนํายวดยิ�งอิเล็กตรอนนํายวดยิ�งจะเป็น
ตวัแสดงสภาพนํายวดยิ�ง เรียกข้อเสนอนี �วา่แบบจําลองของไหลสองชนิด แบบจําลองนี �สามารถอธิบาย
สมบตัทิางความร้อนและทางเสียงของตวันํายวดยิ�งได้ดี 

 

 
 

ภาพประกอบ 2 แสดงการเกิดปรากฏการณ์ไมสส์เนอร์ในตวันํายวดยิ�ง 
 

             ที�มา: Charles; Haracio; & Richard.(1995). Superconductivity.p.40. 
 
ปรากฏการณ์ไมส์เนอร์อธิบายด้วยแนวคิดของสองพี�น้องตระกูลลอนดอน ในปี ค.ศ.1935 

(Schrieffer. 1964: 10; citing F.London; & H.London. 1935: 341) โดยใช้แบบจําลองของไหลสอง
ชนิดเป็นแนวคดิพื �นฐาน ทําให้ได้สมการที�แสดงสนามแม่เหล็กที�ทะลเุข้าไปในสารตวันํายวดยิ�ง สมการ
ของลอนดอนทั �งสองสมการนอกจากจะอธิบายปรากฏการณ์ไมส์เนอร์แล้ว ยงัแสดงความยาวที�เป็น
ลกัษณะเฉพาะอย่างหนึ�งของสภาพนํายวดยิ�งคือความลึกทะลุทะลวงของลอนดอน ในปี ค.ศ. 1937 
ค้นพบวอร์ติซ (Vortices) ในตวันํายวดยิ�ง ซึ�งเป็นพฤติกรรมที�ผิดปกติภายในตวันํายวดยิ�งเมื�อมีการให้
สนามแม่เหล็กจากภายนอก การค้นพบวอร์ติซทําให้เกิดสถานะผสม (Mixed state) ภายในตวันํายวด
ยิ�ง ในปี ค.ศ. 1950 ฟรอห์ลิช (Mourachkine. 2004: 4; citing Frohlich. 1950: 845) เสนอว่าการสั�น

เส้นแรงแมเ่หลก็ 

ตวันํายวดยิ�ง 
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ของโครงผลึกมีบทบาทสําคัญต่อการเกิดสภาพนํายวดยิ�ง และทํานายว่าอุณหภูมิวิกฤติน่าจะ
แปรผกผันกับมวลของอะตอมตวันํายวดยิ�ง เรียกว่าปรากฏการณ์ไอโซโทป (Isotope effect) ซึ�ง
ปรากฏการณ์นี �มีผลการทดลองของแมกซเวลล์และเรย์โนลดส์ (Schrieffer. 1964: 3; citing Maxwell. 
1950: 477; & Reynolds. 1950: 487) ยืนยนัว่าเป็นจริงในปีเดียวกนั โดยศกึษาความสมัพนัธ์ระหว่าง
มวลไอโซโทปของปรอทกบัอณุหภูมิวิกฤติ ปรากฏการณ์ไอโซโทปเป็นการยืนยนัว่าอนัตรกิริยาระหว่าง
อิเล็กตรอนและโฟนอนเป็นกลไกที�ทําให้เกิดสภาพนํายวดยิ�ง 

ในปี ค.ศ.1950 กินซ์เบิร์กและแลนดาว (Ginzberg; & Landau. 1950: 1064) เสนอทฤษฎีเพื�อ
อธิบายสภาพนํายวดยิ�ง เป็นทฤษฎีที�ใช้แนวคิดเกี�ยวกับการเปลี�ยนเฟสอนัดบัสองเป็นพื �นฐาน ทฤษฎี
ของกินซ์เบร์ิกและแลนดาวสามารถอธิบายสภาพนํายวดยิ�งเมื�ออยู่ภายใต้สนามแม่เหล็กที�มีคา่สงู และ
สามารถอธิบายความลึกทะลทุะลวงของลอนดอน และความยาวอาพนัธ์ (Coherence length) ซึ�งเป็น
ความยาวที�ปรากฏเมื�อเกิดสภาพนํายวดยิ�ง ในปี ค.ศ. 1956 คเูปอร์ (Cooper. 1956: 1189) กล่าวว่า
อิเล็กตรอนสามารถจบักนัเป็นคูไ่ด้เนื�องจากอนัตรกิริยาอย่างอ่อนระหว่างอิเล็กตรอนกบัโฟนอน เรียกคู่
ของอิเล็กตรอนนี �ว่าคูค่เูปอร์ ในปี ค.ศ. 1957 มีทฤษฎีแบบจลุภาคชนิดแรกที�สามารถอธิบายกลไกการ
เกิดสภาพนํายวดยิ�งคือทฤษฎีบีซีเอส เสนอโดยบาร์ดีน คเูปอร์และชรีฟเฟอร์ (Bardeen; Cooper; & 
Schrieffer. 1957: 1175) แนวคิดของทฤษฎีนี �คืออนัตรกิริยาอย่างอ่อนระหว่างอิเล็กตรอนและโฟนอน
นําไปสู่ศักย์ชนิดดึงดูดระหว่างสองอิเล็กตรอน เกิดเป็นคู่คูเปอร์และส่งผลให้เกิดสภาพนํายวดยิ�ง 
ผลสรุปของทฤษฎีบีซีเอสทําให้ได้ค่าช่องว่างพลังงานระหว่างสถานะปกติและสถานะนํายวดยิ�ง ซึ�ง
ทฤษฎีบีซีเอสนี �สามารถปรับให้สอดคล้องกบัทฤษฎีของลอนดอนและทฤษฎีของกินซ์เบิร์กและแลนดาว
ได้ 
 จากการศึกษาพบว่าที�ศูนย์เคลวินจะปรากฏช่องว่างพลงังาน (0)∆  ของคู่คเูปอร์ในบริเวณ
ใกล้ๆ ระดบัพลงังานเฟร์มิ FE  ดงัภาพประกอบ 3 ซึ�งคู่คเูปอร์มีพลงังานตํ�ากวา่ชอ่งวา่งพลงังาน  ใน
การที�จะให้เกิดกระแสยวดยิ�งขึ �นจําเป็นต้องให้พลงังานแก่คูค่เูปอร์จํานวน 2 (0)∆  เพื�อที�จะกระโดดขึ �น
ไปอยู่ในระดบัพลงังานที�เหนือช่องว่างพลงังาน หลกัฐานที�ยืนยนัการปรากฏช่องว่างพลงังานในสภาพ
นํายวดยิ�งมีหลายการทดลอง เช่นการทดลองการทะลุผ่านที�แสดงการไหลของกระแสไฟฟ้าระหว่าง
แผน่ตวันําสองแผน่ คือแผน่ตวันําปกตแิทนด้วย N และแผน่ตวันํายวดยิ�งแทนด้วย S ที�มีฉนวนบางแทน
ด้วย I กั �นระหว่างตวันําทั �งสอง เรียกว่าแผ่นประกบ SIN พบว่าการที�จะมีกระแสไฟฟ้าไหลผ่านรอยต่อ
ได้นั �นจําเป็นต้องให้พลังงานในรูปของความต่างศักย์ไฟฟ้าอย่างน้อยเท่ากับ (0) / e∆  ดัง
ภาพประกอบ 3 แสดงว่าในสถานะนํายวดยิ�งจะเกิดช่องว่างพลงังานเท่ากบั 2 (0)∆  ในแตล่ะคูค่เูปอร์ 
การที�คูค่เูปอร์จะกระโดดขึ �นไปในแถบการนําได้นั �นต้องให้พลงังานเป็นจํานวนอย่างน้อย 2 (0)∆  ต่อ
หนึ�งคู่ ช่องว่างพลังดงักล่าวพบว่าแปรค่าตามอุณหภูมิ ที�อุณหภูมิมากกว่าอุณหภูมิวิกฤติช่องว่าง



 4 

พลงังานจะหายไป แต่ในตวันํายวดยิ�งอุณหภูมิสูงยงัปรากฏช่องว่างพลงังานเทียมที�อุณหภูมิสูงกว่า
อณุหภมูิวิกฤต ิ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 3 แสดงการทะลผุา่นของอิเล็กตรอนผา่นแผ่นประกบ SIN 
 

            ที�มา: Mourachkine.(2004).Room-Temperature Superconductivity.p.38. 
 
 นอกจากปรากฏการณ์ไมสส์เนอร์แล้ว ยงัมีอีกปรากฏการณ์ที�น่าสนใจสําหรับสภาพนํายวดยิ�ง
คือปรากฏการณ์ไอโซป ซึ�งปรากฏการณ์นี �แสดงถึงอณุหภูมิวิกฤติแปรคา่ตามมวลของอะตอมที�ตา่งกนั
ของธาตชุนิดเดียวกนั ปรากฏการณ์ไอโซปแสดงดงัสมการ 
 

                                                            cT M α−
∝  

                                                      cT M constα
=  

 
            เมื�อ cT  คืออณุหภูมิวิกฤติ M  คือมวลของอะตอม และ α  คือสมัประสิทธิไอโซโทป t (Isotope 
effect coefficient) ตามทฤษฎีบีซีเอสค่า α  มีค่าประมาณ 0.5  จากการศึกษาพบว่าสมัประสิทธิt

0T =  

พลงังานเฟร์ม,ิ FE  ∆  

∆  

แผน่ตวันํายวดยิ�ง S  แผน่ฉนวน I  แผน่ตวันําปกต ิ N  

eV >∆  
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ไอโซโทปของตวันํายวดยิ�งหลายชนิดมีความแตกต่างกนั ตารางที� 1 แสดงสมัประสิทธิไอโซโทปของt

ตวันํายวดยิ�งบางชนิด 
 
ตาราง 1 แสดงสมัประสิทธิไt อโซโทปของตวันํายวดยิ�งบางชนิด 
 

                    ธาต ุ                                             สัมประสิทธิไอโซโทป�  ( )α  

Hg       0.5 0.03±  

Tl       0.5 0.1±  
Mo       0.33 0.05±  
Os       0.21 0.05±  
Ru       0  
U               2.0−  

 
 

             ที�มา: Bill; Kresin; & Wolf.(1998).The Isotope Effect in Superconductors.p.4. 
 
 เนื�องจากความถี�ในการสั�นของโครงผลึกแปรค่าตาม M  แสดงว่าอุณหภูมิวิกฤติแปรค่าตาม
การสั�นของโครงผลกึ และการเกิดคูค่เูปอร์มีความเกี�ยวข้องกบัโฟนอน ดงัตารางที� 1 พบว่าตวันํายวดยิ�ง
มี α  ที�ตา่งกนั บางชนิดจะไมมี่ปรากฏการณ์ไอโซโทปเชน่ธาต ุ Ru  หรือ α  เป็นลบเชน่ U  

ตวันํายวดยิ�งอณุหภมูิสงูค้นพบครั �งแรกเมื�อปี ค.ศ.1986 โดยเบดนอร์ซและมลูเลอร์ (Bednorz; 
& Muller. 1986: 189) ในสารประกอบ La Ba Cu O− − −  ซึ�งเป็นเซรามิกซ์ มีอุณหภูมิวิกฤติ
ประมาณ 30K ต่อมาในปี ค.ศ. 1987 วูและชูค้นพบตัวนํายวดยิ�งในสารประกอบประเภท 
Y Ba Cu O− − −  มีอณุหภูมิวิกฤติ 93K และในปี ค.ศ. 1988 พบตวันํายวดยิ�งประเภทสารประกอบ
ที�มี Bi  และ Tl  เป็นองค์ประกอบหลกัมีอณุหภูมิวิกฤติ 110K และ 125K ตามลําดบั และในปี ค.ศ. 
1993 พบว่าสารประกอบที�มีปรอทเป็นองค์ประกอบหลกัเกิดสภาพนํายวดยิ�งที�อณุหภูมิ 135K ซึ�งเป็น
ตวันํายวดยิ�งที�มีอุณหภูมิวิกฤติสูงสุดในขณะนั �น ตวันํายวดยิ�งเหล่านี �เรียกว่าสารประเภทคิวเพรตซึ�ง
เป็นสารประกอบที�มีทองแดงและออกซิเจนเป็นองค์ประกอบ โดยปกติสารประเภทนี �จะเป็นตวันําที�ไม่ดี 
นกัวิทยาศาสตร์มีความเห็นว่ากลไกสําหรับสภาพนํายวดยิ�งอุณหภูมิสูงนั �นน่าจะมาจากอนัตรกิริยา
ชนิดอื�นที�ไม่ใช่อันตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนและโฟนอน ทฤษฎีบีซีเอสไม่สามารถทํานายลักษณะ
บางอย่างสําหรับตวันํายวดยิ�งอุณหภูมิสูงได้ เช่นปรากฏการณ์ไอโซโทป แอนเดอร์สัน (Anderson. 
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1987: 1196) เป็นคนแรกที�เสนอวา่ อนัตรกิริยาที�ทําให้เกิดสภาพนํายวดยิ�งอณุหภูมิสงูไม่ใช่อนัตรกิริยา
ระหวา่งอิเล็กตรอนและโฟนอน 

เนื�องจากตวันํายวดยิ�งมีหลายประเภทไม่ว่าจะเป็นธาตหุรือสารประกอบ ในที�นี �จะกล่าวถึงบาง
ประเภทเท่านั �นคือ แมกเนเซียมไดโบไรต์และตวันํายวดยิ�งประเภท YBaCuO  แมกเนเซียมไดโบไรต์ 

2( )MgB  ค้นพบในปี ค.ศ. 2001 เกิดสภาพนํายวดยิ�งที�  39cT K=  ดังภาพประกอบ 4 พบว่า
โครงสร้างของ 2MgB  ไม่ซบัซ้อนประกอบด้วยชั �นของโบรอนและแมกเนเซียมสลบักันไปตามแกน c  
แต่ละชั �นของโบรอนมีโครงสร้างของโครงผลึกเหมือนกราไฟต์ อะตอมของแมกเนเซียมมีการจัดวาง
ระหว่างชั �นของโบรอนในศนูย์กลางของเฮกซะโกนอล สมบตัิทางฟิสิกส์ของ 2MgB  มีความแตกตา่งจาก
สารชนิดอื�นคือความหนาแน่นสถานะมีคา่น้อย สภาพนําไฟฟ้าแบบยวดยิ�งของ 2MgB  ปรากฏในชั �นของ
โบรอน อันตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนและโฟนอนทําให้เกิดสภาพนํายวดยิ�งในสารชนิดนี � สัมประสิทธิt

ไอโซโทป 0.3α ≃  แมกเนเซียมไดโบไรต์มีการนําไปใช้ประโยชน์เป็นจํานวนมาก เพราะมีอุณหภูมิ
วิกฤตสิงูและมีการผลิตเป็นจํานวนมากเนื�องจากผลิตจากธาตทีุ�มีในธรรมชาต ิ

 

       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 4 แสดงโครงสร้างของ 2MgB  

 

    ที�มา: Buzea; & Yamashita.(2001).Review of Superconducting Properties of MgB2.p.2. 
 

อะตอม Mg  

อะตอม B  

 

a  

b  

c  

 

แสดงแกนทั �งสามของโครงผลกึ 
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สารประเภท YBaCuO  เป็นตวันํายวดยิ�งชนิดแรกที�มีอุณหภูมิวิกฤติสูงกว่า 77K  และมี
โครงสร้างเป็นแบบ 123 หนว่ยเซลแบบออร์โธรอมบกิ เชน่ 2 3 7YBa Cu O  เป็นตวันํายวดยิ�งที�มีโครงสร้าง

แสดงดงัภาพประกอบ 5 คา่คงตวัของโครงผลึกคือ , 4a b ≈ Α

�

 และ 12c ≈ Α

�

 สองระนาบของ 2CuO  ถกู
แบง่แยกโดยอะตอมของ Y  ชดุของระนาบ 2 2CuO Y CuO− −  ถกูประกบด้วยระนาบของ BaO  และ
โซ่ของ CuO  พบว่าอะตอม Ba  มีวาเลนต์เป็น +2 ระยะห่างระหว่างโซ่ของ CuO  มีค่าประมาณ 

1.9Α
�

 แต่ละอิออนในระนาบ 2CuO  ถูกล้อมรอบด้วยปิรามิดของออกซิเจนจํานวนห้าอะตอม 

2 3 7YBa Cu O  จะแสดงโซข่อง CuO  แบบหนึ�งมิตวิางในแนวแกน a  ดงัภาพที� 5 
 

                              
 

ภาพประกอบ 5 แสดงโครงสร้างของ 2 3 7YBa Cu O  
 

            ที�มา: Mourachkine.(2004).Room-Temperature Superconductivity.p.99. 
 
 

โซ ่ CuO  

ระนาบ 2CuO  

ระนาบ BaO  

 

a  

b  

c  

 

แสดงแกนทั �งสามของโครงผลกึ 
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ความมุ่งหมายของการวิจัย 
  สําหรับการวิจยัในครั �งนี �ผู้ วิจยัได้กําหนดความมุง่หมายในการวิจยั 5 ข้อดงันี � 
  1. เพื�อคํานวณหาสมการอณุหภูมิวิกฤติของตวันํายวดยิ�งชนิดสองแถบพลงังาน จาก
การพิจารณาผลของไฮบริไดเซชนัและชอ่งวา่งพลงังานเทียม 

2. เพื�อคํานวณหาสมการช่องว่างพลังงานที�ศนูย์เคลวินของตวันํายวดยิ�งชนิดสอง
แถบพลงังาน จากการพิจารณาผลของไฮบริไดเซชนัและชอ่งวา่งพลงังานเทียม 

3. เพื�อคํานวณหาอตัราส่วนระหว่างช่องว่างพลงังานที�ศนูย์เคลวินและอณุหภูมิวิกฤต ิ
ของตวันํายวดยิ�งชนิดสองแถบพลงังาน จากการพิจารณาผลของไฮบริไดเซชนัและช่องว่างพลงังาน
เทียม 

4. เพื�อคํานวณหาสมัประสิทธิไอโซโทปของตวันํายวดยิ�งชนิดสองแถบพลงังาน t จาก
การพิจารณาผลของไฮบริไดเซชนัและชอ่งวา่งพลงังานเทียม 
  5. เปรียบเทียบผลการคํานวณกบัข้อมลูที�ได้จากการทดลอง 
 
ความสาํคัญของการวิจัย 
 ในการวิจัยครั �งนี �เพื�อศึกษาสมการที�แสดงอุณหภูมิวิกฤติ ช่องว่างพลังงานที�ศูนย์เคลวิน 
อตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�ศนูย์เคลวินกบัอุณหภูมิวิกฤติและสมัประสิทธิไอโซโทป จากแบบจําลองt

ตัวนํายวดยิ�งชนิดสองแถบพลังงาน ตามแนวทฤษฎีบีซีเอสที�นําผลของการไฮบริไดเซชันระหว่าง
แถบพลงังานทั �งสองมาพิจารณา รวมทั �งมีการพิจารณาผลของช่องว่างพลงังานเทียม ทั �งนี �เพื�อเป็นการ
หาข้อมลูที�สามารถนําไปอธิบายกลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ�ง 
 
ขอบเขตของการวิจัย 
 สําหรับขอบเขตของการวิจยัระบไุว้ 4 ข้อดงันี � 
  1. ในการศกึษาทกุกรณีพิจารณากรณีความหนาแนน่สถานะแบบคงตวั 
  2. การวิเคราะห์ข้อมูลถือว่าอนัตรกิริยาที�เกิดขึ �นในคู่คเูปอร์เป็นการจบัคู่อย่างอ่อน
ตามทฤษฎีบีซีเอส 
  3. แถบพลงังานทั �งสองแถบมาจากการพิจารณาตวันํายวดยิ�งชนิดคลื�นเอส 
  4. ผลที�ได้จากการศกึษานําไปเปรียบเทียบกบัข้อมลูที�ได้จากการทดลอง เพื�อหาความ
สอดคล้องกบัสมบตัขิองตวันํายวดยิ�งบางประเภท 
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นิยามศัพท์เฉพาะ 
 ในการวิจยัได้กําหนดความหมายของคําบางคําดงันี � 
  1. ไฮบริไดเซชันหมายถึงผลจากการที� ฟังก์ชันคลื�นของอิเล็กตรอนระหว่าง
แถบพลงังานสองแถบมีการซ้อนทบักนับางสว่น 
  2. ช่องว่างพลงังานเทียมหมายถึง ช่องว่างพลงังานที�เกิดขึ �นที�อณุหภูมิสงูและตํ�ากวา่ 
อณุหภมูิวิกฤต ิ



บทที� 2 
เอกสารและงานวจิัยที�เกี�ยวข้อง 

 
 การวิจยัในครั 
งนี 
ผู้ วิจยัได้ทําการศกึษาค้นคว้าแนวคิด หลกัการและทฤษฎี ตลอดจนงานวิจยัที"
เกี"ยวข้องหลายประเดน็ เพื"อเป็นแนวทางประกอบการวิจยั รายละเอียดมีดงันี 
 
 

2.1 ทฤษฎีบีซีเอส 
 จากการค้นพบสภาพนํายวดยิ"งในสารหลายชนิด ทําให้มีผู้ เสนอแนวคิดหรือทฤษฎีที"อธิบาย
กลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ"ง นับตั 
งแต่สองพี"น้องตระกูลลอนดอน กินซ์เบิร์กและแลนดาว ซึ"งเป็น
ทฤษฎีแบบมหภาคที"อธิบายกลไกดงักล่าว ทฤษฎีแบบจลุภาคที"อธิบายกลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ"ง
และปรากฏการณ์ตา่งๆ ที"เกี"ยวกบัสภาพนํายวดยิ"งได้ดีที"สดุคือทฤษฎีบีซีเอส ที"เสนอโดยบาร์ดีน คเูปอร์
และชีฟเฟอร์ ทฤษฎีนี 
เป็นการพฒันาแนวคดิของคเูปอร์ที"กล่าวว่าอิเล็กตรอนสองตวัสามารถจบัคูก่นัได้
โดยมีอนภุาคโฟนอนเป็นสื"อกลาง การจบัคูก่นัจะเกิดขึ 
นได้ก็ตอ่เมื"อขนาดของแรงดงึดดู มากกว่าขนาด
ของแรงผลกัทางคลูอมบ์ระหว่างอิเล็กตรอนสองตวั รายละเอียดของทฤษฎีบีซีเอสเริ"มจากแผนภาพ
ฟายน์แมนดงัภาพประกอบ 6 ซึ"งแสดงอนัตรกิริยาการเกิดคูค่เูปอร์ 
 
 
 
 
 
                         

                         
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 6 แสดงแผนภาพฟายน์แมนของอนัตรกิริยาระหวา่งอิเล็กตรอนกบัโฟนอน 
 

            ที"มา: Buckel.(1991).Superconductivity Fundamentals and Application.p.35. 

k ↑  

k ′ ↑  

k− ↓  

k ′− ↓  
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ฮามิลโทเนียนสําหรับทฤษฎีบีซีเอสคือ (Ketterson; & Song. 1999: 201) 
 

                                 0k k k k kkk k k
k kk

H C C H V C C C Cσ σ

σ

ε + + +
′ ′ ′↑ − ↓ − ↓ ↑

′

= +∑ ∑                                 (2.1) 

 
โดยพจน์แรกทางขวามือแสดงพลงังานจลน์ของอิเล็กตรอนเทียบกบัพลงังานเฟร์มิสว่นพจน์ที"สองทาง
ขวามือแสดงพลงังานจากอนัตรกิริยาแบบดงึดดูระหวา่งอิเล็กตรอนที"อยูบ่ริเวณผิวเฟร์มิ และ kkV ′  คือ
สมัประสิทธิของอนัตรกิริยาแบบดงึดดูของอิเล็กตรอน กําหนดชอ่_ งว่างพลงังาน ∆  ดงันี 
 
 
                                                          k k

k

V C C− ↓ ↑∆=∑  

 
ดงันั 
นสมการ (2.1) เขียนเป็น 
 
                                             ( . .)k k k k k

k k

H C C C C h cσ σ

σ

ε + + +
↑ − ↑= + ∆ +∑ ∑                             (2.2) 

 
โดย . .h c  คือสงัยคุเฮอร์มิเทียน (hermitian conjugate) จากฟังก์ชนักรีน 
 

                 ( , ) ( ) (0) k k k k
n k k

k k k k

C C C C
G k T T

C C C Cτ τω τ

+
↑ ↑ ↑ − ↓+

+ + +
− ↑ ↑ − ↓ − ↓

  = − Ψ Ψ = −   
                         (2.3) 

 

โดย ( )k k kC C+ +
↑ − ↓Ψ =  และ k

k
k

C

C
↑

+
− ↓

  Ψ =   
 สว่น Tτ  เป็นตวัดําเนินการอนัดบัของเวลา ซึ"ง itτ =  

จากสมการการเคลื"อนที"ของไฮเซนเบร์ิก 
 

                                                      ,k k

d
i C C H

dt ↑ ↑
 =    

 
จะได้ฟังก์ชนักรีนสําหรับตวันํายวดยิ"งคือ 
 

                                                     
3 1

1
( , )n

n k

G k
i

ω
ω ε τ τ

=
− +∆

                                        (2.4) 
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โดยเพาลีเมทริกซ์ 1

0 1

1 0
τ

 =    
 3

1 0

0 1
τ

 =    − 
 และ 

 

                                                               (2 1)n T nω π= +  
 
โดย nω  คือความถี"ของมทัซูบารา เมื"อ T  คืออณุหภมูิ และ n  เป็นจํานวนเตม็ สมการ (2.4) เขียนใหม่
ในรูป 
 

                                                 3 1
2 2 2

( )
( , ) n k

n
n k

i
G k

ω ε τ τ
ω

ω ε

+ −∆
=−

+ +∆
 

 
จากนิยามช่องวา่งพลงังาน 
 
                                                           21( , )k k n

k k

V C C VG k ω− ↓ ↑∆= =∑ ∑  

 
จะได้วา่ 
 

                                                 
2 2 2

0

2
k n n k

T V
ω ε

∞

=

 ∆  ∆=    + +∆ 
∑∑  

                                                     
2 2 2

0

1
2 (0)

D

n n k

N TV d
ω

ε
ω ε

  = ∆    + +∆ 
∑∫                       (2.5) 

เนื"องจาก                         
2 2

1 1

2n nn k k n k n k

T T

E E i E i Eω ω ω

  = −  + + − 
∑ ∑                          (2.6) 

 

โดย                                                  2 2
K kE ε= +∆  

 
 จากความสมัพนัธ์ (Schrieffer.1964:197) 
 

                                           ( )
( )

2 1n
c

n

F
F i d

i eβω
β ω

ω ω
π

∞

=−∞

=−
+∑ ∫  
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ในกรณีนี 
จะได้ว่า 

                                           ( ) ( ) ( )
2n F

n

dz
T f i n z f z

i
ω

π
=−∑ ∫�  

 

โดย 
/

1
( )

1F z T
n z

e
=

+
 สําหรับอนภุาคเฟร์มิออน ดงันั 
น 

 

                                        
/

1 1 1 1

2 1z T
n n k k

T dz
i E i e z Eω π

=− ⋅
+ + +∑ ∫�  

                                                               /

1

1kE Te−=
+

 

 
ในทํานองเดียวกนัจะได้ 
 

                                         /

1 1

1kE T
n n k

T
i E eω

=−
− +∑  

 

แทนคา่ 1

n n k

T
i Eω +∑  และ 1

n n k

T
i Eω −∑  ลงในสมการ (2.6) 

 

                                            /2 2

1

1kE T
n n k

T

E eω −=
+ +∑  

 

และแทนคา่ 
2 2

n n k

T

Eω +∑  ลงในสมการ (2.5) 

 

                                                            

2 2

2 2
0

tanh
2D

k

k

k

T
d

ω

ε

λ ε
ε

  +∆           ∆= ∆   +∆      

∫  

                                                             

2 2

2 2
0

tanh
21 D

k

k

k

T
d

ω

ε

ε
λ ε

 +∆      
=

+∆
∫                                 (2.7) 
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โดย (0)N Vλ=  ถ้าพิจารณาที"อณุหภมูิ 0T K=  ชอ่งวา่งพลงังานแทนด้วย (0)∆  สมการ (2.7) 
เขียน 
 

                                                             

2 2

2 2
0

(0)
tanh

01

(0)

D

k

k

k

d
ω

ε

ε
λ ε

 +∆      
=

+∆
∫  

                                                                 
2 2

0

tanh

(0)

D

k

k

d
ω

ε
ε

∞
=

+∆
∫  

                                                                 
2 2

0

1

(0)

D

k

k

d
ω

ε
ε

=
+∆

∫  

                                                             11
sinh

(0)
Dω

λ

−
 =   ∆ 

 

 
เนื"องจาก (0)Dω ∆≫  ประมาณได้วา่ 
 

                                                             21
ln

(0)
Dω

λ

    ∆ 
≃  

                                                       1/2

(0)
D e λω

∆
≃  

                                                        1/(0) 2 De λω −∆ ≃                                                          (2.8) 
 
 ถ้าพิจารณาที" cT T=  ซึ"ง ( ) 0cT∆ =  สมการ (2.7) เขียนเป็น 
 

                                                              
0

tanh
21 D

k

c
k

k

T
d

ω

ε

ε
λ ε

     
= ∫  

 
เนื"องจาก D cTω ≫  ประมาณได้วา่ 
 

                                                             21
ln D

cT

γω

λ π

     
≃  
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เมื"อ 1.78γ =  ซึ"งจะได้สมการที"แสดงอณุหภมูิวิกฤตคืิอ 
                                                             1/1.14c DT e λω −

≃                                                     (2.9) 
 
และจะได้ 
 

                                                     2 (0)
3.52

cT

∆
≃                                                               (2.10) 

 
ซึ"งมีคา่คงตวัไมข่ึ 
นกบัชนิดของตวันํายวดยิ"ง ถ้าพิจารณาที" cT T≪  และ 0T ≠  ในกรณีนี 
ประมาณได้

วา่ 1( ) (0) ( )T T∆ ∆ +∆≃  โดย 1( )T∆  น้อยกวา่ (0)∆  ดงันั 
นพจน์ 
2 2 ( )

tanh
2

k T

T

ε +∆      
 

ประมาณดงันี 
 
 

                             
2 2 2 2( ) (0)

tanh tanh
2 2

k kT

T T

ε ε   +∆ +∆              
≃  

                                                                
2(0)

2 (0)
1 2

k

T T
e

ε  ∆  − +  ∆   ≅ −  
 
นําคา่ที"ได้แทนในสมการ (2.7) และพิจารณากรณี Dω →∞  จะได้สมการช่องวา่งพลงังานที"อณุหภมูิ
ใดๆ คือ 
 

                                          (0)/( ) (0) 2 (0)TT e Tπ−∆∆ =∆ − ∆                            (2.11) 
 
กรณีพิจารณาบริเวณ cT T→  แต ่ cT T≠  ชอ่งวา่งพลงังานแทนด้วย ( )T∆  มีคา่น้อยมาก 

ในกรณีนี 
สมการ (2.7) คือ 

                                               
/2

2 2 2
0 0

1 1
4

( )

DD T

k
n k n

T d
T

ωω π

ε
λ ε ω=

=
+∆ +∑ ∫  

กระจายพจน์ 
2 2 2

1

( )k nTε ω+∆ +
 ในรูปของ ( )T∆  ดงันี 
 

                                 
( )

2

22 2 2 2 2 2 2

1 1 ( )

( )k n k n k n

T

Tε ω ε ω ε ω

∆
≅ −

+∆ + + +
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ดงันั 
น 

     
( )

/2 /2

22 2 2 2
0 00 0

1 1 1
4 4

D DD DT T

k k
n nk n k n

T d T d
ω ωω π ω π

ε ε
λ ε ω ε ω= =

= −
+ +

∑ ∑∫ ∫                          (2.12) 

 

เนื"องจาก Dω →∞  พจน์แรกทางขวามือสมการ (2.12) ประมาณเทา่กบั 2
ln D

T

ω γ

π

    
 สว่น

พจน์ที"สองทางขวามือประมาณคา่เท่ากบั 
2

2 2

7 ( )
(3)

8

T

T
ζ

π

∆  ดงันั 
นสมการ (2.12) มีคา่ 

 

                                     
2

2 2

2 2 7 ( )
ln ln (3)

8
D D

c

T

T T T

ω γ ω γ
ζ

π π π

    ∆ = −      
 

                                           
2

2 2

7 ( )
ln (3)

8c

T T

T T
ζ

π

  ∆ =−   
 

 
เมื"อ (3)ζ  คือไรแมนน์ซีต้าฟังก์ชนั กรณี cT T→  
 

                                           ln ln 1 c c

c c c

T T T TT

T T T

    − −     =  + ≅            
 

                                          
2

2 2

7 ( )
(3)

8
cT T T

T T
ζ

π

− ∆
=−  

                                          2 2 2 8
( )

7 (3)
cT T

T T
T

π
ζ

 − ∆ =   
 

                                            { }1/2 8
( ) ( )

7 (3)c cT T T Tπ
ζ

∆ = −  

 
เนื"องจาก (3) 1.20206ζ =  ดงันั 
น 
 

                                            ( ) 3.06 ( )c cT T T T∆ = −  
ซึ"งเป็นสมการแสดงชอ่งวา่งพลงังานที"อณุหภมูิเข้าใกล้ cT  
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2.2 ปรากฏการณ์ไอโซโทป 
 ปรากฏการณ์ไอโซโทปเป็นปรากฎการณ์ที"อณุหภมูิวิกฤติแปรผกผนักบัมวลอะตอมของตวันํา
ยวดยิ"ง ดงัสมการ 
 

                                                                  1
cT

M α
∝                                                         (2.13) 

 
โดย M  คือมวลอะตอม cT  คืออณุหภมูิวิกฤติ และ α  คือสมัประสิทธิไอโซโทป ดงั_ สมการ 2.13 แสดง
วา่อณุหภมูิวิกฤตจิะมีคา่มากถ้ามวลอะตอมมีคา่น้อยปรากฏการณ์นี 
แสดงให้เห็นวา่การสั"นของโครง
ผลกึมีบทบาทตอ่สภาพนํายวดยิ"ง สมัประสิทธิไอโซโทปหาจา_ ก (Schrieffer.1964: 193) 
 

                                                            0ln

ln M
α

∂ ∆
=−

∂
 

 
หรือ (Burns.1992:135) 
 

                                                            ln

ln
cd T

d M
α=−  

 
 กรณีปรอทพบว่า 0.5 0.03α= ±  แต่ทฤษฎีบีซีเอส 0.5α=  ในกรณีตวันํายวดยิ"งอุณหภูมิ
สงูประเภทควิเพรต สมัประสิทธิไอโซโทปมีคา่แตกตา่งจากที"ทํานายจากทฤษฎีบีซีเอส _ โดยแปรคา่ตาม
ระดบัการเจือ กล่าวคือที"ระดบัการเจือที"ตา่งกนัจะให้คา่สมัประสิทธิไอโซโทปตา่งกัน_  ภาพประกอบ 7 
แสดงสมัประสิทธิไอโซโทปของออกซิเจนที"ระดบัการเจือ_ หลายคา่ สําหรับตวันํายวดยิ"ง YBaCuO  
, LaSrCuO  และ 2212Bi  
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ภาพประกอบ 7 แสดงปรากฏการณ์ไอโซโทปของ ,YBaCuO LaSrCuO  และ 2212Bi  
 

              ที"มา: Mourachkine.(2002).Room-Temperature Superconductivity.p.56. 
 
             ดงัภาพประกอบ 7 สําหรับ YBaCuO  ที"ระดบัการเจือประมาณ 0.16 ให้ค่าสมัประสิทธิ_

ไอโซโทปที" ตํ"าสดุ ระดับการเจือที" ตํ"ามากสมัประสิทธิไอโซโทปมีคา่มากกวา่ _ 0.5 ในกรณีของ 
LaSrCuO  พบวา่เมื"อแทน O16 ด้วย O18 ที"ระดบัการเจือที"น้อยกว่า 0.15 สมัประสิทธิไอโซโทปมีคา่อยู่_

ระหวา่ง 0.4 ถึง 0.78 แตเ่มื"อระดบัการเจือมากกวา่ 0.15 สมัประสิทธิไอโซโทปมีคา่ประมาณ _ 0.10 
 จากความผิดปกติของสมัประสิทธิไอโซโทปของตวันํายวดยิ"งอณุหภูมิสงู ส่งผลให้_ มีการศกึษา
ปัจจยัที"มีผลตอ่สมัประสิทธิไอโซโทป เริ"มจากการศกึษาของของครอฟอร์ดและคณะ _ (Crawford; & et 
al.1990: 282) ซึ"งศกึษาจากกรณีความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮป รายละเอียดมีดงันี 
 
 จากความหนาแนน่สถานะแบบแวนโฮป 
 

                                                   ( ) (0) ln F

F

N N
ε

ε
ε ε

=
−

 

 
แทนคา่ดงักลา่วลงในสมการชอ่งวา่งพลงังานตามทฤษฎีบีซีเอส 
 

                              2 1
ln tanh

(0) 2

F D

F D

F F

F c F

d
N V T

ε ω

ε ω

ε ε ε
ε

ε ε ε ε

+

−

 −  =   − − ∫  

 

ระดบัการเจือ 

α  YBaCuO  

LaSrCuO  

2212Bi  

BCS  
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กําหนด Fx ε ε= −  ดงันั 
น 

                               2 1
ln tanh

(0) 2

D

D

F

c

x
dx

N V x T x

ω

ω

ε

−

  =    ∫  

 
เขียนเป็น 
 

                               
2

0 2

2 1 1
2 ln tanh 2 ln tanh

(0) 2 2

c D

c

T

F F

c cT

x x
dx dx

N V x T x x T x

ω

ε ε      = +        ∫ ∫  

 
จากการประมาณที"วา่ tanh x x=  ถ้า 1x<  และ tanh 1x =  ถ้า 1x>  จะได้วา่ 
 

                                           
2

0 2

2 1 1
2 ln 2 ln

(0) 2

c D

c

T

F F

c T

x
dx dx

N V x T x x x

ω

ε ε  = +   ∫ ∫  

                                                       
2

2ln ln 1
2

F F

c DT

ε ε

ω

        = − +           
 

 
อณุหภมูิวิกฤตคืิอ 
 

                                            
1/2

2
1.36 exp ln 1

(0)
F

c F
D

T
N V

ε
ε

ω

       = − + −          
 

 

จาก ln

ln
cd T

d M
α=−  จะได้วา่ 

 

                              
2 2

2 2

1 1.36
ln ln

2 82
F F

co co co co

T T

T T T T

δ δ
α

                 ≈ + −                      
 

 
โดย δ  คือตวัแปรที"แสดงค่าที"เลื"อนไปของระดบัเฟร์มิ FT  คืออุณหภูมิที"ระดบัเฟร์มิ coT  คืออุณหภูมิ
ขีดจํากดัของโฟนอน และ cT  คืออณุหภมูิวิกฤต ิ
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 บุคโคและฮิงค์ (Bud’ko; & Hink.2001: 1887-1880) ศึกษาสัมประสิทธิไอโซโทปของ_

แมกนีเซียมไดโบไรด์ ซึ"งให้คา่สมัประสิทธิไอโซโทปของโบรอนประมาณ _ 0.3 และสมัประสิทธิไอโซโทป_

ของแมกนีเซียมประมาณ 0.02 สมัประสิทธิไอโซโทปทั 
งหมดประมาณ _ 0.3 ดงัภาพประกอบ 8 ผลสรุปนี 

แสดงว่าตวันํายวดยิ"งดงักล่าว อนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนและโฟนอนเป็นกลไกสําคญัของการเกิด
สภาพนํายวดยิ"ง 
 

                                
 

ภาพประกอบ 8 แสดงปรากฏการณ์ไอโซโทปของแมกนีเซียมไดโบไรด์ 
 

            ที"มา: Buzea; & Yamashita.(2001).p.129. 
 
 ยกส้าน (Yoksan.1991: 236-286) ศกึษาปรากฏการณ์ไอโซโทปของตวันํายวดยิ"งอณุหภูมิสงู 
โดยใช้แบบจําลองความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮป ในการคํานวณได้สมมติความหนาแน่นสถานะ
ของอิเล็กตรอนที"ผิวเฟร์มิในรูปของลอการิทึม พบว่าเมื"ออณุหภูมิเพิ"มขึ 
นสมัประสิทธิไอโซโทปจะมีค่า_

ลดลง รายละเอียดมีดงันี 
 
 แบบจําลองสถานะที"ใช้ในการศกึษาคือ 
 

                                          

2

2

1
1

2 4( ) , 4

0 , 4

K
t tN t

t

ε

πε ε

ε

       −     = <    >
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เมื"อ t  คือพลงังานจํากัดของ 2V  และ K  คือค่าอินทิกรัลเชิงวงรีลําดบัที"หนึ"ง กําหนดให้ศกัย์ของการ
เกิดสภาพนํายวดยิ"งคือ 
 

                                            1 2

2

,0

, 4
D

kk
D

V V
V

V t

ε ω

ω ε
′

− − < <=− < <
 

 
เมื"อ 1V  คือศกัย์ที"เกิดจากอนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนกบัโฟนอน 2V  คือศกัย์ที"เกิดจากอนัตรกิริยาที"
ไม่ใช่อิเล็กตรอนกบัโฟนอน ε  คือพลงังานของอิเล็กตรอนที"ผิวเฟร์มิ และ Dω  เป็นความถี"คตัออฟของ
เดอบาย 
 กําหนดชอ่งวา่งพลงังาน 
 

                                    0 1

0 2

( ) ,
( , )

( ) ,
D

D

T
K T

T

ε ω

ε ω

∆ ∆ <∆ =∆ ∆ >
 

 
โดย 1∆  และ 2∆  เป็นค่าคงตวัที"ไม่แปรค่าตามอุณหภูมิ แทนค่า kkV ′  จะได้สมการช่องว่างพลงังาน
ดงันี 
 
 

                                    
2 2

2 2

( )1 ( ) ( )
( ) tanh

2 2( )q

qV k q q
K

kTq

ε

ε

 +∆ − ∆  ∆ =   +∆  
∑  

 
เขียนเป็น 
 

                                  1 1 2 2 21 2
1 ( ) ( ) ( )V V T V T ∆ − + =∆  ∑ ∑  

                                                    1 2 2 21 2
( ) 1 ( )V T V T ∆ =∆ −  ∑ ∑  

 

เนื"องจาก                                   
2 2 2

0 1

1 2 2 2
0 0 1

( )
( ) tanh

2

D N d
T

T

ω
εε ε

ε

 +∆ ∆  =   +∆ ∆  
∑ ∫  

                                               
4 2 2 2

0 2

2 2 2 2
0 2

( )
( ) tanh

2
D

t
N d

T
T

ω

εε ε

ε

 +∆ ∆  =   +∆ ∆  
∑ ∫  
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จะได้วา่ 
 

                   4 4
1 0

2 2 2 2 2
D D D

c c c c c

t t
F F F x F F

T T T T T

ω ω ω
λ σ λσ

                       + + + − =                                
 

 
 

เมื"อ                                                          1
22

V

t
λ

π
=  

                                                               2
22

V

t
σ

π
=  

                                                      
/16

0

ln 8
tanh

2

Y t

c c

Y xdx tx
F

T x T

      =        ∫  

 
อณุหภมูิวิกฤตคืิอ 
 

                                          

1
0.6646

1.134 exp
ln

16

c D
D

T

t

λ σ
ω

ω

∗

     −    + =            

 

เมื"อ                                    
4 64

1 ln ln
2 D D

t

σ
σ

σ

ω ω

∗ =
      −         

 

 
และสมัประสิทธิไอโซโทป_ มีคา่ดงันี 
 
 

            
2

/1.130.66461
1 1 ln ln ln ln

2 16 16 1.13 ln( /16 )
c c DD D

D D

T T

t t t

ωω ω
α λ

ω ω

                = − − + −                        

 

 
สมัประสิทธิไอโซโทปโดยวิธีแมน่ตรง_ คือ 
 

           ( / 2 ) [1 ( / 2 )]1
1 1

2 ln( /16 ) tanh( / 2 ) ( / 2 )[2 ( / 2 )]
D c D c

D D c D c D c

H T F T

t T F T F T

ω λ ω
α

ω ω λ ω λ ω

    +   = − −    +   
 

                         
1

ln(1/ 4) tanh(4 / 2 ) (4 / 2 )

ln( /16 ) tanh( / 2 ) ( / 2 )
c c

D D c D c

t T H t T

t T H Tω ω ω

−− × − 
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เมื"อ                                            
/16

0

8
tanh

2

y t

c c

y tx dx
H

T T x

      =        ∫  

 
 เซาราบห์และรอย (Sourabh; & Roy.1995: 265-371) ศึกษาการเลื"อนของสมัประสิทธิ_

ไอโซโทปเนื"องจากการเจือในตวันํายวดยิ"งอุณหภูมิสูง โดยใช้ความหนาแน่นสถานะแบบแวนโฮปใน
สองมิตคืิอ 
 

                                                      0( ) ln
( )

F

F

E
N N

E

δ
ε

ε δ

−
=

− −
 

 
เมื"อ δ  เป็นตวัแปรที"แสดงคา่เลื"อนในระดบัเฟร์มิ อณุหภมูิวิกฤตหิาได้จากสมการ 
 

    1 ( ) ( , ) , ,
2

c c c c c
F D F D

B c

E
G G

k T
δ δλ σ θ θ σ θ θ

  + + −    
( , ) , , 0

2
c c c c c
F D F D

B c

E
G G

k T
δ δλσ θ θ θ θ

  + =   
 

 
เขียน Gδ  ดงันี 
 
 

                    tanh
( , ) ln

c
D

c
D

c c
c c F
F D c

G d
θ

δ δ

δθ

θ θξ
θ θ ξ

ξ ξ θ
−

−
=

+∫  

 
และ 

         
/2

1 tanh tanh
( , , ) ln ln

2 2

c c
D D

c
c B c D

c c c c
c c c F F
F D c c

B c E k T

E
G d d

k T

θ θ

δ δ δ

δ δθ

θ θ θ θξ ξ
θ θ ξ ξ

ξ ξ θ ξ ξ θ
− −

 − −= + + +
∫ ∫  

                                      
/2

tanh
ln

c B c

c
D

E k T c c
F

c
dδ

δθ

θ θξ
ξ

ξ ξ θ

− + + 
∫  

 

กําหนด 
2

c

c

T

T
δ

δθ =  เมื"อ Tδ  เป็นอณุหภมูิที"สอดคล้องกบัพลงังานที"เปลี"ยนแปลงตาม δ  จากการศกึษา

สมัประสิทธิไอโซโทปมีคา่ดงันี 
_  
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                           1
tanh( ) ln ln

2
c F F
D

D D

T T T T

T T T T
δ δ

δ δ

α θ
 − −  = +   + − + 

 

                                   
2

2

1 1 ( , )

( , ) , , 1 ( , )
2

c c
F D

c c c c c cc
F D F D F D

B c

G

E
F F G

k T

δ

δ δ δ

η

λ θ θ

θ θ θ θ λ θ θ

 − −  ×
   + −      

 

2.3 ช่องว่างพลังงานเทยีมในตัวนํายวดยิ�ง 
 จากการทดลองวัดช่องว่างพลังงานในตวันํายวดยิ"งที"อุณหภูมิต่างๆ ทั 
งในสถานะปกติและ
สถานะนํายวดยิ"ง ผลการศึกษาแสดงให้เห็นว่ามีช่องว่างพลังงานในสถานะปกติของตัวนํายวดยิ"ง
อณุหภมูิสงู ซึ"งมีรูปแบบใกล้เคียงกบัชอ่งวา่งพลงังานจริงเรียกว่าช่องว่างพลงังานเทียม และเป็นสมบตัิ
ที"สําคญัอย่างหนึ"งของตวันํายวดยิ"งอุณหภูมิสูง ช่องว่างพลังงานเทียมของตวันํายวดยิ"งชนิดคลื"นดี
สามารถปรากฏที"อณุหภมูิ T ∗  ซึ"งตํ"ากวา่อณุหภมูิวิกฤต ิแสดงวา่ชอ่งวา่งพลงังานเทียมสามารถปรากฏ
ที"สถานะนํายวดยิ"งด้วย นอกจากนี 
ยังพบว่าช่องว่างพลังงานเทียมยังแปรค่าตามระดับการเจือ  
ดงัข้อมลูที"แสดงดงัตารางที" 2 
 
ตาราง 2 แสดงคา่ชอ่งวา่งพลงังานและชอ่งวา่งพลงังานเทียมสําหรับ Bi2Sr2CaCu2O8+x 
 

        อุณหภมิู วิกฤต ิ      ช่องว่างพลังงานที� 0T K=        ช่องว่างพลังงานเทียมที� cT  
                   (K)                                (meV)                                             (meV) 

  

                    70                                 457.9                                        869.5  
                    79                                 457.9                                        753.6  
                    85                                 446.3                                        463.7  
                    77                                 260.8                                        173.9  
 
 

             ที"มา: Suzuki & Watanabe.(2000). 
 
ซึ"งอณุหภมูิวิกฤตสิงูคือระดบัการเจือตํ"าและอณุหภมูิวิกฤตตํิ"าคือระดบัการเจือสงู 
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 ในการนําช่องวา่งพลงังานเทียมมาพิจารณาเพื"อศกึษากลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ"งอณุหภมูิ
สงูนั 
น ชอ่งวา่งพลงังานสามารถเขียนในรูป (Udomsamuthirun.2001: 316) 
 

                                                          2 2( ) ( ) gT K E′∆ =∆ +  
 
โดย ( )K′∆  เป็นชอ่งว่างพลงังานในสถานะนํายวดยิ"ง gE  เป็นช่องวา่งพลงังานเทียมในสถานะปกติ 
ที" cT T=  จะได้วา่ 

                                                           ( )c gT E∆ =  
 
นําสมการช่องวา่งพลงังานไปแทนคา่ในสมการชอ่งว่างพลงังานของบีซีเอส 
 

                                       

2 2

2 2

tanh
2

( ) ( )
2

gk

c

kk
k gk

E

T
K V K

E

ε

ε

′

′
′ ′

 +       ′ ′∆ = ∆
+

∑  

 
เมื"อ kε  คือพลงังานของอิเล็กตรอน และ kkV ′  คือศกัย์ของการเกิดคูอิ่เล็กตรอน กําหนดให้ศกัย์สําหรับ
คู่คูเปอร์ประกอบด้วยสองส่วนคือ ส่วนที"เกิดจากโฟนอนแทนด้วย ( , )pV k k ′  และส่วนที"ไม่ได้เกิด
จากโฟนอนแทนด้วย ( , )eV k k ′  ดงัสมการ 
 

                                                       ( , ) ( , ) ( , )p eV k k V k k V k k′ ′ ′= +  
 
อาจเขียนในรูป 
 

                                                    , ,( , ) ( ) ( )p e po eo n nV k k V k kψ ψ′ ′=  
 
สําหรับกรณี ,,n n p eε ε ω′ ≤  โดย pω  และ eω  คือพลงังานคตัออฟของโฟนอนและไมใ่ชโ่ฟนอน ซึ"ง 
 

                                                    , ( , ) 0p eV k k ′ =  
 
ในกรณีอื"นๆ และกําหนด 
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                                                          ( ) 1n kψ =  
 
สําหรับตวันํายวดยิ"งคลื"นเอส 
 

                                                          ( ) cos 2n kkψ θ=  
 
สําหรับตวันํายวดยิ"งคลื"นดี โดย 
 

                                                            1tan y

x

k

f
θ −

  =    
 

 
คือมมุในปริภูมิโมเมนตมัในระนาบ ab เพื"อให้สอดคล้องกบัศกัย์การเกิดคู ่กําหนดให้ช่องว่างพลงังาน
และชอ่งวา่งพลงังานเทียมแสดงในรูปตอ่ไปนี 
 
 

                                                       , ( ) ( )p e eo nk kψ∆ =∆  
 
สําหรับกรณี ,k p eε ω≤  ซึ"ง 
 

                                                       , ( ) 0p e k∆ =  
 
สําหรับกรณีอื"นๆ และกําหนด 
 

                                                         ( )g goE k E=  
 
สําหรับตวันํายวดยิ"งคลื"นเอส และ 
 

                                                         ( ) cos 2g go kE k E θ=  
 
สําหรับตวันํายวดยิ"งคลื"นดี เมื"อ goE  เป็นคา่คงตวั 
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จากสมการ 
 

                                                          ( ) ( ) ( )p ek k k∆ =∆ +∆  
เขียนในรูปเมทริกซ์ 
 

                                            
( ) ( )

( ) ( )
c c

c c

eo eT eo eTeo eo

po popo pT po pT

V L V L

V L V L

ω ω

ω ω

    ∆ ∆   =    ∆ ∆      
  

เมื"อ 
 

                                
2 22

2

2 2
0 0

1 ( )
( , ) ( ) tanh

2 2

n
y

c n
cy

N
L T d d

T

ω ε εε
ω θψ θ ε

π ε ε

 +   =   +  
∫ ∫  

 
คําตอบแทนด้วย ( , , )e p cTλ ω ω  คือ 
 

                      2 21
( , , ) ( ) 4

2 2
eo e po p

e p c eo e po p eo po e

V L V L
T V L V L V V Lλ ω ω

+
= + − +  

 
เมื"อ ( , )e e cL L Tω=  และ ( , )p p cL L Tω=  อณุหภมูิวิกฤติหาได้จากเงื"อนไข 
 

                                              ( , , ) 1e p cTλ ω ω =  
 
สมัประสิทธิไอโซโทปหาจาก_  
 

                                                                ln1

2 ln
c

p

d T

d
α

ω
=  

 
ซึ"งจะได้วา่ 
 

                                      

1
2

1 2

1

p p

c p

p po p po eeo e

c po eo e c

L

T

L V L V LV L

T V V L T

ω

ω
α

∂
−

∂
=

 ∂ − + ∂ +   ∂ − ∂ 

 



 28 

ผลสรุปนี 
เป็นไปตามกรณี 0( )N Nε =  
 
 สมัประสิทธิไอโซโทปกรณีคลื"นเอส _ เมื"อพิจารณาชอ่งวา่งพลงังานเทียมคือ 
 

                              

2 2

2 2
tanh

21

2 1 2
( ) ( )

1

p gop

cp go

s

po p po eeo
s p d e

po eo e

E

TE

V L V LV
f f

V V L

ωω

ω
α

ω ω

 +     +  
=

  − +  +     −   

 

 

โดย                   
2 2 2 2

( ) tanh tanh
2 2

p go go go go
s

c c

E E E E
f

T T

ω ω
ω

ω ω

   + +     = −       
 

 

และ 1
2

2cT nω π
 = +   

 เมื"อ 0,1.2,...........n =  

 สมัประสิทธิไอโซโทปกรณีคลื"นดี _ เมื"อพิจารณาชอ่งว่างพลงังานเทียมคือ 
 

                               

2 2

2 2 2
0

1

1 2
( ) ( )

1

p
p

n p go

d

po p po eeo
d p d e

po eo e

a

E a

V L V LV
f f

V V L

ω
ω

ω
α

ω ω

∞

=

 +   −   + +  
=

  − +  +     −   

∑
 

 

เมื"อ 
( )( )( )

2 2
2

2 2
00 2 2 2 2 2 2 2

( , ) ( , )
( , ) 2

( ) c go
god

n go
go go

E q F q
L T E a Ef

N E a
E a a E a

β β
ω

ωω

ω ω

∞

=

 −     = +  − +   + + + +   

∑  

 

และ                                                       1tan
1

2
2cnT n

ω
β −

     =       +       

 

                                                              
2 2

go

go

E
q

E a
=

+
 

( , )F qβ  และ ( , )E qβ  คืออิลลิพตกิอินทิกรัลชนิดที"หนึ"งและชนิดที"สองตามลําดบั 
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2.4 ตัวนํายวดยิ�งชนิดสองแถบพลังงาน 
 ทฤษฎีบีซีเอสซึ"งใช้อธิบายสมบัติของตัวนํายวดยิ"งนั 
น พลังงานของคู่คูเปอร์มาจากการ
พิจารณาแถบพลงังานเดียว และอนัตรกิริยาของคูค่เูปอร์คืออนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนและโฟนอน 
ผลสรุปที"ได้กล่าวว่าอุณหภูมิวิกฤติแปรค่าตามความถี"ของเดอบาย Dω  เนื"องจากทฤษฎีบีซีเอส
สามารถอธิบายหลายปรากฏการณ์ที"เกี"ยวข้องกับสภาพนํายวดยิ"งได้เป็นอย่างดี แต่มีข้อจํากัดคือ
อธิบายได้เฉพาะตวันํายวดยิ"งอณุหภมูิตํ"าเทา่นั 
น  ยงัมีหลายปรากฏการณ์สําหรับตวันํายวดยิ"งอณุหภูมิ
สงูที"ทฤษฎีดงักลา่วยงัอธิบายไมไ่ด้ เชน่คา่สมัประสิทธิไอโซโทปที"มีคา่น้อยมากและบางครั 
งมีคา่เป็นลบ _

ซึ"งปรากฏการณ์ไอโซโทปเป็นข้อมูลที"สามารถเข้าใจกลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ"งได้ ดงันั 
นจึงมีผู้
พยายามพัฒนาแนวคิดของทฤษฎีบีซีเอสเพื"อนําไปสู่แนวคิดใหม่ สําหรับอธิบายสมบัติต่างๆ ของ
สภาพนํายวดยิ"งอณุหภมูิสงู รายละเอียดมีดงันี 
 
 โอโกเย่ (Okoye.1998: 53) ใช้แบบจําลองตวันํายวดยิ"งชนิดสองแถบพลังงานคํานวณหา
สัมประสิทธิไอโซโทปของตัวนํายวดยิ"งอุณหภูมิสูง แบบจําลองนี 
พลังงาน_ ของคู่คูเปอร์มาจากสอง
แถบพลงังาน รวมกบัพลงังานที"เกิดจากอนัตรกิริยาระหว่างแถบพลงังานทั 
งสอง พลงังานศกัย์เกิดจาก
สองส่วนคือมาจากอิเล็กตรอนและโฟนอน และมาจากสาเหตอืุ"นที"ไม่ใช่อิเล็กตรอนและโฟนอน ซึ"งผล
จากการศึกษาสามารถอธิบายสัมประสิทธิไอโซโทปตวันํายวดยิ"งที"มีออกซิเจนเป็นองค์ประกอบได้ดี _

แบบจําลองของโอโกเยเ่ริ"มจากฮามิลโทเนียนคือ 
 

                                                    intd pH H H H= + +  
 
เมื"อ dH  และ pH  คือฮามิลโทเนียนของแถบพลงังานชั 
น d  และ p  ตามลําดบั ส่วน intH  คือฮามิล
โทเนียนระหวา่งแถบพลงังานชั 
น d  และ p  โดย 
 
                                      d ds ks ks k kdkk k k

ks kk

H d d V d d d dε + + +
′ ′ ′↑ − ↓ − ↓ ↑

′

= −∑ ∑  

                                      p ps ks ks k kpkk k k
k kk

H p p V p p p p
σ

ε + + +
′ ′ ′↑ − ↓ − ↓ ↑

′

= −∑ ∑  

                                     ( )int k k k kdpkk k k k k
kk

H V d d p p p p d d+ + + +
′ ′ ′ ′ ′↑ − ↓ ↑ − ↓− ↓ ↑ − ↓ ↑

′

=− +∑  

 
เมื"อ dsε  และ psε  คือพลงังานจลน์ของอิเล็กตรอนในแถบพลงังานชั 
น d  และ p  เทียบกบัพลงังาน
เฟร์มิตามลําดบั s  แทนสปินขึ 
น ( )↑  และสปินลง ( )↓  ส่วน k  เป็นเลขคลื"นของบล็อค ,dkk pkkV V′ ′  คือ
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คา่ที"แสดงอนัตรกิริยาระหวา่งอิเล็กตรอนและโฟนอนในแถบพลงังาน d  และ p  ตามลําดบั dpkkV ′  คือ
อนัตรกิริยาระหวา่งอิเล็กตรอนและโฟนอนระหวา่งแถบพลงังาน d  และ p  
 จากการแปลงแบบโบโกลิวบอพ-วาลาตนิปริมาณ kp ↑  และ kd ↓  คือ 
 

                                             1/2 1/2
1 1cos sink k kp e eθ θ +

↑ ↑ − ↓= +  
                                             1/2 1/2

2 2cos sink k kd g gθ θ +
↑ ↑ − ↓= +  

 
ในกรณี kp+

− ↓  และ kd+
− ↓  ให้ค่าในทํานองเดียวกัน ซึ"งจากข้อมูลทั 
งหมดจะได้สมการที"แสดงช่องว่าง

พลงังานดงันี 
 
 

                                        
2 2

(1 2 ( ))
2

pk
pk pkk pk

k pkpk

V f ε
ε

′
′ ′

′ ′

∆
∆ =− −

+∆
∑  

                                                      
2 2

(1 2 ( ))
2

dk
dpkk

k dkdk

V f ε
ε

′
′

′ ′

∆
− −

+∆
∑  

                                        
2 2

(1 2 ( ))
2

dk
dk dkk dk

k dkdk

V f ε
ε

′
′ ′

′ ′

∆
∆ =− −

+∆
∑  

                                                      
2 2

(1 2 ( ))
2

dk
dpkk

k pk pk

V f ε
ε

′
′

′

∆
− −

+∆
∑                

 

เมื"อ ,pk dk∆ ∆  คือช่องว่างพลงังานสําหรับแถบพลงังาน p  และ d  ตามลําดบั ( ), ( )pk dkf fε ε  คือ
ฟังก์ชนัการแจกแจงของเฟร์มิ-ดแิรก 
 เนื"องจากอันตรกิริยาประกอบด้วยศักย์สองส่วนคือ ส่วนที"เกิดจากอันตรกิริยาระหว่าง
อิเล็กตรอนและโฟนอนแทนด้วย pkV  และสว่นที"ไมใ่ชอิ่เล็กตรอนกบัโฟนอนแทนด้วย cU  แสดงดงันี 
 
 

                                                         d
ph icikkV V U′ =− −  

 
สําหรับ 0 Dω ω< <  
 

                                                         icikkV U′ =−  
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สําหรับ D cω ω ω< <  เมื"อ ,i p d=  และ Dω  และ cω  เป็นความถี"สงูสดุของเดอบายและความถี"
สูงสุดของศกัย์ดึงดูดในอันตรกิริยาที"ไม่ขึ 
นกับโฟนอนตามลําดบั แทนค่า ikkV ′  ลงในสมการที"แสดง
ชอ่งวา่งพลงังานได้ผลคือ 
 

         
( )(1 2 ( ))

( ) (0) [ ( ) ]
2

pk pk pkp
pk p p ph pk pk cp pk

pk

f
N V U d

ε ε
ε ε ε ε

ε

′ ′∆ −
′ ′∆ =− − − −

′∫  

                           ( )(1 2 ( ))
(0) [ ( ) ]

2
p dk dk dk

p ph pk pk cp dk
dk

f
N V U d

ε ε
ε ε ε

ε

′ ′∆ −′ ′− − − −
′∫  

         ( )(1 2 ( ))
( ) (0) [ ( ) ]

2
d dk dk dk

dk d d ph dk dk cd dk
dk

f
N V U d

ε ε
ε ε ε ε

ε

′ ′∆ −′ ′∆ =− − − −
′∫  

                           
( )(1 2 ( ))

(0) [ ( ) ]
2

pk pk pkpd
p ph pk pk cdp pdk

pdk

f
N V U d

ε ε
ε ε ε

ε

′ ′∆ −
′ ′− − − −

′∫  

 
เขียนในรูปเมทริกซ์ 
 

                                

1 12

1 1 12

21 2

12 12 2 2

1 1 0

1
0

0 1 1

1

po

p

do

d

F

U F U G F G

F F

F G F G

α

α

λ λ

µ µ

λ λ

µ µ µ µ

   ∆− − −     ∆− − − −    =   ∆− − −      ∆− − − −  

 

 

เมื"อ 1.14
ln D

c

F
T

ω  =    
 และ ln c

D

G
ω

ω

  =    
 

 กําหนดให้ 
 

                                0 12(1 ( ) ) 0F αλ λ∆ − + −∆ =  
               12 12 0(1 ( ) ) ( ) 0G Fα µ µ µ µ∆ − + − + ∆ =  
 
ดงันั 
นสมการเมทริกซ์สามารถลดรูปเป็น 
 

                                        12

12 12

1 ( ) 1
0

( ) 1 ( )

F

F G

λ λ

µ µ µ µ

 − + −  =   − + − + 
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ซึ"งจะได้สมการอณุหภมูิวิกฤตคืิอ 
 

                                                         12

1

1.14 ec DT λ λ µ
ω

∗

  −    + + =  
 

โดย 12

121 ( )G

µ µ
µ

µ µ

∗ +
=

− +
 และสมัประสิทธิไอโซโทป_  

 

                                                          
2

12

1
1 1 ( ) ln

2 1.14
c

D

T
α λ λ

ω

        = − + +          
 

 
สามารถคํานวณหาสมัประสิทธิไอโซโทปได้จากฟังก์ชนัของ _ /µ λ∗  ที"เกี"ยวข้องกบัความแรงของอนัตร
กิริยาคลูอมบ์ µ∗  การเปรียบเทียบอันตรกิริยาระหว่างแถบพลงังานของอิเล็กตรอนกับโฟนอน ดงั
ภาพประกอบ 9 ซึ"งพบว่าพารามิเตอร์ 12λ  ได้ค่าบวกหรือลบโดยจะมีค่าลดลงตามอัตราส่วนของ
พารามิเตอร์ยงัผล การลดลงจะเร็วขึ 
นเมื"ออนัตรกิริยาระหวา่งอิเล็กตรอนและโฟนอนเป็นแบบดงึดดู 
 

                      
 

ภาพประกอบ 9 แสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งสมัประสิทธิไอโซโทปกบัอณุหภมูิวิกฤติ_  
 

                ที"มา: Okoye.(1998).Chinese Journal of Physics.p.53. 
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2.5 ผลของสถานะ CDW และ SDW ต่อสภาพนํายวดยิ�ง 
 การศึกษากลไกเกี"ยวกับการเกิดสภาพนํายวดยิ"ง สามารถพิจารณาในหลายรูปแบบ นกัวิจยั
บางกลุ่มได้ศึกษาผลของสถานะคลื"นความหนาแน่นประจุ (Charge-Density Wave, CDW) และ
สถานะคลื"นความหนาแน่นสปิน (Spin-Density Wave, SDW) ที"มีตอ่สภาพนํายวดยิ"ง เช่นอิชิมรูะและ
คณะ (Ichimura,Fujita; & Nakoa.1990: 6387-6393) ได้ศกึษาผลของสถานะ CDW  ตอ่สภาพนํา
ยวดยิ"ง โดยศึกษาแผนภาพเฟสของสถานะ CDW  และอุณหภูมิวิกฤติที"เกิดขึ 
นจากผลของสถานะ 
CDW  ซึ"งเริ"มจากฮามิลโทเนียนรวมคือ 
 

                                               0 CDW BCSH H H H= + +  
 
เมื"อ                0 ( )k k k

k

H C Cσ σ

σ

ε µ += −∑  

                           , ,( ) ( ) ( )k k k k k k k Q k Q k Q
k

C C C C C Cε µ ε µ ε µ+ + +
↑ ↑ − − ↑ − ↑ + + ↑ + ↑

= − + − + −∑  

                                    , ,( )k Q k Q k QC Cε µ +
− − − − ↓ − − ↓

+ −   
                ,CDW k Q k

k

H W C Cσ σ

σ

+
+=− ∑  

                          , , , ,k Q k k Q k k k Q k k Q
k

W C C C C C C C C+ + + +
+ ↑ ↑ − − ↓ − ↓ ↑ + ↑ − ↓ − − ↓

 =− + + ++  ∑  

                 . .BCS k k
k

H C C h c+ +
↑ − ↓

 =−∆ +  ∑  

                           , , , ,k k k k k Q k Q k Q k Q
k

C C C C C C C C+ + + +
↑ − ↓ − ↓ ↑ + ↑ − − ↓ − − ↓ + ↑

 =−∆ + + ++  ∑  

 

จากฟังก์ชนักรีน                        ( ) ( ) (0)kkk kG Tττ ψ τ ψ+
′ ′

 =−     

 

โดย ( ), ,( ) k k k Q k Qk C C C Cψ τ+ + +
′ ↑ − ↓ + ↑ − − ↓=  และ 

,

,

( )

k

k

k
k Q

k Q

C

C

C

C

ψ τ

↑
+
− ↓

+ ↑
+
− − ↓

      =      

 

 
กําหนด                                           k k kε µ γ δ µ− = + −  
ซึ"ง                                                        0 (cos cos )k x yt k kγ =− +  

                                                             1 cos cosk x yt k kδ =−  
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ในกรณีพิจารณาสองมิตจิะได้ฟังก์ชนักรีนดงันี 
 
 

                          
3 3 0 3 0 1 1 3

1
( , )

( )n
n k k

G k
i W

ω
ω γ ρ σ δ µ ρ σ ρ σ ρ σ

=
− − − +∆ +

 

 
จาก                                                 ,k Q k

k

W u C Cσ σ

σ

+
+= ∑  

 
เขียนเป็น 
 
                                                        [ ]31 42 13 24

k

W uT G G G G= − + −∑  

 
แทนคา่ 31 42 13 24, , ,G G G G  และพิจารณาที"อณุหภมูิวิกฤตจิะได้วา่ 
 

                                                        
2 2 1/2

( ) ( )1

( )
k k

k k

f E f E

u Wσ γ

− +−
=

+∑  

 
ซึ"ง                                                  2 2 1/2( )k k kE Wδ µ γ+ = − + +  

                                                      2 2 1/2( )k k kE Wδ µ γ− = − − +  
 
จาก                                                  k k

k

g C C+ +
↑ − ↓∆= ∑  

 
เมื"อพิจารณาเวกเตอร์จากความไมส่มบรูณ์ของโครงผลกึ Q  
 

                           , , 21 43

1
[ ]

2 2k k k Q k Q
k k

gT
g C C C C G G+ + + +

↑ − ↓ + ↑ − − ↓
 ∆= + = +  ∑ ∑  

 
แทนคา่ 21 43,G G  และพิจารณาที"อณุหภมูิวิกฤตจิะได้วา่ 
 

                                                      1 1 1 1
tanh tanh

4 2 2
k k

k k c k c

E E

g E T E T

+ −

+ −

        = +           
∑  
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แสดงวา่อณุหภมูิวิกฤต ิ cT  แปรคา่ตาม W  ซึ"งคือคา่ออร์เดอร์พารามิเตอร์สําหรับสถานะ CDW  
แพนดาและเราท์ (Panda & Rout.2009:702-706) ศกึษาการเกิดสถานะนํายวดยิ"งจากผล

ของสถานะ CDW  และสถานะ SDW  ที"อณุหภมูิตา่งๆ สําหรับตวันํายวดยิ"งอณุหภมูิสงูประเภทควิ
เพรตที"ระดบัการเจือตํ"า  ซึ"งฮามิลโทเนียนคือ 

 
                          , ,k k k c k k Q s k k Q

k k k

H C C C C C Cσ σ σ σ σ σ

σ σ σ

ε σ+ + +
+ += +∆ +∆∑ ∑ ∑  

                                  ( )k k k k
k

C C C C+ +
↑ − ↓ − ↓ ↑+∆ +∑  

 
เมื"อพจน์แรกแสดงฮามิลโทเนียนจากการกระโดดของอิเล็กตรอนทองแดงจากอะตอมหนึ"งไปยงัอะตอม
ข้างเคียง ส่วนพจน์ที"สองและสามแสดงฮามิลโทเนียนของสถานะ CDW  และ SDW  ตามลําดับ 
พจน์ที"สี"แสดงฮามิลโทเนียนของสถานะนํายวดยิ"ง ช่องว่างพลังงานของสถานะนํายวดยิ"ง สถานะ 
CDW  และสถานะ SDW  คือ 
 
                                                              0 k k

k

V C C+
↑ − ↓∆=− ∑  

                                                             1 ,c k k Q
k

V C Cσ σ

σ

+
+∆ =− ∑  

                                                             2 ,s k k Q
k

V C Cσ σ

σ

σ +
+∆ =− ∑  

 
โดย 0 1 2, ,V V V  แสดงความแรงของอนัตรกิริยา Q  คือเลขคลื"นที"เกิดจากสถานะ CDW  และสถานะ 

SDW  
 ในการคํานวณใช้ฟังก์ชนักรีนของอิเล็กตรอนตามเทคนิคของซูบาเรพ ฟังก์ชนักรีนกําหนดโดย 
 

                                                   1( , ) ;k kA k C Cω ω+
↑ ↑=  

                                                   2 ( , ) ;k kA k C Cω ω+ +
− ↓ ↑=  

                                                   3 ,( , ) ;k Q kA k C Cω ω+
+ ↑ ↑=  

                                                   4 ( ),( , ) ;k Q kA k C Cω ω+ +
− + ↑ ↑=  

 
 
 
 



 36 

ซึ"งหาได้จาก 
 

                                        
2 2

2
1

( )( )1
( , )

2 ( )
k kA k
D

ω ε ω ε
ω

π ω

 + − =    
 

                                        
2 2

2
2

( 2 ( ))1
( , )

2 ( )
k s c sA k

D

ω ε
ω

π ω

 ∆ − − ∆ ∆ −∆ =    
 

                                        
2 2 2

2
3

( )( ) 21
( , )

2 ( )
c s k sA k

D

ω ε
ω

π ω

 ∆ +∆ − + ∆ ∆ =    
 

                                        4

( )1
( , )

( )
k c sA k

D

ω ε
ω

π ω

 + ∆ ∆ =    
 

 
จากผลการคํานวณได้ชอ่งว่างพลงังานในสถานะนํายวดยิ"งดงันี 
 
 

                                                  1 2( )
c

c

kg F F d
ω

ω

ε

−

∆=− +∫  

 
เมื"อ 0(0)g N V=  และ 
 

                                       
2 2
1 2

1 1
1

2 ( ) 1
tanh

2
k k s c s

k
k

e
F

ω
βω

ω

 − − ∆ ∆ −∆ =   
 

                                       
2 2
2 1

2 2
2

2 ( ) 1
tanh

2
k k s c s

k
k

e
F

ω
βω

ω

 − − ∆ ∆ −∆ =   
 

 
 ชอ่งวา่งพลงังานใสถานะ CDW  คือ 
 

                                                         1 3 4( )
c

c

c kg F F d
ω

ω

ε

−

∆ =− −∫  

 
เมื"อ 1 1(0)g N V=  และ 
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2 2 2 2 2
1 1 2 1 2

3 12 2
1 1 2

(2 ) ( ) 1
tanh

2 ( ) 2
c k k k s k k

k
k k k

e e e e
F

ω
βω

ω ω ω

 ∆ − − +∆ − =   −
 

                                       
2 2 2 2 2
2 1 2 1 2

4 22 2
1 1 2

(2 ) ( ) 1
tanh

2 ( ) 2
c k k k s k k

k
k k k

e e e e
F

ω
βω

ω ω ω

 ∆ − − +∆ − =   −
 

 
และชอ่งวา่งพลงังานในสถานะ SDW  คือ 
 

                                                         2 5 6( )
c

c

s kg F F d
ω

ω

ε

−

∆ =− −∫  

 
เมื"อ 2 2(0)g N V=  และ 
 

               
2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2

5 12 2
1 1 2

(2 ) ( ) 4 1
tanh

2 ( ) 2
s k k k c k k s

k
k k k

e e e e
F

ω
βω

ω ω ω

 ∆ − − +∆ − + ∆ ∆ =   −
 

               
2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2

6 22 2
1 1 2

(2 ) ( ) 4 1
tanh

2 ( ) 2
s k k k c k k s

k
k k k

e e e e
F

ω
βω

ω ω ω

 ∆ − − +∆ − + ∆ ∆ =   −
 

 

ถ้ากําหนด 1 2
0 0 0

, ,
2 2 2

c sz z z
t t t

∆ ∆∆
= = =  กราฟระหว่างชอ่งวา่งพลงังานทั 
งสามกรณีกบัอณุหภมูิเมื"อ

พิจารณา 1 20.4512, 0.0941, 0.1095g g g= = =  แสดงดงัภาพประกอบ 10 
 

                        
 

ภาพประกอบ 10 แสดงชอ่งว่างพลงังานทั 
งสามสถานะในรูป 1 2, ,z z z  กบัอณุหภมูิ 
 

               ที"มา: Panda & Rout.(2009).Physica C.p.702-706. 
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             ดงัภาพประกอบ 10 แสดงว่าช่องว่างพลังงานทั 
งสามชนิดแปรค่าตามอุณหภูมิ ช่องว่าง
พลงังานสถานะ SDW  จะปรากฏที"อณุหภูมิตํ"ามาก  ช่วงอณุหภูมิสงูสดุที"ช่องว่างพลงังานสถานะนํา
ยวดยิ"งและสถานะ CDW  เกิดขึ 
นพร้อมกันคือที" 0.0116t ≃  ช่องว่างพลังงานสถานะ CDW  จะ
ปรากฏจนถึงอุณหภูมิ 0.023t =  ถ้าพิจารณาเฉพาะสถานะ CDW  พบว่าช่องว่างพลังงานที"
อณุหภูมิ 0.018t =  จะมีค่าสงูสดุหลงัจากนั 
นช่องว่างพลงังานจะลดลงตามคา่อุณหภูมิที"เพิ"มขึ 
น ซึ"ง
ข้อมูลนี 
สอดคล้องกับผลการทดลองของตัวนํายวดยิ"งประเภท 2212Bi  ดังที"อิกิโนและคณะได้
ทําการศกึษาไว้ 
 

2.6 ผลของไฮบริไดเซชันต่อสภาพนํายวดยิ�ง 
 เราท์และดาส (Rout & Das.2000:17-26) ได้ศกึษาผลของไฮบริไดเซชนัระหว่างแถบพลงังาน
สองแถบ ต่อสภาพนํายวดยิ"งสําหรับตวันํายวดยิ"งประเภทเฟร์มิออนหนกั โดยศึกษาการแปรค่าตาม
อุณหภูมิของช่องว่างพลงังานตามค่าพารามิเตอร์ที"แตกต่างกัน ซึ"งพิจารณาพลงังานของอิเล็กตรอน
จากแถบการนําและจากแถบระดบัวงโคจรที" f  ฮามิลโทเนียนคือ 
 
                     0 0 ( )k k k k k k k k k

k k k

H C C E f f f c c fσ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ

ε γ+ + + += + + +∑ ∑ ∑  

 
พจน์ที"หนึ"งแสดงฮามิลโทเนียนจากแถบการนํา โดย kε  คือพลงังานจลน์ของแถบการนํา พจน์ที"สอง
แสดงฮามิลโทเนียนจากแถบวงโคจรที" f  โดย 0E  คือพลงังานรวมของแถบวงโคจรที" f  และพจน์ที"
สามแสดงฮามิลโทเนียนจากไฮบริไดเซชนัระหวา่งแถบการนําและแถบวงโคจรที" f  โดย 0γ  คือ
สมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนั_  ชอ่งวา่งพลงังานหาจากฟังก์ชนักรีนซึ"งมีคา่ดงันี 
 
 

                                                 [ ]1 1 22 2
1 2

( , ) ( , )
2( )

D

D

kg F k T F k T d
ω

ω

ε
ω ω

−

∆
∆= −

−∫  

 
เมื"อ 
 

                                           
2 2
1 0

1 1
1

( ) 1
( , ) tanh

2

E
F k T

ω
βω

ω

 − =   
 

                                           
2 2
2 0

2 2
2

( ) 1
( , ) tanh

2

E
F k T

ω
βω

ω

 − =   
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และ 1 0(0)g N V=  เพื"อความสะดวกตอ่การพิจารณากําหนด 

                                   2 2 0
1

( )
, ,k

D D

ET
z E x z d

ω ω

∆
= = + =ɶ  

                                 1 0(0) , ,f k

D D

g N V d x
ε ε

ω ω
= = =  

                                  1 2
1 2

2

, ,
D D

U
u

ω ω
ω ω

ω ω ω
= = =ɶ ɶ  

                                  0 , B

D D

k T
v t
γ

ω ω
= =  

 
จะได้สมการชอ่งวา่งพลงังานคือ 
 

                                      [ ]1 1 22 2
1 2

( , ) ( , )
2( )

D

D

z
z g F k T F k T dx

ω

ω
ω ω

−

= −
−∫

ɶ ɶ
 

 
โดย 
 

                                       
2 2
1 1 1

1
1

( )
( , ) tanh

2

d
F k T

t

ω ω

ω

 − =   
ɶ ɶ

ɶ
 

                                       
2 2
2 1 2

2
2

( )
( , ) tanh

2

d
F k T

t

ω ω

ω

 − =   
ɶ ɶ

ɶ
 

                                                 
1/2

2
1 1 1

1

4

2

s s t
ω

 + − =± 
  

ɶ  

                                                 
1/2

2
1 1

2

4

2

s s t
ω

 + − =± 
  

ɶ  

                                                   2 2 2
1 1 2ks d E v= + +ɶ  

                                                    2 2 2 4
1 1 12kt E d xd v v= − +ɶ  

                                                   1d d u= +  
                                                  2 2 2( )kE x z= +ɶ  
 
กราฟระหวา่งชอ่งว่างพลงังานกบัอณุหภมูิที" 0.001,0.002,0.003v =  แสดงดงัภาพประกอบ 11 
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ภาพประกอบ 11 แสดงกราฟระหวา่งชอ่งวา่งพลงังานและอณุหภมูิที" 0.001v = ,0.002  และ 
             0.003  สําหรับ 0.99d =− , 0.99u =  และ 1 0.184292g =  
 
             ที"มา: Rout & Das.(2000).Physica C.p.23. 
 

กราฟระหวา่งชอ่งว่างพลงังานกบัอณุหภมูิที" 0.99d =− , 0.99001− , 0.99002−  แสดงดงั
ภาพประกอบ 12 
 

                               
 

ภาพประกอบ 12 แสดงกราฟระหวา่งชอ่งวา่งพลงังานและอณุหภมูิที" 0.99,d =− 0.99001−   
       และ 0.99002−   สําหรับ 0.001v = , 0.99u = 1, 0.184292g =−  
 
       ที"มา: Rout & Das.(2000).Physica C.p.24. 



บทที� 3 
วธีิดาํเนินการวจิัย 

 
  การวิจยัในครั 
งนี 
ได้นําแบบจําลองสภาพนํายวดยิ�งชนิดสองแถบพลงังาน มาประยกุต์สําหรับ

ศกึษากลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ�ง โดยมีจดุประสงค์ในการศกึษาสองส่วนคือ ส่วนแรกศกึษาผลของ
ไฮบริไดเซชนัตอ่อณุหภมูิวิกฤต ิชอ่งวา่งพลงังานที�ศนูย์เคลวิน อตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�ศนูย์เคลวิน 
กบัอณุหภมูิวิกฤตแิละสมัประสิทธิไอโซโทป ส่วนที�สองศกึษาผลของช่องว่างพลงังานเทียมตอ่อณุหภูมิ5

วิกฤติ ช่องว่างพลงังานที�ศนูย์เคลวิน อตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�ศนูย์เคลวิน กับอณุหภูมิวิกฤติและ
สมัประสิทธิไอโซโทป รายละเอียดมีดงั5 นี 
 

 

3.1 ศึกษาผลของไฮบริไดเซชันต่อสภาพนํายวดยิ�ง 
 ในการพิจารณาผลของไฮบริไดเซชนัต่อสภาพนํายวดยิ�ง แถบพลงังานสองแถบที�ทําให้เกิด

สภาพนํายวดยิ�งคือแถบการนําและแถบอื�นๆ ที�ไม่ใช่แถบการนํา คูค่เูปอร์เกิดขึ 
นที�แถบพลงังานทั 
งสอง 
ฮามิลโทเนียนของแถบการนําและแถบอื�นๆ ที�ไม่ใช่แถบการนําแทนด้วย 1H  และ 2H  ตามลําดับ 
นอกจากนี 
ยงัได้พิจารณาอนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนจากแถบพลงังานทั 
งสอง หรือไฮบริไดเซชัน
ระหวา่งแถบพลงังานทั 
งสอง โดยฮามิลโทเนียนแทนด้วย 12H  กําหนดฮามิลโทเนียนรวมคือ 

 
                                                 1 2 12H H H H= + +                                                (3.1) 
 
เมื�อ 1H  คือฮามิลโทเนียนของแถบพลงังานแถบที�หนึ�ง 2H  คือฮามิลโทเนียนของแถบพลงังานแถบที�
สองและ 12H  คือฮามิลโทเนียนจากไฮบริไดเซชนัระหวา่งแถบพลงังานทั 
งสองโดย 
 

                           

1

2

12 0

( )

 ( )

( )

k k k k k k k
k k

k k k k k k k
k k

k k k k
k

H C C C C C C

H E f f f f f f

H f C C f

σ σ

σ

σ σ

σ

σ σ σ σ

σ

ε

γ

+ + +
↑ − ↓ − ↓ ↑

+ + +
↑ − ↓ − ↓ ↑

+ +

= −∆ + = −∆ + = + 

∑ ∑

∑ ∑

∑

                                    (3.2) 

 
จากสมการ (3.2) สามารถเขียนสมการ (3.1) ดงันี 
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                          ( ) ( )k k k k k k k k k k
k k

H C C C C E f f f fε + + + +
↑ ↑ − ↑ − ↑ ↑ ↑ − ↑ − ↑= + + +∑ ∑  

                                  ( )k k k k k k k k
k

C C C C f f f f+ + + +
↑ − ↓ − ↓ ↑ ↑ − ↓ − ↓ ↑−∆ + + +∑  

                                   0 ( )k k k k k k k k
k

f C f C C f C fγ + + + +
↑ ↑ − ↓ − ↓ ↑ ↑ − ↓ − ↓+ + + +∑                             (3.3) 

 
ปริมาณ kε  และ kE  แสดงพลงังานของแถบพลงังานที� 1 และ 2 ตามลําดบั ∆  คือช่องว่างพลงังานซึ�ง
เกิดจากการจบัคูข่องอิเล็กตรอนเป็นคูค่เูปอร์ 0γ  คือสมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนัระหว่างแถบพลงังาน5

ทั 
งสอง และ ( ), ( )k k k kC C f fσ σ σ σ

+ +  คือตวัดําเนินการสร้าง(ทําลาย) สําหรับแถบพลังงานที� 1 และ 2 
ตามลําดบั ชอ่งวา่งพลงังานหาจากฟังก์ชนักรีน ซึ�งฟังก์ชนักรีนที�อณุหภมูิใดๆ ( , )G k τ  กําหนดดงันี 
 
 

                                                      ( , ) ( ) (0)k kG k Tττ ψ τ ψ∗=−                                      (3.4) 

 

โดย ( )( )k k k k kC C f fψ τ∗ + +
↑ − ↓ ↑ − ↓=  และ ( )

k

k

k
k

k

C

C

f

f

ψ τ

↑
+
− ↓

↑
+
− ↓

      =      

 เมื�อ Tτ  คือตวัดําเนินการอนัดบั

เวลา itτ =  แทนคา่ ( )kψ τ  และ (0)kψ
∗  ลงในสมการ (3.4) ได้ 

 

             ( )

k k k k k k k k

k k k k k k k k
kk

k k k k k k k k

k k k k k k k k

C C C C C f C f

C C C C C f C f
G T

f C f C f f f f

f C f C f f f f

ττ

+ +
↑ ↑ ↑ − ↓ ↑ ↑ ↑ − ↓
+ + + + + +
− ↓ ↑ − ↓ − ↓ − ↓ ↑ − ↓ − ↓

′ + +
↑ ↑ ↑ − ↓ ↑ ↑ ↑ − ↓
+ + + + + +
− ↓ ↑ − ↓ − ↓ − ↓ ↑ − ↓ − ↓

      =−        

 

 
สามารถเขียนในรูป 
 

( )

k k k k k k k k

k k k k k k k k

kk

k k k k k k k k

k k k k k k k k

T C C T C C T C f T C f

T C C T C C T C f T C f
G

T f C T C f T f f T C f

T f C T C f T f f T f f

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ

+ +
↑ ↑ ↑ − ↓ ↑ ↑ ↑ − ↓

+ + + + +
− ↓ ↑ − ↓ − ↓ − ↓ ↑ ↑ − ↓

′
+ + + +

↑ ↑ − ↓ ↑ ↑ ↑ ↑ − ↓

+ + + + + + +
− ↓ ↑ − ↓ ↑ − ↓ ↑ − ↓ − ↓

 − − − − − − − −=− − − − −
− − − −

    

          (3.5) 
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แทนด้วย 

                                                     

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

( )kk

G G G G

G G G G
G

G G G G

G G G G

τ′

      =      

                                  (3.6) 

 
ชอ่งวา่งพลงังาน ∆  กําหนดดงันี 
 
 

                                            ( )
2 k k k k

k

V
C C f f+ + + +
↑ − ↓ ↑ − ↓∆= +∑  

 
เขียนเป็น 

                                            ( )
2 k k k k

k

V
T C C T f fτ τ

+ + + +
↑ − ↓ ↑ − ↓∆= − −∑  

                                                ( )
2 k k k k

k

V
T C C T f fτ τ

+ + + +
− ↑ ↓ − ↑ ↓= +∑  

                                            ( )
2 k k k k

k

VT
C C f f+ + + +
− ↑ ↓ − ↑ ↓∆= +∑                                    (3.7) 

 
เปรียบเทียบสมการ (3.7) กบัสมการ (3.5) และ (3.6) จะได้วา่ 
 

                                                               ( )21 432 k

VT
G G∆= +∑                                        (3.8) 

 
จากการคํานวณได้ผลคือ 
 

                 
2

4 2 2 4 2 2
0 0

2

2 (2 ) (2 ) (2 ) (2 )k

VT A ab

A ab a A ab aγ γ

 ∆ ∆∆= − − − − −
∑  

                         
2

4 2 2 4 2 2
0 0

2

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )

A ab

A ab a A ab aγ γ

∆ ∆ + + − − − − 
                               (3.9) 

                                                   
2

4 2 2
0

1
(2 ) (2 )k

A
VT

A ab aγ

  =    − − 
∑  
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เนื�องจาก 2 2 2 2 2 2
0nA b aω γ= + + +∆ +  เมื�อ 

2
k kE

a
ε +

=  และ 
2

k kE
b
ε −

=  ดงันั 
น 

                                                   
2 2 2 2 2

0
4 2 2

0

1
(2 ) (2 )

n

k

b a
VT

A ab a

ω γ

γ

 + + +∆ +  =    − − 
∑                             (3.10) 

เมื�อแทนคา่ A  ลงในสมการ (3.10) 
 

                   

2 22 2

2 2 2 2

tanhtanh
221 1

4 k

EE

TT

V E E

+−

− +

    ∆ + ∆ +                  = +  ∆ + ∆ +       

∑                                    (3.11) 

โดย                                 
2

2
02 2

k k k kE E
E

ε ε
γ+

 + − = + +  
                                           (3.12) 

                                       
2

2
02 2

k k k kE E
E

ε ε
γ−

 + − = − +  
                                            (3.13) 

 
ซึ�ง ,E E+ −  คือคา่พลงังานสงูสดุและตํ�าสดุ เนื�องจากพลงังานประกอบด้วยพลงังานจากแถบการนํา 

kε  พลงังานจากแถบอื�นที�ไมใ่ช่แถบการนํา kE  และพลงังานจากไฮบริไดเซชนั 0γ  โดยพลงังาน kε  
และ kE  อาจเป็นไปได้หลายกรณี ซึ�งในการคํานวณแบง่เป็นสองกรณีคือ กรณี k kEε ≃  และกรณี 

0kE ≃  
กรณี k kEε ≃  

 รายละเอียดในการคํานวณแบง่เป็น 4 กรณีคือ 
 

  3.1.1 อุณหภมิวิกฤติู จากผลของไฮบริไดเซชันกรณี k kEε ≃  

   ในกรณีนี 
พลงังานดงัสมการ (3.12) และ (3.13) คือ 
 

                             
2

2
02 2

k k k kE E
E

ε ε
γ+

 + − = + +   0kε γ= +  

                             
2

2
02 2

k k k kE E
E

ε ε
γ−

 + − = − +   0kε γ= −  

 
แทนคา่ ,E E− +  ลงในสมการ (3.11) 
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2 2 2 2
0 0

2 2 2 2
0 0

( ) ( )
tanh tanh

2 21 1

4 ( ) ( )

k k

k k k

T T

V

ε γ ε γ

ε γ ε γ

     ∆ + − ∆ + +                     = +  ∆ + − ∆ + +       

∑                             (3.14) 

 
ถ้าพิจารณาที� cT T=  ชอ่งวา่งพลงังาน 0∆=  ดงันั 
นสมการ (3.14) คือ 
 

                 
0 0

0 0

( ) ( )
tanh tanh

2 21 1

4

k k

c c

k k k

T T

V

ε γ ε γ

ε γ ε γ

     − +                 = +  − +      

∑  

 

เปลี�ยน 
k
∑  เป็น (0)

D

D

N
ω

ω−
∫  เมื�อ (0)N  แทนความหนาแนน่สถานะ และกําหนด (0)N Vλ=  

ดงันั 
น 
 

                    
0 0

0 0

( ) ( )
tanh tanh

2 21 1

4

D D

D D

k k

c c
k k

k k

T T
d d

ω ω

ω ω

ε γ ε γ

ε ε
λ ε γ ε γ

− −

     − +                 = +  − +      

∫ ∫                       (3.15) 

 
 พิจารณาพจน์แรกทางขวามือสมการ (3.15) โดยกําหนดให้ 0kx ε γ= −  จะได้วา่ 
 

               
0

0

0

0

( )
tanh tanh

2 2DD

D D

k

c c
k

k

x

T T
d dx

x

ω γω

ω ω γ

ε γ

ε
ε γ

−

− − −

   −            
=

−∫ ∫  

                                                     
2

2 2
0

2
ln ( )D

cT

γ
ω γ

π

      = −       
                                              (3.16) 

 
เมื�อ 1.78γ =  ในทํานองเดียวกนัพจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.15) เมื�อกําหนดให้ 0kx ε γ= +  
คือ 
 



 46 

              
0

0

0

0

( )
tanh tanh

2 2DD

D D

k

c c
k

k

x

T T
d dx

x

ω γω

ω ω γ

ε γ

ε
ε γ

+

− − +

   +            
=

+∫ ∫  

                                                     
2

2 2
0

2
ln ( )D

cT

γ
ω γ

π

      = −       
                                              (3.17) 

 
แทนสมการ (3.16) และ (3.17) ลงในสมการ (3.15) 
 

                                           
2 2

2 2 2 2
0 0

1 1 2 2
ln ( ) ln ( )

4 D D
c cT T

γ γ
ω γ ω γ

λ π π

                    = − + −                         
 

 
จดัรูปจะได้ 
 

                                                           2 2
0

1 2
ln D

cT

γ
ω γ

λ π

  = −   
                                         (3.18) 

 
จากสมการ (3.18) หาอณุหภมูิวิกฤติดงันี 
 
 

                               2 2 1/
0

2
D

c

e
T

λγ
ω γ

π
− =  

                                                   2 2 1/
01.13c DT e λω γ −= −                                     (3.19) 

 
  3.1.2 ช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินู จากผลของไฮบริไดเซชันกรณี k kEε ≃  

   จากสมการ (3.14) 
 

               

2 2 2 2
0 0

2 2 2 2
0 0

( ) ( )
tanh tanh

2 21 1

4 ( ) ( )

k k

k k k

T T

ε γ ε γ

λ ε γ ε γ

     ∆ + − ∆ + +                     = +  ∆ + − ∆ + +       

∑  
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เนื�องจากพิจารณาที� 0T K=  แทน ∆  ด้วย (0)∆  เปลี�ยน 
k
∑  เป็น (0)

D

D

N
ω

ω−
∫  แทน 

(0)N Vλ=  และจาก tanh 1∞=  ดงันั 
น 
 

       
2 2 2 2

0 0

1 1 1 1

4 (0) ( ) (0) ( )

D D

D D

k k

k k

d d
ω ω

ω ω

ε ε
λ ε γ ε γ− −

    = +  ∆ + − ∆ + +   
∫ ∫                     (3.20) 

 
 พิจารณาพจน์แรกทางขวามือสมการ (3.20) กําหนด 0kx ε γ= −  จะได้ 
 

                  
0

0

2 2 2 2
0

1 1

(0) ( ) (0)

DD

D D

k

k

d dx
x

ω γω

ω ω γ

ε
ε γ

−

− − −

=
∆ + − ∆ +

∫ ∫  

                                                                1 02sinh
(0)

Dω γ−
 − =    ∆ 

                                        (3.21) 

 
 พิจารณาพจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.20) กําหนด 0kx ε γ= +  จะได้ 
 

                  
0

2 2 2 2
00

1 1
2

(0) ( ) (0)

DD

D

k

k

d dx
x

ω γω

ω

ε
ε γ

+

−

=
∆ + + ∆ +

∫ ∫  

                                                                 1 02sinh
(0)

Dω γ−
 + =    ∆ 

                                       (3.22) 

 
แทนสมการ (3.21) และ (3.22) ลงในสมการ (3.20) และพิจารณากรณี (0)Dω ∆≫  
 

                                                   2 2
0

1 2
ln

(0) Dω γ
λ

 = −   ∆ 
 

                            2 2 1/
0

2

(0) D e λω γ− =
∆

 

                                             2 2 1/
0(0) 2 D e λω γ −∆ = −                                           (3.23) 
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3.1.3 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินต่ออุณหภมิวิกฤติู ู จากผลของ
ไฮบริไดเซชันกรณี k kEε ≃  

 จาก                             2 2 1/
01.13c DT e λω γ −= −  

และ                                                 2 2 1/
0(0) 2 D e λω γ −∆ = −  

จะได้วา่ 
 

                                 
2 2 1/

0

2 2 1/
0

42 (0)

1.13

D

c D

e
R

T e

λ

λ

ω γ

ω γ

−

−

−∆
≡ =

−
 

                                                3.53R=                                                                (3.24) 
 

3.1.4 สัมประสิทธิไอโซโทป4 จากผลของไฮบริไดเซชันกรณี k kEε ≃  

  ในการหาสมัประสิทธิไอโซโทปเริ�มจากสมการ 5 (3.15) คือ 
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( ) ( )
tanh tanh

2 21 1

4

D D

D D

k k

c c
k k
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T T
d d

ω ω
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     − +                 = +  − +      

∫ ∫  

 
หาอนพุนัธ์เทียบกบั Dω  
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D D
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c c
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D D k D k

T Td d d
d d

d d d
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− −

     − +                 = +  − +      

∫ ∫  
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( ) ( )
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2 21
0

4

D D

D D

k k

c c
k k

D k D k

T Td d
d d

d d

ω ω
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ε γ ε γ

ε ε
ω ε γ ω ε γ

− −

     − +                 = +  − +      

∫ ∫       (3.25) 
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กําหนด 0

2
k

c

x
T

ε γ−
=  ดงันั 
นพจน์แรกทางขวามือสมการ (3.25) คือ 

       
0 0 0

0 0 0

( )
tanh tanh tanh

2 2 2D

D

k D D

c c c
k

D k D D

T T Td
d

d

ω
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ε γ ω γ ω γ

ε
ω ε γ ω γ ω γ

−

     − − +                     
= +

− − +∫  

                                                         
0 0tanh tanh

2 2
D D

c cc

D c c

T TT

T T

ω γ ω γ

ω

     − +            ∂      − +  ∂       

           (3.26) 

 

พิจารณาพจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.25) กําหนด 0

2
k

c

x
T

ε γ+
=  จะได้วา่ 

 

      
0 0 0

0 0 0

( )
tanh tanh tanh

2 2 2D

D

k D D

c c c
k

D k D D

T T Td
d

d

ω

ω

ε γ ω γ ω γ

ε
ω ε γ ω γ ω γ

−

     + + −                     
= +

+ + −∫  

                                                         
0 0tanh tanh

2 2
D D

c cc

D c c

T TT

T T

ω γ ω γ

ω

     + −            ∂      − +  ∂       

           (3.27) 

 
แทนคา่สมการ (3.26) และ (3.27) ลงในสมการ (3.25) 
 

0 0 0 0

0 0

tanh tanh tanh tanh
2 2 2 21

0
4

D D D D

c c c cc

D D D c c

T T T TT

T T

ω γ ω γ ω γ ω γ

ω γ ω γ ω

          − + − +                              ∂          = + − +   − + ∂         

  

             
0 0 0 0
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tanh tanh tanh tanh
2 2 2 2

D D D D

c c c cc

D D D c c

T T T TT

T T

ω γ ω γ ω γ ω γ

ω γ ω γ ω

         + − + −                              ∂         + + − +  + − ∂       
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D D

c c
c

D D

c

D D D

c c

T T
T

T

T T

ω γ ω γ

ω γ ω γ

ω ω γ ω γ

     − +                 +  − +    ∂   =
    ∂  + −    +            

                           (3.28) 

 
จากสมัประสิทธิไอโซโทป5  

 

                                                           1

2
cD

c D

dT

T d

ω
α

ω
=  

 

แทนคา่ c

D

T

ω

∂
∂

 จากสมการ (3.28) ได้ 
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D D

c c

D D

D

D D

c c

T T

T T

ω γ ω γ

ω γ ω γ

ω
α

ω γ ω γ

      − +                    +   − +         =        − +    +               
 
 
 
 

                              (3.29) 

 
กรณี 0kE ≃  

 รายละเอียดในการคํานวณแบง่เป็น 4 กรณีคือ 
 

  3.1.5 อุณหภมิวิกฤติู จากผลของไฮบริไดเซชันกรณี 0kE ≃  

   เนื�องจากเป็นการพิจารณาพลงังานจากแถบการนําและพลงังานจากแถบอื�น
ที�ไมใ่ชแ่ถบการนํา ถ้าพลงังานของอิเล็กตรอนจากแถบอื�นที�ไม่ใช่แถบการนํา มีคา่ตํ�ากวา่พลงังานจาก 
แถบการนํามากๆ จงึประมาณได้วา่ 0kE ≃  ในกรณีนี 
พลงังานดงัสมการ (3.12) และ (3.13) มีคา่ดงันี 
 
 

จาก                                                            
2

2
02 2

k kE
ε ε

γ+

 = + +  
 



 51 

กรณี 0kε γ<  คา่ 02
kE
ε
γ+ = +  และกรณี 0kε γ>  คา่ kE ε+ =  

 

และจาก                                               
2

2
02 2

k kE
ε ε

γ−

 = − +  
 

กรณี 0kε γ<  คา่ 02
kE
ε
γ− = −  และกรณี 0kε γ>  คา่ 0E− =  

จากสมการ (3.15) เขียนได้เป็น 
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∫ ∫  
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∫ ∫ ∫                   (3.30) 

อาจเขียนเป็น 
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∫ ∫ ∫              (3.31) 
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 พิจารณาพจน์แรกทางขวามือสมการ (3.31) เนื�องจากบริเวณนี 
 0E− =  ดงันั 
นจะได้วา่ 
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c cT T

γω
= −                              (3.32) 

 พิจารณาพจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.31) เนื�องจากบริเวณนี 
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γ− = −  จะได้วา่ 
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γ γ

π
=                               (3.33) 

 พิจารณาพจน์ที�สามทางขวามือสมการ (3.31) เนื�องจากบริเวณนี 
 0E− =  ดงันั 
นจะได้วา่ 
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 พิจารณาพจน์ที�สี�ขวามือสมการ (3.31) 
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=∫                                                 (3.35) 

 
 พิจารณาพจน์ที�ห้าขวามือสมการ (3.31) 
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 พิจารณาพจน์ที�หกทางขวามือสมการ (3.31) กําหนดให้ 02
kx
ε

γ= +  จะได้ 
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 แทนคา่สมการ (3.32)-(3.37) ลงในสมการ (3.31) 
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ผลลพัธ์คือ 
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                                (3.38) 

 
จากสมการ (3.38) หาอณุหภมูิวิกฤติดงันี 
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เนื�องจาก 1.78γ =  ดงันั 
น 
 

                                                     
01 1

2 2
01.13 2

D

c cT T
c DT e

γω

λ
γ ω

  − + −   =                          (3.39) 
 

  3.1.6 ช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินู จากผลของไฮบริไดเซชันกรณี 0kE ≃  

   จากสมการ (3.20) 
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∫ ∫  

 

กระจาย 
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D

D

k k kd d d
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γ γ ω
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−

− −+ + +

+ + + ∆ + ∆ + ∆ + 
∫ ∫ ∫          (3.40) 
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แทนคา่ ,E E− +  สมการ (3.40) มีคา่ดงันี 
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= + ∆    ∆ + −     

∫ ∫
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D
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γ γ

ε ε
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γ
−

+ + ∆ +   ∆ + +      

∫ ∫                        (3.41) 

 
 พิจารณาพจน์ที�หนึ�งของสมการ (3.41) 
 

                                          ( )
02

0

1 1
2

(0) (0)
D

k Dd
γ

ω

ε ω γ

−

−

= −
∆ ∆∫                                (3.42) 

 

 พิจารณาพจน์ที�สองของสมการ (3.41) กําหนดให้ 02
kx
ε
γ= −  ดงันั 
น 

 

      
0

0 0

2 0

2 2 2
2 22

0

1 1
2

(0)
(0)

2

k

k

d dx
x

γ

γ γ

ε
ε
γ

− −

=
∆ + ∆ + −   

∫ ∫  

                                                      1 02
2sinh

(0)

γ−
 =   ∆ 

                                           (3.43) 

 พิจารณาพจน์ที�สามของสมการ (3.41) 
 

                                   ( )
0

0

2

1 1
2

(0) (0)

D

k Dd
ω

γ

ε ω γ= −
∆ ∆∫                                        (3.44) 

 พิจารณาพจน์ที�สี�ของสมการ (3.41) กําหนดให้ kx ε=  ดงันั 
น 

                   
0 02 2

2 2 2 2

1 1

(0) (0)
D D

k

k

d dx
x

γ γ

ω ω

ε
ε

− −

− −

=
∆ + ∆ +

∫ ∫  

                                                      1 1 02
sinh sinh

(0) (0)
D γω− −

     = −      ∆ ∆   
                   (3.45) 

 พิจารณาพจน์ที�ห้าของสมการ (3.41) กําหนดให้ 02
kx
ε

γ= +  จะได้ 
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γ γ

γ
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∆ + ∆ + +   

∫ ∫  

                                                      1 02
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(0)

γ−
 =   ∆ 

                                           (3.46) 

 
 พิจารณาพจน์ที�หกของสมการ (3.41) กําหนดให้ kx ε=  ดงันั 
น 
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−
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2
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D

D
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k

d
E

ω

γ

γω
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     = −      ∆ ∆   ∆ +
∫                   (3.47) 

 
 แทนคา่สมการ (3.42)-(3.47) ลงในสมการ (3.41) 
 

( ) ( )1 10
0 0

21 1 1 1
2 2sinh 2 sinh
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λ
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       = − + + − +       ∆ ∆ ∆ ∆   

 

                      1 1 1 10 0 02 2 2
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             − + + −                 ∆ ∆ ∆ ∆       
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                              ( )0 02 2 21 1
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D Dγ ω ω γ

λ

  −  = −  ∆ ∆ 
 

                                             
( )021 1

2 (0)
0(0) 2 2

D

D e
ω γ

λγ ω

−
− +

∆∆ =                                 (3.48) 
 
 3.1.7 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินต่ออุณหภมิวิกฤติู ู จากผลของ

ไฮบริไดเซชันกรณี 0kE ≃  

  จาก                
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γω

λ
γ ω
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และ                                   
( )021 1

2 (0)
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D e
ω γ

λγ ω

−
− +
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จะได้วา่ 
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ω γ  −   −      =                                             (3.49) 

 
3.1.8 สัมประสิทธิ4ไอโซโทปจากผลของไฮบริไดเซชันกรณี 0kE ≃  

   ในการหาสมัประสิทธิไอโซโทปเริ�มจากสมการ 5 (3.15) ซึ�งเขียนในรูป 
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กระจายดงันี 
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แทนคา่ E−  และ E+  จะได้ 
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หาอนพุนัธ์เทียบกบั Dω  
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ผลลพัธ์คือ 
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=
  ∂           − + +                 

                         (3.56) 

 
 จากสมัประสิทธิไอโซโทป5  
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แทนคา่ c
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∂
∂

 จากสมการ (3.56) 
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=               − + +                   

         (3.57) 
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3.2 ศึกษาผลของช่องว่างพลังงานเทยีมต่อสภาพนํายวดยิ�ง 
ในกรณีนี 
ช่องว่างพลงังานรวม ∆  กรณีพิจารณาช่องว่างพลังงานเทียมสามารถเขียนในรูป

(Udomsamuthirun.2001:316) 
 
                                                  2 2 2

0( )T∆ =∆ +∆                                               (3.58) 
 

เมื�อ ∆  แทนช่องว่างพลังงานรวมที�อุณหภูมิใดๆ ( )T∆  แทนช่องว่างพลังงานสถานะนํายวดยิ�งที�
อณุหภมูิใดๆ และ 0∆  แทนชอ่งวา่งพลงังานเทียม จากสมการ (3.11) 
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แทน 2∆  จากสมการ (3.58) จะได้วา่ 
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∑           (3.59) 

 
ถ้าพิจารณาที�อณุหภมูิวิกฤต ิ ( ) 0cT∆ =  สมการ (3.58) คือ 
 

                                                 2 2 2 2
0 00∆ = +∆ =∆                                                         (3.60) 

แทนคา่สมการ (3.60) ลงในสมการ (3.59) 
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เปลี�ยน 
k
∑  เป็น (0)
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∫  และกําหนด (0)N Vλ=  จะได้ 
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00

2 2 2 2
0 0

tanhtanh
221 1

4

D D

D D

cc

k k

EE

TT
d d

E E

ω ω

ω ω

ε ε
λ

+−

− −− +

    ∆ + ∆ +                   = +  ∆ + ∆ +       

∫ ∫                     (3.61) 

 
การคํานวณแบง่เป็นสองกรณีคือกรณี k kEε ≃  และกรณี 0kE ≃  
 

กรณี k kEε ≃  

 
  3.2.1 อุณหภมิวิกฤตจิากผลของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี ู k kEε ≃  

   ในกรณีนี 
พลงังานดงัสมการ (3.12) และ (3.13) คือ 0kE ε γ− = −  และ 

0kE ε γ+ = +  แทนคา่ ,E E− +  ลงในสมการ (3.61) 
 

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

( ) ( )
tanh tanh

2 21 1

4 ( ) ( )

D D

D D

k k

c c

k k

k k

T T
d d

ω ω

ω ω

ε γ ε γ

ε ε
λ ε γ ε γ− −

     ∆ + − ∆ + +                     = +  ∆ + − ∆ + +       

∫ ∫              (3.62) 

 

สําหรับพจน์ที�หนึ�งทางขวามือสมการ (3.62) กําหนด 
2 2
0 0( )

2
k

c

x
T

ε γ∆ + −
=  และสําหรับ

พจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.62) กําหนด 
2 2
0 0( )

2
k

c

x
T

ε γ∆ + +
=  สมการ (3.62) เขียน 

 

                          

2 2
0 0

2 2
0 0

( )

2 2 2
0 0

0( )

2

2 ( )1 1 tanh

4 2

D

c

D

c

T

c k

c k

T

Tx
dx

T x

ω γ

ω γ

ε γ

λ ε γ

∆ + −

∆ + −
−

 ∆ + −= ⋅ −

∫  
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2 2
0 0

2 2
0 0

( )

2 2 2
0 0

0( )

2

2 ( )tanh

2

D

c

D

c

T

c k

c k

T

Tx
dx

T x

ω γ

ω γ

ε γ

ε γ

∆ + +

∆ + +
−

∆ + + + ⋅ + 

∫                      (3.63) 

 

เนื�องจาก 0 0( )kε γ± ∆≫  ดงันั 
น 2 2
0 0 0( ) ( )k kε γ ε γ∆ + ± ±≃  สมการ (3.63) คือ 

 

                                  

2 2
0 0( )

2

0

1 1 tanh

2

D

cT
x

dx
x

ω γ

λ

∆ + −= 

∫

2 2
0 0( )

2

0

tanh

D

cT
x

dx
x

ω γ∆ + + + 

∫  

อินทิเกรตแบบแยกสว่น 

                     ( )( ){ } ( )( )

2 2
0 0

2 2
0 0

( )

2( )
22

0
0

1 1 1
ln tanh ln sech

2 2

D

cD

c

T

Tx x x x dx

ω γ

ω γ

λ

∆ + −

∆ + −

= − ∫  

                           ( )( ){ } ( )( )

2 2
0 0

2 2
0 0

( )

2( )
22

0
0

1 1
ln tanh ln sech

2 2

D

cD

c

T

Tx x x x dx

ω γ

ω γ

∆ + +

∆ + +

+ − ∫  

 

เนื�องจากประมาณ 
2 2
0 0( )

2
D

cT

ω γ∆ + ±
→∞  และ tanh 1∞=  จะได้ 

 
2 2
0 0( )1 1 1

ln ln
2 2 2 4

D

cT eγ
ω γ π

λ

     ∆ + −     = −           

2 2
0 0( )1 1

ln ln
2 2 2 4

D

cT eγ
ω γ π

     ∆ + +     + −           
 

     
( )( )( )

1/2
2 2 2 2
0 0 0 01.13 ( ) ( )

ln
D D

cT

ω γ ω γ
   ∆ + − ∆ + +     =          

 

 
เมื�อ 0.577γ ≃  และ 1.78eγ ≃  โดย γ  คือคา่คงตวัของออยเลอร์ อณุหภมูิวิกฤติแสดงดงันี 
 

                             ( )( )( )
11/2

2 2 2 2
0 0 0 01.13 ( ) ( )c D DT e λω γ ω γ

−
= ∆ + − ∆ + +                   (3.64) 
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  3.2.2 ช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินจากผลของู ช่องว่างพลังงานเทียมกรณี 

k KEε ≃  
   จากสมการ (3.58) ชอ่งวา่งพลงังานรวมที�ศนูย์เคลวินคือ 
 
                                                        2 2 2

0(0)∆ =∆ +∆                                                      (3.65) 
 
เมื�อ (0)∆  คือชอ่งว่างพลงังานที�สถานะนํายวดยิ�งที�ศนูย์เคลวิน สมการ (3.59) เมื�อแทนสมการ (3.65) 

เปลี�ยน 
k
∑  เป็น (0)

D

D

N
ω

ω−
∫  และกําหนด (0)N Vλ=  จาก tanh 1∞=  จะได้วา่ 

 

          
2 2 2 2 2 2

0 0

1 1 1 1

4 ( (0) ) ( (0) )

D D

D D

dE dE
E E

ω ω

ω ω
λ

− +

− −− +

    = +  ∆ +∆ + ∆ +∆ +   
∫ ∫  

 
แทนคา่ ,E E− +  
 

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

1 1 1 1

4 ( (0) ) ( ) ( (0) ) ( )

D D

D D

k k

k k

d d
ω ω

ω ω

ε ε
λ ε γ ε γ− −

    = +  ∆ +∆ + − ∆ +∆ + +   
∫ ∫  (3.66) 

 
 พิจารณาพจน์แรกทางขวามือสมการ (3.66) กําหนด 0kx ε γ= −  จะได้ 
 

   
0

0

2 2 2 2 2 2
0 0 0

1 1

( (0) ) ( ) ( (0) )

DD

D D

k

k

d dx
x

ω γω

ω ω γ

ε
ε γ

−

− − −

=
∆ +∆ + − ∆ +∆ +

∫ ∫  

                                                             1 0

2 2
0

2sinh
(0)

Dω γ−
 − =    ∆ +∆ 

                                  (3.67) 

 
 พิจารณาพจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.66) กําหนด 0kx ε γ= +  จะได้ 
 

      
0

2 2 2 2 2 2
00 0 0

1 1
2

( (0) ) ( ) ( (0) )

DD

D

k

k

d dx
x

ω γω

ω

ε
ε γ

+

−

=
∆ +∆ + + ∆ +∆ +

∫ ∫  

                                                                 1 0

2 2
0

2sinh
(0)

Dω γ−
 + =    ∆ +∆ 

                              (3.68) 
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แทนสมการ (3.67) และ (3.68) ลงในสมการ (3.66) 
 

                    1 10 0

2 2 2 2
0 0

1 1
2sinh 2sinh

4 (0) (0)
D Dω γ ω γ

λ

− −
      − +     = +         ∆ +∆ ∆ +∆      

 

                        1 10 0

2 2 2 2
0 0

1
sinh sinh

2 (0) (0)
D Dω γ ω γ− −

      − +     = +         ∆ +∆ ∆ +∆      
                          (3.69) 

 

จากความสมัพนัธ์ 1sinh ln 2x x−
≃  ถ้า x→∞  ซึ�งในกรณีนี 
 2 2

0(0)Dω ∆ +∆≫  ทําให้ 
2 2

0 02( ) / (0)Dω γ− ∆ +∆ →∞  ดงันั 
นสมการ (3.69) ประมาณดงันี 
 
 

                          0 0

2 2 2 2
0 0

2( ) 2( )1 1
ln ln

2 (0) (0)
D Dω γ ω γ

λ

      − +     = +         ∆ +∆ ∆ +∆      
 

                              
2 2

0
2 2

0

ln 2
(0)

Dω γ −  =   ∆ +∆  
 

ได้ 

                                               ( )
2

2 2 2
0 0(0) 4 D e λω γ

−
∆ = − −∆                             (3.70) 

 
  3.2.3 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินต่ออุณหภมิวิกฤติู ู จากผลของ
ช่องว่างพลังงานเทียมกรณี k KEε ≃  
 จากสมการ (3.64) 
 

                             ( )( )( )
11/2

2 2 2 2
0 0 0 01.13 ( ) ( )c D DT e λω γ ω γ

−
= ∆ + − ∆ + +  

และสมการ (3.70) 

                                                       ( )
2

2 2 2
0 0(0) 4 D e λω γ

−
∆ = − −∆  

สามารถหา 2 (0) / cT∆  ดงันี 
 

         
( )

( )( )( )

2
2 2 2

0 0

11/2
2 2 2 2
0 0 0 0

2 42 (0)

1.13 ( ) ( )

D

c
D D

e
R

T
e

λ

λ

ω γ

ω γ ω γ

−

−

− −∆∆
≡ =

∆ + − ∆ + +
                      (3.71) 
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  3.2.4 สัมประสิทธิไอโซโทปจากผลของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี 4
k kEε ≃  

 จากสมการ (3.62) 
 

     

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

( ) ( )
tanh tanh

2 21 1

4 ( ) ( )

D D

D D

k k

c c

k k

k k

T T
d d

ω ω

ω ω

ε γ ε γ

ε ε
λ ε γ ε γ− −

     ∆ + − ∆ + +                     = +  ∆ + − ∆ + +       

∫ ∫  

 

กําหนด 
2 2
0 0( )

2
k

c

x
T

ε γ∆ + −
=  สําหรับพจน์ที�หนึ�งทางขวามือ 

และกําหนด 
2 2
0 0( )

2
k

c

x
T

ε γ∆ + +
=  สําหรับพจน์ที�สองทางขวามือ สมการ (3.62) เขียน 

 

                          

2 2
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2 2
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2 2 2
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2

2 ( )1 1 tanh
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D

c

D

c

T
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T
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T x
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ω γ

ε γ

λ ε γ

∆ + −

∆ + −
−

 ∆ + −= ⋅ −

∫  
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2 2
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2
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2

D

c

D

c

T

c k
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T
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T x

ω γ
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ε γ

ε γ

∆ + +

∆ + +
−

∆ + + + ⋅ + 

∫  

 
อาจเขียนเป็น 
 

                          

2 2
0 0( )

2

0

1 1 tanh

2

D

cT
x

dx
x

ω γ

λ

∆ + −= 

∫

2 2
0 0( )

2

0

tanh

D

cT
x

dx
x

ω γ∆ + + + 

∫                          (3.72) 

 
สมการ (3.72) หาอนพุนัธ์เทียบกบั Dω  
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c c D
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T T d

ω γ

ω
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ω
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T

d

T
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ω γ
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    ∆ + −−     ∆ + −  =     ∆ + ++  +  ∆ + +   

 

                      
2 2 2 2
0 0 0 0( ) ( )

tanh tanh
2 2

D D

c cT T

ω γ ω γ  ∆ + − ∆ + +  +     
 

 
 จากสมัประสิทธิไอโซโทป5  
 

                                                           1

2
cD

c D

dT

T d

ω
α

ω
=  

 

แทนคา่ c

D

dT

dω
 

 

       

2 2 2 2
0 0 0 0
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0 0 0 0
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D D

D c c

D D
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ω γ ω γ

ω
α

ω γ ω γ

ω γ ω γ

  ∆ + − ∆ + +     = +     ∆ + − ∆ + +           − +      

 

                      
2 2 2 2
0 0 0 0( ) ( )

tanh tanh
2 2

D D

c cT T

ω γ ω γ  ∆ + − ∆ + +  +     
                              (3.76) 
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กรณี 0kE ≃  

 
  3.2.5 อุณหภมิวิกฤตจิากผลของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี ู 0kE ≃  

   สําหรับกรณีนี 
พลงังานดงัสมการ (3.12) และ (3.13) ในกรณีที� 0kε γ<  จะ

ได้ 02
kE
ε
γ+ = +  และ 02

kE
ε
γ− = −  และกรณีที� 0kε γ>  จะได้ kE ε+ =  และ 0E− =  จาก

สมการ (3.61) 
 

                        

2 22 2
00

2 2 2 2
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D D

D D
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d d

E E

ω ω
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    ∆ + ∆ +                   = +  ∆ + ∆ +       

∫ ∫  

 
กระจาย 
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2 2 2 2 2 2
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2 2 21 1
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d d d
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−

− −− − −

       ∆ + ∆ + ∆ +                                = + + ∆ + ∆ + ∆ +

∫ ∫ ∫  
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2 2 2D

D

c c c
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E E E

T T T
d d d

E E E

γ γ ω

ω γ γ

ε ε ε

+ + +

−

− −+ + +

      ∆ + ∆ + ∆ +                                 + + + ∆ + ∆ + ∆ + 

∫ ∫ ∫  

                                                                                                                                           (3.77) 
 พิจารณาพจน์แรกทางขวามือสมการ (3.77) เนื�องจาก 0E− =  จะได้วา่ 
 

        
0 0

2 2 2 2
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2 2 2 20
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D D

c c

k k
E

E E

T T
d d

E E

γ γ

ω ω

ε ε
−

− −

− −

→
− −− −

   ∆ + ∆ +              
=

∆ + ∆ +
∫ ∫  

                                                  

2 0

0

sech
2

( 2 )
2

c
D

c

T

T
ω γ

 ∆     
= −                                               (3.78) 
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 พิจารณาพจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.77) เมื�อ 02
kE
ε
γ− = −  จะได้วา่ 

 

                           
0 0
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2
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d d
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−

− −−

     ∆ + −          ∆ +             
=

∆ +  ∆ + −   

∫ ∫  

 

กําหนด 

2
2
0 02

2

k

c

x
T

ε
γ

 ∆ + −   
=  จะได้วา่ 

 

            
0 0
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2 2 2
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2
2 /2 0 0

2 2
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tanh 42 2tanh

2
2

c

c

k
T c

c

k
kcT

E
TT x

d dx
T xE

γ

γ γ

ε
γ

ε
ε
γ

−

∆

− − ∆ +

 ∆ +      ∆ + −      
=

∆ + −
∫ ∫  

                                                      
2 2
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2 4
2 ln

2 c cT T

γ γ

π

  ∆ +∆  = −     
                                   (3.79) 

 
 พิจารณาพจน์ที�สามทางขวามือสมการ (3.77) เนื�องจาก 0E− =  ดงันั 
น 
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tanh tanh
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D D
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k k
E

E E

T T
d d

E E

ω ω

γ γ

ε ε
−

− −

→
− −

   ∆ + ∆ +              
=

∆ + ∆ +
∫ ∫  

                                                  

2 0

0

sech
2

( 2 )
2

c
D

c

T

T
ω γ

 ∆     
= −                                               (3.80) 

 
 
 
 



 67 

 พิจารณาพจน์ที�สี�ทางขวามือสมการ (3.77) เนื�องจาก kE ε+ =  จะได้วา่ 
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d d
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γ γ

ω ω
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ε ε
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+
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− −+

   ∆ +  ∆ +              
=

∆ + ∆ +
∫ ∫  

 

กําหนด 
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2
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c

x
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=  ดงันั 
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c

k
c c

E

T
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T TE

γ γ
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π

+

+

 ∆ +      ∆ + ∆ 
= −

∆ +
                          (3.81) 

 

 พิจารณาพจน์ที�ห้าทางขวามือสมการ 3.77 เนื�องจาก 02
kE
ε
γ+ = +  จะได้วา่ 
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     ∆ + +          ∆ +               
=

∆ +  ∆ + +   

∫ ∫  

กําหนด 
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 ∆ + +   
=  จะได้วา่ 
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k
c c
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T
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T TE
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γ γ
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π

+

− +

 ∆ +         ∆ + ∆    = −  ∆ +    
∫                     (3.82) 

 
 พิจารณาพจน์ที�หกทางขวามือสมการ 3.77 เนื�องจาก kE ε+ =  จะได้วา่ 
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   ∆ +  ∆ +              
=

∆ + ∆ +
∫ ∫  
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กําหนด 
2 2
0

2
k

c

x
T

ε∆ +
=  จะได้ 
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+
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 ∆ +      ∆ + ∆ 
= −

∆ +
∫                        (3.83) 

 
 แทนสมการ (3.78)-(3.83) ลงในสมการ (3.77) 
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     ∆ ∆             ∆ +∆      = − + − + −        

 

       
2 2
0 0 0

2 4
2ln

2c cT T

γ γ

π

∆ + ∆
+ −

2 2 2 2
0 0 00 0

2 4 2
2 ln 2ln

2 2
D

c c c cT T T T

γ γ γ ω

π π
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     ∆ ∆         − − + =  ∆ + ∆ +                  
 

ในที�สดุจะได้ 
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  ∆ ∆   − + − −       = ∆ + ∆ +                      (3.84) 
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  3.2.6 ช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินู จากผลของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี 

0kE ≃  
  จากสมการ 
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∫ ∫  

กระจาย 
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∫ ∫                (3.85) 

 
แทนคา่ ,E E− +  สมการ (3.85) เขียน 
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∫ ∫  
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∫ ∫              (3.86) 

 พิจารณาพจน์ที�หนึ�งทางขวามือสมการ (3.86) 
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∫                            (3.87) 
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 พิจารณาพจน์ที�สองทางขวามือสมการ (3.86) กําหนด 02
kx
ε
γ= −  ดงันั 
น 

 

   
0

0 0

2 0

2 2 2 2
2 2 02 2

0 0

1 1
2

( (0) )
( (0) )

2

k

k

d dx
x

γ

γ γ

ε
ε
γ

− −

=
∆ +∆ + ∆ +∆ + −   
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∫                           (3.88) 

 
 พิจารณาพจน์ที�สามทางขวามือสมการ (3.86) 
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∫                          (3.89) 

 
 พิจารณาพจน์ที�สี�ทางขวามือสมการ (3.86) 
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∫           (3.90) 

 

 พิจารณาพจน์ที�ห้าทางขวามือสมการ (3.86) กําหนด 02
kx
ε

γ= +  ดงันั 
น 
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     =     ∆ +∆    

                               (3.91) 
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 พิจารณาพจน์ที�หกทางขวามือสมการ (3.86) 
 

       
0

0

1

2 2 2 2 2
2 0 0 2

1
sinh

( (0) ) (0)

D
D

k

k

x
d

ω
ω

γ
γ

ε
ε

−
    =  ∆ +∆ + ∆ +∆   

∫  

                                                    1 1 0

2 2 2 2
0 0

2
sinh sinh

(0) (0)
D γω− −= −

∆ +∆ ∆ +∆
          (3.92) 

 
แทนคา่สมการ (3.87)-(3.92) ลงในสมการ (3.86) 
 

        ( ) 1 0
02 2 2 2

0 0

21 1 1
2 2 sinh

4 ( (0) ) (0)
D

γ
ω γ

λ

−
         = − +      ∆ +∆ ∆ +∆     

 

                ( ) 1 1 0
02 2 2 2 2 2

0 0 0

21
2 sinh sinh

( (0) ) (0) (0)
D

D

γω
ω γ − −+ − + −

∆ +∆ ∆ +∆ ∆ +∆
 

                1 1 10 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0

2 2
2 sinh sinh sinh

(0) (0) (0)
Dγ γω− − −

        + + −      ∆ +∆ ∆ +∆ ∆ +∆      

 

 

ได้                                     ( )0
02 2 2 2

0 0

8 2 1
ln 2

(0) ( (0) )
D

D

γ ω
ω γ

λ

  = − −  ∆ +∆  ∆ +∆
 

 

                                               
( )02 2

0

2 1
2

( (0) )0
2 2

0

8

(0)

D

D e
ω γ

λγ ω
− −
∆ +∆=

∆ +∆
 

 

                                       
( )02 2

0

1/22 1
2

( (0) ) 2
0 0(0) 8

D

De
ω γ

λ

γ ω

− + −
∆ +∆

    ∆ = −∆     

 

จาก 1( )n n nx y x nx y−+ +≃  เมื�อ x y≫  ดงันั 
น 
 

         
( )

( )

02 2
0

02 2
0

1/22 1
2

( (0) ) 2
0 01/22 1

2
( (0) )

0

1 1
(0) 8

2
8

D

D

D

D

e

e

ω γ
λ

ω γ
λ

γ ω

γ ω

− + −
∆ +∆

− + −
∆ +∆

    ∆ + ∆                 

≃  
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( )02 2

0

1 1
2

2 ( (0) )
0(0) 2 2

D

D e
ω γ

λ

γ ω

− + −
∆ +∆∆ ≃                  (3.93) 

 
  3.2.7 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินกับอุณหภมิวิกฤติู ู จากผลของ
ช่องว่างพลังงานเทียมกรณี 0kE ≃  

 จาก             ( )
2 0 0 01 1

sech1/2
2 2 2 22 2 2 2

0 0 01.13 4
D

c c c cT T T T

c DT e

γω

λ
ω γ

  ∆ ∆   − + − −       = ∆ + ∆ +  

และ                                                
( )02 2

0

1 1
2

2 ( (0) )
0(0) 2 2

D

D e
ω γ

λ

γ ω

− + −
∆ +∆∆ ≃  จะได้วา่ 

 

                      
( )

( )

02 2
0

2 0 0 0

1 1
2

2 ( (0) )
00

1 1
sech1/2

2 2 2 22 2 2 2
0 0 0

4 22
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D

D

c c c c

D

c T T T T

D

e
R

T
e

ω γ
λ

γω

λ

γ ω

ω γ

− + −
∆ +∆

  ∆ ∆   − + − −       

∆
≡ =

∆ + ∆ +

 

                      
( )

( )

02 2
0

2 0 0 0

1 1
2

2 ( (0) )
00

1 1
sech1/2

2 2 2 22 2 2 2
0 0 0

22
3.53

4

D

D

c c c c

D

c T T T T

D

e

T
e

ω γ
λ

γω

λ

γ ω

ω γ

− + −
∆ +∆

  ∆ ∆   − + − −       

∆
=

∆ + ∆ +

                (3.94) 

 
  3.2.8 สัมประสิทธิไอโซโทป4 จากผลของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี 0kE ≃  

   กระจายสมการ (3.61) ดงันี 
 
 

0 0
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2 2 2 2 2 2
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2 2 2 2 2 2
2 20 0 0

tanh tanh tanh
2 2 21 1

4

D

D

c c c
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E E E

T T T
d d d

E E E

γ γ ω

ω γ γ

ε ε ε
λ

− − −

−

− −− − −

       ∆ + ∆ + ∆ +                                = + + ∆ + ∆ + ∆ +

∫ ∫ ∫  

         
0 0
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2 2 2 2 2 2
0 0 0

2 2

2 2 2 2 2 2
2 20 0 0

tanh tanh tanh
2 2 2D

D

c c c

k k k

E E E

T T T
d d d

E E E

γ γ ω

ω γ γ

ε ε ε

+ + +

−

− −+ + +

      ∆ + ∆ + ∆ +                                 + + + ∆ + ∆ + ∆ + 

∫ ∫ ∫  

แทนคา่ ,E E− +  จะได้ 
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2

2

k

c

D k
c

k

T

d
T

γ

γ

ε
γ

ω γ ε
λ ε

γ
−

         ∆ + −                = − +    ∆ + −     

∫  

                             
0
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2
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tanh
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2
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2
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c

k k
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T

T
d d

γω

γ γ

ε
γ

ε

ε ε
ε ε

γ
−

       ∆ + +            ∆ +               + + ∆ +    ∆ + +      

∫ ∫  

 
หาอนพุนัธ์เทียบกบั Dω  ทั 
งสองข้าง 
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2

k

c
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T

d
T

γ

γ

ε
γ

ω γ ε
ω λ ω ω ε

γ
−

         ∆ + −              ∂ ∂ ∂  = − +∂ ∂ ∂    ∆ + −     

∫  
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2
2
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0

2
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2
2

2
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γ
−

       ∆ + +            ∆ +           ∂ ∂    + + ∂ ∂∆ +    ∆ + +      

∫ ∫                  (3.95) 
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 ∆ +   +    ∆ +∂  
=
  ∂  ∆ + ∆ +   − + +        

               (3.96) 
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 จาก 1

2
cD

c D

dT

T d

ω
α

ω
=  แทนคา่ c

D

dT

dω
 จากสมการ (3.96) 
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ω
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  ∆ +    +    ∆ +  =      ∆ + ∆ +    − + +           

                  (3.97) 



บทที� 4 
ผลการวจิัย 

 
ผลที�ได้จากการคํานวณดงับทที� 3 ทกุกรณีสามารถนํามาเขียนกราฟสําหรับการวิเคราะห์ข้อมลู

ในขั &นตอนตอ่ไป ซึ�งจะแยกพิจารณาเป็นสองกรณีคือ สว่นแรกเป็นกราฟซึ�งเกิดจากผลของไฮบริไดเซชนั
ตอ่อณุหภมูิวิกฤติ อตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�ศนูย์เคลวินกบัอณุหภูมิวิกฤติและสมัประสิทธิไอโซโทป 7

ส่วนที�สองเป็นกราฟซึ�งเกิดจากผลของช่องว่างพลังงานเทียมต่ออุณหภูมิวิกฤติ อัตราส่วนช่องว่าง
พลงังานที�ศนูย์เคลวินกับอุณหภูมิวิกฤติและสมัประสิทธิไอโซโทป7  ในแต่ละส่วนแยกพิจารณากรณี 

k kEε ≃  และ 0kE =  รายละเอียดมีดงันี & 
 

4.1 ผลของไฮบริไดเซชันต่อสภาพนํายวดยิ�ง 
 4.1.1 อุณหภมิวิกฤติู จากผลของไฮบริไดเซชันกรณี k kEε ≃  

  จากสมการ (3.15) 
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     − +                 = +  − +      

∫ ∫  

 
สามารถนํามาหาความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภมูิวิกฤตกิบัสมัประสิทธิ7ของไฮบริไดเซชนัดงัภาพประกอบ
ที� 13 และจากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้เงื�อนไข D cTω >  จะได้ตามสมการ (3.19) คือ 
 

                                                         2 2 1/
01.13c DT e λω γ −= −  
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กราฟระหวา่ง cT  กบั 0γ  ที�แปรคา่ตาม Dω  และ λ  แสดงดงัภาพประกอบที� 13 
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ภาพประกอบ 13 กราฟแสดง cT  กบั 0γ  กรณี k kEε ≃  
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 4.1.2 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินต่ออุณหภมิวิกฤตจิากผลู ู ของ 
ไฮบริไดเซชันกรณี k kEε ≃  

  จากสมการ 
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สามารถนํามาหาความสมัพนัธ์ระหว่างสมัประสิทธิ7ของไฮบริไดเซชนัและอตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�
ศนูย์เคลวินต่ออุณหภูมิวิกฤติดงัภาพประกอบที� 14 จากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้
เงื�อนไข D cTω >  จะได้ตามสมการ (3.24) คือ 
 

                                                              3.53R=  
 
กราฟระหวา่ง R  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม 0 / cTγ  แสดงดงัภาพประกอบที� 14 
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ภาพประกอบ 14 กราฟแสดง R  กบั /D cTω  กรณี k kEε ≃  
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4.1.3 สัมประสิทธิไอโซโทปจากผล2 ของไฮบริไดเซชันกรณี k kEε ≃  

  จากสมการ (3.29) 
 

                                        

0 0

0 0

0 0

tanh tanh
2 2

2
tanh tanh

2 2

D D

c c

D D

D

D D

c c

T T

T T

ω γ ω γ

ω γ ω γ

ω
α

ω γ ω γ

      − +                    +   − +         =        − +    +               
 
 
 
 

 

 
สามารถเขียนกราฟระหวา่ง α  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม 0 / cTγ  แสดงดงัภาพประกอบที� 15 
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ภาพประกอบ 15 กราฟแสดง α  กบั /D cTω  กรณี k kEε ≃  
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 4.1.4 อุณหภมิวิกฤติู จากผลของไฮบริไดเซชันกรณี 0kE ≃  

  จากสมการ (3.15) 
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∫ ∫  

 
สามารถนํามาหาความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธิของไฮบริไดเซชันและอุณหภูมิ วิกฤติดัง7

ภาพประกอบที� 16 จากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้เงื�อนไข D cTω >  จะได้ตามสมการ 
(3.39) คือ 
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ภาพประกอบ 16 กราฟแสดง cT  กบั 0γ  กรณี 0kE ≃  
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 4.1.5 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินต่ออุณหภมิวิกฤตจิากผลู ู ของ 
ไฮบริไดเซชันกรณี 0kE ≃  

  จากสมการ 
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สามารถนํามาหาความสมัพนัธ์ระหว่างสมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนัและอตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�7

ศูนย์เคลวินต่ออุณหภูมิวิกฤติดงัภาพที� 17 จากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้เงื�อนไข 

D cTω >  จะได้ตามสมการ (3.49) คือ 
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กราฟระหวา่ง R  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม 0 / cTγ  แสดงดงัภาพประกอบที� 17 
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ภาพประกอบ 17 กราฟแสดง R  กบั /D cTω  กรณี 0kE ≃  
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4.1.6 สัมประสิทธิไอโซโทปจากผล2 ของไฮบริไดเซชันกรณี 0kE ≃  

  จากสมการ (3.57) 
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สามารถเขียนกราฟระหวา่ง α  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม 0 / cTγ  แสดงดงัภาพประกอบที� 18 
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ภาพประกอบ 18 กราฟแสดง α  กบั /D cTω  กรณี 0kE ≃  
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4.2 ผลของช่องว่างพลังงานเทยีมต่อสภาพนํายวดยิ�ง 
 4.2.1 อุณหภมิวิกฤติู จากผลของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี k kEε ≃  

  จากสมการ (3.61) 
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∫ ∫  

 

สามารถนํามาหาความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภมูิวิกฤตกิบัสมัประสิทธิ7ของไฮบริไดเซชนัดงัภาพประกอบ
ที� 19 และจากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้เงื�อนไข D cTω >  จะได้ตามสมการ (3.64) คือ 
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กราฟระหวา่ง cT  กบั 0∆  ที�แปรคา่ตาม 0,λ γ  และ Dω  แสดงดงัภาพประกอบที� 19 
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ภาพประกอบ 19 กราฟแสดง cT  กบั 0∆  กรณี k kEε ≃  
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 4.2.2 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินต่ออุณหภมิวิกฤติจากผลู ู ของช่องว่าง
พลังงานเทียมกรณี k kEε ≃  

  จากสมการ 
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สามารถนํามาหาความสมัพนัธ์ระหว่างสมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนัและอตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�7

ศูนย์เคลวินต่ออุณหภูมิวิกฤติดงัภาพที� 20 จากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้เงื�อนไข 

D cTω >  จะได้ตามสมการ (3.71) คือ 
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กราฟระหวา่ง / 2R  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม 0, / cTλ γ  แสดงดงัภาพประกอบที� 20 
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ภาพประกอบ 20 กราฟแสดง / 2R  กบั /D cTω  กรณี k kEε ≃  
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4.2.3 สัมประสิทธิไอโซโทปจากผล2 ของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี k kEε ≃  

  จากสมการ (3.76) 
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สามารถเขียนกราฟระหว่าง α  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม 0 / cTγ  และ 0 / cT∆  แสดงดงั
ภาพประกอบที� 21 
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ภาพประกอบ 21 กราฟแสดง α  และ /D cTω  กรณี k kEε ≃  
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 4.2.4 อุณหภมิวิกฤติู จากผลของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี 0kE ≃  

  จากสมการ (3.61) 
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∫ ∫  

 

สามารถนํามาหาความสมัพนัธ์ระหวา่งอณุหภมูิวิกฤตกิบัสมัประสิทธิ7ของไฮบริไดเซชนัดงัภาพประกอบ
ที� 22 และจากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้เงื�อนไข D cTω >  จะได้ตามสมการ (3.84) คือ 
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กราฟระหวา่ง cT  และ 0∆  ที�แปรคา่ตาม 0,λ γ  และ Dω  แสดงดงัภาพประกอบที� 22 
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ภาพประกอบ 22 กราฟแสดง cT  และ 0∆  กรณี 0kE ≃  
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 4.2.5 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินต่ออุณหภมิวิกฤติจากผลู ู ของช่องว่าง
พลังงานเทียมกรณี 0kE ≃  
  จากสมการ 
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สามารถนํามาหาความสมัพนัธ์ระหว่างสมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนัและอตัราส่วนช่องว่างพลงังานที�7

ศูนย์เคลวินต่ออุณหภูมิวิกฤติดงัภาพที� 23 จากสมการข้างต้นเมื�อนํามาประมาณภายใต้เงื�อนไข 

D cTω >  จะได้ตามสมการ (3.94) คือ 
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กราฟระหวา่ง / 2R  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม λ  และ 0 / cTγ  แสดงดงัภาพประกอบที� 23 
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ภาพประกอบ 23 กราฟแสดง / 2R  กบั /D cTω  กรณี 0kE ≃  
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4.2.6 สัมประสิทธิไอโซโทปจากผล2 ของช่องว่างพลังงานเทียมกรณี 0kE ≃  

  จากสมการ (3.97) 
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สามารถเขียนกราฟระหว่าง α  กบั /D cTω  ที�แปรคา่ตาม 0 / cTγ  และ 0 / cT∆  แสดงดงั
ภาพประกอบที� 24 
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ภาพประกอบ 24 กราฟแสดง α  กบั /D cTω  กรณี 0kE ≃  



บทที� 5 
สรุป อภปิรายและข้อเสนอแนะ 

 
 การวิจยัในครั 
งนี 
มีจุดมุ่งหมายคือ ศึกษาผลของไฮบริไดเซชันและช่องว่างพลังงานเทียมต่อ
สมบตัิของสภาพนํายวดยิ+งในหลายกรณีเช่น อณุหภูมิวิกฤติ ช่องว่างพลงังานที+ศนูย์เคลวิน อตัราส่วน
ระหว่างช่องว่างพลงังานกับอุณหภูมิวิกฤติและสมัประสิทธิไอโซโทป ในการสรุป3 และอภิปรายผลจึง
แบ่งเป็นสองส่วนคือ ส่วนแรกกล่าวถึงผลของไฮบริไดเซชันและส่วนที+สองกล่าวถึงผลของช่องว่าง
พลงังานเทียมตอ่สมบตัขิองสภาพนํายวดยิ+ง 
 

สรุปและอภปิรายผล 
5.1 สรุปและอภปิรายผลจากผลของไฮบริไดเซชัน 

  5.1.1 อุณหภมิวิกฤติู จากผลของไฮบริไดเซชัน 

   จากสมการ 
 

                           ( ) ( )tanh / 2tanh / 21 1

4

D D

D D

c
k k

E TE T
d d

E E

ω ω

ω ω

ε ε
λ

+−

− +− −

    = +     
∫ ∫  

 
และ 
 

                                                           2 2 1/
01.13c DT e λω γ −= −  

 
และจากภาพประกอบที+ 13 พบว่าเส้นกราฟขนานกบัแกนนอน แสดงว่าอณุหภูมิวิกฤติไม่แปรคา่ตาม
สมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนั 3

0γ  แตอ่ณุหภมูิวิกฤตจิะแปรผนักบัความถี+คตัออฟของเดอบาย Dω  และ
ค่าคงตัวของการคู่ควบ λ  นั+นคืออุณหภูมิวิกฤติจะเพิ+มตามค่า Dω  และ λ  ที+เพิ+มขึ 
นสําหรับกรณี 

k kEε ≃  เมื+อพิจารณาในกรณี 0kE =  จากภาพประกอบที+ 16 พบวา่อณุหภูมิวิกฤติยงัคงขึ 
นตามการ
เพิ+มของความถี+คตัออฟของเดอบาย Dω  และค่าคงตวัของการคู่ควบ λ  เช่นกัน แต่เมื+อพิจารณาผล
ของไฮบริไดเซชันพบว่าอุณหภูมิวิกฤติแปรผกผันกับ 0γ  คืออุณหภูมิวิกฤติลดลงเมื+อค่า 0γ  เพิ+มขึ 
น 
แสดงว่าผลของไฮบริไดเซชันจะมีผลต่ออุณหภูมิวิกฤติชัดเจน เมื+อพลังงานของแถบการนําสูงกว่า
พลงังานของแถบอื+นที+ไมใ่ชแ่ถบการนํามากๆ เทา่นั 
น 
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  5.1.2 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานที�ศนย์เคลวินู ต่ออุณหภมิวิกฤตจิากผลของู
ไฮบริไดเซชัน 

   จากสมการ 
 

                                                
0 0

0 0

( )/2 2( )/

2 2
( )/2 2( )/

tanh 1D c D c

D c D c

T T

T T

x
dx dx

x R x

ω γ ω γ

ω γ ω γ

+ +

− + − −

=
+

∫ ∫  

 
และ 

                                                              3.53R=  
 
และจากภาพประกอบ 14 พบว่าอัตราส่วนช่องว่างพลังงานต่ออุณหภูมิวิกฤติ R  เพิ+มขึ 
นตาม 
สัมประสิทธิของไฮบริไดเซชัน 3

0γ  ที+เพิ+มขึ 
น และมีค่าเข้าสู่ 3.53  เมื+อ /D cTω  เข้าใกล้อนันต์ตาม
ทฤษฎีบีซีเอสในกรณี k kEε ≃  สว่นกรณี 0kE =  พิจารณาจากสมการ 
 

                               
( ) 0
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/ 2( )/

2 2
/ 2( )/
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T T

T T

y y
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และ 
 

                                                                      
02 1 1

43.53
D

cT RR e
ω γ  −   −      =  

 
และจากภาพประกอบที+ 17 พบวา่สมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนั 3

0γ  มีผลตอ่อตัราส่วนช่องว่างพลงังาน
ต่ออุณหภูมิวิกฤติ R  เช่นกัน คือสามารถพบค่า 3.3R≈  ที+  0 / 4.0cTγ =  และ 3.9R≈  ที+ 

0 / 0.2cTγ =  ซึ+งการพบคา่ R  ที+ตํ+าเมื+อ 0 / cTγ  มีคา่สงูนี 
สอดคล้องกบัตวันํายวดยิ+งประเภทประเภท
เฟร์มิออนหนกัดงัที+เราท์และคณะได้ศกึษาไว้ (Rout; and et all. 2008: 711-730) 
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5.1.3 สัมประสิทธิไอโซโทปจากผล3 ของไฮบริไดเซชัน 

จากสมการสมัประสิทธิปรากฏการณ์ไอโซโทปกรณี3  k kEε ≃  
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และจากภาพประกอบที+ 15 พบวา่คา่ที+เพิ+มขึ 
นของ 0 / cTγ  ทําให้สมัประสิทธิปรากฏการณ์ไอโซโทป 3 α  
เพิ+มขึ 
น และสงูกว่าที+ทํานายไว้ในทฤษฎีบีซีเอส และเข้าสู่ 0.5  เมื+อ /D cTω  เข้าใกล้อนนัต์ตามทฤษฎี
บีซีเอส สว่นในกรณี 0kE ≃  พิจารณาจากสมการ 
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และจากภาพประกอบที+ 18 พบว่าสมัประสิทธิของไฮบริไดเซ3 ชนั 0γ  มีผลตอ่สมัประสิทธิไอโซโทป 3 α  
เช่นกัน แต่พบทั 
งค่า α  ที+ตํ+ากวา่และสงูกวา่ 0.5  แต่ทั 
งสองกรณีให้ผลตรงกันคือมีค่าเข้าสู่ 0.5  เมื+อ 

/D cTω  เข้าใกล้อนนัต์ตามทฤษฎีบีซีเอส 
จากการศึกษาตัวนํายวดยิ+งที+มีเหล็กเป็นองค์ประกอบหลัก และพิจารณาจากแบบจําลอง

ตวันํายวดยิ+งหลายแถบพลงังาน พบว่ามีค่า 3.68R=  (Oh; & et al. 2011: 65-84) และค่า
สมัประสิทธิไอโซโทปที+3 พบในช่วง 0.35 0.4α≈ −  (Klasanov; & et al. 2010) โดยเฉพาะอย่างยิ+ง 

0.81Feα =  (Klasanov; & et al. 2010) แสดงว่าอนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนและโฟนอนยงัคงมี
บทบาทตอ่กลไกการเกิดสภาพนํายวดยิ+ง 
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5.2 สรุปและอภปิรายผลจากผลของช่องว่างพลังงานเทียม 
  5.2.1 อุณหภมิวิกฤตจิากผลของช่องว่างพลังงานเทียมู  

   จากสมการ 
 

                  
( ) ( )2 2 2 2
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2 2 2 2
0 0

tanh / 2 tanh / 21 1
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D D

D D

c c

k k

E T E T
d d
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∫ ∫  

 

และ 
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2 2 2 2
0 0 0 01.13 ( ) ( )c D DT e λω γ ω γ

−
= ∆ + − ∆ + +  

 
และจากภาพประกอบที+ 19 พบว่าอุณหภูมิวิกฤติตามสมัประสิทธิของไฮบ3 ริไดเซชนั 0γ  ที+ลดลง แต่
อณุหภูมิวิกฤติจะเพิ+มขึ 
นตามความถี+คตัออฟของเดอบาย Dω  ที+เพิ+มขึ 
น เมื+อพิจารณาที+ค่าคงตวัของ
การคลับปลิง 0.4λ=  แต่เมื+อพิจารณาอุณหภูมิวิกฤติจากผลของช่องว่างพลังงานเทียมพบว่า 
อณุหภูมิวิกฤติจะลดลงเมื+อช่องว่างพลงังานเทียมเพิ+มขึ 
น พิจารณาในกรณี 0kE =  สมการอณุหภูมิ
วิกฤตคืิอ 
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  ∆ ∆   − + − −       = ∆ + ∆ +  

 
และจากภาพประกอบที+ 22 พบว่าอุณหภูมิวิกฤติตามสมัประสิทธิของไฮบริไดเซชนั 3

0γ  ที+ลดลง แต่
อุณหภูมิวิกฤติจะเพิ+มขึ 
นตามความถี+คตัออฟของเดอบาย Dω  ที+เพิ+มขึ 
นเช่นกัน แต่ที+ค่า 0∆  ค่าหนึ+ง
พบวา่อณุหภมูิวิกฤตกิรณี k kEε ≃  จะมีคา่สงูกวา่กรณี 0kE =  
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  5.2.2 อัตราส่วนช่องว่างพลังงานต่ออุณหภมิวิกฤตจิากผลของู ช่องว่างพลังงาน
เทียม 

   จากสมการ 
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และ 
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และจากภาพประกอบ 20 พบวา่อตัราสว่นชอ่งวา่งพลงังานตอ่อณุหภูมิวิกฤติ R  เป็นไปได้หลายคา่ทั 
ง
มากกว่าและน้อยกว่า 3.53  คือจะเพิ+มขึ 
นตามค่า λ  ที+เพิ+มขึ 
น แต่จะเพิ+มขึ 
นตามค่า 0 / cTγ  ที+ลดลง 
นอกจากนี 
ถ้าพิจารณาตามค่า /D cTω  พบว่าจะไม่ปรากฏค่า R  ที+ค่า / 11D cTω <  ในกรณี 

0 / 0.01cTγ =  และไม่ปรากฏค่า R  ที+ค่า / 15D cTω <  ในกรณี 0 / 10cTγ =  แสดงให้เห็นว่า
ช่องว่างพลังงานเทียมจะไม่มีผลต่อ R  ในกรณี 0γ  ที+ค่อนข้างมาก ส่วนสมการอัตราส่วนช่องว่าง
พลงังานที+ศนูย์เคลวินตอ่อณุหภมูิวิกฤตกิรณี 0kE =  พิจารณาจากสมการ 
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และ 
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และจากภาพประกอบที+ 23 พบว่าอตัราส่วนช่องว่างพลงังานตอ่อุณหภูมิวิกฤติ R  เป็นไปได้หลายค่า
ทั 
งมากกวา่และน้อยกวา่ 3.53  คือจะเพิ+มขึ 
นตามคา่ λ  ที+เพิ+มขึ 
น แตจ่ะเพิ+มขึ 
นตามคา่ 0 / cTγ  ที+ลดลง 
นอกจากนี 
ถ้าพิจารณาตามค่า /D cTω  พบว่าจะไม่ปรากฏค่า R  ที+ค่า / 12D cTω <  ในกรณี 

0 / 5cTγ =  แสดงให้เห็นว่าช่องว่างพลังงานเทียมจะไม่มีผลต่อ R  ในกรณี 0γ  เช่นกัน แต่ที+ค่า 
/D cTω  พบวา่คา่ R  กรณี 0kE = จะสงูกวา่กรณี k kEε ≃  

 
5.2.3 สัมประสิทธิไอโซโทปจากผล3 ของช่องว่างพลังงานเทียม 

จากสมการสมัประสิทธิปรากฏการณ์ไอโซโทปกรณี3  k kEε ≃  

 

                

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

0 0

( ) ( )
tanh tanh

2 2

2 ( ) ( )

( ) ( )

D D

D c c

D D

D D

T T

ω γ ω γ

ω
α

ω γ ω γ

ω γ ω γ

  ∆ + − ∆ + +     = +     ∆ + − ∆ + +           − +      

 

                              
2 2 2 2
0 0 0 0( ) ( )

tanh tanh
2 2

D D

c cT T

ω γ ω γ  ∆ + − ∆ + +  +     
 

 
และจากภาพประกอบที+ 21 พบว่าสมัประสิทธิปรากฏการณ์ไอโซโทป 3 α  มีทั 
งคา่ที+ตํ+ากวา่และสงูกวา่ 
0.5  โดยเฉพาะอยา่งยิ+งที+ 0 / 5cT∆ =  พบวา่ α  เป็นลบในบางช่วงของ /D cTω  ในกรณี 0kE ≃  ซึ+ง
คา่ที+เป็นลบของ α  นี 
สอดคล้องกบัผลการศึกษาของชีเรจและคณะ (Shirage; & et al.2009) ที+มี
การศึกษาสัมประสิทธิไอโซโทปของ 3

1 2 2x xBa K Fe As−  พบว่า 0.18 0.03Feα =− ±  ส่วนในกรณี 
0kE ≃  สมัประสิทธิไอโซโทปคือ3  

 

                       
( )

2 2
0

2 2
0

2 2 2 2
0 0 0

0

2
1 tanh

21

2 4
2 2 tanh tanh

2 2

Dc

cD
D

D
D c

c c

T

T

T
T T

ω

ω
α ω

ω γ
ω γ

  ∆ +    +    ∆ +  =      ∆ + ∆ +    − + +           

 

                                         
และจากภาพประกอบที+ 24 พบว่าสมัประสิทธิไอโซโทป 3 α  เพิ+มขึ 
นตามคา่ 0 / cT∆  ที+ลดลง ซึ+งมีคา่ตํ+า 
กวา่ 0.5  แตมี่คา่เข้าสู ่ 0.5  เมื+อ /D cTω  เข้าใกล้อนนัต์ตามทฤษฎีบีซีเอส 
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ข้อเสนอแนะ 
 เนื+องจากงานวิจยันี 
ศึกษาจากแบบจําลองตวันํายวดยิ+งชนิดสองแถบพลงังาน โดยนําผลของ
ไฮบริไดเซชันและช่องว่างพลงังานเทียมมาอธิบายสมบตัิต่างๆ ของตวันํายวดยิ+งคือ อุณหภูมิวิกฤต ิ
อตัราส่วนระหว่างช่องว่างพลงังานกับอุณหภูมิวิกฤติและสมัประสิทธิไอโซโทป ซึ+งพิจารณากรณีการ3

คลบัปลิงอย่างอ่อนตามทฤษฎีบีซีเอส และความหนาแน่นสถานะพลงังานแบบคงตวั เนื+องจากปัญหา
เหล่านี 
สามารถพิจารณาเพิ+มเติมในกรณีอื+นๆ ได้อีก ไม่ว่าจะเป็นการศกึษาจากแบบจําลองตวันํายวด
ยิ+งชนิดสามแถบพลงังานหรือมากกว่า ตลอดจนการพิจารณากรณีความหนาแน่นของสถานะพลงังาน
แบบแวนโฮป นอกจากนี 
ยงัพบว่าค่าสมัประสิทธิของปรากฏการณ์ไอโซโทปมีค่าเป็นลบในบางกรณี 3

เมื+อพิจารณาผลของชอ่งวา่งพลงังานเทียม ซึ+งนา่จะเป็นอีกกรณีหนึ+งที+ควรจะมีการพิจารณาเพิ+มเติมใน
รายละเอียดสําหรับงานวิจยัครั 
งตอ่ไป 
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