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 The focus of this thesis is to study the moving behaviors of the robot-arm 
application for automatic barrier gate system with 1 degree of freedom level and rotating 
joint structure; to find motion equations using robotics systems theory together with creating 
mathematical model for the analysis and finding solutions of the moving direction using 
minimum energy. In finding the moving direction solution, singularity was excluded.   
 The researcher had designed and created one set of robot-arm for the automatic 
barrier gate system. It was used in the dynamic analysis and the design of the control 
system, testing, collecting data, and analyzing the test results to find angular displacement 
value,  angular velocity, and angular acceleration compared with the power used in raising 
up and down of the robot-arm which varied over time intervals between the values obtained 
in the test and those from the application of the algorithm of minimum energy solution. 
 The solution on the extreme value of the control system from the application of the 
algorithm of minimum energy solution had transformed the optimization through the calculus 
of variance with Two Point Boundary Value Problem (TPBVP) using the developed algorithm. 
This could apply in finding optimal solution of minimum solution for the calculation of angular 
velocity and angular acceleration of the automatic barrier gate system. The research reveals 
that finding solutions would be easy and speedy. 

 The comparisons of both solutions reveal that at the same time and condition, the 
angular displacement value and angular velocity of the application of the algorithm of 
minimum energy solution would yield more stable moving direction, and the angular 
acceleration value at the rotating joint or the motor torque would be less than those using 
the robotics systems theory. In real practice, values of variables could be adapted to reduce 
motor size to save energy. 
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 Sunil K. Agrawal; & T. Veerakleaw (1998) Desinning Robots for Optimal 
Performance During Repetitive Motion, IEEE Transaction on Robotics and Automation, 
No.14 Vol.5 pp.771-777. ��������VW����&Xก���
�Y�ก�Z����
���� ["�V�����\"����
W&]�Vก""�
"�!!VW����&X�
�ก̂Y�ก���V�
���ก�"������ !!_%��` ��]���"Y'"
!&
������]Y��ก�"�X��� &ก&���
�
�"�' !!ก�"���& ���&
� '"&���` 
����Z�� ��� ������� ����
������ก�ก����ก
![�
��������Z���
V�$��"
!ก�"������Y�����	�����"
!&�
�
����VW����&X�������������[�
��������Z���V�$��"
!	����������
]����ก ��!�������%�������]�
Y$���a�ก�"��ก�"V����&
� '"&���`�V�������
������V���]�]��]W�
"�V����ก�"�����
����	�ก	W�V�$���'�
�
�ก	W�V�$����"����������ก��V�� ��a�ก�"�������]�
	������&
� '"
���Z��
&
������ก"��	X  ���
� ]���V��V̂������a�ก�"��%]���"Y������Z�������V����&
!���
����
"���"̂���ก ����V�����������
�ก'"�ก�"V�$����
 ���&
� '"�
�"�!!VW����&X	�]���"YY�ก'"
!�'�����
�����������VW����&Xก���
������
���� 

 ����
Z" ��"� ก��� (2000) ���ก�"#$ก��ก�"[
d����������e�f��
�ก�"V��������
�V���]�]��]W� ����a�ก�"��ก�"V����&
! !!�V�� (Extensions of Optimization Theory and 
Computational Approaches for Higher-Order Dynamic Systems) �'m�ก�"�Z��e�f�"�!!�Z���]�� 
(Linear Systems)  ������Z��Z���]�� (Nonlinear Systems) ������V�
�����"�' !! �\����
� 
(Canonocal Forms) _$����'"�\�Z�X��ก����
�'"��!����!"�' !!�
�����
!���V�$�� (First-Order Form) 
\��]�ก�"����
!���]��ก����'m�����
���!
��
!�
�"�!!]�ก�"�������'m��Z���]�� (General Nonlinear 
Constraints) �
ก	�ก��%ก�"��!�W� !!��
�ก�
!���&�
����
��'m��]��&"� (Linear Continuous  
Feedback Control) �Z�
a�!��"�!!����
!���]��ก��� (Higher Order Systems)  ������������
�ก�������ก
! Extremals  ������ '"'"�����]
� (Second Variation) \��]q�������[���[
 
(Suffcient Condition) 	�&�
�]���"Y ]���'m����&
!&�
����
����!
ก���&���]W� (Minimum 
Trajectories) ���\��]q�������V���]����]W� (Optimality Conditions) ]��V"
!"�!!����
!���]��ก��� 

a�!�����]
� !!��
  �����
]���� '"'"�� (Variation Calculus) �
�����
!���]��ก���Y�ก������
�
]st�กXZ
��
� (Cost Functional)  ���e�f��
� Hamilton-Jacobi �'m��e�f�����Z�V�
กก�"�
�
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["
��"���ก�� (Pontryaginvs Principle) &�
	�ก�
%����
[aX������	�ก]
���a���%Y�ก[�]�	�X\������
\'" ก"�ก�"�������
� �����
]���� '"'"�� \���e�f�"�' !!�
�����
!���V�$�� ]q����V�����%
Y�ก�Z��[��
ก�" ก�'twV�ก"�!��ก�"�������[��
�V������ก��"�!!����
!���]��ก��� \'" ก"�Y�ก[
d���V�
�Z��'m���"��
���
&"�	]
!����Y�ก&�
� (Benchmark Computations) "�V����"�!!����
!���]��ก��� 
 ���e�f�"�' !!�
�����
!���V�$�� \'" ก"��Z�ก�"����"��VX�
%���a�&"� ��a�
�
�  ���Z���a��
�\���Z
� 
(Collocation Method) "���ก
!ก�"�����\'" ก"�����'m��Z���]�� (Nonlinear Programming Solver) 

Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw; & B.C. Fabien (2001) New Computational 
Framework  for Trajectory Optimization of Higher y Order Dynamic Systems, AIAA Journal of 
Guidance   Control and Dynamic Vol.24 No.2 pp.228 - 236 �����	
���%�Z��e�f��
�"�!!
����"��VX'twV��
�ก�"V����&���]W� ��]��]W�_$���'m�����
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!"�!!�����
����
���
�����"�']�ก�"�Z��
�W[
�aX
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�ก�	�

�����"�'�
�]�ก�"
�W[
�aX

��
!���]
��]�
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���]
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����&
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!��%�������]�
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����'"��!����!
����Z
��	���ก�"������"�V����]�ก�"ก�"�����
�������

�����"�']�ก�"Z
%�]��  ��]�ก�"
�W[
�aX

��
!V�$�� ก�"���	��'"��!����!����
%������	
����]"���_
s �"X
�$%���������a����&"�  �����
�
� �[��
]���"Y����
�������������]�ก�"ก�"�����
����	�
�����"�' !!
��ก̂]���"Y���	��Z�\'" ก"������ก
�V����&
!�[��
�Z���ก�"�'"��!����! 

 ����
Z" ��"� ก���;  �� '�]}~� ]�"�
ก��X (2548) #$ก��ก�"�'"��!����!���
[aX������	�ก
ก�"�Z�[�
������
����]W�ก
!ก�"�Z���������������]W���"�!![�#�]&"X (The Comparison of Using 
Minimum Energy and Minimum Jerk in Dynamic Systems) �'m�ก�"����]�
'twV���ก�"V����
�����V���]�]��]W��
�"�!![�#�]&"X��"�' !!�
�����&�
�ก�"������������
�"�!!&�
�
ก�"������ _$��\���
���' �����ก�"ก��V��st�กXZ
���
���������V���]�]��]W��
�"�!![�#�]&"X�
%�
�����Z� [�
���� ���� �����"̂�  ��"����	
�  &��������	
���%����������������������
�"�!!
����
�	�ก�'m�����"�!ก
��������ก�"�������
�"�!![�#�]&"X�
%�������������'m����&�
�ก�"��V���
"��
!����ก
� �Z���������������ก�"�����
�����
�VW����&X 	�กก�"��	
�]"W'���������&
!������������
�ก�������ก
!ก�"�Z�[�
������
����]W��'m�st�กXZ
���
���������V���]�]��]W�_$��	���������ก�"
����"��VX���&
���� ��������
[aX�������'�Z�������
�����V���]� ก������
 ����
%������������ ��
'"�V�
�[�
���� 
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   ]W���� �]����#X � 
�Wa�� (2548) #$ก���ก����ก
!\�"�]"��������W�"Y��&X

&\��
&�����Z�ก�"


ก !!	�ก�e�f��
�"�!!VW����&X\��
�#
�ก��กก�"�������
� ��ก�]
�&�� V���_$�������
����
�
%� !!V�W� �� !!�Z���]���[��
���]�ก�"ก�"�����
�����
������W�"Y��&X

&\��
&�_$��
a�!��\��
]�ก�"

���
"X-��ก"��	X �[��
������ "�!�� �� "�q���
ก�
�\����&X������"��VXก�"�������
�
 ��ก�����V��"�!�������V���]����]W�����
�&
"X ]���"Y���������\��ก�"[
d��\'" ก"����ก�"
��!�W���������]��]W����"�!![�#�]&"X\���
���'	���'m�&�
�ก��V���'��V������&�
�ก�"�V�"�!!
�]��ก�
� ��"�!"������
���&���`�
�"�!!��]q��� V"�
 � �������]��	 �Z�������"���&��  ������
]W����� �[��
�����[�	�"��"���ก
���ก�"V����&
! _$����a�ก�"V����&
!]���"Y������V�����a��$%�
���
ก
!"�' !!�
�'twV����	��V���]���a���  &�\���
���'	����V�
ก������&#�]&"X���Z���ก�"V����
�V���]����]W����Z�"���ก
!'twV��
�\'" ก"��������'m��Z���]��  &�����
�	�ก'twV��'m� !!
[�"����&
"X����$%�ก
!����	$�&�
����ก�" '��'twV����

s&����_Z
��������a���� �����
]�
�����
 '"'"�� _$���'m���a�
�
�����V�'twV�Y�ก '��	�ก'twV����ก�"��!�W���������]��]W����"�!!
[�#�]&"X�'m�'twV����ก�"��!�W��������]��]W��
�"�!!]Y�&#�]&"X\��	�กก�"��]
!\'" ก"�
������������ ������ ������"���"̂���ก�"V����&
! _$��]���"Y	���
�\�"�]"���ก�"�������[��
�'m�
 �������ก�"

ก !!�
�	"��&�
�' 
  ����
Z" ��"� ก��� (2004) ���ก�"#$ก��'twV��"��
������V���]�]��]W��
�ก�"�Z�������
�
���]W��
�ก�"�����
�����'m� !!�Z���]�� (The Minimum Time Problem of Linear Dynamic 
Optimization) \���Z���a�ก�"[�	�"��V�����a���ก�"���Z����V�ก�"����"��VX&��V�
กก�""��!��!��a��Z��
&
����\��&"����]���ก�����$%��$%�
���ก
!�W��
ก����
�'twV��"��
�ก�"�Z�������
����]W� (Minimum 
Time Problem) �
%����� �����V�$��ก̂��
ก�"[�	�"��'twV�ก�"�Z����������
����]W��������V��
�ก
!
'twV�ก�"�Z�[�
����]�����]W�����������$�Y$�����]W����� (Maximum Energy with Free Final Time 
Problem) ���
ก]�"�����Z�ก�"|!
!��%	����
a�!��Y$�"�����
��������V��
�ก
� "�V����'twV��
%�
]
���
 ��
'twV�[�
����]��]W�����������$�Y$�����]W����� ��'twV����������
����]W�]��V"
!"�!!���
�'m��Z���]�� &�ก�"[�	�"��\����a�ก�"�Z�[�
����]��]W�����������$�Y$�����]W���������
��ก���V���
'"�ก�"��&
�����]W������ก�"�'"��!����!��ก�"���
��
��
%�]
�'twV�\����a�"��!��!�Z��&
����
�
%���a�&"� ����a�
�
� ����V��ก������Z
��	������$%� 

 	�กก�"����������]�
�����	
�����ก������
��
%�V���
%�[!��������ก�"#$ก��Y$�"�!!ก�"�����
����
����������[
]���"����V��ก�� �����ก�"���ก�"��	
��V��`�ก���$%�_$����ก�"#$ก���"��
� � ������V��
��ก�"V����&
!�
�ก�"�Z�[�
������
����]W�'"��Wก&X�Z�ก
! ��ก�����Z�ก
%�"Y !!

&\��
&�� �
%���
����	���'m����	�&�
���]�ก�"���ก����Y$�'twV�ก�"�����
���� (Problem Statement)   \���Z��e�f�
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 ��V�
กก�"�����ก�"ก��V��st�กXZ
�V"�
[e&�ก""��
�'twV�	�ก�
%�ก̂]"��� ��ก�����Z�ก
%�"Y��&X
 !!

&\��
&����'m���"��
���
��ก�"��]
!  �������"��VX��ก�"��]
!����\'" ก"��
�[���&
"X���
'"��Wก&X�Z�V�
กก�"�Z�[�
�����

����]W�&�
�'  
 
2.2 ���	�����ก�������
 

2.2.1 ./0���1� (Robot) 
 't		W!
����\�\����
�VW����&X�
%�����	"�wก���V����'��ก &���	�ก��
��&���VW����&X	�

Y�ก����'�Z������
W&]�Vก""��'m�]����Vw�  &�'t		W!
���ก�"������Z� ["�V�����ก�$%� ������	��'m�
VW����&X����Z������ก�" [��X VW����&X]��V"
!���]��"�	 VW����&X����Z������
�ก�# V"�
 �� &�VW����&X
���Y�ก]"����$%��[��
�'m���"��
������
���W��X 	�ก"��
��'t		W!
���%�����ก�"[
d���V�VW����&X�
%����
ก���
����������W��X �[��
�V�
�#
�
���"���ก
�ก
!��W��X�V������Z���&'"�	���
� 

      ก�"#$ก��"�!!�
�VW����&X�
%��'m�
��X����"���������#�ก""�����ก������
�ก
!#�]&"X
��Z�ก�"����"����V���` �����Z�������	��'m����������#�ก""��ss��,��"��
�ก�, 
W&]�Vก�" V"�
 
�����ก�"�
�[���&
"X  �����&#�]&"X'"��Wก&X �'m�&�� VW����&X ��ก�
������������
�����ก�"
'"��Wก&X�Z�ก
�
���� ["�V���ก̂��
VW����&X !! ��ก������������V�$��"��
!�
%������]"� �Z�� ���'t��%����
ก"�	ก"Y��&X 	��"
!]
ww�����������'m�&�� �������	
���%�������]�
ก�"'"��Wก&XVW����&X ��ก�
��������'"��Wก&X�Z�ก
! ��ก�����Z�ก
%�"Y��&X !!

&\��
&�  

2.2.2 ����!��
./0���1� (Robotics definition) 
 ������VW����&X (Robot ) �
%��'m����#
[�X���Y�ก!
ww
&��$%���\���
ก &�������Z���Z� 

���"� ���'m� (Karel Kapek) �"��
� R.U.R (Rossumvs Universal Robots) ��'� �.#. 1920 _$��
V���Y$������ ���	��ก
������
�VW����&X&����&"~�� ISO 8373 ��
 �An automatic machine 
and semi automatics machine, reprogrammable, multipurpose, manipulator programmable 
in three or more axes which may be either fixed in place or mobile for use in industrial 
automation application� V"�
������V�����q������ VW����&X ��
��"��
�	
ก"ก�Z���V�$�������
�
ก��������� !!

&\��
&�V"�
ก$��

&\��
&� ]���"Y�����\'" ก"��V���V����������
������
����
V�$�� V"�
V���
������� 	�&�
�]���"Y\'" ก"��V������
�������
������
� 3  ก� V"�
��กก��� 
VW����&X
�		��$�
���ก
!���V"�
����&�� V��� (Mobile) �[��
�Z������
W&]�Vก""�  

2.2.3 ./0���1��/1:�.ก��! (Industrial Robot) 
 ]����
W&]�Vก""�VW����&X V��
��"�ก� RIA (The Robot Institute of America) ����V�

���	��ก
������
�VW����&X����Z���
W&]�Vก""� _$���'m�����
�"
!ก
������'"�ZW�"��
!��` Z�&� �
�
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!"��
�
W&]�Vก""�����Z�VW����&X 11  V�� ����
'� �.#.1981 ([.#.2524) �
������� �An industrial robot 
is a reprogrammable, multifunctional  manipulator designed to move materials, part, tools 

or specialized devices through variable programmed motions for the performance of a 

variety of tasks.� V"�
������V�����q������  VW����&X
W&]�Vก""� ��
 ���"��
�	
ก"ก����]���"Y
���ก�"\'" ก"��V�����V����"
%� ]���"Y���������V��� ` V������ _$�����"
!ก�"

ก !!���[��
�V�
]���"YV��! 	
! �����
����� �
]�W 
W'ก"�X ��"��
���
 V"�

W'ก"�X[��#�&���` \��ก�"&
%�\'" ก"��[��

��!�W�ก�"�����
�����V����������&��&�
�ก�" 	W�'"�]��X��ก�"'"����~XVW����&Xก̂�[��
�V���
����]���"Y��ก�"������ ����W��X_$��&�
��ก̂�����ก�"'"����~XVW����&X�[��
�Z������
W&]�Vก""�
�[��
���&]����� ���ก
!���� ����&���W�ก�"���& ก�"�������
�VW����&X
W&]�Vก""�	������ !!
"���ก���
���W��X\��	������ !!�|[��]����
�"���ก���������'�Z�'"�\�Z�X��
W&]�Vก""������
%� 
�
����
Z��� ���
���W��X  

 

q�['"�ก
! 1  ]��]���&��� ` �
�VW����&X�'"��!����!ก
!]"�"��
���W��X 

       ����� : ]
�[
�aX  V���'��V�W��. (2551). ���� !"#$%&'()(*+#&*,-%ก��/  
 

        2.2.4 ��������	
��
�
�� (Industrial Robot Type)    
 '"��q��
�VW����&X ]���"Y !�� �ก���V��กV���"�' !!&�� &��
ก����|[���
�
ก�"�Z���� _$���
ก !�� �ก&���
ก���\�"�]"��� ��]���'"�ก
!�
�VW����&X&�� &�ก�"�Z����
]���"Y !��

ก�'m�]
�'"��q��Vw� ` �
���% 

       '"��q� "ก ��
VW����&XZ������&��&
%�
���ก
!��� (Fixed Robot) ]���"Y�����
��V��'�� &�
���]���"Y�����
������� ��� ก�  ��ก��
�VW����&X����Z����������
W&]�Vก""�&��� ` �Z�� �������
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W&]�Vก""�ก�"���&"Y��&X VW����&X����Z����&
����������ก�" [��X VW����&X'"��q���%	����
ก���
\�"�]"�������Vw�\&��
��� �����%��V�
ก��ก �Z�[�
�����V�]���"Y�����
��V����	�ก V���	���
[�
����q���
ก  ����ก�"ก��V���
!��&ก�"�����
��V��
�VW����&X�
���� ����V�VW����&X]���"Y
�����
��V��'��������|[��������ก��V���
���������
%� 

       '"��q����]
� ��
VW����&XZ�����������
������� (Mobile Robot) V���Y$�VW����&X���]���"Y
�����
�����&
��
�	�ก&�� V���V�$���'�
�
�ก&�� V���V�$�����
����
�]"� V"�
��ก�"�����
�����'����
]Y�����&��� ` �Z�� VW����&X����Z���ก�"]��"�	���	
��"X�
�
��Xก"��_�� VW����&X]��"�	�&�q�q[V"�

VW����&X����Z���ก�"��Y���]����� _$��VW����&X���]���"Y�����
��V������% Y�ก

ก !!�
ก����
�
\�"�]"����V���������^ก ����"�!!�����
�����V�]���"Y�����
�����'�� "���
%��� V���	���[�
�]��"
�
q����\�"�]"����
�VW����&X�
�  

2.2.5. B��C��
./0���1� (Type of Robot) 

      \���
���'ก�" !��Z����
�VW����&X	� !��&���
ก���"�'�"��
�[�%���������� (Envelope 
Geometric) _$��ก�"�������
�	W�&�
 (Joint) �
�VW����&X V"�
 ��ก� &���Z���	� &ก&���ก
�

ก�'
_$��]���"Y !��

ก�'m� 2 Z����
���% 

Z��� ]
w�
ก��X V����V&W 

Revolute (R) 

 

�'m�ก�"V�W�"
! ก� 
(Rotary) 

Prismatic (P) 

 

ก�"�����
���� �Z���]�� 
(Linear motion) 

q�['"�ก
! 2  ]��]
w�
ก��X��
&�
�
�VW����&X�����
���� !!V�W� (Revolute)  �������
���� !! 
�Z���]�� (Prismatic)                                                                                                                 

 ����� : Mark W. Spong; & M. Vidyasagar. (1989). Robot Dynamics and Control 
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2.2.5.1 ./0���1�B��CD������E��� (Cartesian Robot)  
  V� W���&X !!��"X���_��� ��
 V� W���&X��������
�����'m��]��&"�&�� �� ก� x-y-z 

�
ก���ก�"�����
�����
�V� W���&X !��%	�
�� �q����'"���&""�']���V�����  ก��
%� 3 �
�VW����&X	�
�����
�����'m� !!�Z���]�� (Prismatic) Y��\�"�]"������
ก����������"��V��
#"��� (Overhead 
Crane) 	��"��ก����'m�VW����&XZ��� ก��"� (Gantry Robot)  &�Y��VW����&X�������&
%�V"�
���'m� !!

����"��ก��� Z�����"X���_��� (Cartesian Robot) 

 

 
 

q�['"�ก
! 3  ]���
ก���ก�"�����
�����
�VW����&XZ�����"X���_��� 

         ����� : T. Bojko.(2004). Educational Cartesian Robot Based on Linear Drives 
 

 
q�['"�ก
! 4  ]���
!��&ก�"�������
�VW����&XZ�����"X���_���V"�
VW����&XZ��� ก��"� 

 ����� : ]W��� Z�w�"��X. (2537). ก-�67ก8-9:6-,*�+ ;:6-,*�+<:�ก-�=>?=&/%&'()(*+<??
ก:@ก 6 #$6-#B,��    

ก�"'"��Wก&X�Z���� ����
�	�ก\�"�]"��������� �̂� "�&�
� ��ก�"�����
���� �
��
%�	$��V���
ก
!��������
������
�V�
ก��ก` �Z�� ��"��V��
#�"����\"����
W&]�Vก""�����Z�]��V"
!\V��Z�%����
������"��
�	
ก" 	
��ก̂!Z�%���� ���'"�ก
!������&�
�ก�"����Y$����
ก���������W�V�W� �'m�&�� 
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2.2.5.2 ./0���1�B��C��
ก����ก (Cylindrical Manipulator) 

                   V� W���&X !!�"�ก"�!
ก ��
 V� W���&X���&�� V����
�ก�"������Y�ก��!�W�����
��������
�"
#�� ����]��  ��
�#� 	
��'m���
&�
 !!\�"���
V�W�  �� !! ก�����
� '"���&"��
ก�"�����
����	��'m�"�'�"�ก"�!
ก VW����&X'"��q���%	��� ก���� 2 (�V��)  �� ก���� 3 (��
#
ก) �'m� 
ก�"�����
�����Z���]�� (prismatic) ]��� ก���� 1 (�
�) 	��'m� !!V�W� (revolute) ����V�ก�"�����
�������
[�%����ก�"�������'m�"�'�"�ก"�!
ก  

 
q�['"�ก
! 5  ]���
ก���ก�"�����
�����
�VW����&XZ����"�ก"�!
ก 

����� : Mark W. Spong; & M. Vidyasagar. (1989). Robot Dynamics and Control  

 
q�['"�ก
! 6  ]���
!��&ก�"�������
�VW����&XZ����"�ก"�!
ก 

����� : ]W��� Z�w�"��X. (2537). ก-�67ก8-9:6-,*�+ ;:6-,*�+<:�ก-�=>?=&/%&'()(*+<??ก:@ก 6 
#$6-#B,��    

ก�"'"��Wก&X�Z���� \���
���'	��Z���ก�"V��!�กZ�%���� (Pick-and-Place) V"�
'�
�Z�%����
������"��
�	
ก" �["��]���"Y�����
��������

ก!"��������'m�Z�
�\["���^ก ` ���]���ก 
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2.2.5.3 ./0���1�B��C:�HI���D�� (Spherical Robot or Polar) 

                 V� W���&X !!�"�ก�� ��
 V� W���&X����� ก�V�W�]
� ก� ���� ก�����
�V�$�� ก� 
�
��
%�'"���&"ก�"���������]���"Y�����
�����'���	��'m�"�'�"�ก�� ��]
� ก���������
����
ก���
ก�"V�W� (Revolute Joint) ��
 ก���� 1 (�
�)  �� ก���� 2 (�V��) ]��� ก���� 3 (��
#
ก) 	��'m�
�
ก����
�ก�"�����
���� ���]��&"�  

 
q�['"�ก
! 7  ]���
ก���ก�"�����
�����
�VW����&XZ���]�s��"��
� 

����� : Mark W. Spong; & M. Vidyasagar. (1989). Robot Dynamics and Control  

 

 
q�['"�ก
! 8  ]���
!��&ก�"�������
�VW����&XZ���Z���]�s��"��
� 

����� : ]W��� Z�w�"��X. (2537). ก-�67ก8-9:6-,*�+ ;:6-,*�+<:�ก-�=>?=&/%&'()(*+<??ก:@ก 6 
#$6-#B,��    

ก�"'"��Wก&X�Z�����
�VW����&XZ���Z���]�s��"��
� �Z�����������ก�"�����
������ ��&
%� 
(Vertical) �[�����^ก��
� �Z��ก�"\V��Z�%��������

ก	�ก��"��
�'t�� (Press) V"�

�		��Z�����Z��
�
 !!	W� (Spot Welding)  
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2.2.5.4 ./0���1�B��C����DM��� (Articulated Arm (Revolute)) 

 V� W���&XZ���
�"X������� ��
V� W���&X���&�� V���ก�"�����
����Y�กก��V��������
&�
 
 !!\�"���
V�W�]����
&�
 ����V�]���"Y�����
��V������V���"���! &�ก̂��ก��ก�"�����
\'" ก"���!�W�  �Wก ก�ก�"�����
����	��'m� !!V�W� (Revolute) "�' !!ก�"�����
����	������ก
!
 ���� _$��	�'"�ก
!����Z����
� ��
� ��!� ��
� ������ ��
��
 ก�"�����
��������V����[�%����ก�"
������ 

 

q�['"�ก
! 9  ]���
ก���ก�"�����
�����
�VW����&XZ���
�������� 

����� : Mark W. Spong; & M. Vidyasagar. (1989). Robot Dynamics and Control  

 

q�['"�ก
! 10  ]���
!��&ก�"�������
�VW����&XZ���
�������� 

����� : ]W��� Z�w�"��X. (2537). ก-�67ก8-9:6-,*�+ ;:6-,*�+<:�ก-�=>?=&/%&'()(*+<??ก:@ก 6 
#$6-#B,��    

ก�"'"��Wก&X�Z���� VW����&XZ�����%]���"Y�Z�������ก���������["��]���"Y����Y$�&�� V���
&��� ` ����� �Z������Z��
� !!	W� (Spot Welding) ����Z��
� �� (Path Welding) ����ก�
� ���&
� 
�����ก��  ����������ก�"�����
������ก ` �Z�� ���[��]� ��� 
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2.2.5.5 ./0���1�B��C:ก��0� (SCARA Robot)  
           V� W���&X !!]ก�"�� (SCARA : Selective Compliance Articulated Robot Arm) 

��
VW����&X����]��]����
���
�VW����&X !!�"�ก"�!
กก
! !!
�"X�������'"�ก
!������
&�
 
 !!\�"���
V�W� 2 ��
&�
  �� !! ก�����
� 1 ��
&�
 VW����&X SCARA 	����
ก��� ก���� 1 
(�
�)  �� ก���� 3 (��
#
ก) V�W�"
! ก� ��&
%�  �� ก���� 2 	��'m��
ก���ก�"�����
�����$%��� 
(Prismatic) VW����&X SCARA 	������
�������"���"̂��� ��"���!  �������� ������]�� 

 

 

q�['"�ก
! 11  ]���
ก���ก�"�����
�����
�VW����&XZ���]ก�"�� 

����� : Mark W. Spong; & M. Vidyasagar. (1989). Robot Dynamics and Control  

 

q�['"�ก
! 12  ]���
!��&ก�"�������
�VW����&XZ���]ก�"�� 

����� : Mark W. Spong; & M. Vidyasagar. (1989). Robot Dynamics and Control  

ก�"'"��Wก&X�Z���� ����
�	�กก�"�����
������ ��"���! ���$%������"���"̂�	$��V���ก
!���
'"�ก
!Z�%�]������
���^ก�"
��ก]X_$��&�
�ก�"����"���"̂� ��ก�"�����
����ก̂���&�
�ก�"ก�"V�W���ก
�
ก &�	�����V���ก
!���'"�ก
!Z�%�]������ก� (Mechanical Part) _$��]����Vw�ก�"'"�ก
!	�

�#
�ก�"V�W� (Rotation) ���
ก����W�&���` �
ก	�ก��%VW����&X !!]ก�"���
��V���ก
!���
&"�	]
! (Inspection)  �����!""	Wq
��X (Packaging) 

 



 14 

2.2.5.6 ./0���1��E����Q�R��� (Serpentine Robot)  
             VW����&X�_
"X�[����X (Serpentine Robot) ก�"�����
�����
�VW����&X��% ���
ก���

�����ก�"�����
�����
��� �����"�' !!ก�"�����
���������ก
!st�กXZ
��
�_���X (Serpeniod Curve) \��
�"��กก�"�����
������%��� ก�"�����
���� !!�_
"X�[����X _$��ก�"�����
������%�ก��	�ก����]
�[
�aX�
� "�
��ก�������%
�
���  �� "��]���������ก"����ก
!&
��� ��
 "��]�������
����� ��&
%�|�กก
!���&
�&�
�
��กก��� "��]�������� ��]
��
]ก
!���&
� �[��
���	��
��V����
� "�q����ก�������%
�
%�V��
]���"Y�
�Z�� "��]�������� �����&
��
��� ����V��ก��ก�"�����
�����ก���$%�����#����
%�  

 

 
 

q�['"�ก
! 13  ]���
ก���ก�"�����
�����
�VW����&XZ����_
"X�[����X 
����� : Johann Borenstein, Grzegorz Granosik; & Malik Hansen. (2005). The OmniTread 
Serpentine Robot Design and Field Performance  

ก�"'"��Wก&X�Z���� �����]��"�	]Y��������_
!_�
� ���'m�

�&"��&�
��W��X �Z�� 
\"�����ss����������"X [�%���������]�"����V"�
ก
��
�&q�["
�]�  ��[�%�������]�
!_
!_�
���ก ก�ก�"
����Y$� 
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2.2.5.7 .0 /���1�!�/��� (Humanoid Robots)  
             V� W���&X��W��X (Humanoid Robots) ��
 V� W���&X���Y�ก]"����$%�������� !!

��W�� X�
����
 ]���"Y [�� ���� �
��V̂� �������"��VX ��&
�]���	�������&
�V� W���&X�
�  
 

 
q�['"�ก
! 14  ]���
ก����
�VW����&X��W��X 

                   ����� : http://world.honda.com/ASIMO 
 

2.2.5.8 .0 /���1�
������ (Parallel Robot)  
                  V� W���&X !!���� (Parallel Robot) ��
V� W���&X�����V����� ����������

 ������ก
���]����
���
&�
���'m� !! 
̂ก��s ��[�__�s"
�"
!��%�V�
ก�� �����������ก���� 
���� ������ ����������&"� �������"̂�]�� &���%�V�
ก�!� [!�������"��
�	���
�ก�"�
!��"��
�!��
"���]��  ����"��
�ก
�Z�%���� �'m�&��  

 
 

q�['"�ก
! 15  ]���
ก����
�VW����&XX !!���� 
����� : http://en.wikipedia.org/wiki/Stewart_platform 
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2.2.6 ���	���
����./0���1� 

 ��ก��'m�]���'"�ก
!���]���
w�
�VW����&X_$��Y�ก

ก !!���V�]���"Y
�����
������
&YW	�ก]���'����'�
�&�� V������&�
�ก�"\��
�#
�\�"�]"����
���
� ��'"�ก
!ก
!
��
&�
&���`�
ก���\�"�]"����
���
&�
	� &ก&���ก
��'&��ก�"�Z���� VW����&X'"�ก
!�'����Z�%�
&�
\�����&�
\��ก
���������	W�&�
����'m� Open kinematics chain 	W�&�
	��'m� !!	W�V�W� (Revolute 
joint)   ��	W�&�
����
� (Prismatic)  	�����	W�&�
��"��ก
��'m�	�����
�#�����
�]"� (Degree of 
freedom) _$��	�����
�#�����
�]"���%�'m�]���V�$������Z�	�� �กZ����
�VW����&X�Z�� VW����&X 5 
�#�
����
�]"�	���	�����
�#�����
�]"�����ก
! 6 �'m�&�� �
ก	�ก��%�
��Z�ก�"	
�����
!Z�%�&�
\���'m�
ก�""�!WZ����
�VW����&X�Z�� VW����&X RRP (SGARA) ��Z�%�&�
\���'m�	W�V�W�  ��	W�&�
����
� (RRP 
��
��	�ก Revolute, Revolute, Prismatic) �'m�&�� !"����[�%����VW����&X�������"��ก��� Workspace
  2.2.6.1 Q���:1��ก���D�V��������
����./0���1� (Kinematics) 
  [�#�]&"Xก�"�����
�����
�"�!!VW����&X �'m�]���]���
w�"��
�V�$������ก������
�
ก
!VW����&X �["���'m�&
���!�W�ก�"�����
��V��
�VW����&X�
%���]����
�&�� V��� �����"̂�  ��
�����"�� \���"�	��Z���a�ก�"�
� Denavit-Hartenberg �����ก�"ก��V��"�!![�ก
��
� &��� ��
 ����
&�
 !!s
"X���"X�������&�ก]X �"��Z�[�ก
� ��"X���Z���� (Cartesian) ��ก�""�!W&�� V��� ��
�����"̂��
���
	
! (End Effector)  ���Z�]�ก�"

���
"X-��ก"��	X ��ก�"V�]�ก�"ก�"�����
����
\���Z�]�ก�"
�W[
�aX

��
!]
� 
 2.2.6.1.1 H��������CD����!1�ก:� (Forward kinematics) 
 ��V
���
��%	�ก����Y$�"�!!]�ก�"'twV��
�"�!![�#�]&"X]��V"
!VW����&X
����"��ก���'twV�s
"X���"X�������&�ก]X (Forward Kinematics) _$��V���Y$� ก�"����"�ก��V��&
� '"�
�
	W�&�
 (Joint Variables) &��� `  ������ก�"������V�&�� V��� ��ก�"V�W��
���
	
! (End- 
Effector) &
� '"�
�	W�&�
��%V���Y$��W�"�V������
&�
 (Link) ��ก"������'m�ก�"V�W� (Revolute or 
Rotation Joint)  ���'m�"������V��
���
&�
��ก"������'m�ก�"����
�-����

ก 'twV�s
"X���"X�������
&�ก]X��%	�������V���&"�����ก
!'twV� 
�����"X�������&�ก]X ��
 ����
�"�"��&�� V��� ��ก�"V�W��
� 
End- Effector  ���	$����ก�"V�&�� V����
���
&�
 &���&
� 
 ]��&���� ��ก���	�������
&�
����ก
! 1+n  	$�[�	�"��	�ก 0  Y$� n  \��
��
&�
 "ก�'m� 0 [�	�"�������
&�
	�ก 1 �'	�Y$� n   ����
&�
 thi −  �Z��
�ก
!��
&�
  i   �� 1−i  
\�������
&�
 thi − �'����� '��&�� 1q  _$�� 1q  ก̂��

�#��
�ก�"V�W���ก"���
���
&�
 !!V�W�V"�

��
&�
�����
���� !!�Z���]��\������s"�[�%�~����
 ����s"� 0  &�
���"����
ก�s"� 1 ��������s"� n  \��
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����s"�  i  
���'"�	���������X  i  �
��
%�[�ก
��
� &���	W�!�����X  i  ��
 ������������
 ]����[�ก
� thi −  
�
�VW����&X���ก���
������
���� 
 �V� iA  ��
\�\�	�����]��&"�ก_X (Homogenous matrix) ����'�����"�'[�ก
��s"�
	�ก  i  �'	�Y$��s"�  1−i  \�������&"�ก_X iA  �'����� '��&��ก�"�'����� '���
�VW����&X  ��
�$%�ก
! 1q  ���� ]���"Y����������"�' 
                                                               ( )1qAA ii =                                                          (2.1) 

 
 \�\�	�����]��&"�ก_X����'�����"�'[�ก
�	�ก�s"� j  �'	�Y$��s"� i  �"��ก��� 
�"��s
"X���Z
����&"�ก_X i

jT V"�
 ]���"Y[�	�"�����]�� !!��
 
       

           jjii
i
j AAAAT 121 ...... −++=                        Y��        ji <                       

 
                                     IT i

j =                                                  Y��        ji =                     (2.2) 
 

            ( ) 1−
= i

j
i
j TT                                             Y��        ji >                            

 
 �� &���\�\�	�����]�"��s
"X���Z
����&"�ก_X iA  ����������� 

 

                                                  







= −−

10
11

i
i

i
i

i

dR
A                                                               (2.3) 

�
��
%� 

                                         







== −−

+
10

... 11
1

i
i

i
i

ii
j

i

dR
AAT                                               (2.4) 

 
\�������&"�ก_X  Ri

j   ]��ก�"V�W��
��s"� j  ���]
�[
�aXก
!�s"� i   
 
                                              i

j
i
i

j
i RRR 1

1... −
+=                                                                      (2.5) 

 
 ����ก�&
"X j

id  Y�ก ����&�� V����
���ก�&
"X����� V���ก������	�ก�s"� j  ����ก������
�ก
!�s"� i   
 
                                                 j

j
j

i
i
i

j
i dRdd 1

11... −
−−=                                                             (2.6) 
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\���Z�ก�"[�	�"��	�ก Denavit Hartenberg parameter V"�
 D-H parameter  &����"��s
"X�
��Z
����&"�ก_X ]���"Y���������'m� 

1,1,,, −−=
iiiii xaxdxzi RotTransTransRotA αθ  

 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )


















−





















































 −

== −

1000

0cossin0

0sincos0

0001

100

0100

0010

001

1000

100

0010

0001

1000

0100

00cossin

00sincos

1

1

ii

ii

i

i

ii

ii

i
ii

a

d
TA

θθ
θθθθ

θθ

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )


















−

−

==
−−

−−−

−−−

−

1000

sinsin0

cossincoscoscossin

cossinsincossincos

11

111

111

1

iii

iiiiiii

iiiiiii

i
ii d

a

a

TA
αα

θαθαθθ
θαθαθθ

                   (2.7) 

 

 ก�"ก��V��[�"����&
"X�
� ��ก� !! Denavit-Hartenberg (D-H Parameters)  
]��&���� ��ก� &�����
�&�
ก
�������
&�
��"�' !!��` �
�q�['"�ก
! 16 �"�	��Z���a�ก�"�
� 
Denavit-Hartenberg �����ก�"ก��V��"�!![�ก
��
� &��� �� ����
&�
�
��
%�&
�&�
�'��%  
 

 

 
 
 

q�['"�ก
! 16 ก�"ก��V��[�"����&
"X�
� ��ก� !! Denavit-Hartenberg 



 19 

�
%�&
�ก�"V�����]
�[
�aX D-H Parameter 
1. ก��V�� ก�V�W��
���
&�
�
%�V���V��'m� ก� z  \���"���	�ก .......0z �'	�Y$� 1−nz   
2. &
%��s"��"���&�� \��ก��V���V��'m��s"� "ก �.&�� V�����`!� ก� 0z  ]��� ก�����V��
��
 0,0 yx  
�
%��V��'m��'&��กf�
���
��� ก��V���V� 1.........1 −= ni  ]��V"
!�
%�&
���� 3 Y$� 5  
 3.  ก��V��	W� io  �'m�	W��"���&�� �]������'m��]����ก����	W�&
����&
%�|�ก"�V���� io   �� 1−iz  \����� io

	��'m�	W����
���!"����	W�&
� Y�� iz   �� 1−iz ����ก
� 	W� io  	�
������	W�V�W� i   Y���]�� ก� iz   �� 

1−iz  &
�ก
!	W� io  	�
���&�!"�������	W�&
��
%� 
4.  &
%� ก� ix  �$%����V�����#���&���]�� �� ก�����'m�	W�&
� iz   �� 1−iz  ��V
���
��� 3. ���	� io  
V"�
����#������&
%�|�กก
!"���! 1−− ii zz  Y�� iz   �� 1−iz  �'m��]��&
�ก
� 
5.   ก� iy  �
%��V��'m��'&��กf��
����
��s"� 
6.  &
%��s"��
� End y Effector �'m�[�ก
� nnnn zyxo ,,,  \��]��&���� 	W�&�
V������ thn −  �'m�
	W�&�
V�W� ก��V�� akn =  ����#���&�� �� ก� 1−iz  &
%�	W��"���&�� no !"������ก̂���&�� ก� nz  
\�������"	�ก��V�����	W�ก$��ก����
���
	
! (Gripper or Tip Tools) 	�ก�
%�&
%� ก� sjn =  ��
��#���&�� ���
���
	
!  �� nin =  �V��'m��'&��กf�
���
��� (s × n) 
7. ก��V��&
� '"���	W�&�
&��� ` (Joint Variable : ii da ,,,α iθ )�
���% 
 1−ia = "���&�� �� ก� ix  	�ก	W� io  Y$�	W�&
� �
��]�� ก� ix   �� 1−iz  
 id   = "���&�� �� ก� 1−ia  	�ก	W� 1−io  Y$�	W�&
� �
��]�� ก� ix   �� 1−iz    
 1−iα = �W�"�V���� 1−iz   �� iz  ����
�	�กV
���ก#" ix  �����' 
  iθ   = �W�"�V���� 1−ix   �� ix  ����
�	�กV
���ก#" iz  �����' 
8. �Z���
���	�ก ��
 1-7 ��ก�"]"��� Homogeneous Transformation Matrices iA  
9. �����"�' !!�
��"��]Xs
"X���Z
����&"�ก_X nn AAT ............1

0 =   
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2.2.7 
�
 
��Z!�!�1� (Forces and Moment) 
 2.2.7.1 
�
ก���D�V�������B�
�:�� (Linear Momentum) 

             "�ก�"�����
�����Z���]���
��
&YW �̂��ก"̂�ก��V���V��
�]�ก�" 
 

( ) ( )
( )

dVrdmrtP
tv

tm ∫=∫= && ρ                                    (2.8) 

 
����
  ρ     ��
 ����V�� ����
����&�
V����'"���&" 
       ( )tV  ��
 '"���&"�
��
&YW������� t ��` 
        r&      ��
 �����"̂� 
 2.2.7.2 Z!�!�1���

�
ก���D�V������ (Moment of Momentum) 

              \����&X�
� "�ก�"�����
�����
��
&YW �̂��ก"̂�	��'m��
�]�ก�" 
 

( ) ( ) ( ) dVrrrrtH AOAOtVA 






 −−∫= &&*ρ                         (2.9) 

 
 2.2.7.3 �!1��กE�D��!�[V��� (Inertia Matrix)  
  ����
�� "���ก"�����V��
&YW �̂��ก"̂������
��������
��
��
�	����V������
�'m�&
�&������ก�"�����
����_$���"��ก��� \����&X�����|��
� V"�
 ��&"�ก_X�����|��
� (Inertia matrix) 
[�	�"���
&YW �̂��ก"̂����������V�� ��� ρ  &�
V����'"���&"�����"�'�"�]���V����� \��
���
��[�ก
���"X
����Z���� xyz0  �
��
%��"�	�V�\����&X�����|��
��
���% 

 

( ) dVzyI Vxx ρ22 +∫=  
 

( ) dVzxI Vyy ρ22 +∫=  
 

( ) dVyxI Vzz ρ22 +∫=  
 

	����\����&X�����|��
� 

yxVxy IdVxyI =∫−= ρ  
 

zxVxz IdVxzI =∫−= ρ  
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zyVyz IdVyzI =∫−= ρ  
 

��ก�" ก�'twV�\����&X�����|��
�	�&�
�
�#
��W�]�!
&��
���&"�ก_X�[��
]���ก��ก�" ก�'twV�
 ��]���"Y����"��VX'twV�����ก���$%���"�!!ก�#�]&"X��� \��������
�\����&X�����|��
��
� ��
ก�"
!	W� O  ]������
�]�ก�" 

                                                           
















=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

o

III

III

III

I                                            (2.10) 

 
2.2.8 ก]ก���D�V��������
�������� (Euler_s Laws of Motion) 

 กf��
��� 1 �
�

���
"X�ก����ก
! "�ก�"�����
�����Z���]�� (Linear Momentum)
   

( ) ( )t
dt

dP
tF =                                                        (2.11) 

 
����
  ( )tF     ��
  "�q���
ก���ก"����ก
!�
&YW �̂��ก"̂� 
_$��]���"Y
a�!�������� 

( ) ( )tmatF G=                                                    (2.12) 
 

 m  ��
 ����
��
&YW 
( )taG  ��
 �����"���
��
&YW���	W�#���Xก����
���� 

กf��
��� 2 �
�

���
"X�ก����ก
!\����&X�
� "�ก�"�����
�����
��
&YW �̂��ก"̂�	��'m��
�]�ก�" 
 

                                                        ( ) ( )t
dt

dH
tM O

O =                                                     (2.13) 

 
����
  O  ��
 	W��$� ��� 
       ( )tM O  ��
 ���
[�X\����&X�
� "�q���
ก���ก"����ก
!�
&YW �̂��ก"̂����	W� O  
       ( )tHO  ��
 \����&X�����|��
��
��
&YW �̂��ก"̂����	W� O  
 
�
��
%�&��กfก�"�����
�����
�

���
"X ก�"�����
�����
�������	W�#���Xก����
��
&YW��
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( ) ( )t
dt

dH
tM G

G =                                                      (2.14) 

  
ก��V���V�  iM �'m�\����&X���	W�&�
��`  �� oir  �'m���ก�&
"X&�� V���	�ก O  Y$� �� "����ก"����ก
!
��
&�
 iF  �
��
%� oir  	�ก��V������
�]�ก�"          
 

GiGoi rrr /+=                                                   (2.15) 
 

����
  Gr  ��
 ����&
"X&�� V����
� G  
       Gir /  ��
 ����&
"X	�ก	W� G  Y$� �� "����ก"����ก
!��
&�
 iF  
        

2.2.9 
D�DM��:��
D��!
������ (Calculus of Variations) 

  �����
]�
����� '"'"�� �
%��Z�'"�\�Z�X�[��
ก�"[
d���e�f�����
�V���]�]��]W��
�"�!!���[�#�]&"X (Optimization of Dynamic Systems) V�
กก�"[�%�~��ก̂��
 
st�กXZ
��
� (Functional); [ ]xJ  
 

 [ ] dtxxtFxJ ft
t

),,(
0

∫= &                                                  (2.16) 

  
\�����st�กXZ
��
�
�	��$%�
���ก
!V���`st�กXZ
����&�
����
�ก̂����
���% 
 

[ ] dtxxxxxxtFxxxJ ft
t nnn ),....,,,,....,,(,.....,,
0 212121 ∫= &&&                        (2.17) 

  
 	W��W��V����
� �����
]�
����� '"'"�� ��
ก�"V�����
�����
������	���'m� 
(Necessary Condition) ]��V"
!�
�ก�"��� (Extrema) �
�st�กXZ
��
� ����
!Y
��'	�ก����Y$�st�กXZ
�
�
��
�&
� '"������ ��st�กXZ
��
��
�V���&
� '"_$��st�กXZ
��
� &���Z���	�����a� !��ก�"
[�	�"��

ก����'m� 3 ก"����
  
 (1) ก�"�"�!���� ��	W�]W�������� ���
� (Fixed End Time and End Point) 
 (2) ก�"�"�!����]W����� &�����"�!	W�]W����� (Fixed End Time, Variable 
end Point) 
 (3) ก�"������ก��V������]W����� ��	W�]W����� (Variable End Time and 
Variable End Point)  



 23 

�������	
���%	��Z���a�ก�"��ก"�� (1) ��ก�" ก�'twV� 
 2.2.9.1 Hb
ก�B�������
Hb
ก�B���C���� ก� � ก�������������

���/C:/C�������
�0��� (Functionals of a Single Function : Fixed End Time and 
End Point ) 
  ก��V���V�st�กXZ
� ),,( xxtf &  �'m�st�กXZ
����������&�
����
��
�
�W[
�aX
��
�

��
!V�$�� ��

��
!]
� 	������
%�V�����&�
����
� ��st�กXZ
������
�W[
�aX��Z�������  

fttt ≤≤0  _$��]
����
�ก
!����
����
!��& (Boundary Condition) ��� ff xtxxtx == )(,)( 00 ���
&�
�ก�"V�����
�st�กXZ
� )(tx  ���_$������
�ก_X�"���_X�
�st�กXZ
��
� [ ] .),,(

0
dtxxtFxJ ft

t∫= & _$��

]���"YV����&
!���\����ก"�!��ก�"�
���% 
  ก��V���V� )(tx �'m�st�กXZ
��'��'"�]��X�
̂ก_X�"���_X [ ]xJ   Y�����ก�"!�ก
�[�������
�st�กXZ
� )(tx ������� )(th �
�q�['"�ก
! 17 �
��
%�������
!����
���]
����
�ก
!����
���
�
!��& 0)()( 0 == fthth  ก�"�'����� '���
�st�กXZ
��
� J∆ ��
 

 
q�['"�ก
! 17 ก�"!�ก�[�������
�st�กXZ
� )(tx ������� )(th ��ก"������"�!���� ��	W�]W��������
 ���
� (Fixed End Time and End Point) 

 

                
[ ] [ ]
( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtF

xJhxJJ
ft

t∫ −++=

−+=∆

0

,,,, &&&
                                        (2.18) 

 
	�กก�"ก"�	��
�Wก"�����
"X ��&
�[	�X(��
"X�)�����

��
!]����%��'	������� 

 

)(tx

 

t  
0t  ft  

)(tx  

)()( thtx +  
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dth
x

F
h

x

F
J

ft

t∫ 







∂
∂

+
∂
∂

=
0

&

&
δ                                             (2.19) 

 
����
 Jδ ��
ก�"'"��������
� J∆ ����
&
���
������

��
!]����%��' ก�"
�����ก"&��
����]
���]�ก�"

( dth
x

F
J

ft

t∫ 







∂
∂

=
0

&

&
δ ) \����a�
�����ก"&����]��� (Integral by Parts) �"�	������� 

 

0
0

tt

t

t
h

x

F
h

x

F
hdt

x

F

dt

d

x

F
J

f

f









∂
∂

−







∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

= ∫
&&&

δ                   (2.20) 

 
����
������	���'m� (Necessary Condition) ���]
����
�]��V"
!����
�ก�"���
��
%�ก̂��
 0=Jδ  ]��V"
!
�W ก �� � ).(th ��� � 
 � "
 ! � �� 't w V � ] Y � � � 0)()( 0 == fthth  �
 � �
% �  � � 
 � � 
 ! � � &   

0tt h
x

F
h

x

F
f









∂
∂

−







∂
∂

&&
	$�V��V���' �"�	�]��&����st�กXZ
� F  ��
�W[
�aX���������&�
����
�]
�


�W[
�aX V���Y$���
"X� 
x

F

dt

d

x

F
&∂

∂
−

∂
∂  �'m���
����&�
����
� �W�]�!
&�����&�
����
��
�ก�"
�����ก"& 

 ]���V��V̂���� 0=Jδ  _$��V���������� 
 

        0=
∂
∂

−
∂
∂

x

F

dt

d

x

F
&

                                                           (2.21) 

 
]�ก�"��� 6 �"��ก��� ]�ก�"�
�

���
"X (Eulervs Equation) _$�����&
!&�
�]
����
�ก
!]�ก�"�Z��

�W[
�aX["�
���������
����
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 2.2.10 RC��!�ก:� ��Q1�R!�EB�� (Dynamic Optimization : 
Basic Result) 

  "�!!��!�W������#�ก""�]����Vw��'m�"�!!����$%�
���ก
!���� \���
���'
	�
�����"�'�
�]�ก�"�Z��
�W[
�aX��������	�กกfV�
กก�"[�%�~���
�s�]�ก]X �Z�� ก�"�����
�����
����
��&X]���"YV����\��กf�
�ก�#�]&"X ก�"Y���������"�
�	�กV�
�]��!""��ก�#q���
ก]���"Y
V��������กf�
���
"X\�������ก]X "�!!���ก����Y$��"��ก\��"����� "�!![�#�]&"X _$��������V�
�����
"�'�
�]�ก�"�Z��
�W[
�aX��
 

 
( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                             (2.22) 

 
 ����
 t  ��
����, ix  ��
&
� '"]Y���(State Variable) �
�"�!!�
��Z�� 

[�ก
��	���
�"��_X \�

����& iu  &
� '"��!�W�'�
����� (Control Input) if ��
 st�กXZ
��
���'������
�'m��Z���]���
�&
� '"]Y��� ix   ��&
� '"��!�W�'�
����� iu  V�ก���ก�"ก��V������V�ก
!
�
�\�"�
��[W& (Control Inputs) )(,),(1 tutu mK  �'m�����
����"���&�� (Initial Condition) �"�ก̂	�
]���"Y���ก�"��������Y� (Trajectory) �
�&
� '"]Y���V"�
]�&&��"��
�!�� (State Variables) 

)(txi  ���������a�
����&�กV"�
��a��Z��&
���� (Analytical or Numerical) ����Z��ก�"�����
�����'m�
�]��&"� (Rectilinear) �
�
�Wq�� (Particle) V�$��V�������q���&� "�ก"����q���
ก���'�
��V� 
]���"Y�����
a�!���������]�ก�"�Z��
�W[
�aX (Differential Equation) �'m� ux =&&  ����
 x  ��

&�� V����
�
�Wq�� �� u  ��
 "�ก"���� 	��V̂��������'m�]�ก�"�Z��
�W[
�aX

��
!]
� (Second-
Order Differential Equation)  &�]���"Y���ก�" '���V��'m�]�ก�"�Z��
�W[
�aX

��
!V�$�� (First-
Order Differential Equation) �
�]�ก�" (2.22) ��� �
����
�V� 21 xx =&   �� ux =2&    ]��V"
!"�!!
�����#�ก""���� ]���������]�ก�" (2.22) �
%� \��'ก&� ���	�&�
���ก�"ก��V��]q����"���&���]�
 
(Initial State) 	�ก�
%�ก̂���ก�"���
กZ��������V�ก
!�
�\�"�
��[W& (Control Inputs) )(,),(1 tutu mK  
�[��
�V�

'�	���s�Xst�กXZ
� (Objective Function) �'m������
�]W�V"�
��ก]W� 'twV�������ก]X	�
�"��กst�กXZ
��
&YW'"�]��XV"�


'�	���s�Xst�กXZ
� (Objective Function) ����
]st�กXZ
��
� (Cost 
Functional)  ��������'m�]�ก�"�
���% 
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f
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t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK               (2.23) 
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�����"���&��, ft  ��
����]W����� ]����
]st�กXZ
��
� (Cost 
Functional) '"�ก
!�'����]
�]��� ]��� "ก��
 ),,,( 1 nxxt KΦ _$��	��$%�
���ก
!����]W����� (Final 

Time)  ��]q���]W����� (Final State) �
�"�!! ]������]
���
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0

),,,,,,( 11 KK  

�'m�]�������$%�
���ก
!������������' (Time History) �
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� '"]Y��� (State Variables)  ��&
� '"
��!�W� (Control Variables) \����� Φ   �� L  ��
st�กXZ
��������'m��Z���]��V"�
�
�������"Xst�กXZ
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(Nonlinear Functions) �
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� '"��!�W�V"�
�
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����s�]�ก]X�']��'twV������#�ก""�#�]&"X���	�
#$ก��&�
�' 

 ก�" ก�'twV������V���]����]W����[�#�]&"XV"�
������ก

'&���_X
�_Z
� (Dynamic optimization) �
%��
ก	�ก	�
�#
�[�%�����"��	�ก ] &&�ก

'&���_X�_Z
� (Static 
optimization)  ����
�	�&�
��Z�����"�� �����������	������� �����
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����� '"'"�� 
(Calculus of variations) �'m�
������ก
�ก���� 'twV��
�ก�"V�������������'�
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� '"��!�W�
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��������]
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ก����'m�
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%������]"� (Degree of Freedom) �
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%������]"������� 
(Single-stage systems)  ��"�!!V���"��
!�
%������]"� (Multistage Systems) ]���������a�ก�"
V����&
!�
�'twV�������ก
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� (Dynamic Optimization) �
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ก���
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�
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Methods) _$����a�&"� (Direct Methods) 	��V������&
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� (Indirect Methods)    

 2.2.10.1 �bj.����กk�.�C:l���:/C���� (Final state are 
prescribed) 
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�  �� (iv) &�
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 �  � � 
� 
( )nxxt ,,, 1 KΦ ��]�ก�" 	������ ����������ก������
���`ก
!ก�"V������V���]����]W�V"�


'&�

��_X�_Z
� (Optimization) ��
� ( )nxxt ,,, 1 KΦ   	�Y�ก&
���%��'��]�ก�"��� (2.23) _$���"�	����st�กXZ
�
�
��V�� (Functional) �'m� 
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]�ก�" (2.26) ก�
!�����'��]�ก�"�
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               ���|���
�]q��� (States) ( )tx j , ��ก"��_X�
�&��[��

"X (Lagrange 
Multipliers) ( )tjλ  (!���"
%��"��ก���\�]�&� (Costates))  ��&
� '"��!�W�'�
�����V"�
�
�\�"�

��[W& (Control Inputs) ( )tuk  ]���"YV�������\��ก�"�Z�]�ก�"]Y���V"�
]�&�
����Z
� (State 
Equations) ��
]�ก�" (2.22) 	����� n  ]�ก�" ]�ก�"\�]�&�V"�
]�ก�"]Y���"��� (Costate 
Equations) ��
]�ก�" (2.28) 	����� n  ]�ก�"  �� ]�ก�" 
���Z
��
�
����Z
� (Additional 
Optimality Equations) ��
]�ก�" (2.29) 	����� m  ]�ก�" ����V���]�ก�"�Z��
�W[
�aX

��
!V�$�� 
(First Order Different Equations) 
���	����� n2  ]�ก�"  ����]�ก�"]��
w (Ordinary 
Equations) 	����� m  ]�ก�" ��ก�"V����|����%������	���'m�&�
���ก�"ก��V������
����
!��& 
(Boundary Conditions) 	����� n2  ����
���  ��&�
�ก��V��]q���������� 0t   �� ft  ���� _$��
]�ก�"�Z��
�W[
�aX (Different Equations) �����ก�""�!W����
����
!��& (Boundary Conditions) ���
����&���ก
�]
����� !!��%	���ก�"�"��กZ��
���'twV�����
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!��&]
�	W� (TPBVP: Two Point 

Boundary Value Problems) ]��� ∑
=

ƒ+=
n

i
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1

λ  �"��ก��������\&������
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of  System)   
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 1 ก��ก���������� (Problem Statement) 
 2 ก�����.
/0������0���.�1���ก��2ก������ (Necessary Condition) 
 3 ;<ก=�ก�����
����
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	��D����.��
�2BB���>�
��
  

    �E��;�F��A        
 4 ��ก2BB2>HF���
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	��.D/0�������?���ก����.���H�A��
 

    D>;�F��A2>Hก����ก2BB�HBB��B�I� 
 
3.1 ก��ก����
����� (Problem statement) 
  
�����	
����?��>	กก����
ก���?�D>	

�����
��0FI���H
Iก�A�?�ก	B2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB
�	�C��	�� (A New Algorithm of Minimum Energy Solution: An Application for Automatic Barrier 
Gate System) V<0
�������
�HBBD>;�F��AF����@�W�B�
C�
ก���?�F�ก��.?�
��ID	�WA�	��	B��<0

�	
��� 

( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                                        (3.1) 
 
  .�/0� t  �/�.�>� ix  �/��	�2��F@��H (State Variable) ��
�HBB�	
.?Z� D�ก	�.��.��.��>VA
C�����.�� iu  �	�2����B�I��[��.��� (Control Input) if  �/� ]�
กA?	��	0�����0��Z.�1�.?�
.F����
�	�
2��F@��H ix  2>H�	�2����B�I��[��.��� iu  ��ก���ก��ก������Z����ก	B���C��>���DI� (Control 
Inputs) )(,),(1 tutu mK  .�1�.
/0����.��0���� (Initial Condition) .��ก̂�HF����@���ก�������E��@� 
(Trajectory) ��
�	�2��F@��H ��/� F.������.�.B�> (State Variables) )(txi  ������
��W�����>��ก 
��/���W�.?�
�	�.>� (Analytical or Numerical) ��� �	��
Z�
.?Z�ก��.�>/0����0.�1�.F����
 (Rectilinear) 
��
��Ib�� (Particle) ��<0
��Z�
��>b�
���2�
ก�H���b�
��ก��0�[����� F����@.��
��W�B�
���
���
F�ก��.?�
��ID	�WA (Differential Equation) .�1� ux =&&  .�/0� x  �/����2��Z
��
�EIb��2>H  u  
�/�2�
ก�H��� �H.�̂�����Z�.�1�F�ก��.?�
��ID	�WA�	��	BF�
 (Second-Order Differential Equation) 
2�ZF����@���ก��2�>
���.�1�F�ก��.?�
��ID	�WA�	��	B��<0
 (First-Order Differential Equation) ���
�	
F�ก�� (3.1) �	0��/���� 21 xx =&  2>H ux =2&   
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�-�.�ก��/ก0����� (Necessary Condition) 
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                           =J  
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V<0
        
                                                                                                      

ftnxxt ),...,,( 1φ                                                       (3.4) 
 
�H�<���
�Zก	B.�>�FI����
 (Final Time) 2>HFb��HFI����
 (Final States) ��
�HBB 2>H 
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f
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t
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mn∫ ),...,,,...,,( 11                                               (3.5) 

 
.�1�FZ����0�<���
�Zก	B.�>���0�Z���� (Time History) ��
F.��2>H���C��>����.�.B�> (State and 
Control Variables) 
 ��ก�����Z�����.���HF���
]�
กA?	����HBBD>;�F��A���.D�0��	���E>�ก��
�A 
(Lagrange Multipliers) .���������F]�
กA?	���> (Cost Functional) �H���F�ก���	
��� 
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C�
��0 )(tiλ  �/��	���E>�ก��
�A (Lagrange Multipliers) �	
�	�� F�ก�� (3.6) .��
����Z����	
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t x f t x x u u dtλ
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+ −∑ &    (3.8) 

 
 ��
�����	
����?�ก�E���0��.�>�2>H���2��Z
��02�Z��� (Fixed End Time and End Points) V<0
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กA?	�  ( )0tx  2>H ( )ftx  ���
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]�
กA?	� (Differentiable Functions) .�1������Fb��H
��B.����
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�Z�H��Z�
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 2>H.�/0��?���Iก��.�
A.>��A (Taylorts Series) ก�H��
F�ก��2>H�	�.�����0����ก���	�
2�ZF�

�<���� (Higher Order Terms) ���
 �H����Z� 
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∂ ∂
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∂ ∂∑
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                          (3.12) 

 
 ��ก��D����E�ก�����Fb��HFI����
�����0 

itft jxhjxh |  | = = 0 ������.��.��
�.����Z�
v

��
 F�ก�� (3.12) 2
กFZ��
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���.�1� 
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d
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−

∂
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x j

∂
∂&

 = 0                                                  (3.13) 

2>H 

                                                           
dt

d

ku

L
−

∂
∂ ' 'L

uk

∂
∂ &

 = 0                                                 (3.14) 

F����	B nj ,...,1=  2>H mk ,...,1=  
 F�ก�� (3.13) 2>H (3.14) .�1�.��.VF.V��������?	� (Necessary Conditions) ��0�H�����
2ก�������Z��ก	B�	���E>�ก��
�A (Lagrange Multipliers) )(tjλ  2>H Control Inputs )(tuk  .��
F����@������F	�D	�WA��
�	�2����0��Z���B�Z���
.��.VF.V��������?	� (Necessary Conditions) 
����>�
��
 
F����	B 
                                         1 1( ,..., , ,... , ),      1,...,i i n mx f x x u u t i n= =&                                  (3.15) 
 
.��.VF.V��������?	� (Necessary Conditions) ��
F�ก�� (3.15) 
 

                                            
1

,      1,...,
n

i

L fi j nij x xj j
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∂
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i
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 ��ก.��.VF.V��������?	� (Necessary Conditions) ��0�
�Z�������
F�ก��.?�
��ID	�WA 2>H 
F�ก��D�?�E�� (Differential and Algebraic Equations) ��0��ก���HBI.
/0������B.����0.�>��Z�
ก	�
F�
.�>�2BB��� �H��ก��.��
ก?/0��Z������.
/0������B.��F�
�I� (TPBVP : Two Point Boundary 
Value Problem) 
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3.3 78ก9�ก�����(��,*(/,�ก:���.;0ก�<��=��>?/��*�>@�A�>�B�0*A
,���
/�����:*(��(CD�>7�E>�? 
 3.3.1 @A
A�>?ก��
C:)�*����
;�(
E0� (Linear Momentum) 
 D����E�2��ก>��0�?�ก	���@2BB�	�C��	����0������
����
2�� L  ��I���B�I� O  ��
����.�̂�.?�
�I� ( ) 0kt &&θω =  �������2�Z���
��>�Z���Z�
����
���/� ρ  
 

                       
   

b�D��Hก�B 18 ก����C�.���A��
2��ก>��0.�>���v 
 
���ก�������.ก��D/����0 0x  ��ก�I� O  @<
 ( )tL  .���H��� 

 

( )t
x

s o

θcos
=                                                             (3.18) 

 

( )t
dx

ds o
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=                                                            (3.19) 

 
�H�������.�̂���
�I� P  ��0�H
H s  ��ก O  �	
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( ) ( ) ( ) ( ) 





 +−=

∧∧

000 cossin jtittstv θθθ&                                   (3.20) 
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
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dx
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θ
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0
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



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∧∧ θ
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θ
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( ) ( ) ( ) ( ) 





 +−=

∧∧

00 cossin
2

1
jtittLL θθθρ &                                     (3.23) 

 
( )tmvG=                                                                    (3.24) 

 
.�/0�  m     �/� ��>��
2��ก> 
        Gv     �/� ����.�̂���
2��ก>��0�I�;��
Aก>�
��
��>  
  
 3.3.2 @A
A�>?C��A
I)�*� (Moment of Inertia ; I ) 
 .�/0���2�
��ก�H�������	�@I2�̂
.ก�̂
.�>/0����0��>��
�	�.�
�H���������0.�1��	��������
ก��.�>/0����0V<0
.��
ก�Z�C�.���A����.w/0�
 ��/�.����กVA����.w/0�
 (Inertia Matrix) D����E�C�.���A
����.w/0�
���b�D 

                           x      
 
 

b�D��Hก�B 19 ก��ก������H
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D����E�����
������ ba , 2>H c .���H��� 
 

( )∫ ∫ ∫ +=
c b a

xx dVzyI
0 0 0

22 ρ  
 

( )∫ ∫ +=
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�������
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 3.3.3 EAก��ก��
C:)�*����,*(/,�ก:���.;0ก�<��=��>?/��*�>@�A�>� (An Automatic 
Barrier Gate System Equations of Motion) 
  D����E���
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	�� ��ก�����> m  ����
����
2��
ก> L  .��0����.�>/0����0��0.�>� 0=t  ��0�I� 2/1 πθ =  .�/0��I� P  .�>/0����0����;��
>
C�
������.�̂� 
v  ��ก�H�	0
�I� 4/1 πθ =  
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1θ

1x

0x

0y

O

P

 
b�D��Hก�B 20 ก��������.�̂���2���	�
w�ก��
2��ก>��0�?�ก	���@
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�>��0FI�ก̂�/� 
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/0����.��0������0.�>� 0=t  ��0�I� ( ) 2/1 πθ =t  C�
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( ) t
L

v
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
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FI����
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2

3
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L
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ก��.�>/0����0��
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��C�.���A��0ก�H���ก	B2��ก>�H��� 
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 ��
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b�D��Hก�B 22 2F�
2�
������0.ก����กก��.F�
�F���
�I���I�2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	��  

 D����E��HBBD>;�F��A��
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	�� 2��ก>����> m  
����
����
2��ก> L  �	
b�D 
 ก��������  
 1u   .�1�FZ����0.�1�FZ���[��.��� (Actuator Input) ��0i��  
 xR  .�1��	��[�
ก	�����{|����F	�FZ����
2�
��Z��B��2���	;��  
 fC  .�1��Z�2�
.F�
����.�1� 2>H������.�1� xRfC µε=  
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3.4 ก��/ก0�����@
���	�>�( (Direct Method) 
 ��
�����	
����HD����E�ก��2ก������ก���?�D>	

�����
��0FI�ก�E� ก����0���B.�>�2>H�I�
FI����
��02�Z��� (Functionals of a Single Function : Fixed End Time and End Point ) 
��กF�ก��ก��.�>/0����0��
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2��ก>����Z�
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F�ก����ID	�WA�	��	BF�
F����@�����.��
������2BB ���b���-F.�� (State Space) �/� 

    
   21 θθ =&                                                         (3.33) 

  

1121
2

12 )cos(
3

sin
2

3

2

3
ug

LL
mg

L
+






 +−−= θµεθθµεθ &&                       (3.34) 

 
2���Z�D�����.���A ,3.0,8.9,0.1,0.3 ==== µgmL   2>H 01.0=ε  
 

      
( ) 111

2
12

)cos()083.0(sin)9.4(

)0015.0(

u++−

−=

θθ

θθ &&

                          (3.35) 

 
C�
��.
/0������B.�� (Boundary Condition) �/�   2/)(,0)0( 11 πθθ == ft&&  
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3.5 ��=�ก��
C:)�*����,*(/,�ก:���.;0ก�<��=��>?/��*�>@�A�>� (Trajectory Planning) 
.��ก�����.�>���0�I�.��0����  0t  ��
����Z� thi −  
�	
�	��.���H���.�>���0�I�.��0����  0t  

( ) 00 qtqi =                                         (3.36) 
 

( ) 00 qtqi && =  
 

2>H.�>���0�I�FI����
  ft  

( ) 1qtq fi =                                         (3.37) 
 

( ) 1qtq fi && =  

 
 

b�D��Hก�B 23 2F�
�Z��I���
2��ก>��02���	������?Z�
.�>� 
 

��กF�ก����0 (3.36) 2>H (3.37) �	�����
�Z�������
F�ก��CD>�C�.��
>�H��� 
 

3
3

2
210 tatataaqd

i +++=                           (3.38) 
 
���ก����].]�.�>.?�
>F�ก�� (3.38) �H�������.�̂�.?�
�I���
2��ก>�	
F�ก�� 
 

2
321 32 tataaq

d

i ++=
•

                          (3.39) 
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���F�ก�� (3.38) 2>H (3.39) �H���F�0F�ก��2>HF�0�	�2�� 
 

3
03

2
020100 tatataaq +++=                           (3.40) 

 
2

030210 32 tataaq ++=&                           (3.41) 
 

3
3

2
2101 fff tatataaq +++=                           (3.42) 

 
2

3211 32 ff tataaq ++=&                           (3.43) 
 

���F�0F�ก������
�Z�����.����กVA�H��� 
 





















=







































•

•

1

1

1

0

3

2

1

0

2

32

2
00

3
0

2
00

3210

1

3210

1

q

q

q

q

a

a

a

a

tt

ttt

tt

ttt

ff

fff

                              (3.44) 

 
���2BB��ก��2ก������C�
�	0�v�� .�/0�  00 =t  �H��� 
 



















=







































1

1

0

0

3

2

1

0

2

32

3210

1

0010

0001

q

q

q

q

a

a

a

a

tt

ttt

ff

fff

&

&
                              (3.45) 

 
��กF�ก�� (3.45) �H��� 

00 qa =   ;    01 qa &=                                                 (3.46) 
 
.���H�� 2a  2>H 3a  �����กF�ก�� 

( ) ( )
2

1001
2

23

f

f

t

tqqqq
a

&& +−−
=                                     (3.47) 

( ) ( )
3

1010
3

.2

f

f

t

tqqqq
a

&& ++−
=                                     (3.48) 
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3.6 @C�(E�0�(,*(/,�ก:���.;0ก�<��=��>?/��*�>@�A�>� 
 3.6.1 ก��**ก/��,��
,*(/,�ก:���.;0ก�<��=��>?/��*�>@�A�>� 

 2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	����>	ก=EHC��
F���
�>	ก.�1�2BBก>�ก 1 ก����Z� 
(One Arm link) V<0
F����@.�>/0����0���
����.�̂�F�
�� 1 2ก���I�C�
��02ก���I����
�����
����.�̂�
.?�
�I�F�
FI���H��E 6 �������Z���Bก�����
�� 

 

 
 

b�D��Hก�B 24 C��
F���
C�
�����
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	�� 
 

 ก����ก2BB2>HF���
2��ก>���D����E�.>/�ก�	F�I��0����@�ก ��
Z�
��������	ก.B� ��
FZ����0.�1�i���H�?�.�>^ก2�Z�.��H��.D/0�
<����2��ก>�
�Zก	B��0.�/0�
��ก���
�	B������	ก2>H.�/0���ก��
.���0

 �HBBก>�ก��
2��ก>�H��2ก���I��
�Z 1 2ก� �/� �H��Z�
i�� 2>H2��ก	��V<0
���������0ก	��
�@
��A  
 
����
 1 2F�
������
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	�� 

�H
H ����ก����� (��.) 
a 335 
b 270 
c 200 
d 880 
e 3000 
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3.6.2 ก��**ก/��/,�,*(/,�ก:���.;0ก�<��=��>?/��*�>@�A�>� 
 2����
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	�������ก�>���.��
�ก>Z�
������ ก���
 25 

��>>�.��� F�
 76 ��>>�.��� 
�� 1 .��� ��F�FH����2F
F����F>	Bก	BF�2�
 2>H.�>/�B���
��D^�กV�0
.D/0�.�>/�Bก	�F��� 

 
 

b�D��Hก�B 25 2F�
2����
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	�� 
 

3.6.3 ก��**ก/���[��,��
C:)�*�,*(/,�ก:���.;0ก�<��=��>?/��*�>@�A�>� 
 ��ก����ก2BB�HBB�	B.�>/0����
2��ก>��0�?�ก	���@
��A2BB�	�C��	��.>/�ก�?�

��.���A�]][�ก�H2F��
 (DC motor) ��0@�ก��Hก�B���ก	B ?I�.ก�
�A 2>H FZ����B�I� �Z�
v �����
C���>.��
�ก	� C�
��.���A?�������H��F�
�Z��?�
��.D�

 3 .F��.�Z��	�� �/� VCC,GND 2>H
F�
F	���E��B�I� (Control Line) V<0
F����@��B�I������.���A��I�V��
 ��/� ��������ก
F�
F	���E.D�

.F��.��
�C�
F	���E��0�?���B�I�����H.�1�F	���E D	>FA������ (PWM) 2BB 
TTL Level �H�	B2�
�	���0�Z�
�����.���A����H�
�Z��?Z�
��H��E 4 @<
 6 C�>�A �������
��.���A?������
ก̂�/� �H������.>^ก������	ก.B� ���2�
B��F�
 ก��D>	

�����
 2�Z��.���A����H@�กก����������I����2�Z
.D�

?Z�
 0-90º .�Z��	�� ��.���Aก�H2F��
ก��ก��>	
�]][� 100 �	��A ���2�
B�� 60 ����	�..��� ��ก��
�	B2>H��ก���?�?I�.]|�
��.D/0�����B��.���AC�
.�1�ก������B2BB.D�0�2�
B��  

 

 
 

 b�D��Hก�B 26 2F�
FZ����Hก�B�Z�
v��
��.���A 
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     3.6.4 ก��**ก/���[��C��C\A
C�)�*(ก���=��>?/��*�>@�A�>� (Automatic Barrier 
Gate Control System) 
  3.6.4.1 /](�(��C��C\AA*
>*�? 

 2�
�
����B�I��H���������0��ก���	B���F	0
���2��Z
2>H�Z�.กE�Aก����B�I�
��ก��C�����C��>.>��A��0���C��2ก�����2>�� ��ก��ก���B��A���B�I�
	
���������0.�1��	��	B��.���A
��ก���
 C�
B��A���B�I���0��Hก�B.F�̂�2>��2F�
�	
b�D 
 

 
 

b�D��Hก�B 27 2F�
2�
�
����B�I���.���A 
��0�� : ���;	ก��z ?�EH�
;A (2551).���������	

������
��ก��
����  

 
��ก�
����B�I�2�>Z
�Z�
�]�������ก�2��.���A��/�����2�>
 AC 9 C�>�A ��/� DC12 

C�>�A C�
�Z���
����C��2BBB����A.�ก���].���A.D/0��	��	����
�2��.���A��0�Z�.���ก	B IC1 .B��A 
LM7805 .D/0������2�
�	�.���ADI��
��0 5 C�>�A.�1��].>��

���ก	B�
��C�
��2�>���� 1 .�1��	�2F�

F@��Hก�����
�� FZ�����.��.V��A C1,C2,C3,C4 ���������0ก��
ก�H2F 2>H2�
�	�������H��E 
12 C�>�A ��กFZ����<0
�H������[�����ก	B��.>
A  
           ��V� 2 .�1���V���C�����C��>.>��A.B��A AT89C1051 ��
 ATMEL �����ก��C��2ก�������>��0
.�1��	�����ก�����
�����b�
��2>�� C5, R2 2>H SW6 �H.�1�FZ����
ก����.V� 2>H C6, C7, X1
.�1�ก��F���
F	���E����ก����ก	B��V� V<0
FZ����
 IC2 �H���������0��B�I�2>HF	0

����FZ����
 
C��2ก���	�
��� C�
.��0���กก�����ก������F�Bก��ก�F���VA��0 1, 2, 3, 4, 2>H 5 ��0F���VA 1 (���) 
�H.�1�ก��F	0

�������.���A��I�����
����/� 2>H��0F���VA 3 (V��
) �H.�1�ก��F	0

�������.���A
��I�����
V��
�/� C�
�H��2�>���� 2 2F�
��;��
ก����I�����
V��
�/� 2>H2�>���� 3 2F�
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��;��
ก����I�����
����/� �>	
��ก��0.>/�ก��;��
��
��.���A2>����.>
A 1 2>H ��.>
A 2 �HF>	Bก��
���
�� .D/0����ก��ก>	B�	����
ก�H2F�]��0�[�����ก	B��.���A �����;��
ก����I���0.��.>/�ก��� F���VA 
2 �H.�1�ก��F	0
�����.���A�
I���I� 2>H2�>����2F�
��;��
ก����I��H�	B�	�
��Z FZ��F���VA 4 2>H 5 
.�1�>����F���VA���������0ก������I�F���FI���0�H�����.���A��I�����
V��
��/���� C�
ก�����.�1�
.
/0������ก���ก��ก�F���VA 1 (���) 2>�� �>	
��ก��.���A��I� 2>H��ก��ก���0F���VA 4 (�
I�_���) 
���
����H��������.���A�
I���I��>	
��ก�	����ก���ก��ก�F���VA 1 (���) ��ก��	�
 �H��ZF����@������
��.���A��I�����
������2�Z�HF����@ก�F	0

��F���VA 3 (V��
) ���.D�

�
Z�
.��
���ก�Z�F���VA>����
��
F���VA 4 (�
I�_���) �H.����
���<
�HF	0

��F���VA 1 (���) �����ก��	�
 FZ����
F���VA 2 2>HF���VA 
5 (�
I�_V��
) ก̂���>	กก���������
.��
�ก	���0�I��Z� IN1 F����@������Z�ก	B?I�.V�.V��A.D/0�
�	�2�>
�?���
���/0�v���  

 

 
 

b�D��Hก�B 28 2F�
��
>H.��
���
�I�ก�EA�
����B�I���.���A 
  ��0�� : ���;	ก��z ?�EH�
;A (2551). ���������	

������
��ก��
����  
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  3.6.4.2 +A@C�C*�@��:
:*�? 
   ��C�����C��>.>��A.�1��I�ก�EA��.>^ก�����กFA?�����<0
��0������F����@

��ก���?�.�1��I�ก�EA��B�I���0F����@C��2ก�����V<0
������IB	���ก���?�
��ก	��
Z�
2D�Z�>�
 
.�/0�
��ก�?�
��
Z�
2>HF����@��H
Iก�A�?�
������
Z�
�>�ก�>�
 
 FZ����Hก�B��
��C�����C��>.>��A 
 1 ��Z�
��H��>�> (Central Processor Unit) .�1�FZ����0�	�F����.ก�0
�ก	Bก�����
���Z�
v 
 2 ��Z�
������� (Memory) .�1��	���0�H.ก̂B�����>�Z�
v��0���
�?�����C�����C��>.>��A��Z�Z�
�H.�1���Z�
�������C��2ก����/���Z�
������������> C�
��Z�
���������0�?����2กZ ROM, EPROM, 
EEPROM, RAM ����	�
��Z�
�������2BB FLASH 
 3 D��A�F	���E.���2>HF	���E��ก (Input & Output Port) .�1�FZ����0�?�����Z�ก	B
�I�ก�EAb�
��ก 

4 �IEF�B	���/0�v ��C�����C��>.>��A�H��]�
กA?	�D�.;=.D�0�.��� .?Z� Timer Counter, 
Analog to Digital Converter, PWM, Analog Comparator, UART/USART F����@���
�����
ก���
���
 2>H�?��I�ก�EA�Z��Z��ก	Bb�
��ก���
��ก 2>HF����@��H��>���F	0
����� 1 Clock 
F����	B
�����	
����H�?���C�����C��>.>��A AT89C1051 ���
.��I�>��ก���?��I�ก�EA��0�Z��Z����
�
�����
?��� ����@�ก��2�>Z
�����>���
Z�
��ก��D	�����HF��W�b�D��ก����H��>�>.��
B.�Z���
C��CD�.VF.V��A���� 8 B�� ��/�16 B��  

 3.6.4.3 ก��
,���@��/ก�A+A@C�C*�@��:
:*�? 
        .�1�ก��.��
�C��2ก��.D/0��	B�Z����2��Z
���
��
 (Reference) ��ก���D��.���A 

2>H�����>�[��ก>	B��ก Potentiometer V<0
�Z�ก	B.D>���
��.���A2>H����Z��	�
F�
����H��>�>
.D/0�������F	���E��B�I� .D/0������F���
F	���E PWM .D/0��	B��.���A�Z��� 2���	
ก�����
��
��
C��2ก��2F�
�	
b�D��Hก�B 29 

 
�����	
���.�1�ก����ก2BB2>HF���
�HBB��B�I����2��Z
��
��V���.���AC�

�?���C�����C��>.>��A AT89C1051 ��
 ATMEL C�
����.�̂� 2>H���2��Z
��0���
ก���H@�ก
�[��.��������ก	B��C�����C��.>��A��
D��A���Iก�� C�
�H�?�C��2ก�����.���A.]F (Visual Basic) 
.�1��	�����Z��	BFZ
�Z� 2>H��ก����B�I������.���A��I��������.�̂� 2>H��
	
���2��Z
��0���
ก��
�	���H�Z���
���	B��.���A��ก�
����ก���	B��.���AC�
�?� AT89C1051 V<0
�H.�1��	�F���
 Pulse 
Width Modulate ��ก���	B��.���A 2>H��FZ����
ก������F�B���2��Z
�H�?�>����F���VA FZ
�Z�
ก>	B��
	
��C�����C��.>��A ��ก�	���HFZ
�Z���2F�

	
C��2ก�����.���A.]F��
���D��.���A 

 



 51 

 
 

b�D��Hก�B 29 2���	
ก��.��
�C��2ก����C�����C��>.>��A 
  ��0�� : ���;	ก��z ?�EH�
;A (2551). ���������	

������
��ก��
����  
 



����� 4 
��ก
���
����������
�����ก
���
�� 

 
 ��ก����	
���

���
 �����	
������������� �
���
 

1. �ก���������� ������	�กก��!�������ก�!�"�#�ก

��$��%&����
%'��
%� 
2. )� ������� ������ก��!��������')��ก�����*���%��&	�ก��ก��ก��

���+"��!�"������ก�!�"�#�ก

��$��%&����
%'��
%� 
3. ������ -&��	�กก��!���� 

 
 �������	
���

���
.����/�ก��!�������ก�)0� 2 �/�� �+� !������ก��!����12"�.����ก�������
���ก�!�"�#�ก

��$��%&����
%'��
%��*+"��#���ก��!�����ก������������3��ก�2
� �� ������ก�!�"�)�
�
�.)%��#/������ �������������!�".����������� � ก� 	
� �������� �� ������/��#���3� ����)���
ก��4 ��ก�/��-�2"��+� ก��)� ���������')��ก�����*���%��&'����5
�������	�ก��ก��ก��
���+"��!�"������ก�	�ก!678����� ��-3/���%& )� �3ก%&�#�ก
�-�
กก�����ก���#�*�
��������!�"�3� 
12"���ก��!������
.���#�')��ก�� MATLAB VERSION 5.3 ��ก��52ก7���+"��	�ก�)0�')��ก��!�"
�-�� ����ก���ก�)FG-�ก�������H�#��%
���� �� ก��44I�!�"������!�"�/��%/�ก���#���� �� ��
�������������ก���������
*J& '�������	
���-���!�")K���������ก�"��ก
����ก�!�"�#�ก

��$��%&���
�
%'��
%�!�"%���ก��	 52ก7� 4 ����������ก
��+� ������ก���ก �/��3���ก���ก�2
� �� ������� �� 
�
��-�
ก������ก�!�"!��ก��52ก7��*+"��)�����!����/�� � ก� 	
� �������� �� ������/��#���3� ���
���ก�!�"�)��
�.)%��#/������-�
�	�ก�

�')��ก��	 !��ก�������H�/������-�� ������3�����
��������ก�� �*+"�!��ก�������� -&��ก��!����%/�.)  
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4.1 �ก������������
�����
กก
���
���� ก����!"�ก#$ �%& '�����#'( �#'� 
  
 4.1.1 �������
กก
���
������� ก����!"�ก#$ �%& '�����#'( �#'� 
 
%���� 2 ����������ก���ก �2
�-�� ������ก� ���"�%��!�"�3� 0 ��5� $2��3� 15 ��5� 

��

�!�"�ก �����ก�2
� (����!�) �����ก�� (����!�) 
1 1.0 1.0 
2 1.0 1.0 
3 1.1 1.0 
4 1.1 1.1 
5 1.0 1.0 
6 1.0 1.0 
7 1.0 1.0 
8 1.0 1.0 
9 1.0 1.0 
10 1.0 1.0 

�/��U��"� 1.02 1.01 
 

%���� 3 ����������ก���ก �2
�-�� ������ก� ���"�%��!�"�3� 0 ��5� $2��3� 30 ��5� 

��

�!�"�ก �����ก�2
� (����!�) �����ก�� (����!�) 
1 1.5 1.3 
2 1.5 1.4 
3 1.6 1.3 
4 1.6 1.4 
5 1.6 1.4 
6 1.6 1.3 
7 1.6 1.3 
8 1. 6 1.4 
9 1.5 1.4 
10 1.5 1.4 

�/��U��"� 1.56 1.36 
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%���� 4 ����������ก���ก �2
�-�� ������ก� ���"�%��!�"�3� 0 ��5� $2��3� 45 ��5� 

��

�!�"�ก �����ก�2
� (����!�) �����ก�� (����!�) 
1 2.0 2.1 
2 1.9 2.1 
3 2.0 2.0 
4 2.0 2.1 
5 2.0 2.1 
6 2.0 2.3 
7 2.0 2.3 
8 1.9 2.3 
9 2.0 2.2 
10 2.0 2.2 

�/��U��"� 1.98 2.17 
 

%���� 5 ����������ก���ก �2
�-�� ������ก� ���"�%��!�"�3� 0 ��5� $2��3� 60 ��5� 

��

�!�"�ก �����ก�2
� (����!�) �����ก�� (����!�) 
1 2.2 2.8 
2 2.3 2.8 
3 2.3 2.7 
4 2.3 2.7 
5 2.3 2.7 
6 2.3 2.7 
7 2.2 2.7 
8 2.2 2.7 
9 2.3 2.7 
10 2.3 2.7 

�/��U��"� 2.27 2.72 
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%���� 6 ����������ก���ก �2
�-�� ������ก� ���"�%��!�"�3� 0 ��5� $2��3� 75 ��5� 

��

�!�"�ก �����ก�2
� (����!�) �����ก�� (����!�) 
1 2.8 3.0 
2 2.7 3.0 
3 2.8 3.1 
4 2.7 3.1 
5 2.7 3.0 
6 2.7 3.1 
7 2.7 3.1 
8 2.7 3.1 
9 2.7 3.1 
10 2.7 3.1 

�/��U��"� 2.72 3.07 

 
%���� 7 ����������ก���ก �2
�-�� ������ก� ���"�%��!�"�3� 0 ��5� $2��3� 90 ��5� 

��

�!�"�ก �����ก�2
� (����!�) �����ก�� (����!�) 
1 3.0 3.3 
2 2.9 3.2 
3 3.0 3.3 
4 2.9 3.3 
5 2.9 3.3 
6 3.0 3.3 
7 3.0 3.4 
8 3.0 3.2 
9 3.0 3.3 
10 3.0 3.3 

�/��U��"� 2.97 3.29 
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%���� 8 ���������U��"���ก���ก �2
�-�� ������ก� ���"�%��!�"�3� 0 ��5� $2��3� 90 ��5� 

�3��ก �����U��"��ก�2
� (����!�) �����U��"��ก�� (����!�) 
0 0 0 
15 1.02 1.01 
30 1.56 1.36 
45 1.98 2.17 
60 2.27 2.72 
75 2.72 3.07 
90 2.97 3.29 

 
 -���$�ก�����+"��!�"������ก�!�"�#�ก

��$����
%'��
%� (Trajectory Planning) !�"����  t  ��c 
	�ก��ก��!�����ก�������� �����U��"���ก���ก�2
�������ก�%���3��ก�2
� �� !�"�)��
�.)%��
#/������	 �)0��
���
 
 

( ) 00 0 === ttθ         ����!� 
 

( ) 02.1
12 1 === tt
π

θ   ����!� 

 

( ) 56.1
6 2 === tt
π

θ    ����!� 

 

( ) 98.1
4 3 === tt
π

θ    ����!� 

 

( ) 27.2
3 4 === tt
π

θ    ����!� 

 

( ) 72.2
12

5
5 === tt

π
θ    ����!� 

 

( ) 97.2
2 6 === tt
π

θ    ����!� 
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!��ก��)� ��H�/���#/������*-3���ก���
� n  (nth Degree Polynomial Interpolation) ��)���!
"�.)
���-�
�*-3�����ก�� n  �+�  
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!��ก���ก�� ����ก��	 .���/� 6210 ...,,, aaaa  �

���
 

                                                              00 =a    
   

4669.91 −=a    
 

4125.272 =a  
 

7838.293 −=a  
 

6709.154 =a  
 

9859.35 −=a  
 

3933.06 =a  
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  4.1.2 ก�
*�
����&�ก���#��"���+� ��
������"���+� �����
���,��"���+� ! ก
�
&ก�-$ ����� ก����!"�ก#$ �%& '�����#'( �#'����.���
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� 
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h�*)� ก�� 35 ก��4�����/�������/��#���3� ������ก�!�"�#�ก

��$��%&����
%'��
%��)�����!��� 
      ก
������H �������!�".��	�กก��!���� 
 
 



 62 

4.2 0�����������
����ก
���
�����&(0��ก�����1���'����
ก
�ก
�
ก
����2�� �������� ก����!"�ก#$ �%& '�����#'( �#'� 
 4.2.1 ก�
*�
����&�ก���#��"���+� ��
������"���+� �����
���,��"���+� ! ก
�
&ก�-$ ����� ก���� !"�ก#$ �%& '�����#'( �#'���� .���
กก
���
�����&(0��ก��
���1���'��� 
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h�*)� ก�� 38 ก��4�����/�������/��#���3� ������ก�!�"�#�ก
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      ก
������H �ก����2
�!�".��	�กก��!��������')��ก�����*���%��& 
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4.3 �����
�����ก
���
�� 
 	�กh�*)� ก�� 30 $2� 35 12"��)0�������!�".��	�กก��!����!���-�!����/� � � ก� 	
�
�#���3� ���������#���3� �� ������/��#���3� ������ก�!�"�#�ก

��$��%&����
%'��
%��)�����!���ก
�
����%/��c 	 �-���/�������ก���ก�2
�	�ก�3� 0 $2� 90 ��5� �#������U��"� 2.97 ����!� �� ������
ก���ก�� 3.29 ����!� ������������3���ก���ก�2
��� ���� 2.2 ��%�%/�����!� !�"���� 0.7 ����!� �� 
-�3���"�!
�!�!
���'��.�/��ก��������������ก/��-�3���"� �/�������/��#���3�-�+�����������3����
���%��&��ก���ก�2
� 53 ���%
���%� �� ���� 18 ���%
���%� 
 	�กh�*)� ก�� 36 $2� 41 12"��)0�ก��������ก��!����	�กก��)� �3ก%&�#�-�
กก���#�
*�
��������!�"�3� �� )� ���������')��ก�����*���%��& 12"�*
i��'�� *.!. �.5. ��.!���
#� ��� 
�ก��� !���-�!����/� � � ก� 	
��#���3� ���������#���3� �� ������/��#���3� ������ก�!�"�#�ก

�
�$��%&����
%'��
%��)�����!���ก
�����%/��c 	 �-���/�������ก���ก�2
�	�ก�3� 0 $2� 90 ��5� �#�
���� 3.0 ����!� �� ������ก���ก�� 3.0 ����!� ������������3���ก���ก�2
��+� 7 ��%�%/�����!�!�"
���� 2.7 ����!� �����/���������������)0� 0 !�"���� 3.0 ����!� ������������3���ก�������+� 7 
��%�%/�����!�!�"���� 0.5 ����!� �����/���������������)0� 0 !�"���� 3.0 ����!� �/�������/��#���3�
-�+�����������3�������%��&��ก���ก�2
� 12.5 ���%
���%� �� ���� 17 ���%
���%� 
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Continuous derivatives    ��.���/��0�1�2��3 

Continuous time    15���0�1�2��3 

Dynamic optimization problem   �=>?�ก��?�@0�1? �	A ���A.B��3�	��@5�@.  

          ��3��C�A���  
Differential equation    A ก��1�!3��.���/� 

Direct method     5!/���3 

Dynamics constraints    ���1����3��C�A��� 

Dynamic equation    A ก����3��C�A��� 

Dynamic system    �	����C�A��� 

Displacement     ก��1@�2������ 
Equality constraints    132���H���3@�����1�I�A ก�� 

Extremize     @K�������1? �	A ���A.B 

Extremum     @0�1? �	A AL3A.B 

Final time     15��A.B���� 

First order condition    132���H����B��?�N�3 

First-order forms    �L������3�K�B�����?�N�3 
Independent variable    ��5����!A�	 

Inequality constraints    132���H���3@�����1�I��A ก�� 

Initial condition     132���H�1�!� ��� 

Initial time     15��1�!� ��� 

Interval      �05315�� 

Initial guess     @0�1�!� ��� 
Indirect method    5!/����  

Jacobian matrix    S��@1����1 ��!กT� 

Lagrange method    5!/���3��ก���S� 

Lagrange multipliers    ��5@LV��ก���S� 

Linear dynamics    ��C�A������1�I�1�!31A�� 

Maximum trajectories    @K�����0�1�2��3�����ก@0�AL3A.B 
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Minimum trajectories    @K�����0�1�2��3�����ก@0���K�A.B 

Minimum principle    ?��กก��ก��?�@0������K����A.B 
Mobile robot     ?.0�������!B���1@�2������HB� 

Necessary condition    132���H���3@0���K�A.B��	AL3A.B 

Nonlinear dynamics    ��C�A������H 01�I�1�!31A�� 

Nonlinear programming    ����ก� ���H 01�I�1�!31A�� 

Nonlinear systems    �	��H 0��01�!31A�� 

Numerical method    5!/�ก��1�!3��51�� 
Time derivative     ��.���/���315�� 

Objective     1�]�? ��������3ก�� 

Objective function    ^=3ก����1�]�? ��������3ก�� 

Optimality conditions    A��5	���1? �	A ���A.B 

Sufficient condition    A��5	���1���3�� 

Second variation    @5� �����5����A�3 
State equation     A ก���AB3A���	 
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