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               การใชพลังงานนอยที่สุดและความนิ่มนวลเปนที่ตองการในการวางแผนเคลื่อนที่ในระบบ
พลศาสตรโดยทั่วๆไป เชน รถยนต ลิฟทที่ใชความเร็วสูง และ หุนยนตที่ทํางานในการหยิบจับ
สิ่งของที่แตกหักและเสียหายงาย แตอยางไรก็ตามนักวิจัยจํานวนมาก ไดพิจารณาปญหาของระบบ
พลศาสตรดังกลาวโดยตั้งเปาวัตถุประสงค ไมวาจะเปนการใชพลังงานนอยที่สุด หรือ ใหมีความนิ่ม
นวลสูงสุด ตามความตองการโดยรวมของแตละประเภทของปญหาแยกจากกัน โครงการวิจัยนี้จะทํา
การวิจัยในสิ่งที่นาสนใจมากระหวาง การใชพลังงานนอยที่สุดและ ความนิ่มนวลสูงสุด(Minimum 
Jerk and Minimum Energy) ในการวางแผนการเคลื่อนที่ของระบบพลศาสตรโดยทั่วไป ที่จะ
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          Suksangpanomrung. 
             

           Most of the robots and advanced mobile machines nowadays are designed so that 
they are optimized on their energy consumption.  Consequently, the trajectory planning of 
these robots are done through the minimum energy approaches.  Nevertheless, in some 
applications, we do need the robot manipulator to be working very smoothly so that we can 
avoid damaging the product that the manipulator is handling.  In other words, we would like 
to minimize the jerk of the movement of that robot as to give it the smoothest motion.  We 
know that the minimum energy is the function of the acceleration, , so we expect the 
minimization of jerk, , to reveal relatively the same result concerning the energy 
consumption issue.  Therefore, this research paper aims to search for the optimal point that 
has the minimum jerk along its path consuming minimum energy.  And since this would be 
applicable to the robot manipulators and other high speed devices, which are highly 
nonlinear, we would focus our research on the nonlinear applications.  Nevertheless, the 
example of linear problem will also be included for a better first time understanding of the 
overall picture of what this research paper is all about 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
  1.1  ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 
             การใชพลังงานนอยที่สุดและความนิ่มนวล เปนที่ตองการในการวางแผนเคลื่อนที่ใน
ระบบพลศาสตรโดยทั่วๆไป เชน รถยนต ลิฟทที่ใชความเร็วสูง และ หุนยนตที่ทํางานในการหยิบ
จับสิ่งของที่แตกหักและเสียหายงาย แตอยางไรก็ตามนักวิจัยจํานวนมาก ไดพิจารณาปญหาของ
ระบบพลศาสตรดังกลาวโดยตั้งเปาวัตถุประสงค ไมวาจะเปนการใชพลังงานนอยที่สุด หรือ ใหมี
ความน่ิมนวลสูงสุด ตามความตองการโดยรวมของแตละประเภทของปญหาแยกจากกัน 
โครงการวิจัยน้ีจะทําการวิจัยในสิ่งที่นาสนใจมากระหวาง การใชพลังงานนอยที่สุดและ ความน่ิม
นวลสูงสุด(Minimum Jerk and Minimum Energy) ในการวางแผนการเคลื่อนที่ของระบบ
พลศาสตรโดยทั่วไป ที่จะประสานทั้งสอง วัตถุประสงคเขาดวยกัน ปญหาท้ังสองจะถูกแกปญหา
และหาคําตอบโดย ทฤษฎีความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร ดวยวิธีการประมาณคาเชิง
ตัวเลข ซ่ึงจะทําใหสามารถที่จะจําลองการเคลื่อนที่และเปรียบเทียบไดทั้งคําตอบที่ไดโดยชัดเจน 
และการเปรียบเทียบในเชิงของสถิติศาสตร สุดทายแลวคาดวา เง่ือนไขพิเศษที่แตกตางจากการ
พิจารณาปญหาแบบเดิมๆ นาจะมีผลเขามาเก่ียวของในการนําไปใชงาน ในการควบคุมระบบ
พลศาสตรไดจริงและแกไขปญหาเรื่องของเวลาเริ่มตนในการควบคุมระบบจริงอีกดวย 
      

 1.2  วัตถุประสงคของการวิจัย            
             1.2.1 เพ่ือนําเอาเทคนิค วิธีความเหมาะสมสูงสุด มาประยุกตใช กับปญหาทาง
พลศาสตรกับปญหาการเปรียบเทียบ ระหวาง ความนิ่มนวลสูงสุด กับการประหยัดพลังงานสูงสุด
(Minimum Jerk and Minimum Energy)             
             1.2.2 เพ่ือพิสูจนถึงทฤษฎีหลักการปญหาทางดานความเหมาะสมสูงสุด มาเปรียบเทียบ
กันระหวางการแกปญหา การเปรียบเทียบระหวาง ความนิ่มนวลสูงสุด กับการประหยัดพลังงาน
สูงสุด (Minimum Jerk and Minimum Energy ) ของระบบพลศาสตรแบบ ไมเชิงเสน              
      1.2.3  เพ่ือนําเสนอถึง การเปรียบเทยีบขอดี  และ  ขอดอยของ การหาคําตอบของหลัก   
การใช ความนิ่มนวลสูงสุดกับ  หลักการพลังงานสูงสุด  ของปญหาท่ี ไมเปนเชิงเสน ( ใชโปรแกรม 

 คอมพิวเตอร ) 
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        1.3.  ขอบเขตของการวิจัย 

                     1.3.1 การศึกษาวิจัยครั้งน้ีจะนําเอาปญหาความเหมาะสมสูงสุด    ในการใชความนิ่มนวล
สูงสุดเปรียบเทียบกับหลักการใชพลังงานสูงสุดของระบบพลศาสตรในระบบที่ไมเปนเชิงเสน (Non-
linear systems)  
           1.3.2 ใชสมการการเคลื่อนที่มาเปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร      
           1.3.3 ใชโปรแกรมแมทแล็บ(Matlab) เขียนโปรแกรมการแกปญหาที่ไมเปนเชิงเสน  โดย 
การติดตอรับขอมูลจากผูใชงาน (GUI.) 
 

  1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
           1.4.1 สามารถนําการประมวลผลโปรแกรมที่ได  ไมวาสมการการเคลื่อนที่แบบไมเชิงเสน
จะเปนรูปแบบใด  ก็สามารถที่จะใชการประมวลผลโปรแกรม  ที่ภายในสภาวะเง่ือนไขเดียวกัน 
เพ่ือหาคําตอบนํามาใชในการเปรียบเทียบ 
           1.4.2 สามารถนําเสนอหลักการ ใชความนิ่มนวลสูงสุด(Minimum Jerk) และการประหยัด
พลังงานสูงสุด (Minimum Energy) โดยที่สภาวะขอมูลตัวแปรที่เหมือนกัน 
           1.4.3 ใชเปนเอกสารอางอิงการควบคุมระบบที่มีการเคลื่อนที่แบบไมเชิงเสน ในรูปกรณี
การเปรียบเทียบระหวางความนิ่มนวลสูงสุดกับการประหยัดพลังงานสูงสุด    (Minimum Jerk and 
Minimum  Energy)    

 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

 
             ในการวิจัยคร้ังน้ี ไดศึกษาและทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เก่ียวของ และนําเสนอตามหัวขอ
ตอไปน้ี              
       2.1   ออปติไมซเซชัน (Optimization) 

        2.2   พลศาสตรออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization)  

        2.3   แคลคูลัสออฟวาริเอชั่น (Calculus of Variations) 

     2.4   ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of Variance Functions) 

    2.5   ฟงกชันนอลมีเง่ือนไขบังคับ  (Functionals with Constraints) 

          2.6   การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล          

                             (Calculus of Variation with Dynamic Optimization)         

                        2.7   สรุปเก่ียวกับไดนามิกออปติไมซเซชัน(Dynamic Optimization Conclusion) 

                        2.8   ทฤษฎีการประหยัดพลังงานสูงสุด(Minimum Energy) 
                        2.9   ทฤษฎีความนิ่มนวลสงูสุด(Minimum Jerk) 
     2.10 งานวิจัยที่เก่ียวของ 

 

2.1 ออปติไมซเซชัน (Optimization) 
   ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเคร่ืองมือทางคณิตศาสตรเพ่ือหาคาที่

เหมาะสมที่สุด ซ่ึงคาเหมาะสมที่สุดน้ีเปนไดทั้งคาที่ต่ําสุดหรือคาสูงสุด เปาหมายของการออปติไมซ
เซชัน (Optimization Goal) ทําเพ่ือใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดานการลงทุน พลังงาน การใชประโยชน
และความปลอดภัยน่ันเอง กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซชัน (Optimization) ไปประยุกตเพ่ือ
ใชงาน เราจะตองทําการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน ออปติไมซเซชัน (Optimization) 
น้ันสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา แตในการคนหาคําตอบของปญหาโดยเทคนิควิธีออ
ปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่จะตองกําหนดลักษณะของปญหาใหออกมาในรูปของ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรเสียกอน คือ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables), ดีไซนพารามิเตอร 
(Design parameters) และดีไซนฟงกชัน (Design functions) ซ่ึงมีรายละเอียดปลีกยอยดังน้ี 
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           2.1.1 ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)  

                   คือตัวแปรหรือสิ่งที่บอกถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรตัวแปรคือ
ตัวที่ไมทราบคาและตองทําการหาคาออกมาดีไซนวาริเอเบิลน้ันผูออกแบบจําเปนจะตองใช
ประสบการณ, ความชํานาญ,ขอกําหนดของวิธี และพ้ืนฐานความรูมาเปนองคประกอบการตัดสินใจ 
หลักการและวิธีการของดีไซนวาริเอเบิล คือตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear independent) 
หมายความวาดีไซนวาริเอเบิลจะไมสามารถถูกกําหนดขึ้นมาจากการใชความสัมพันธ ทางเลขคณิต
ได ดีไซนวาริเอเบิลสามารถมีไดหลายตัวเพ่ือที่จะใหการออกแบบน้ันมีความสมบูรณ และกลุมดีไซน
วาริเอเบิลเหลาน้ีจะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร (Design vector: matrix) และใชอักษร n แทนจํานวน
ใดๆ ของดีไซนวาริเอเบิลและในเทอมทางคณิตศาสตรน้ันมักจะใชอักษร x และมีตัวเลขหอยเพ่ือระบุ
ลําดับที่ของตัวแปรของการออกแบบน้ันๆมักมีการเขียน 

สัญลักษณของดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะดังน้ีคือ [ ]X , X หรือ x , [ ]Tnxxx ,...,, 21 และ 
nixi ,...,2,1, =  

      2.1.2 ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)  

                คือสิ่งที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบ
ในลักษณะ  แตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํา คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน
พารามิเตอรสามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิลและเปน เวกเตอร (Vector: matrix) 
เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณได   คลายๆ กันดังน้ี คือ [ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  

      2.1.3 ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  

      คือขอมูลสําคัญเก่ียวกับการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิล และดีไซนพารามิเตอร
มาประเมินคาและเปนตัวพิสูจนแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวยดีไซน               
ฟงกชันน้ี สามารถแสดงออกมาในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟว และหรือเง่ือนไขบังคับ(Design  
objectives and/or constraints) ซ่ึงจะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสมขึ้นมา
และตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับดวยจึงจะถือวาเปนการออกแบบท่ีสมบูรณและใชการได 
(Feasible) ตัวอยางเชน ตองการออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุดน่ีก็กลายเปนออปเจคทิฟว
ฟงกชัน(Objective function) โดยท่ี    ความเคนในวัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก 
(Yield strength) น่ีก็จะเปนคอนสเทรนท(Constraint functions) ซ่ึงมีรายละเอียดปลีกยอยดังตอไปน้ี      

                    2.1.4 รูปแบบมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The Standard Format Optimization)  

                  จากท่ีกลาวมาน้ันเปนองคประกอบโดยทั่วไปของแบบจําลองเพ่ือหาคาทาง
คณิตศาสตรโดยการใชเทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization)และมีการเขียนในเทอมทาง
คณิตศาสตรไดหลายๆ   แบบดังน้ี 
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                      หาคานอยที่สุดของ    ( )nxxx ,...,, 21ƒ                                               (2.1)                      

                      สอดคลองกับเง่ือนไข             ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==             (2.2) 
                           ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤                                  (2.3)   
               njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤                                     (2.4)  

    เขียนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังน้ี                                                                        

                      หาคานอยที่สุดของ                 ( ) [ ]nXX  ,ƒ                  (2.5)                     

                       โดยสอดคลองกับเง่ือนไข:            ( )[ ] 0=lXg                             (2.6)                     
                                       ( )[ ] 0≤lXc                 (2.7)                      
                                                uplow XXX ≤≤                         (2.8)                     
                                                              

            2.1.5 ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวศิวกรรม  

                        ปญหาทางวิศวกรรมที่มี ดีไซนวาริเอเบิลไมขึน้กับเวลาและมีการนําเอาออปติไมซ
เซชัน (Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรยีกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน (Static 
optimization) สวนปญหาทีข่ึ้นกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 
ดังที่ไดกลาวมาแลวในหวัขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of optimization) 
คือการคนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟวฟงกชัน 
(Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซ่ึงมีอยูสองลักษณะคือ 
โกลบอล (Global) และโลคอล (Local)  

         2.1.5.1  กรณีนอยสุด (Minimum) 

                 กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล 

บอลมีนิมัม(Global minimum) ไดถา       

                               ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111                           (2.9)                         
                    เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n

T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกับ [ ]n
T xxxx  ...  21=  

แลวทําใหเกิดคาของฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําให

ฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มีคานอยที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะ
เรียกวาโลคอลมีนนิมัม (Local minimum)                

                      2.1.5.2  กรณีมากสุด (Maximum) 

                                  กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล 

บอล เม็กซิมัม (Global maximum) ไดถา 
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                         ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111                                      (2.10)                          

เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพ่ิมคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21= แลวก็ยังทําใหคาของฟงก
นอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มีคามากที่สุด
เม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง(Neighborhood)แลวจะเรียกวาโลคอลเม็กซิมัม(Local- 
maximum) 

 

2.2  พลศาสตรออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization)  

                ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆขึ้นกับเวลาจะถูกเรียกวาพลศาสตรและมักจะใชสมการ
เชิงอนุพันธมาเปนตัวแสดงระบบพลศาสตร (Dynamic systems) ดังน้ี 

                                      ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                                        (2.11)                        

เม่ือ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทั่วไปหรือ
อนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต (Control 
inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State 
variables) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต 
(Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเง่ือนไขเร่ิมตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการ
คํานวณวิถี (Trajectory) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )txi  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธี
เชิงตัวเลข (Analytical or numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของ
อนุภาค (Particle) หน่ึงหนวยมวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายไดดวย
สมการเชิงอนุพันธ (Differential equation) เปน ux =&&  เม่ือ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ u  คือ
แรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-order differential equation) แต
สามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First-order differential equation) ดัง
สมการ (2.11) ได น่ันคือให 21 xx =&  และ ux =2&    สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวย
สมการ (2.11) น้ัน โดยปกติแลวจะตองมีการกําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial state) จากน้ันก็ทํา
การเลือกชวงเวลา ใหกับคอนโทรลอินพุต ( Control inputs ) ( ) ( )tutu m,,1 K   เพ่ือใหออปเจคทิฟว
ฟงกชัน ( Objective  function ) เปนคานอยสุด หรือ มากสุดปญหาไดนามิกจะเรียก ออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล (Cost functional) และเขียนเปนสมการดังน้ี 

                  ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK         (2.12)  

            เม่ือ 0t  คือเวลาเร่ิมตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 
ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซ่ึงจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และ

สภาวะสุดทาย (Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนที่
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ขึ้นอยูกับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอ
เบิล (Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตต
วาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)  

 

2.3 แคลคูลัสออฟวาริเอช่ัน (Calculus of Variations)  

 โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับขั้น
ความเสรี (Multistage systems ) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล ( Calculus  

of variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &                                                            (2.13) 

ซ่ึงเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous functions) ( )tx  ใหเปนจํานวนจริง น่ันคือถา
กําหนด ( )tx  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิง
ตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับหลายๆฟงกชัน
ตอเน่ือง   

                                  [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121 &K&&KK              (2.14) 

            ฟงกชันนอล (Functional) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous functions) 
หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 K  ใหเปนจํานวนจริงน่ันเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริ
เอเบิล (Calculus of variations) มาใชน้ันมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 
optimization) น่ันก็คือ คนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หาได
เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of variations) มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเก่ียวของกับจุดเร่ิมตน
และจุดสุดทาย ซ่ึงมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปน้ี 

              2.3.1 ฟงกชันนอลของฟงกชนัเดี่ยว (Functionals of a Single Function)  

      เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) โดยมี       

รายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังน้ี  

             2.3.2 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวคงที่ (Fixed End Time and End Points)  

         ถาฟงกชัน ( )xxtF &,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสองไดอยางตอเน่ืองโดยอยู
ระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  
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และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ( )tx  

ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  น่ันเอง ซ่ึงมี

วิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กท
รีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพ่ิมคาดวย ( )th  ดังน้ันเพ่ือให
ยังคงสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) อยู ดังน้ัน ( ) ( ) 00 == fthth  ก็จะพบ
การเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 

              [ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=Δ
0

,,,, &&&                        (2.15)               

            เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการ
เปล่ียนแปลงเปน 

                                                 dth
x
Fh

x
FJ ft

t∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
0

&
&

δ                            (2.16)                     

             เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  
ดังน้ัน  เม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts)  ก็จะพบวา 

                                       
0

0
tt

t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫ &&&
δ            (2.17)      

 เม่ือเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fthth  จึงจะ
สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธ 

ได  อยางตอเน่ืองสองครั้งน่ันก็หมายความวา
x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเน่ือง และเม่ือ 0=Jδ  

พบวา 

                                     0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
                                            (2.18) 

 ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผล
เฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  
ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได        

               2.3.3.  กําหนดเวลาสุดทายคงที่แตจดุสุดทายแปรผันได (Fixed End Time,Variable 
End Points)  

                     แตกตางกับกรณี (2.3.2) เพียงแคจุดสุดทายเทาน้ัน ดังน้ันจึงได เพียงแตเง่ือนไข
ขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตัว และ ( ) ( )fthth ,0  ก็
สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) เปน 
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                                  0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
       (2.19)  

                                              0
0
=

∂
∂

tx
F
&

       (2.20) 

                                     0=
∂
∂

ftx
F
&

                  (2.21)                     

ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ 
( )tx  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ซ่ึงสามารถหาคาโดย

ใชความรูทางแคลคลูัส (Calculus) โดยวิธอีอยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได  

               2.3.4  เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End Points)  

                 กรณีน้ีถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาไดแตก็มีวิธีการหา
คําตอบคลายๆ กับกรณี (2.3.2) ถา ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปน    เอ็กท
รีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพ่ิมคาดวย ( )th  ดังน้ันก็จะ
พบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 

                         

[ ] [ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )∫∫

∫

∫ ∫

++

+

+

++−+++

−++=

−++=

−+=Δ

00

0

0

00 0

,,,,         

,,,,      

,,,,      

tt

t

tt

t

t

t

tt

tt

t

t

dthxhxtFdthxhxtF

dtxxtFhxhxtF

dtxxtFdthxhxtF

xJhxJJ

ff

f

f

ff f

δδ

δ

δ

&&&&

&&&

&&&

     (2.22) 

                     เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะได
การเปลี่ยนแปลงเปน 

                                   
( )

( ) 00

0

,,       

,,

thxhxtF

thxhxtFdth
x
Fh

x
FJ

t

ft

t

t f

f

δ

δδ

&&

&&&
&

++−

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

= ∫            (2.23)        

เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 

  
( ) ( ) 00

0
0

,,,,        thxhxtFthxhxtF

h
x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f

δδ

δ

&&&&

&&&

++−+++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫
                        (2.24)      

           เม่ือ ( ) 00 00
txxth tt δδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ &−=  ดังน้ันเขียนสมการใหมได 
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00

0
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x
FFtx
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FF

x
x
Fx
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Fhdt
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dt
d
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tft
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f

f

f
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⎞

⎜
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⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫

&
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&
&

&&&
                        (2.25)                     

เม่ือเง่ือนไขจําเปน(Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )th , 
ftxδ , 

0t
xδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะ

สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน(Necessary 
conditions) และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 

                                                       0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
                                     (2.26)                     

                       0 ,0 ,0 ,0
00
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

tttt x
x
FFx

x
FF

x
F

x
F

ff
&

&
&

&&&
             (2.27)  

              ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 

 

2.4 ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of Variance Functions)  

                เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับขั้นความเสรี (Multistage systems) โดยมี
รายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังน้ี คือ             

           2.4.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวคงที(่Fixed End Times and End Points)  

        ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF &K&K ,,,,, 11  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสองไดอยาง
ตอเน่ืองโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 
(Desire function) ( ) nitxi ,,1, K=  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum)  ของฟงกชันนอล  (Functionals) 

       

     [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK                                    (2.28)                     

   

                ถา  ( ) nitxi ,,1, K=   ถูกเพ่ิมคาดวย  ( ) nithi ,,1, K=  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับ
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ดังน้ัน ( ) ( ) 00 == fii thth  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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[ ] [ ]
( )
( )

dt
xxxxtF
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ft

t
nn
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                       (2.29) 

 

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
 

                                       dth
x
Fh

x
FJ ft

t

n

i
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∫ ∑
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⎠
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∂

+
∂
∂

=
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&

δ                              (2.30) 

 

เม่ือ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป 
ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรตบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 
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x
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f

11
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0 &&&
δ                      (2.31)     

               
เม่ือเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fii thth จึงจะ

สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเน่ืองสองคร้ังน่ันก็หมายความวา 
ii x

F
dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเน่ืองและเม่ือ 0=Jδ  

ดังน้ันพบวา 
 

                                                 ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂

                            (2.32)

                                  

                ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทํา
ใหผลเฉลยของ ( )txi  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ 
( ) 2ifi xtx =  ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย

เลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได         
           2.4.2 กําหนดเวลาสุดทายไวคงที่แตจุดสดุทายแปรผันได(Fixed End Time and 
Variable End Points) 

                แตกตางกับกรณี (2.4.1) เพียงแคจุดสุดทายเทาน้ัน ดังน้ันจึงใชสมการของหัวขอ (2.4.1) 
ได เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตัว 
และ ( ) ( )fii thth ,0  จึงสามารถกําหนดไดตามการใชงาน ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary 
condition) เปน 
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           (2.33)                          
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    (2.34)                         

                    ni
x
F

ft
i

,,1 ,0 K
&

==
∂
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      (2.35)                          

                                                                                                                        

 ซ่ึงสมการนี้เรียกวาสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ 
( )txi  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ซ่ึงเราสามารถทํา

การหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) 
ไดเชนกัน   

             2.4.3 เวลาสุดทายและจุดสดุทายแปรผันได (Variable End Time and End Points)  

                       กรณีน้ีเปนรูปแบบทั่วไปที่ใชเปนเง่ือนไขหลักในการแกปญหาทางวิศวกรรมแตก็มี
วิธีการหาคําตอบใกลเคียง กับกรณี (2.4.1) ถา ( ) nitxi ,,1 , K=  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 

function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )txi  ถูกเพ่ิม
คาดวย ( )thi  ดังน้ันก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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              เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการ
เปลี่ยนแปลงเปน 
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                  (2.38)                             

                  เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  
ดังน้ันเม่ือทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 
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                      เม่ือ ( ) 00 00
txxth titii δδ &−=  และ ( ) ftitifi txxth

ff
δδ &−=  ดังน้ันสมการจะเปน 
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                    เม่ือ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไข

ขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) เปน 

                                                      ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
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∂
∂                       (2.41)                      

และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
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                  ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํานวณ
ไดจากเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 

 

2.5 ฟงกชันนอลมีเงื่อนไขบังคับ  (Functionals with Constraints)   

               เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเง่ือนไขบังคับเขามาเก่ียวของดวยซึ่งอาจจะเปนไดทั้ง
อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 
constraints) ในที่น้ีจะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)  
                 2.5.1 ฟงกชันคอนสเทรนท (Function Constraints) 

     พิจารณาฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซ่ึงจะตองเก่ียวของหรือสอดคลอง
กับฟงกชันอีควอลิตคีอนสเทร(Equality constraints) mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  และ 

nm <  เสมอ เม่ือเราใชเทคนิควธิีการแบบลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะได
ฟงกชันนอลใหมเปน 
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               เม่ือ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ

ซ่ึงจะเปน F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพ่ือใชสําหรับเอ็กทรีมัม
(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) น่ันเอง โดยจะนําไปใชกับลักษณะของเวลาและจุด
สุดทายทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว น่ันก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed 
end time and end points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end 
time, variable end points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end 
points) ซ่ึงกระทําไดเพียงแคเปลี่ยนจาก F  เปน F ′  ก็สามารถทําการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) ซ่ึง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําใหสามารถเอ็กทรีมัม 
(Extremum) ได 
  

               2.5.2 ฟงกชันเงื่อนไขบังคับทีจุ่ดสุดทาย (End Point Function Value Constraints)                       

    เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซ่ึงฟงกชัน )( fi tx  จะตอง
สอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย การหา

ผลเฉลยของปญหาน้ีจะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
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t nnn sdtxxxxtFxxJ f
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111
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,,,,,,,, υ&K&KK                                          (2.44)                      

เม่ือ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทําใหสามารถ
ดัดแปลงสมการไดเปน 
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                 เม่ือเง่ือนไขจําเปน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , 

ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิ
ซัน (Necessary conditions) เปน 
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                โดยที่ 0=ks  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเง่ือนไข
ขอบเขตเปน 
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                    (2.47)                     

      

                2.5.3 ฟงกชันเงือ่นไขบังคับทั่วไป (General Constraints)  

            หัวขอ (2.5.1 และ 2.5.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 

(Functional) [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอดคลองกับ

ฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  
เม่ือ mj ,...,1 = โดย nm <  เสมอ และสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point 
constraints) ( ) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังน้ันเม่ือใชเทคนิควิธีลากรานซ

มัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล (Functional) ใหมเปน 
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                เม่ือ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังน้ันหาก
กรณีปญหาเปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็
จะสามารถดัดแปลงสมการไดเปน 
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                        เม่ือ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ                                                 (2.50)    

                                                 
ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังน้ี 
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โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 

 

2.6 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of Variation with Dynamic Optimization)  

   จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) น้ันพบวา
มีประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
optimization) ดังน้ันตอไปน้ีเราจะมาดูวิธีการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) 
มาใชแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังน้ี 
                  2.6.1 เวลาสุดทายถูกกําหนดไวตายตวั (Fixed Final Time)  
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  ลักษณะเชนนี้ถือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขายดังนี้คือ 
มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ดัง
สมการ (2.12), เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed end time) 
และระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามลําดับ ตัวอยางเชน รถไฟที่วิ่งระหวางเมืองสอง
เมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลว ซ่ึงออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 
function) อาจจะเปนการสิ้นเปลืองพลังงานเช้ือเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซ่ึงเราจะกลาวถึงลักษณะของ
ปญหาท่ีพบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ 
สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูก
กําหนดไวตายตัวแตมีเง่ือนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริ
เอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับตลอดเวลา  
 

                2.6.2 เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  

      ลักษณะเชนนี้มีลักษณะคลายกับหัวขอ (2.6.1) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผันได 
แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 
functional) ดังสมการ (2.12), เวลาเริ่มตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลา
สุดทาย ft  มีการแปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  
ตามลําดับ เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติ
ไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูก
กําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ 
(Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state 
variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับตลอดเวลาการเคลื่อนที่ ดังรายละเอียดตอไปน้ี 
                2.6.3 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตวั (Final States are Prescribed)  

       ปญหาน้ีมีฟงกชันนอล (Functional) เปน 

 
[ ] ( )
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                         (2.53)                     

 เม่ือ 
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                      (2.54)        

เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและสภาวะเริ่มตน 
รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังน้ี 
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 เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ ก็จะทําใหเราสามารถหาเง่ือนไขจําเปน (Necessary 
Conditions) ไดดังน้ี 

                           nj
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                 ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 
( )tjλ  (บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  และเวลา

สุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.11) จํานวน 
n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.56) จํานวน n  สมการ และเอดดิ
ชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.56) จํานวน m  สมการและสมการเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) คือสมการ (2.56) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First order different 
equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  
สมการ ในการหาผลเฉลยนีมี้ความจําเปนตองมีการกําหนดเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
จํานวน n2  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  
 

2.7 สรุปเก่ียวกับไดนามิกออปติไมซเซชัน(Dynamic Optimization Conclusion) 

  ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเร่ิมตนจากสมการการ
เคลื่อนที่ก็คือ ∑ == xmmaF &&  แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ันไมสะดวกถา
สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังนั้นจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหน่ึงคือ 21 xx =&  
และ mFx ∑=2&  ดังสมการ (2.11) คือ 
 ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                                             (2.57)                          
              ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) น้ัน จะมีการกําหนดเง่ือนไข
เริ่มตนและเงื่อนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพ่ิมเง่ือนไข
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บังคับ (Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกําหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคา
นอยสุดหรือมากสุด ดังน้ี 

 ( ) ( ) tduuxxtLxxtJ f

f

t

t mntn ∫+Φ=
0

,,,,,,,,, 111 KKK                      (2.58)                        

              โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )
ftnxxt ,,, 1 KΦ  ซ่ึงเรียกวา 

เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11 KK  ซ่ึงเรียกวา อินทิกรัลเทอม  

(Integral term) ซ่ึงหากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

2  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum energy), 

หากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1
 จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หากกําหนด ft=Φ  

จะเรียกวาปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกําหนด ( )ftx2=Φ  จะเรียกวาปญหา     
ความเร็วสูงสุด  ( Maximum velocity ) เปนตน ซ่ึง Φ  และ L  จะเรียกวา  สภาวะของปญหา 
(State of the problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical techniques) มี
สองลักษณะใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) โดย
อาศัยหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทําใหสามารถเขียนคอส
ฟงกชันนอล (Cost functional) โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) lυ  iλ  
และ iμ  เขามาเกี่ยวของไดดังน้ีคือ 
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      เม่ือ
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                                      (2.60)                     

    สมการดังกลาวน้ีนําไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ได
ทุกปญหา เพราะไดรวมเอาเง่ือนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and inequality 
constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอม  ที่ไมมีในปญหาน้ันๆ ออกก็จะไดรูปสมการตาม
โจทยของปญหาน้ันๆ น่ันเอง 

 

2.8 ทฤษฎีการประหยัดพลังงานสูงสุด(Mimimum Energy) 
  ระบบพลศาสตรการเคลื่อนที่แบบไมเชงิเสนสวนใหญสามารถอธิบายแสดงโดยใชสมการ

เชิงอนุพันธ ดังน้ี 
                        nituuxxfx mnii ,...,1     );,,...,,...,( 11 ==&    
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จาก (2.11)เม่ือ mn RuRx ∈∈ ,  เปนเวกเตอรสถานะและเวกเตอรควบคุม   (States and 
control vectors)                                                   
            ตามลําดับ 0x คือเวกเตอรแสดงเง่ือนไขสถานะที่เริ่มตน 0t ,คือ เวลาเร่ิมตน )(tF เปนสเกล
ลารแมตริกซขนาด nn× และ )(tg คือสเกลลารแมตริกซขนาด  mn×   โดยที่ขอกําหนดของปญหา 
(statement of problem ) คือการคํานวณหา ตัวควบคุมปอนเขา(control Input ), )(tu  และ ตวัแปร
สถานะ( state variable), )(tx    ดังน้ันดัชนีสมรรถนะที่นอยที่สุด (Minimum performance index)
คือ               
 

              Cost function    dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0

1

2     i=1,…m                                   (2.61)                      

                                    dtuJ ∫=
1

0

2
1                                                      (2.62)        

          
           สําหรับสมการที่  (2.62)   การใชคาคํานวณคาระบบหนึ่งของการแปรปรวน,ถูกกําหนด 
แสดงดวยตัวแปร  F จะได 
                         )()( 212121

2
1 xuxxuF && −+−+= λλ                  (2.63)             

                                               
กําหนดใหสภาวะจํากัด(Necessary condition) 
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                                             (2.64)    

   

2.9  ทฤษฎีความนิ่มนวลสูงสุด(Minimum Jerk) 
  ปญหาการนิ่มนวลสูงสุดมีรูปแบบแนนอนเชนเดียวกบัปญหาการประหยัดพลังงานสูงสุดใน
สมการที่(2.62) .อยางไรก็ตาม,  เพราะวาเปนอนุพันธุเทียบกับเวลาของสิ่งที่นําเขาหนวยควบคุมซ่ึง
ไดรับการพิจารณา,สมการที(่2.62)  เพราะการรวมถึงการพิจารณาของความนิ่มนวลเขาไปในระบบ
(Control input)ตามที่แสดงขางลาง 
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            ที่ซ่ึงสภาวะเสนเขตจากเริ่มตน(t=0)และเวลาสิ่งสุดทาย(t=1)คือเชนเดียวกับปญหาพลังงาน
นอยที่สุดให Boundary condition   0)0(1 =x , 0)0(2 =x , 1)1(1 =x  และ 0)1(2 =x  
คาความนิ่มนวล(การกระตกุ)ทํางานในปญหาน้ีกําหนดให 
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                                       ให 3

3 )()(~
dt

txdtxuujerk ==== &&&                             (2.67)      

            น้ีคือคาน่ิมนวลเปนฟงกชันเทียบเวลาดังตอไปน้ี โพรซิเดอรเชนเดียวกันที่ใชในปญหา
พลังงานนอยที่สุดคือ F  
                             )~()()(~

313232121
2

1 xuxxxxuF &&& −+−+−+= λλλ               (2.68)  
    

   การกําหนดขอบเขตจํากัด ของปญหาการนิ่มนวลสูงสุด(Necessary Condition)คือ 
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ผลลัพธจากคาตัวเลขเม่ือสรางกราฟจะการคํานวณดวยโปรแกรมไดดังรูปดานลาง 
     
 

 

 
ภาพประกอบ 1 กราฟเปรียบเทียบความน่ิมนวลสูงสุดกับการประหยัดพลังงาน 

 

2.10 งานวจัิยที่เก่ียวของ 

      ซูนิล เค อังกราวัล,ทวิวัชร วีระแกลว และ บี.ซี.ฟาเบี่ยน(2004) (Sunil K. Agrawal, T. 
Veerakleaw  ;&  B.C. Fabien.2004)ในการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะหปญหาของการหาคาต่ําสุด
และสูงสุดที่เปนที่ยอมรับแลววาระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับสูงมีขอ
ไดเปรียบเปนอยางมากในเรื่องของการคํานวณ เม่ือนําผลลัพธมาเปรียบเทียบกันกับระบบเคลื่อนที่
ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งโดยเฉพาะสมการการเคลื่อนที่ ทางดานวิศว กรรมเคร่ืองกล 
จะอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองเสมออันเนื่องมาจากเปนการใชกฎขอที่สองของนิวตัน
ในบทความฉบับน้ีไดนําเสนอขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจน ในการคํานวณระหวางสม การการ
เคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการชั้นสูงและสมการอนุพันธอันดับหน่ึงการที่จะเปรียบเทียบไดน้ันผูวิจัย  ได
สรางซอฟแวรขึ้นมาดวยวิธีตรงและวิธีออม เพ่ือสามารถยืนยันไดวาไมวาสมการการเคลื่อนที่จะอยู
ในรูปแบบใดก็สามารถที่จะใชโปรแกรมเดียวกันหาคําตอบเพ่ือใชในการเปรียบเทียบ      

   เอ็ม. ว.ี เบน และ เอ็ม. เอ. อัลโครตา การเซีย(2002) (M .V. Bain  ;& M. A.  Alcorta 
Garcia. 2002,) เอกสารฉบับน้ีเสนอการแกปญหาคาสูงสุดของระบบที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear 
systems) โดยการเปลี่ยนสมการของระบบใหเปนสมการพหุนามของเทเลอรที่มีเลขยกกําลังเทากับ
สาม และทําการเปรียบเทยีบกับการคํานวณคาตวัแปรโดยใชระบบที่เปนเชิงเสน (Linear system)  
พบวาระบบทีไ่มเปนเชิงเสนสามารถประมาณคาของตัวแปรไดดีกวาระบบที่เปนเชงิเสน  
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                       ทวิวชัร  วีระแกลว และ ปเสฏฐา สารลกัณ (2549) ศกึษาการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจาก
การใชพลังงานนอยสุดกับความนิ่มนวลสงูสุด ในระบบพลศาสตรทีเปนเชิงเสนและใชวธิีการหาคา
อยางตอเน่ืองโดยวีธีทางตรง(Direct method) ซ่ึงเปนระเบียบวธิีเชงิตัวเลข  ผลที่ไดจะใกลเคยีงกัน
แตผลรบัของความนิ่มนวลสูงสุดจะไมสามารถหาคําตอบไดในรูปของสมการเชิงเสน ในขณะที่การ
ประหยัดพลังงานสูงสุดสามารถทําได 

                            ชิเลอร เฮท เชง และ วี วอง (Shiler H. Chang and V. Wong 2000) ฉบับน้ีไดกลาวถึง
ผลการทดลองสําหรับ การควบคุมเวลาที่เหมาะสมทีสุ่ด (Time optimial control) สําหรับหุนยนต
แขนกล (Robotic manipulators) ซ่ึงจะแกปญหาระบบที่ไมตอเน่ือง สมการการเคลื่อนที่ที่มีลําดับ
มาก  หรือระบบการเคลื่อนที่ที่ไมมีรูปแบบที่แนนอนและมีการลาชา (Delay) จากการควบคุมผูเขียน
เสนอใหใช Simplified model และกําหนดการควบคุมการตอบสนองโดยไดทดลองกับ  UCLA  
direct drive ซ่ึงผลการทดลองสามารถลดเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่ ทั้งยังเพ่ิมความแมนยําในการ
เคลื่อนที่ใหกับเครื่อง มือที่นํามาทดลองดวย 
   อัมราพร บุญประทะทอง (2547) ศึกษาการแกปญหาดวยวธิีตรงของระบบทางพลศาสตร 
ที่เหมาะสมดวยวธิีการแกปญหาของโปรมแกรมที่ไมเปนเชิงเสน รวมกับวธิีของรุงเง–กุตตา” (The 
direct approach of general dynamic optimal control: nonlinear programming and  Runge-
Kutta method) โดยการแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร 
(Dynamic–optimization problem)  โดยใช Numerical integration ซ่ึงในงานวจัิยน้ีใชวธิีของรุงเง–
กุตตา (Runge–Kutta) กําหนดเปนปญหาแลวนํามาหาคําตอบดวยวธิีของการแกปญหาสําหรับ
โปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน โดยสรางกระบวนการหาคําตอบตามขั้นตอนบนโปรแกรม MATLAB และ
ติดตอผูใชไดโดยผานหนาจอรับขอมูล เพ่ือใหงายตอการใชงานและเปดกวางแกผูที่เริม่ศึกษา 
Optimization กระบวนการคํานวณใชการคํานวณทาง Symolic ประกอบกับ Optimization toolbox 
ในโปรแกรม MATLAB  
               จากงานวิจยัทีก่ลาวมาพบวายงัไมมีทานใดไดนํามาประยกุตใชกับระบบทางพลศาสตรของ

แขนกลดังนัน้งานวิจยันี้จะเปนการนําเสนอการประยุกตใชกับระบบทางพลศาสตรของแขนกลชนิดโพ

ลาร(Polar manipulator)   
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บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

       
  ในการวิจัยครั้งน้ี ผูวิจัยไดดําเนินตามขัน้ตอนด่ังตอไปน้ี 

3.1 การกําหนดปญหา (Problem Statement) 
3.2 ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร (The Polar Manipulator     
     Problem) 
3.3 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร (Computer Programing) 

  
3.1การกําหนดปญหา (Problem Statement) 
                   สวนมากหุนยนต เคร่ืองจักรกลที่มีการเคลื่อนไหวตางๆ ถูกออกแบบเพ่ือใหมีความ
เหมาะสมที่สุดทางพลศาสตรถูกทําใหเหมาะสมกับการประหยัดพลังงานสุงสุดหรือบนความนิ่มนวล
สูงสุดของการเคลื่อนไหว  ผลที่สุดก็คือ การวางแผนการเคลื่อนที่และการออกแบบของหุนยนต
เหลาน้ีทําผานอยางแตเพียงผูเดียวจํานวนมากมายเขาใกลเชนเดียวกันกับพลังงานนอยที่สุดและ
ความนิ่มนวลสูงสุด  แตทวา ในโปรแกรมจํานวนหนึ่ง หุนยนตตองการทํางานเสี่ยงอันตรายซึ่งทําให
เสียหายตัวอยาง หุนยนตมีการสัมผัสขณะที่การประหยัดพลังงานในเวลาเดียวกัน  กลาวอีกอยาง
หน่ึง เราอาจจะตองการเพื่อลดการกระตุกของการเคล่ือนไหวของหุนยนตเพราะการใหราบรื่นที่สุด
การเคลื่อนไหวท่ีใหมันรวมทั้งความเหมาะสมของหุนยนตในการประหยัดพลังงานอีกดวย  รูปแบบ
ทั่วไปของปญหาไดนามิคประกอบดวยสมการของการเคลื่อนที่, สภาวะเริ่มตน, และสภาวะขอบเขต 
ที่สนใจในงานวิจัยน้ีจะรวมถึงปญหาสองเง่ือนไข คือ สภาวะเริ่มตน สภาวะขอบเขต   แตละปญหา
อาจจะกําหนดเปนจุดประสงคของโปรแกรมชัดเจน, การควบคุมหุนยนตโดยประหยัดพลังงานจะถูก
ออกแบบเพ่ือใหมีการเคลื่อนไหว  สิ่งน้ีเปนปญหาภาวะที่ดีที่สุดของระบบไดนามิค  การคนควาวิจัย
แสดงเปรี่ยบเทียบสองสิ่งเพ่ือดูความสัมพันธ  ระหวางความนิ่มนวลสูงสุดและการประหยัดพลังงาน
สูงสุด 
             เพราะฉะน้ัน งานวิจัยคนควาหาความสัมพันธระหวางการน่ิมนวลสูงสุดสุดและการ
ประหยัดพลังงานสูงสุดโดยการใชวิธีสภาวะที่ดีที่สุดเพ่ือหาทางเลือกใหมน้ีสามารถเขียนโปรแกรม  
เรารูวาการประหยัดพลังงานสูงสุดคือฟงกชันของอัตราเรง  ดังน้ันเราหวังวาความนิ่มนวลสูงสุดจะ
แสดงผลลัพธซ่ึงคลายกับการประหยัดพลังงานสูงสุด  
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    ภาพประกอบ 2 หุนยนตแขนกลเด่ียว  (One-Armed Manipulator) 
 
 
 
 
 
 
 
 

                    
   

ภาพประกอบ 3 หุนยนตแขนกลแบบโพลาร  (Polar Manipulator) 
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3.2 ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร (The Polar Manipulator Problem) 

             พิจารณาระบบพลศาสตรของหุนยนตแขนกลเด่ียว มีกอนมวล m  ความยาวของแขนกล 
l  ดังภาพประกอบ 2. กําหนดใหu เปนสวนที่เปนสวนปอนเขา (Actuator Input) ที่ฐานและมีตัว
ปองกันความฝดตามสัดสวนของแรงคูควบในแนวรัศมี xR อยูดวยกัน ตอจากน้ันเราจะสมมติให
คากระแสตานแรงเสียดทานเปน fC และมีขนาดเปน xRfC με= เม่ือ xR คือ สวนประกอบของ
แรงปฏิกิริยา ในแนวรัศมีที่จุดรองรับ O , μ  คือ สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางปลอกและแกนดุม
หมุน c คือรัศมีของดุมหมุน  ระบบมี 1 องศาอิสระ และ แขนกลโพลาร ดังภาพประกอบ 3 เปนแขน
กลที่มีการพัฒนามาจากแขนกลเด่ียวโดยตอเพ่ิมแขนกลอีกหน่ึงชวงใหมีความยาวมากกวาเดิมและ
สามารถเลื่อนเขาออกในแนวแกนเด่ียวกันพรอมกับยกทํามุมกับพ้ืนระดับพิจารณาระบบพลสาสตร
ของหุนยนตแขนกลแบบโพลาร สวนที่เปนสวนปอนเขา (Input) ระบบมี 1 องศาอิสระ และ มีสมการ
การเคลื่อนที่คือ  
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2

23
1
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θμεθ &&&

                                 (3.1) 

 

จากสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลเด่ียว(3.1) โดยเพิ่มแขนตออีกหน่ึงชวงซึ่งก็เทากับเพ่ิมตวัแปร
ของปญหามากขึ้นคือ L=ความยาวของแขนกลใหม, m  คือมวลของชิน้ตอโยงกับจุดศูนยกลางมวลที
เปนระยะทาง 2/L  จากฐานของลูกตุม, g คือ คาคงที่ความโนมถวงของโลก และ aM คอืตัวขบั
เคลื่อนที่ปอนเขาระบบ  ใหวัตถปุระสงคเปนไปในการควบคุมระบบจากการกําหนดเซตของเงื่อนไข
เริ่มตนบน 1θ  และ 1θ&  ที่เวลาเร่ิมตน 0t  โดยที่ระบุจุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสสูงสุด 

(Minimum Energy ) คือ ∫+=
ft

t

a dtMJ
0

2)(  วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ 

100100 ≤≤− aM  ในระหวางการเคลื่อนที่ คาพารามิเตอรที่ใชในแบบจําลองในหนวยเปนระบบ 
MKS คือ ,3.0,8.9,0.1,0.1 ==== μgmL และ 01.0=ε   ระบบที่เปนสมการอนุพันธอันดับ
สองสามารถนํามาเขียนในรปูแบบ ปริภูมิ-สเตท (State space) จะไดสมการการเคลื่อนที่ของแขน
กลโพลารคือ 
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เม่ือ )(1 tu  และ )(2 tu คือ ตัวปอนเขา (Actuator Input) ที่มีความสําพันธเก่ียวเนื่องกับตวัแปร )(1 tθ

และ )(2 tc ตามลําดับ   สมการที่ (3.2) สามารถเขียนในรปูแบบของปริภูมิสเตท (State-Space) ได
ดังน้ี   
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                                    (3.4)                      

 เม่ือ 
             32 cc =&                                                                                             (3.5) 

   
2

22
2213 )sin(

m
ucgc −+−= θθ&                                                                  (3.6)        

           ใหวัตถุประสงคเปนไปในการควบคุมระบบจากการกําหนดเซตของเง่ือนไขเร่ิมตนของ 1θ , 

1θ& , 2c และ 2c&  ที่เวลาเร่ิมตน 0t  โดยท่ีระบุจุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสสงูสุด (Minimum 

Energy) คือ   สมการประหยัดพลังงานสูงสุดของแขนกลแบบโพลาร  
 
           3.2.1การประหยัดพลังงานสูงสดุของแขนกลแบบโพลาร             

                        ∫ ++=
ft

t

dtuuJ
0

)( 2
2

2
1                                                              (3.7)

   .                                
               วิ ถี ก า ร เ ค ลื่ อ นที่ จ ะ ต อ ง เ ป น ไปต าม เ ง่ื อน ไขบั ง คั บ  100100 1 ≤≤− u  แล ะ 

100100 2 ≤≤− u  ในระหวางการเคล่ือนที่  คาพารามิเตอรที่ใชในแบบจําลองในหนวยเปนระบบ 
MKS.ดังน้ี 
 0.1,8.9,3,0.1,,0.1 21121 ====== gg IIgcmmL  

เง่ือนไขขอบเขต(Boundary condition) ทั้ง 2 จุดกําหนดโดย 
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          คาพารามิเตอรคือ 

 
,0.1,8.9

,3,0.1,,0.1

21

121
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===

gg IIg
cmmL

 

แทนคาลงในสมการที่ (3.7) จะไดวา 
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             3.2.2 ความน่ิมนวลสูงสุดของหุนยนตแขนกลแบบโพลาร (The Polar Manipulator 
Problem) 
              ใหวัตถุประสงคเปนไปในการควบคุม ระบบจากการกาํหนดเซตของเง่ือนไขเร่ิมตนของ 

1θ , 1θ& , 2c และ 2c&  ที่เวลาเร่ิมตน 0t  โดยท่ีระบุจุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสสูงสุด (Minimum 

Energy) คือ    สมการความน่ิมนวลสงูสุดของหุนยน-ตแขนกลแบบโพลาร 
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         โดย 11
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วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเง่ือนไขบังคับ 100100 1 ≤≤− u  และ 100100 2 ≤≤− u  ใน
ระหวางการเคลื่อนที่  คาพารามิเตอรที่ใชในแบบจําลองในหนวยเปนระบบ MKS.ดังน้ี 
 0.1,8.9,3,0.1,,0.1 21121 ====== gg IIgcmmL  
 
เง่ือนไขขอบเขต(Boundary condition) ทั้ง 2 จุดกําหนดโดย 
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   3.3   การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร (Computer programming) 
             การออกแบบโปรแกรมน้ันตองการใชงานโดยเชื่อมโยงกับกลองเคร่ืองมือ(Toolbox) ของ

โปรแกรมแมทแล็ป(Matlab)โดยพัฒนานําเอาสมการอนุพันธอันดับ 3 x
dt

yd
&&&== 3

3

= ความนิ่มนวล

สูงสุด(Minimum Jerk)มาใชรวมกับฟงกชันของออปติไมตเซชันโซลเวอร (Optimization solver) 
และฟงกชันเอฟมินคอน (fmincon) ซ่ึงเปนกลองเครื่องมือออปติไมตเซชัน (Optimization 
toolbox) ที่มีอยูแลวในโปรแกรมแมทแล็ปเปนฟงกชันหลักในการแกปญหา (T.Veeraklaew. 
1999: Thesis) ซ่ึงฟงกชันตางๆ ภายในเอฟมินคอน (fmincon) จะทําหนาที่ดังน้ี  

 ข้ันแรก เม่ือรับอินพุต(Input) จาก user.m มาแลวจะคนืคาของเง่ือนไขบังคับที่เปนอีควอลิตคีอนส
เทรนท (Equality constraints)และอินอีควอลติีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ซ่ึงแทนคา
ออปติไมตเซชันพารามิเตอร (Optimization parameter) a  ลงไปแลว 

 ข้ันที่สอง เปนการแทนคาของ )(aF   
 ข้ันที่สาม เปนการรับคาจากสองขั้นตอนแรกนํามาคํานวณจนกวาจะไดคําตอบ *a    
          โดยทั่วไป  การหาคําตอบของนอนลินเนียโปรแกรมมิ่ง (Nonlinear programming) จะมีการ 
ปรับเปลี่ยน  คาเกรเดียน (Gradient) ของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) และจาโคเบียน 
(Jacobian) ของเง่ือนไขบังคับ (Constraints) อยูตลอดเวลาซึ่งในที่น้ีใชการคํานวณแบบแบงชวง
ตรงกลาง (Central difference) ดังน้ันถามีการกําหนดเกรเดียน (Gradient) และจาโคเบียน 
(Jacobian) ไวแลวทําใหการคํานวณจะรวดเร็วขึ้น  
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บทที่ 4 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 

ในการวิจัยศึกษานี้ ผูวิจัยไดนําเสนอผลงาน ดังน้ี 
   4.1  ผลการทดสอบ 
   4.2  วิเคราะหผลการทดสอบ 

 

4.1 ผลการทดสอบ 
      ผลการทดสอบจะประกอบไปดวยกรณีของปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร ตามลําดับ
คือผลการขจัดเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง1,ผลการขจัดเชิงเสน (เลื่อนเขาและออก)ของแขนกลชิ้น
ตอโยง 2 ความเร็วเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 และความเร็วเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 ซ่ึง
จะพิจารณาในหลักการ การประหยัดพลังงานสูงสุดเปรียบเทียบกับหลักการความนิ่มนวลสูงสุด  
      ในการนําเสนอผลการทดสอบโปรแกรมนั้นจําเปนที่จะตอง กําหนดตัวแปรและหนวยที่ใช
ใหเหมือนกันในการทดสอบทุกกรณีดังแสดงในตารางที1่ และผลการทดสอบแสดงเปนกราฟเพื่อการ
เปรียบเทียบผลการทดสอบดังน้ี 
 

ตาราง 1 การกําหนดตัวแปรและหนวย 

ตัวแปร ความหมาย หนวยที่ใช 

1x  การขจัดเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 rad 

2x  การขจัดเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 m 

1x&  ความเร็วเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 rad/sec 

2x&   ความเร็วเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 m/sec 

Time              เวลาการเคลื่อนที่ของแขนกลชิ้นตอโยง1และ 2 sec 
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            4.1.1 ผลการเปรียบเทียบคาความน่ิมนวลสูงสุดและการประหยัดพลังงานสงูสุดของ
แขนกลโพลาร(Pola-Armed Mainpulator)    
                4.1.1.1 การเปรียบเทยีบการขจัดเชิงมุมของแขนกลชิน้ตอโยง 1 ( )1x  
 

                   Mimimum-Jerk                   Minimum-Energy  

  

  

ภาพประกอบ4 ผลการเปรยีบเทียบการขจัดเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 ( )1x เทียบกับเวลา 

  
            จากภาพประกอบ 4 เปนผลของการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมี
ความเหมือนกันในคาแตละตัวแปรระหวางปญหาท้ังสองแบบคือ การวิเคราะหโดยหลักการระหวาง
การประหยัดพลังงานสูงสุด และความนิ่มนวลสูงสุด ที่สังเกตไดจากภาพประกอบ 4  ในการ
แกปญหา จะพบวาลักษณะวิถีของเสนของกราฟทั้งสองสอดคลองกันโดยกราฟของหลักการความ
น่ิมนวลสูงสุดจะมีชวงกลางของกราฟเพิ่มขึ้น(มีระยะทางการหมุนเพ่ิมโดยใชเวลาเทากัน)เม่ือ
เปรียบเทียบกับวิธีการประหยัดพลังงาน ซ่ึงการที่แขนกล 1 มีระยะทางการเคลื่อนมากขึ้นในชวงเริ่ม
เคลื่อนและส้ินสุดการเคลื่อนที่ จะทําใหอุปกรณของแขนกลปลอดภัยไมเสียหายไดเน่ืองจากมี
ชวงเวลาเผื่อ 
 

 

 

 

                

)( 1x )( 1x
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(X
2)  

                  4.1.1.2 การเปรียบเทยีบการขจัดเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2  ( )2x   
 

                         Mimimum-Jerk        Minimum-Energy  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ภาพประกอบ5 ผลการเปรียบเทยีบการขจัดเชิง 
 

 

เสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 ( )2x   เทียบกับเวลา 

                กรณีของแขนกลชิ้นตอโยง 2 เคลื่อนที ่ ( เลื่อนเขา-ออก )  เทียบกับเวลาจากการใชโปร 
แกรม  คอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมีรูปแสดง ตรงกันขามกันทั้งสองวิธีแตรูปกราฟยัง
สอดคลองกันซ่ึงเกิดจากการเคล่ือนที่เขาและออกของแขนกล 2 และการประมวลผลที่โปรแกรม
ตางกัน ดังภาพประกอบ 5  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)( 2x )( 2x
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                       4.1.1.3 การเปรียบเทียบความเร็วเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 ( )1x&   
 

Mimimum-Jerk                       Minimum-Energy      
 

 

 

 

   

  

  

ภาพประกอบ 6 ผลการเปรยีบเทียบความเร็วเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 ( )1x&    เทียบกับเวลา  
 
             กรณีคาความเร็วของแขนกล 1 เทียบกับเวลาจากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการ
คํานวณพบวา กราฟมีความเหมือนกันในคาแตละตัวแปรระหวางปญหาทั้งสองแบบคือ การวิเคราะห
โดยหลักการระหวางการประหยัดพลังงานสูงสุด และความนิ่มนวลสูงสุด ที่สังเกตไดจาก
ภาพประกอบ 6 ในการแกปญหา จะพบวาลักษณะวิถีของเสนกราฟทั้งสองสอดคลองกันโดยกราฟ
ของหลักการความน่ิมนวลสูงสุดจะมีชวงกลางของกราฟเพ่ิมขึ้น (มีความเร็วเพ่ิมโดยใชเวลาเทากัน)
และกราฟมีความโคงมนตอเน่ืองเม่ือเปรียบเทียบกับวิธีการประหยัดพลังงานสูงสุด 
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    4.1.1.4 การเปรียบเทยีบความเร็วเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2  ( )2x&   
 

                    Mimimum-Jerk                       Minimum-Energy      
  

 

  

  

   ภาพประกอบ 7 ผลการเปรียบเทียบความเร็วเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 ( )2x&  เทียบกับเวลา  
 
            จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอร ในการคํานวณ ไดัผลของ กราฟที่แสดงผลตรงกันขาม
กัน ทั้งสองวิธี แตรูปกราฟยังสอดคลองกัน โดยวิธีความนิ่มนวลสูงสุด จะไดกราฟที่โคงมนตอเน่ือง
ไมหักมุมแหลมเหมือนวิธี การประหยัดพลังงานสูงสุด ซ่ึงเกิดจากการเคล่ือนที่เขาและออกของแขน
กลชิ้นตอโยง 2 และการประมวลผลตางโปรแกรมกัน ดังภาพประกอบ 7 
 

4.2  วิเคราะหผลการทดสอบ 
             4.2.1 กรณีการขจัดเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1  ( )1x  เคลื่อนที่เทียบเวลา                                       
                จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมีความเหมือนกันในคาแต
ละตัวแปรระหวางปญหาท้ังสองแบบคือ การวิเคราะหโดยหลักการระหวางการประหยัดพลังงาน
สูงสุด และ ความน่ิมนวลสูงสุด ที่สังเกต ไดจากภาพประกอบ 4 ในการแกปญหา จะพบวา ลักษณะ 
วิถีของเสนของกราฟทั้งสองสอดคลองกันโดยกราฟของหลักการความนิ่มนวลสูงสุดจะมีการ
ประมวลผลชวงกลางของกราฟเพ่ิมขึ้นตอเน่ืองโคงมน (มีระยะทางการหมุนเพ่ิมโดยใชเวลาเทากัน) 
เม่ือ 
 
 

)( 2x& )( 2x&
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เปรียบเทียบกับวิธีการประหยัดพลังงาน  ซ่ึง การที่แขนกล 1 มีระยะทางการเคลื่อนที่มากขึ้นในชวง
เริ่มเคลื่อนที่และสิ้นสุดการเคลื่อนที่ จะทําใหอุปกรณของแขนกลปลอดภัยไมเสียหายไดเน่ืองจากมี
ชวงเวลาเผื่อ 
           4.2.2 กรณีการขจัดเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 ( )2x  เคลื่อนที่ (เลื่อนเขา-ออก)เทียบกับ
เวลาจากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมีรูปแสดงตรงกันขามกันทั้งสองวิธี
แตรูปกราฟยังสอดคลองกัน ซ่ึงเกิดจากการเคลื่อนที่เขาและออกของแขนกล 2 และการประมวลผล
ตางโปรแกรมกัน ดังภาพประกอบ 5      
           4.2.3 กรณีความเร็วเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 ( )1x& เทียบกบัเวลา 
              จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมีความเหมือนกันในคาแต
ละตัวแปรระหวางปญหาท้ังสองแบบคือ การวิเคราะหโดยหลักการระหวางการประหยัดพลังงาน
สูงสุด และความนิ่มนวลสูงสุด ที่สังเกตไดจากภาพประกอบ 6 ในการแกปญหา จะพบวาลักษณะวิถี
ของเสนกราฟทั้งสองสอดคลองกันโดยกราฟของหลักการความนิ่มนวลสูงสุดจะมีชวงกลางของกราฟ
เพ่ิมขึ้น(มีความเร็วเพ่ิมโดยใชเวลาเทากัน)และกราฟมีความโคงมนตอเน่ืองเม่ือเปรียบเทียบกับ
วิธีการประหยัดพลังงาน   
           4.2.4 กรณีความเร็วเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 ( )2x& เทียบกับเวลา 
               จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคาํนวณพบวา กราฟมีรูปแสดงตรงกันขามกัน
ทั้งสองวิธีแตรูปกราฟยังสอดคลองกัน ซ่ึงเกิดจการเคลื่อนที่เขาและออกของแขนกล 2 และการ
ประมวลผลตางโปรแกรมกัน ดังภาพประกอบ 7            
               จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอร ในการคํานวณพบวา มีความแตกตางกัน  ดังน้ี
เน่ืองจากแขนกลโพลารมีความสัมพันธทางจลนศาสตรแบบยอนกลับ น้ันการเคลื่อนที่ของแขนกล 1
และ 2 สูตําแหนงตางๆน้ันมีคาพิกัดที่บอกตําแหนงของแตละชิ้นตอโยงไดหลากหลายลักษณะ 
ดังเชนปญหาที่เรียกวา Elbow up และ Elbow down จึงทําใหไดผลลัพธของกราฟที่ตางกันไปและ
ผลของการใชโปรแกรมตางกันมาประมวลผลของสองปญหา    
               จากภาพประกอบทั้งหมดที่แสดงดานบน ในการวิเคราะหผลการทดสอบจากผลลัพธที่
แสดงเปนกราฟ  หลักการความนิ่มนวลสูงสุด และหลักการประหยัดพลังงานสูงสุดถือวามีสวนที่
สอดคลองกัน  โดยวิธีการน่ิมนวลสูงสุด จะไดกราฟที่โคงมนตอเน่ืองกัน ซ่ึงอยูในชวงเวลาเทากัน
และการเร่ิมตนและสิ้นสุดของกราฟดวยวิธีการความนิ่มนวลสูงสุดจะเคลื่อนที่อยางตอเน่ืองเปน
ลักษณะโคงมนซ่ึงเกิดจากการเรียงตัวของขอมูลโดยการประมวลผลของโปรแกรม  
 



 
บทที่ 5 

สรุปและวิจารณ 
 

การวิจัยในบทน้ี ผูวิจัยไดดําเนินตามขัน้ตอนดังตอไปน้ี 
5.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
5.2 ขอเสนอแนะ 

 

5.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

               การพิจารณาเปรียบเทียบกันระหวางความนิ่มนวลสูงสุด(Minimum Jerk)กับการประหยัด
พลังงานสูงสุด(Minimum Energy) ของแขนกลโพลาร มีผลการทดสอบและผลเฉลยที่สอดคลองกัน
โดยวิธีการท่ีใชในการแกปญหาของตัวอยางปญหาที่นํามาศึกษา และถึงแมวาจะมีขอแตกตางกันใน
บางกรณี แตลักษณะของเสนกราฟของหลักการ การใชความนิ่มนวลสูงสุดน้ันมีความราบ เรียบ
มากกวาหลักการการใชการประหยัดพลังงานสูงสุดแตถามองโดยรวมแลวถือวาผลการทดสอบแตละ
วิธีมีความสอดคลองกันแสดงวา ในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบทางพลศาสตรโดยใช
หลักการความนิ่มนวลสูงสุดน้ันสามารถที่จะนํามาใชหาคาความเหมาะสมสูงสุดของแบบจําลองระบบ
ทางพลศาสตรไดเชนเดียวกันกับหลักการการใชการประหยัดพลังงานสูงสุด ทําใหพอที่สรุปไดวาวิธี
หลักการความนิ่มนวลสูงสุดสามารถนํามาใชแกปญหาของแบบจําลองระบบทางพลศาสตร จากการ
ศึกษาวิจัยครั้งน้ีสามารถนําไปปรับปรุง และพัฒนาใชกับปญหาที่มีลักษณะใกลเคียงกันกับการศึกษา
วิจัยน้ีได จากผลการทดสอบทั้งหมดการใชหลักการความนิ่มนวลสูงสุดสามารถบรรลุถึงขอสมติฐาน
ในเร่ืองความเหมือนกัน และสอดคลองกันกับหลักการการใชการประหยัดพลังงานสูงสุด เหตุผล
อันหน่ึงก็คือการเพ่ิมสมการของ คอสทฟงกชัน(Cost Function) น้ันเปนฟงกชันสมการกําลังสาม

( x
dt

xdJerk &&&== 3

3

)ซ่ึงไดผลเฉลยนําไปสูปญหาที่เปนคาที่เหมาะสมสูงสุดน้ันอยางแนนอน 

 

5.2  ขอเสนอแนะ 

         ในการพัฒนาในขั้นตอไปอาจเพ่ิมความซับซอนของปญหาใหมากข้ึน เชน ความซับซอน
ของแขนกลใหมีจํานวนองศาอิสระมากกวา 2 องศาอิสระขึ้นไป โดยคิดถึงผลกระทบของโมเมนต
ความเฉื่อยซ่ึงจะตองคํานึงถึงรูปทรงของแขนกลดวย รวมถึงความหลากหลายในชนิดของการ
เคลื่อนที่ของชิ้นตอโยงในแขนกลและการประมวลผลของคอมพิวเตอรที่มีประสิทธิภาพสูง 
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คําอธิบายสัญลักษณ 
 

 fC  คือคากระแสตานแรงเสียดทาน 
 21 ,cc     ระยะจุดศนุยกลางมวลแขนกล 1และ 2 
          F  คือสเกลลารฟงกชัน 
 g  คือความเรงเนื่องจากแรงดึงดูดของโลก  

 jg  คือฟงกชันอีควอลิตคีอนสเทรนท (Equality constraints) 

 gI  คือโมเมนตความเฉ่ือย (Moment of inertia) 

 J  คือฟงกชันวัตถุประสงค 

 21 , LL     คือยาวของแขนกล 1 และ 2 

          aM       คือตัวขับเคลือ่นที่ปอนเขาระบบ 

          21 , mm   คือมวลของชิน้ตอโยง(Link mass)  

             P            คือเวกเตอรแมตริกซ 

 )(tx  คือตัวแปรสถานะ  

 1x  คือการขจัดเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 (Angular Displacement ) 

          2x  คือการขจัดเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง2 (Linear Displacement ) 

 1x&   คือความเร็วเชิงมุมของแขนกลชิ้นตอโยง 1 (Angular velocity) 

          2x&      คือความเร็วเชิงเสนของแขนกลชิ้นตอโยง 2 (Linear velocity) 

           x&&          คือความเรงของแขนกล (Minimum Energy) 

           x&&&          คือน่ิมนวลสูงสุดของแขนกล(Minimum Jerk) 

 xR   คือ สวนประกอบของแรงปฏิกิริยา ในแนวรัศมีที่จุดรองรับ    

 0t    คือเวลาเริ่มตน 
 ft    คือเวลาที่จุดสุดทาย 

 ( )tu    คือตัวแปรควบคุมปอนเขา 

              lλ      คือตัวคูณลากรานจ (Lagrange multiplier) 
            μ          คือแรงเสียดทานระหวางปลอกและแกนดุมหมุน( Column friction ) 

 



อภิธานศัพท 
 

              Algebraic สมการทางพีชคณิต 
              Automobiles การเปลี่ยนแปลงรูปรางอัตโนมัติ 
              Boundary condition เง่ือนไขขอบเขต 
              Calculus of variable แคลคลูลัสความแปรปรวน 
  Cartesion space คารทีเซียนสเปส 
  Constraints เง่ือนไขบังคับ 
  Continuose derivatives อนุพันธตอเน่ือง 
    Continuose time เวลาตอเน่ือง 
  Control input คอนโทรลอินพุท 
  Control variable คอนโทรลวารเิอเบิล 
  Cost functional คอสฟงกชันนอล 
  Cylindrical  joint ขอตอแบบมีลกูสูบ 
  Dependent variable ตัวแปรที่ไมเปนอิสระ 
  Delail study การศึกษารายละเอียด 
  Differential equation สมการเชิงอนุพันธ 
  Direct method  วิธตีรง 
   Displacement  การขจัด 
  Dynamics constraints ขอบเขตทางพลศาสตร 
  Dynamics equation สมการทางพลศาสตร  
  Dynamics optimization problem ปญหาความเหมาะสมทางพลศาสตร 
  Dynamics system ระบบพลศาสตร 
  End-effector ปลายแขนหุนยนต 
  Equality constraints เง่ือนไขบังคับที่เปนสมการ 
        Extremizine คําตอบทีเ่หมาะสมที่สุด 
  Extremum  คาเหมาะสมสูงสุด 
  Final time เวลาสุดทาย 
   Forward Kenematics ฟอรเวิรดคิเนเมติกส 
  Functional ฟงกชันนอล 
  General nonlinear constraints เง่ือนไขบังคับของสมการที่ไมเชิงเสน  
  Graphic user interface หนาจอรับขอมูล 
  Higher order systems ลําดับที่สูงกวา 



  Homogeneous matrix โฮโมจีเนียสเมตริกส 
  Independent variable ตัวแปรอิสระ 
  Indirect method วิธีออม 
  Initial condition เง่ือนไขเร่ิมตน 
  Initial time เวลาเร่ิมตน 
  Interval ชวงเวลา 
  Inertia matrix เมตริกซความเฉื่อย 
  Initial guess คาเริ่มตน 
  Inverse problems ปญหาผกผัน 
  Jacobian จาโคเบียน 
  Jacobian matrix จาโคเบียนเมตริกซ 
  Joints ขอตอ 
  Joint space จอยสสเปส 
  Kinematics พลศาสตรการเคลื่อนที ่
  Lagrange method วิธขีองลากรางจ 
  Lagrange multipliers ตัวคูณลากรางจ 
  Lower bounded ขอบเขตลาง 
  Minimum energy การประหยัดพลังงานสูงสุด 
  Minimum jerk ความน่ิมนวลสูงสุด 
  Mobile robot หุนยนตชนิดเคลื่อนที่ได 
  Necessary condition เง่ือนไขคาต่ําสุดและสูงสุด 
  Nonlinear dynamics พลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน 
  Nonlinear systems ระบบไมเชิงเสน 
  Numerical method วิธีเชิงตวัเลข 
  Objective เปาหมายที่ตองการ 
  Objective function ฟงกชันเปาหมายที่ตองการ 
  One arme manipulator หุนยนตแขนกลเด่ียว 
  Optimal control problem ปญหาความเหมาะสมของระบบควบคุม 
  Optimization ออฟติไมเซชัน 
  Optimization toolbox ออฟติไมเซซันทูลบอกซ 
  Optimum คาที่เหมาะสมที่สุด 
  Optimum sulotion คําตอบทีเ่หมาะสมที่สุด 
  Pick-and-place  งานที่ตองหยิบยก 
  Polar manipulator แขนกลโพลาร 



  Prismatic เคลื่อนที่แบบเชิงเสน 
  Revolute เคลื่อนที่แบบหมุน 
  Robotics system theory ทฤษฎีของระบบหุนยนต 
  Simulink โครงสรางแบบจําลอง 
  State equation สมการแสดงสถานะ 
  State variable สเตทวาริเอเบลิ 
  Symbolic ซิมโบลิกส 
               Terminal condition สภาวะที่ปลายทาง  
               The angle of rotation องศาการหมุน 
  Time derivative อนุพันธของเวลา 
  Translation vector เวกเตอรการเคลื่อนที ่
  Translation energy      พลังงานการเคลื่อนที ่  
  Unit vector       เวกเตอร 1 หนวย 
  Upper bounded       ขอบเขตบน  
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วันเดือนปเกิด                  18 พฤษภาคม  2511 
สถานที่เกิด                      ชลบุรี 
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