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In this thesis, the minimum time problem of non-linear dynamic optimization has 

been considered in the different way in order to facilitate a direct and indirect numerical 

scheme.  According to the character of the minimum time problem, it seems to be the same 

meaning as a maximum energy with free final time problem.  This thesis describes the 

details on the similarity between these two types of the problems for non-linear dynamic 

systems.  However, by considering a maximum energy with free final time problem, a 

number of advantages are discussed such as switching function, transversality condition.  

Towards the end, the compared results from these two types of problems are revealed for 

both direct and indirect numerical schemes.  

 The results of study, the minimum time optimization method can be used for predict 

maximum velocity of dynamic systems and has feasible solution, but very complicate since 

the initial guess for a final time must be obtained close to the solution. There for, the 

maximum energy optimization has an advantage over because the cost function is in the 

form of quadratic function. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหาที่ทําวิจัย 

การหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุมทางพลศาสตร (Dynamic optimal 

control system) จะพบเห็นไดทั่วไปในชีวิตประจําวันของคนเรา ดังเชนการใชสมองส่ังการการควบคุม

การเคลื่อนไหวของรางกาย โดยที่สมองของคนสามารถคาดคะเนไดโดยอัตโนมัติวาควรจะตอง

เคล่ือนไหวอวัยวะเชน มือ หรือเทา เปนระยะเทาไรจนถึงจุดและเวลาตามความตองการ (Objective) 

หรือทํานองเดียวกันกับการทํางานในระบบอุตสาหกรรมการผลิต  จะมีเปาหมายที่เปล่ียนไปตาม

ระยะเวลาและในสถานการณตางๆกัน ทําใหตองมีการเปลี่ยนแปลงการควบคุมเพื่อใหไดคําตอบที่

เหมาะสมที่สุดที่จะบรรลุถึงเปาหมายและความตองการในขณะนั้น รูปแบบของเปาหมายและความ

ตองการมีสามารถกําหนดไดหลายรูปแบบ เชน การใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum energy) การใช

เชื้อเพลิงนอยที่สุด (Minimum fuel) การใชเวลานอยที่สุด (Minimum time) และ การใหไดผลผลิตมาก

ที่สุด (Maximum production) เปนตน รูปแบบดังกลาวนี้สามารถนํามาเขียนในรูปแบบของสมการทาง

คณิตศาสตรประกอบกับระบบพลศาสตรที่โดยทั่วไปสามารถเขียนอยูในรูปของสมการทางคณิตศาสตร

ที่ไดตามกฎขอที่สองของนิวตันพรอมทั้งเงื่อนไขบังคับตางๆที่พิจารณารวมในระบบเหลาดวย ทําใหใน

การหาคําตอบสําหรับปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุม (Optimal control system) 

นั้นจําเปนตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) ในการคํานวณ  

จากรูปแบบตางๆของเปาหมายขางตน การใชเวลานอยที่สุดของระบบพลศาสตร นั้นเปน

ปญหาที่ยังพบวาในการคํานวณหาคําตอบที่อยูในรูปแบบ แบง-แบง นั้นยังพบวามีความยากในการที่

จะใหไดมาซึ่งคําตอบและโดยมากแลวมักจะไดคําตอบที่อยูในรูปของคาตํ่าสุดที่อยูใกลๆกับคาเร่ิมตน 

(Local minimum) โดยคาเร่ิมตนคือคาที่กําหนดข้ึนโดยไมมีหลักเกณฑแตเปนคาเร่ิมตนใหกับ

ขบวนการทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข คําตอบที่อยูในรูปแบบ แบง-แบง กลาวคือคําตอบที่เปนคาของตัว

แปรควบคุม (Control inputs) ที่สลับไปมาระหวางคาสูงสุดและตํ่าสุดของตัวแปรเอง (Lower and 

upper bounds) ที่ดูเหมือนจะไมยาก แตปญหาที่พบสวนใหญก็คือ เวลาที่สลับระหวางคาสูงสุดและ

ตํ่าสุด (Switching time) และจํานวนชวงเวลาของแตละคา (Number of interval)  

 จากปญหาดังกลาวโครงการวิจัยนี้คาดวาการเปล่ียน ฟงกชั่นวัตถุประสงคเดิมของปญหา

การใชเวลานอยที่สุดนั้นนาจะชวยลดปญหาลงไดบาง กลาวคือ การใชฟงกชั่นเดิมที่ใชกันอยาง

แพรหลายนั้นกอใหเกิด ชวงเวลาที่ไมสามารถบอกไดวาเปนคาตํ่าสุดหรือสูงสุด (Singularity intervals) 

อยูเสมอ โดยยึดแนวความคิดวา ปญหาการใชเวลานอยที่สุดนั้นนาจะเปรียบไดกับปญหาการใช
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1.2  วัตถุประสงคของการวิจัย 
 1.2.1  เพื่อนําเอาเทคนิควิธีแกปญหาการควบคุมที่ไดผลสูงสุดของระบบพลศาสตร มา

ประยุกตใชในการเปรียบเทียบปญหาการใชเวลานอยที่สุดที่ไมเปนเชิงเสนและ

หลักการพลังงานสูงสุดที่ไมเปนเชิงเสน 

1.2.2    เพื่อพิสูจนถึงทฤษฎีหลักการปญหาทางดานการควบคุมที่ไดผลสูงสุดของระบบ

พลศาสตร (Dynamic optimization) มาเปรียบเทียบกันระหวางการแกปญหาการใช

เวลาที่นอยที่สุดกับหลักการพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายของระบบ

พลศาสตรที่เปนแบบไมเชิงเสน 

1.2.3   เพื่อนาํเสนอถึงการเปรียบเทียบขอดี และขอเสียของการหาคําตอบของหลกัการใชเวลา

นอยที่สุดกับหลักการพลังงานสูงสุดกับทัง้วิธีโดยตรงและวิธีโดยออม (Direct and 

indirect methods) ของปญหาแบบที่ไมเปนเชิงเสน  
 

1.3  ขอบเขตของการวิจัย 
1.3.1 การศึกษาวิจยัคร้ังนี ้ จะนําเอาปญหาความเหมาะสมสูงสุดในหลักการการใชพลังงาน

สูงสุดมาเปรียบเทียบกับหลักการใชเวลานอยที่สุดในระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน  

(Non-linear systems) โดยทําการแกปญหาทั้งโดยวธิีตรงและวิธีออม (Direct and 

indirect methods) 

1.3.2    ใชสมการการเคล่ือนที่ของหุนยนตมาเปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร      

1.3.3    ใชโปรแกรม แมทแล็บ (Matlab) ในการโปรแกรมการแกปญหาที่ไมเปนเชิงเสน  
  

1.4.  วิธีดําเนินการวิจัยโดยยอ 
1.4.1 ศึกษาลักษณะจําเพาะสมการการเคลื่อนที่ของระบบทางพลศาสตร หลักการวิเคราะห

สมการการเคล่ือนที่  

1.4.2 สรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร คือสมการการเคล่ือนที่ระบบทางพลศาสตร สมการ

และอสมการเงื่อนไข กําหนดสภาวะเร่ิมตนและสภาวะสุดทาย เงื่อนไขขอบ และสราง

คอสฟงกชันนอล (Cost Functional)  
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1.4.3 ใชโปรแกรมแม็ทแลป (Matlab) เพื่อหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบทาง

พลศาสตร จากแบบจําลองทางคณิตศาสตร 

1.4.4 ทดสอบการใชโปรแกรม  

1.4.5 วิเคราะหผลในสองรูปแบบคือ แนวทางบนหลักการพลังงานสูงสุด (Maximum 

energy) เปรียบเทียบกับการใชเวลาที่นอยที่สุดโดยวิธีตรง (Direct methods) 

 
1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 
 1.5.1 ผลการวิจัยคร้ังนี้สามารถนําไปประยุกตใชเปนแนวทางในการพัฒนาเพื่อให    

สามารถนําไปแกปญหากับงานจริงไดตอไป หรือเอาไปประยุกตใชแกปญหาที่มี

ลักษณะที่ใกลเคียงกันได 

1.5.2 ผลการวิจัยคร้ังนี้จะใหขอมูลสําหรับการประยุกตเอาหลักการออปติไมซเซชัน       

(Optimization) ไปใชงานกับปญหาดานพลศาสตรและเปนฐานขอมูลเพื่อเปรียบ  

เทียบกับวิธีการแบบอ่ืนๆ  

 1.5.3 ผลการวิจัยคร้ังนี้จะทําใหการใชประโยชนจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถใช

คํานวณหาคําตอบโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของปญหาและยังสามารถนําไปใชหา

คําตอบที่มีลักษณะปญหาที่ใกลเคียงกันได 

1.5.4   สามารถนําเสนอถงึหลักการการใชเวลาที่นอยทีสุ่ด (Minimum time) เปรียบเทยีบกับ

การใชพลังงานสูงสุด (Maximum energy) ที่ไมเปนเชิงเสนโดย ที่ใชสภาวะขอมูลตัว

แปรอยางเดียวกันทัง้วิธโีดยตรงและวิธีโดยออม (Direct and indirect methods) 

 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

 ในการวิจัยคร้ังนี ้ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตามหวัขอตอไปนี้ 

           1.   การทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 2.  ออปติไมซเซชัน (Optimization)  

 3.  แบบจาํลองทางคณิตศาสตร (Mathematical model) 

 

2.1   การทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เก่ียวของ 
   ทววิัชร วีระแกลว ทําการศึกษาปญหาเร่ืองความเหมาะสมสูงสุดของการใชเวลานอยที่สุด

ของการเคล่ือนที่เปนแบบเชงิเสน (The minimum time problem of linear dynamic optimization)     

โดยใชวิธกีารพิจารณาหลายวิธ ี ในการทีช่วยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบวิธีเชงิตัวเลขโดยตรง

ไดสะดวกยิ่งข้ึน ข้ึนอยูกับคุณลักษณะของปญหาเร่ืองการใชเวลานอยที่สุด (Minimum time problem)  

นั้นดวยแนวคิดหนึง่ก็คือการพิจารณาปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดมีความเหมือนกบัปญหาการใชพลัง 

งานสูงที่สุดที่ไมคํานงึถงึเวลาสุดทาย  ( Maximum energy  with free final time problem) ในเอกสาร

ทางวิชาการฉบับนี้ จะไดอธิบายถงึรายละเอียดความเหมือนกนั ระหวางปญหาทั้งสองขอ   คือปญหา

พลังงานสูงสุดที่ไมคํานงึถงึเวลาสุดทายและปญหาเวลาท่ีนอยที่สุด สําหรับระบบที่เปนเชิงเสนแตการ

พิจารณา โดยวิธีการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายมีขอดีกวาหลายประการในตอนทายสุด

ไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสองปญหาโดยวิธีระเบียบเชิงตัวเลขทัง้วธิีตรงและวิธีออม ทํา

ใหเกิดความชัดเจนยิง่ข้ึน 

 Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw and B.C. Fabien, กลาวถึงการวเิคราะหหาคําตอบของ

ระบบสมการการเคลื่อนที่ทีเ่ปนเสนตรงและสัมประสิทธ์ิในสมการการเคล่ือนที่เปนคาคงที่ซึง่ถกูกาํหนด 

ใหเคล่ือนที่ระหวางจุดสองจุดที่กําหนดใหในระยะเวลาที่กําหนดจากทฤษฎีที่มีอยูเดิม คําตอบที่ไดจะ 

ตองทําใหสมการการเคล่ือนที ่ และสมการควบคูเปนจริงในรูปแบบสมการเชิงอนพุันธอันดับหนึง่แตใน

บทความฉบับนี้ผูเขียนไดเสนอวิธกีารใหม โดยการเปล่ียนรูปที่สามารถแทนคาตัวแปรสถานะและตัว

แปร ควบคุม (State and control variable)  เขาไปในฟงกชันที่ตองการหาคาสูงสุดและตํ่าสุดได ผลที่

ไดสามารถทีจ่ะนําวิธกีารทางตรงและทางออมมาแกปญหาไดเปนอยางดี 

 Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw  and  B.C. Fabien, ในการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะห

ปญหาของการหาคาตํ่าสุดและสูงสุดที่เปนที่ยอมรับแลววา ระบบการเคลื่อนที่ทีอ่ยูในรูปสมการเชิง

อนุพนัธอันดับสูงมีขอไดเปรียบเปนอยางมากในเร่ืองของการคํานวณ เมื่อนําผลลพัธมาเปรียบเทียบกัน
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กับระบบเคล่ือนทีท่ี่อยูในรูปสมการเชงิอนพุันธอันดับหนึง่โดยเฉพาะสมการการเคลื่อนที ่ ทางดานวิศว 

กรรมเคร่ืองกล จะอยูในรูปของสมการเชิงอนพุันธอันดับที่สองเสมออันเนื่องมาจากเปนการใชกฎขอที่

สองของนวิตันในบทความฉบับนี้ไดนําเสนอขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจน ในการคํานวณระหวางสม 

การการเคล่ือนทีท่ี่อยูในรูปสมการชัน้สูงและสมการอนพุันธอันดับหนึง่การที่จะเปรียบเทยีบไดนัน้ผูวิจยั  

ไดสรางซอฟแวรข้ึนมาดวยวธิีตรงและวิธีออม เพื่อสามารถยืนยนัไดวาไมวาสมการการเคลื่อนทีจ่ะอยู

ในรูปแบบใดก็สามารถที่จะใชโปรแกรมเดียวกนัหาคําตอบเพื่อใชในการเปรียบ เทียบ 

 ทววิัชร วีระแกลว กลาวถงึทฤษฎีที่สําคัญมากทฤษฎีหนึง่ในการหาคาความเหมาะสมสูงสุด

ของสมการเชิง อนพุันธอันดับสูงที่เรียกวา ทฤษฎีความคาตํ่าสุด ทฤษฎีดังกลาวที่นาํเสนอถูกพิสูจน

จากสองวิธกีาร ซึ่งเปนที่รูจักกันอยางแพรหลาย คือทฤษฎีของฮามิลตัน-จาโคบี ซึ่งจะนาํไปสูการ

พิจารณาทฤษฎีของพอนทริยากนิและทฤษฎีความตํ่าสุดที่มีความสําคัญเปนอยางยิ่ง  และยังสนบัสนุน

ทฤษฎีตางๆใหกับระบบการเคล่ือนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนพุันธอันดับสูง และแคลคูลัสออฟวาริเอช่ัน 

ซึ่งเปนวิธทีี่ใชตรวจสอบทฤษฎีของพอนทริยากนิและทฤษฎีความตํ่าสุดอีกคร้ังหนึง่ ซึ่งจะเหน็ไดวาทัง้

สองวิธกีารนี้สามารถไดใหคําตอบที่ตรงกัน 

 M .V. Bain   and  M. A.  Alcorta Garcia, เอกสารฉบับนี้เสนอการแกปญหาคาสูงสุดของ

ระบบที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear systems) โดยการเปลี่ยนสมการของระบบใหเปนสมการพหุนาม

ของเทเลอรทีม่ีเลขยกกาํลังเทากับสาม และทําการเปรียบเทยีบกับการคํานวณคาตัวแปรโดยใชระบบที่

เปนเชิงเสน (Linear system) พบวาระบบที่ไมเปนเชิงเสนสามารถประมาณคาของตัวแปรไดดีกวา

ระบบที่เปนเชิงเสน 

  Shiler H. Chang and V. Wong, ฉบับนี้ไดกลาวถึงผลการทดลองสําหรับ การควบคุมเวลา

ที่เหมาะสมทีสุ่ด (Time optimial control) สําหรับหุนยนตแขนกล (Robotic manipulators) ซึ่งจะ

แกปญหาระบบที่ไมตอเนื่อง สมการการเคล่ือนทีท่ี่มีลําดับมาก  หรือระบบการเคล่ือนทีท่ี่ไมมีรูปแบบที่

แนนอนและมีการลาชา (Delay) จากการควบคุมผูเขียนเสนอใหใช Simplified model และกําหนดการ

ควบคุมการตอบสนองโดยไดทดลองกับ  UCLA  direct drive ซึ่งผลการทดลองสามารถลดเวลาท่ีใชใน

การเคลื่อนที่ ทั้งยังเพิ่มความแมนยาํในการเคล่ือนที่ใหกับเคร่ือง มือที่นาํมาทดลองดวย 

  M.C.Renolds, P.H.Meckl,  เอกสารฉบับนี้ไดนําเสนอวธิีการแกปญหาความเหมาะสมคาตํ่า

ที่สุด (Minimum optimization) สูงสุดโดยเปล่ียนใหเปนปญหาไทม ออฟติมอล คอนโทล (Time 

optimal control problem) แลวใชทัง้สมการกาํลังสอง (Quadratic) และใชการโปรแกรมเชิงเสน 

(Linear programming) จะสามารถคาดเดาการคาเร่ิมตนที่เหมาะสมในการแกปญหาการควบคุมที่

ไดผลสูงสุด (Optimal control) ของระบบที่ประกอบไปดวยมวล 2 กอนและสปริง แสดงใหเห็นถึง
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คุณสมบัติที่นาสนใจในการเปลี่ยนสมการเดิมใหเปนสมการกําลังสองหรือที่เรียกวาคอดราติคโปรแกรม

มิ่ง(Quadratic programming) 

 ยศศักด์ิ สายสนิท ในปริญญานพินธนี้ไดทําการวิจยัเพือ่ศึกษาวธิีการวิเคราะหหาคาความเร็ว

สูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงที่แลนในสนามแขงขัน โดยใชวิธีมนีนิมมัไทมออปติไมตเซชัน (Minimum 

time optimization) มาเปนเคร่ืองมือสําหรับทําการวิเคราะหและใชโปรแกรมคอมพิวเตอรมาเปน

เคร่ืองมือชวยในการหาคําตอบซ่ึงกคื็อคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขง   โดยทําการศึกษาวิจยั

กระทาํในลักษณะแบบจําลองทางคณิตศาสตร โดยใชแบบจําลองของรถแขงซึ่งเปนรถยนตแบบหาระ 

ดับข้ันความเสรี ทาํใหไดสมการการเคล่ือนที่ของรถแขงทั้งหมดหาสมการ (ไมคิดผลกระทบจากอากาศ

พลศาสตร) และใชแบบจําลองของรถแขงที่มมีวลขนาดตางๆ เพื่อใชเปรียบเทียบกันโดยแบบจําลอง

ของรถแขงทั้งสองมีเงื่อนไขบังคับก็คือรูปรางของสนามแขงขัน แลวใหรถแขงวิง่ในสนามดังกลาว โดย

จะปอนคาคอนโทรลอินพุต  (Control input)ในรูปของแรงขับเคลื่อนและมุมเล้ียวใหกับแบบจําลองของ

รถแขงเพื่อดูผลลัพธก็คือไดความเร็วสูงสุดเทาใด ดวยการเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่ซึ่งทั้ง

แบบจําลองของรถแขงและสนามแขงขันจะถูกแปลงใหเปนสมการทางคณิตศาสตร แลวใชฟงกชนั 

fmincon ของโปรแกรมแมทแล็บ (Matlab) มาเปนเคร่ืองมือในการคํานวณหาคาความเร็วสูงสุดของ

รถแขง ผลจากการศึกษาวจิัยพบวาวิธีการหาคาของความเหมาะสมทีสุ่ดทางพลศาสตร (Minimum 

time optimization) สามารถนํามาใชหาคาความเร็วสูงสุดในการเคล่ือนที่ได และผลของคําตอบอยูใน

เกณฑที่ยอมรับได แตมีความยากในการหาคําตอบคอนขางมากเนื่องจากจะตองกาํหนด คาเร่ิมตนของ

เวลาใหใกลเคียงกับคําตอบใหมากที่สุด แตก็สามารถนําไปประยุกตใชหาเวลาในการเคลื่อนที่ของวัตถุ

ตางๆ ไดเชนกนั 

 จาการที่ไดนําเสนองานวิจัยที่เกีย่วของทั้งหมดนัน้พบวาไดมีการศึกษาถึงระบบการเคล่ือนที่ได 

ผลมาพอสมควรทําใหเกิดแนวทางการทําการวิจยัใหมๆเกิดข้ึนในการศึกษาถึงเร่ือง การศึกษา แนวทาง

ใหมของวิธีตรงและวิธีออมของปญหาการใชเวลานอยทีสุ่ดที่ไมเปนเชิงเสนนัน้ มีความจํา เปนที่จะตอง

มีสมการที่กลาวถงึปญหาการเคล่ือนที่ (Problem statement) โดยใชทฤษฎีและหลักการมาทําการ

กําหนดฟงกชนั หรือพฤติกรรมของปญหาจากนั้นก็สรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแลวทําการแกปญ 

หา ดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรตอ ไป 
 

2.2 ทฤษฎีที่เก่ียวของ 

 ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธกีารหรือกระบวนการ ทางคณิตศาสตรที่เปนเคร่ืองมือที่

นํามาใชโดยมจีุดประสงคเพือ่หาคาที่เหมาะสมที่สุดซึง่คาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทัง้คาที่ตํ่าสุด หรือคา 
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สูงสุด เปาหมายของการออปติไมซเซชัน (Optimization goal) ทําเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทัง้ดานการ

ลงทนุ,พลังงาน,การใชประโยชนและมีความปลอดภัยนัน่เอง กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซชัน 

(Optimization) ไปประยุกตเพื่อใชงานเราจะตองทาํการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน ออปติ

ไมซเซชัน (Optimization) นั้นสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา ซึง่สามารถแบงไดเปน 2 

ประเภทคือสแตติกออปติไมซเซชันและไดนามกิสออปติไมซเซชัน(Static and dynamics optimization) 

ในการหาคําตอบของปญหาโดยเทคนิควิธอีอปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่จะตองทาํการ

อธิบายถึงคุณลักษณะของปญหาใหออกมาในรูปของ แบบจําลองทางคณิตศาสตรเสีย กอนซึง่มี

องคประกอบโครงสรางของปญหา (Elements of problem formulation) ในเทอมทางคณิตศาสตรที่

สําคัญและจําเปนตองทําความเขาใจสามเทอมดวยกันซึง่ก็คือตัวแปรสถานะ (State variables) ตัว

แปรควบคุมปอนเขา (Control input) และฟงกชนันอลหรือ ฟงกชนัวัตถุประสงค  (functional or 

objective function) ซึ่งมีรายละเอียดปลีกยอยดังนี ้

 2.2.1 ไดนามิกส ออพติไมสเซชนั (Dynamics optimization) 
  ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆ   ที่ข้ึนอยูกับเวลาจะถูกเรียกวาไดนามิกส (Dynamics) 

และมักจะใชสมการเชงิอนพุนัธ มาเปนตัวแสดงแทนระบบไดนามิกส (Dynamic systems) ดังนี ้

 

  ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                                                  (2.1) 

 

เมื่อ t  คือเวลา (Time), ix  คือ สเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทัว่ไปหรืออนพุนัธ

ของเวลา (Generalized coordinates or time derivatives) iu  คือคอนโทรลอินพุต (Control inputs) 

และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชนั (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และ

คอนโทรลอินพุต (Control inputs) หากทําการกาํหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control inputs) 

( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเงื่อนไขเร่ิมตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการคํานวณวิถ ี (Trajectory) 

ของสเตตวาริเอเบิล (State variables , ( )txi ) ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวธิีเชิงตัวเลข (Analytical or 

numerical) ได ตัวอยางเชนการเคล่ือนทีเ่ปนเสนตรง (Rectilinear) ของอนุภาค (Particle) หนึง่หนวย

มวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายไดดวยสมการเชิงอนพุันธ (Differential 

equation) เปน ux =&&  เมื่อ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ u  คือแรงกระทาํ จะเหน็ไดวาเปนสมการ

เชิงอนพุนัธอันดับสอง (Second-order differential equation) แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการ

เชิงอนพุนัธอันดับหนึง่ (First-order differential equation) ดังสมการ (2.1) ได นัน่คือให 21 xx =&  และ 

ux =2&    สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ (2.1) นัน้ โดยปกติแลวจะตองมกีารกําหนด

สภาวะเร่ิมตนเสมอ (Initial state) จากนัน้กท็ําการเลือกชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control 
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inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เพื่อใหออปเจคทฟิวฟงกชนั (Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด 

ปญหาไดนามิกสจะเรียก ออปเจคทิฟวฟงกชนั (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล (Cost 

functional) และเขียนเปนสมการดังนี ้

 

         ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK            (2.2)                 

                                                                                                                                                          

เมื่อ 0t  คือเวลาเร่ิมตน ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชนันอล (Cost functional) ประกอบไปดวย

สองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซึ่งจะข้ึนอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และสภาวะสุดทาย 

(Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนที่ข้ึนอยูกับเวลาที่

ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control 

variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตทวาริเอเบิล 

(State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)  

 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้นนอกจากจะอาศัยพื้น

ความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจ

ทางดานแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) อยางมากอีกดวย ระบบไดนามิกส 

(Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้น แบงออกไดเปนสองลกัษณะดวยกนัตามระดับข้ันความเสรี (Degree 

of freedom) นั่นก็คือ ระบบข้ันความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ัน

ความเสรี (Multistage systems) สวนดานวธิีการหาคําตอบของปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน 

(Dynamic optimization) นั้นแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน คือ วิธีไดเรคท (Direct methods) 

และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ซึ่งวิธีไดเรคท (Direct methods) จะใหผลคําตอบที่หยาบกวา

แตก็มีความซับซอนนอยกวาวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ในการวิจัยศึกษาในคร้ังนี้จะใชทั้งวิธี

โดยออม และวิธีตรง (Indirect and direct methods) เขามาเปนเคร่ืองมือสําหรับหาคําตอบ 

 ดังนัน้จึงตองทาํการศึกษาและทําความเขาใจวิธีการแบบอินไดเรคท (Indirect methods) ซึ่ง

จะเร่ิมตนจากการศึกษาและทําความเขาใจแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) โดยเร่ิม

จากระบบข้ันความเสรีเด่ียว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage 

systems) เพราะตองใชเปนฐานในการใชงานกับวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) จากนั้นกจ็ะลงลึก

ในรายละเอียดของวิธีการอินไดเรคท (Indirect methods) โดยจะเนนหนักลงไปเกีย่วกับปญหาการใช

เวลานอยที่สุดและปญหาการใชพลังงานสูงสุด(Minimum time and maximum energy optimization)  
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2.2.2  แคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน (Calculus of variation) 
   ที่มาพอสังเขปของแคลคูลัสออฟวาริเอช่ันนั้นนํามาใชประโยชนในการพัฒนาทฤษฎีความ

เหมาะสมสูงสุดของระบบทางพลศาสตร (Optimization of dynamic systems) ในการสรางสมการ

เงื่อนไขที่จาํเปน (Necessary condition equations) ของจุดเอ็กทริมัม (Extremum) ที่ประกอบไปดวย

ฟงกชันนอลฟงกชนัเด่ียว (Functional of a single function) และฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน 

(Functional of N functions) ซึง่สามารถนํามาวิเคราะหในเร่ืองแคลคูลัส ออฟ วาริเอช่ัน ก็คือ ฟงกชัน

นอล ( Functional); [ ]nxxJ ,.....,1  ที่สามารถแบงไดเปนสามกรณีดังนี ้
        2.2.2.1   กรณีการที่ทราบเวลาและจุดสุดทายท่ีแนนอน (Fixed end time 

and end points) 
 ฟงกชันของฟงกชนัหลายตัวแปร (Functional of N functions) กําหนดให

ฟงกชัน ),....,,,,....,,,( 2121 nn xxxxxxtf &&&  เปนฟงกชันที่มีความตอเนื่อง (Smooth function) อีกทั้ง

สามารถหาคาอนุพนัธยอยอันดับหนึ่งและอันดับสอง ดังนัน้ จาํนวนทั้งหมดที่ตอเนื่องและฟงกชนัที่มี

อนุพนัธในชวงเวลา  fttt ≤≤0  ซึ่งสอดคลองกับเงือ่นไขขอบเขต (Boundary condition) คือ 

210 )(,)( ifiii xtxxtx ==   ที่ตองการหาคาของฟงกชนั  nitxi ,....,1),( =    ที่ซึ่งเปนคาเอ็กซทรีไมซ 

ของฟงกชันนอล คือ 

 

     [ ] .),.....,,,.....,,(,....,
0

111 dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫= &&                                        (2.3) 

 

ซึ่งสามารถหาคําตอบไดโดยมีกระบวนการดังนี้ กําหนดให nitxi ,....,1),( = เปนฟงกชนัเปาประสงค

เอ็กซทรีไมซ [ ]nxxJ ,.....,1   ถาทาํการบวกเพิ่มคาของฟงกชัน )(tx ดวยคา )(th  ดังนัน้ในลําดับที่ยงัคง

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต 0)()( 0 == fthth  การเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล JΔ คือ 

 

     
[ ] [ ]

( )
( )

dt
xxxxtF

hxhxhxhxtF

xxJhxhxJJ

ft

t
nn

nnnn

nnn

∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
++++

=

−++=Δ

0 ,,,,,,
,,,,,,

      

,,,,

11

1111

111

&K&K

&&K&&K

KK

                     (2.4) 

 

จากการกระจายอนกุรมเทเลอร และตัดพจน(เทอรม)ทีม่ีอันดับสูงทิ้งไปจะไดวา 

 

   dth
x
Fh

x
FJ ft

t

n

i
i

i
i

i
∫ ∑

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
0 1

&
&

δ                                                                (2.5) 
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เมื่อ Jδ คือการประมาณคาของ JΔ เมื่อตัดเทอมทีม่ีอันดับสูงทิ้งไป การอนิทิเกรตเทอมที่สองในสมการ

( dth
x
FJ ft

t i
i

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
0

&
&

δ ) โดยวิธีอินทเิกรตทีละสวน (By parts) เราจะไดวา 

 

     ∑∫ ∑
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
n

i
ti

i
ti

i

t

t

n

i
i

ii

h
x
Fh

x
Fdth

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

11
0

0 &&&
δ                       (2.6) 

 

เงื่อนไขที่จาํเปน (Necessary condition)  ที่สอดคลองสําหรับคาเอ็กทรีมมัมนัน้ก็คือ 0=Jδ สําหรับทุก

คา )(th ที่เปนไปได ดังนัน้ตัวแปรของปญหาสถานะคือ 0)()( 0 == fii thth   เมื่อเทอมของขอบเขตทั้ง 

หมด  
0ti

i
ti

i

h
x
Fh

x
F

f ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

&&
 จึงหายไป เราจะสมมติวาฟงกชนั  F   มีอนุพนัธที่มีความตอเนื่องกนั

สองอนพุันธ หมายถงึเทอม 
ii x

F
dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนเทอมที่ตอเนื่อง   คุณสมบัติความตอเนื่องของการอินทิ

เกรต แสดงใหเห็นวา 0=Jδ  ซึ่งหมายความวา 

 

     ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,......,1,0 ==
∂
∂

−
∂
∂

&
                                                                 (2.7) 

 

สมการที ่2.7 เรียกวาสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งคําตอบตองสอดคลองกับสมการเชิง

อนุพนัธพรอมดวยเงื่อนไขขอบเขต ffii xtxxtx == )(,)( 00   ซึ่งจะมีรูปแบบของ F ยอยๆอยูสามรูป 

แบบที่นาํไปสูคําตอบที่เปนลักษณะเฉเพาะคือ 

   1.)   F ข้ึนอยูกบั ix  รูปแบบพิเศษนี้ฟงกชนันอลจะเปน [ ] dtxxtFxxJ ft

t nn ),....,(,....
0

11 ∫= &&  

   สมการออยเลอรจะลดรูปเปน ,0=
∂
∂

ix
F

dt
d

&
และ i

i
C

x
F
=

∂
∂
&

 เมื่อ iC  คือคาคงที ่

  2.)  F ข้ึนอยูกับ t  รูปแบบพิเศษนี้ฟงกชันนอลจะเปน ),.....,,,....,( 11 nn xxxxF &&  เพื่อทําให

เขาใจไดงายข้ึนสามารถทําการพิสูจนไดวา ni
x
FxF

dt
d

i
i ,....,1,0)( ==
∂
∂

−
&

& นั้นลดรูป

เงื่อนไขของสมการออยเลอร ดังเชนผลเฉลยของ )(tx จะตองสอดคลองกับการอินทิเกรต 

C
x
FxF

i
i =
∂
∂

−
&

&  เมื่อ C  คือคาคงที ่ 

   3.)  F ข้ึนอยูกบั ix&  รูปแบบพิเศษ F นี้จะมีรูปแบบเปน ),....,,( ni xxtF  สมการเงื่อนไขออย

เลอรจะลดรูปเปน 0=
∂
∂

ix
F   
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 2.2.2.2  กรณีในการท่ีทราบเวลาสุดทายที่แนนอนและจุดสุดทายแปรผันได 
(Fixed end time and end points) 
      ปญหาในหัวขอนี้ จะมีความแตกตางกับปญหาจากหัวขอที่ผานมาตรงที่จุดสุด 

ทายเทานัน้  ดังนี้   )( 0txi  และ )( fi tx ไมไดกําหนดจดุสุดทาย   กระบวนการหาคาเอ็กซทรีไมซของ

ฟงกชันนอล [ ] .),.....,,,.....,,(,....,
0

111 dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫= &&  ภายไตเงื่อนไขที่สําคัญเหมือนกับที่ได

สรุปอธิบายใหเห็นในหวัขอ  2.3.1.1 ที่ผานมาดังสมการที ่(2.4-2.5) คือ  

 

     ∑∫
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
n

i
ti

i
ti

i
i

t

t
ii

h
x
Fh

x
Fdth

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

1
0

0 &&&
δ                    (2.8) 

 

ซึ่ง )( 0tx และ )( ftx ไมกําหนดไวตายตัว, )( 0th และ )( fth เปนอิสระอะไรก็ได  ดังนัน้เงื่อนไขทีจ่ําเปน

สําหรับคาเอกทรีไมซคือ 0=
∂
∂

−
∂
∂

ii x
F

dt
d

x
F

&
 0

0
=

∂
∂

t
ix

F
&

 และ 0=
∂
∂

ft
ix

F
&

ผลเฉลยความเหมาะสูงสุด

ของ )(txi ตองสอดคลองกับสมการออยเลอรตลอดจนเงื่อนไขขอบเขตที่จุดสุดทายทั้ง

สอง )(),( 0 fii txtx  
 2.2.2.3  กรณีที่เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time 

and end points) 
  หัวขอนีถ้ือไดวาเปนรูปแบบมาตรฐานทัว่ไป ของปญหาความเหมาะสมสูงสุด

ทางพลศาสตร เมื่อฟงกชนัแวลู ของเวลาเร่ิมตนและสุดทายติดคาตัวแปร  การหาผลเฉลยของปญหานี้

ก็มีวิธีและกระบวนการที่คลายคลึงกับหวัขอ 2.2.2.2 ที่ผานมา โดยกําหนดใหฟงกชันเปาประสงค 

[ ]nxxJ ,....,1  และทาํการบวกคา )(thi เพิ่มใหกบั )(txi  ดังนัน้การเปล่ียนแปลงของฟงกชนันอล JΔ

คือ 
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 12 

จากการกระจายอนกุรมเทเลอร และตัดพจน(เทอม)ที่มอัีนดับสูงทิ้งไปจะไดวา 

 

     ( )
( ) 01111

1111

1

0

0

,,,,,,       

,,,,,,       

thxhxhxhxtF

thxhxhxhxtF

dth
x
Fh

x
FJ

tnnnn

ftnnnn

t

t

n

i
i

i
i

i

f

f

δ

δ

δ

&&K&&K

&&K&&K

&
&

++++−

+++++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫ ∑
=

                         (2.10) 

 

เมื่อ Jδ คือการประมาณคาของ JΔ เมื่อตัดเทอมทีม่ีอันดับสูงทิ้งไป การอนิทิเกรตเทอมที่สองในสมการ 

(2.10) โดยวิธอิีนทิเกรตทีละสวน  (By parts) จะไดวา 
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จากสมการที ่ ( ) 00 00
txxth titii δδ &−=  และ ( ) ftitifi txxth

ff
δδ &−=  ดังนัน้สมการ (2.11) จะเขียน

ใหมไดเปน  
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เงื่อนไขที่จาํเปนสําหรับคาเอ็กซทรีมั่มคือ 0=Jδ  ที ่ทีทุ่กคาของ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึง

จะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเงื่อนไขที่จาํเปน หรือ เนคเซสเซอรี

คอนดิซัน  (Necessary conditions)  เปน 

 

     ni
x
F

dt
d

x
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∂
∂                                                                    (2.13) 

 

โดยมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) คือ 
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จุดปลายสุดของเวลา ftt ,0 และจุดปลายสุดของ )(),( 0 ftxtx ไดจากการคํานวณจากเงื่อนไขขอบเขต

ทั้งส่ีเงื่อนไข 
2.2.3   ฟงกชันที่มีเงื่อนไขบังคับ (Function constraints)  

  ทาํการพิจารณาฟงกชนันอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งมีความสอดคลองกับฟงกชนั

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  และ nm <  

เสมอ เมื่อเราใชเทคนิควิธีการแบบลากรานซมัลติไพลเออร หรือตัวคูณลากรานจ(Lagrange multiplier) 

ก็จะไดฟงกชันนอลใหมเปน 
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                      (2.15) 

 

เมื่อ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ ซึ่งจะเปน F  

ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพื่อใชสําหรับเอ็กทรีมมั (Extremum) ของ

ฟงกชันนอล (Functional) นั่นเอง โดยจะนําไปใชกบัลักษณะของเวลาและจุดสุดทายทัง้สามแบบดังที่

กลาวมาแลว นัน่ก็คือ กาํหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed end time and end 

points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end time, Variable end 

points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ซึ่งกระทําได

เพียงแคเปล่ียนจาก F  เปน F ′  ก็สามารถทําการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) 

ซึ่ง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําใหสามารถหาจุดเอ็กทรีมัม (Extremum) ได 
  2.2.4  ฟงกชนัเงื่อนไขบงัคับท่ีจุดสุดทาย (End point function value constraints)  
    เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล, ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งฟงกชนั )( fi tx  ซึ่งสอดคลองกบัเงื่อนไข

บังคับ (Constraints) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ. เวลาสุดทาย การหาผลเฉลยของปญหานี้

จะสามารถทาํไดโดยการเขียนฟงกชนันอล (Functional) ใหมไดเปน 
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,,,,,,,, υ&K&KK                          (2.16) 

 

เมื่อ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมลัติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทําใหสามารถดัดแปลง

สมการ (2.12) ไดเปน 
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เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 

0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 

(Necessary conditions) เปน 
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โดยที่ 0=ks  จึงจะทาํใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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 2.2.5  ฟงกชนัเงื่อนไขบงัคับท่ัวไป (General constraints)  
   จากหัวขอ 2.2.3 และ 2.2.4 เราสามารถหาคาเอ็กทรีมมั (Extremum) ของฟงกชนันอล 

[ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK ไดโดยที่ฟงกชนั ( )txi สอดคลองกับฟงกชนัอีควอลิตี

คอนสเทรนท (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  เมื่อ mj ,...,1 = โดย nm <  
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เสมอและสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย ( ) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  

เสมอ ดังนัน้เมื่อใชเทคนิควิธีลากรานซมลัติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล 

(Functional) ใหมเปน 
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เมื่อ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมลัติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังนั้นหากกรณีปญหาเปน

แบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะสามารถ

ดัดแปลงสมการ (2.20) ไดเปน 
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เมื่อ ∑
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j
jj gFF

1
λ ที่ทาํใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับคา

เอ็กทรีมัม (Extremum) ดังนี ้
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โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==   จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 
  2.2.6  การหาผลเฉลยของปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันโดยการใชแคลคูลัสออฟ
วาริเอชัน (Calculus of variation with dynamic optimization or basic results.)  
   จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) นั้นพบวา

มีประโยชนอยางมากกบัการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 

ดังนัน้ตอไปนี้เราจะมาดูวิธีการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) มาใชแกปญหา

ไดนามิกออปติไมซเซชัน  (Dynamic optimization) ดังนี ้
    2.2.6.1  เวลาสุดทายถูกกาํหนดไวตายตัว (Fixed final time)  
     ลักษณะเชนนีถ้ือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไป แตตองเปนระบบที่เขาขาย

ดังนี้คือ มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ  (2.1) มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 

ดังสมการ (2.2), เวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed end time) 

และระบุสภาวะเร่ิมตนไวที่ ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามลําดับ ตัวอยางเชน รถไฟที่วิง่ระหวางเมืองสองเมือง

ที่มีกาํหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัว ซึง่ออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) อาจจะ

เปนการส้ินเปลืองพลังงานเชื้อเพลิงทีน่อยที่สุดหรือการใชเวลานอยที่สุดก็ได ซึ่งเราจะกลาวถงึ ลักษณะ

ของปญหาที่พบในงานดานไดนามกิออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกนั คือ 

สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกาํหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนด

ไวตายตัวแตมเีงื่อนไขบังคับและสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล(Control variables 

and state variables) ตองสอดคลองกับเงือ่นไขบังคับตลอดเวลา ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
      1.)  สภาวะสดุทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final states are prescribed)  
       ปญหานี้มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตัวแลว มีผลจะทาํใหเทอม

ของ ( )nxxt ,,, 1 KΦ ในสมการ (2.2) ไมมีความเก่ียวของกับการออปติไมซเซชัน (Optimization) 

ลักษณะของปญหานี้จะคลายกับหวัขอ (2.2.6.1) ทําใหเราไดฟงกชนันอล (Functional) เปน 

 

       [ ] ( ) tduuxxtLuuxxJ ft

t mnmn ∫ ′=′
0

,,,,,,,,,,, 1111 KKKK                         (2.23) 

 

เมื่อ 



 17 

        
( ) ( )

( ) ( )[ ]∑
=

−ƒ

+=′
n

i
imnii

mnmn

xuuxxtt

uuxxtLuuxxtL

1
11

1111

,,,,,,                                   

,,,,,,,,,,,,

&KK

KKKK

λ
 

เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดังนั้นมกีารเปล่ียนแปลงของฟงกชัน

ดังนี ้
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แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 0
0
== txtx jfj

hh  ทําใหเราเขียนเทอม

ตางๆ ของสมการ (2.24) แยกสวนยอยไดเปน 
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เมื่อทําการเปล่ียนแปลงคาของ
jxh , 

kuh  และ 0=′Jδ  ถา 0=
∂

′∂
−

∂
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jj x
L

dt
d

x
L

&
 , 0=

∂
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−
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kk u
L

dt
d

u
L

&

สําหรับ nj ,,1K=  และ mk ,,1K=  ดวยการแทนสมการ (2.25) กลับเขาไปในสมการดังกลาวทาํให

เราไดเงื่อนไขที่จําเปน หรือ เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions)  คือ 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  บางคร้ัง

เรียกโคสเตต (Costates)) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  สามารถหาคาไดโดยการใชส

เตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.2) จํานวน n  สมการ, สมการโคสเตต (Costate 

equations) คือสมการ (2.26) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality 
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equations) คือสมการ (2.27) จํานวน m  สมการ ทาํใหมสีมการเชิงอนพุันธอันดับหนึง่ (First order 

different equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m  

สมการ ในการหาผลเฉลยนีม้ีความจาํเปนตองมีการกาํหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 

จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกาํหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย ซึง่สมการเชิงอนพุันธ (Different 

equations) ที่มีการระบุเงือ่นไขขอบเขต (Boundary conditions) ที่เวลาตางกนัสองเวลาแบบนี้จะมี

การเรียกช่ือวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (TPBVP: Two Point boundary value problems) สวน 

∑
=

ƒ+=
n

i
iiLH

1
λ  เรียกวาฮามิลโตเนียนของระบบ (Hamiltonian of  system)  

       2.)  สภาวะสดุทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final states Lie on a 
constraint surface)  
      ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 01 ,,, =ns xxt

ftl K เมื่อ 

pl ,,1K=  ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับหัวขอ (1.) ทาํใหเราไดฟงกชนันอล (Functional) เปน 
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เมื่อ lυ ก็คือคาคงตัวลากรานซมลัติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L′ เขียนเปน 
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เมื่อทําการ

กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวดังนัน้จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชนัดังนี ้
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เมื่อทําการเปล่ียนแปลงคาของ 
jxh ,  

kuh  และคาขอบ ( B o u n d a r y  v a l u e s )  
fj txh จะทําให  

0=
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L
&

,  คาการเปล่ียนแปลง 0=′Jδ  ถา 0=
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 ทาํใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  และ

คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) 

คือสมการ (2.2) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.31) จํานวน 

n  สมการ และแอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality equations) คือสมการ (2.32) จํานวน 

m  สมการ ทําใหมีสมการเชงิอนุพนัธอันดับหนึง่ (First order different equations) อยูจํานวน n2  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความ

จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตอง

กําหนดสภาวะสุดทาย ( )fj tx  ดวย สวนเทอม โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจาก

สมการ (2.33) สวนคา lυ  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ. ft  ในสมการ 0=
ftls  

     2.2.6.2  ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary constraints)  
      สําหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and 

control variables) จําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทาง

คณิตศาสตรเปน ( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ 

ft  ซึ่งที่สภาวะสุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 

( ) 0,,, 1 =
ftnl xxts K  และ pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L′  เขียนไดเปน 
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เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trμ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชนัของเวลา 

เมื่อทําการกาํหนดเวลาสุดทายไวตายดังนัน้จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชนัดังนี ้
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เมื่อทําการเปล่ียนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh และคาขอบ (Boundary values) 
fj txh จะทาํใหเกิดคาการ
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     ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรลอินพุต (Control inputs) 

( )tuk , ลากรานซมลัติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlμ  และ lυ   สามารถหาคาไดโดยการใชส

เตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.2) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate 

equations) คือสมการ (2.38) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.36) จํานวน 

m สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) ( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํานวน 

p′  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-point constraint equations) จํานวน  p  

สมการ ทําใหมีสมการเชงิอนุพนัธ (Different equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ 

(Ordinary equations) จํานวน ppm +′+  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 

จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่ 0t  และโคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณได

จากสมการ (2.39)  
      1.)  เวลาสุดทายแปรผัน (Variable final time)  
       ลักษณะเชนนีม้ีลักษณะคลายกับหัวขอ 2.2.6.1 เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  

แปรผันได แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.1), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 

functional) ดังสมการ (2.2), เวลาเร่ิมตนคือ 0t  ถูกกาํหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลา

สุดทาย ft  มีการแปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเร่ิมตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  

ตามลําดับ เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาท่ีพบในงานดานไดนามกิสออปติไมซ

เซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกนั คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไว

ตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงือ่นไขบังคับ (Constraints) 

และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตอง

สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับตลอดเวลาการเคล่ือนที่ ดังรายละเอียดตอไปนี ้
      2.)  สภาวะสดุทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final states are prescribed)  
       ปญหานี้มีจะฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและสภาวะเร่ิมตน 

รวมทัง้ระบุสภาวะสุดทายไว ดังนัน้จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชนัดังนี ้
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เมื่อเราทาํการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.40) ก็จะทาํใหเราสามารถหา เนคเซสเซอรีคอนดิซัน  

(Necessary conditions) ไดดังนี ้
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมลัติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  (บางคร้ัง

เรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหา

คาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.1) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน 

(Costate equations) คือสมการ (2.42) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.43) 

จํานวน m  สมการและสมการเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) คือสมการ (2.44) ทําใหมี

สมการเชิงอนพุันธอันดับหนึง่ (First order different equations) อยูจาํนวน n2  สมการ และมีสมการ

สามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจาํเปนตองมกีาร

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 

0t  และ ft  ดวย  
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     3.) สภาวะสดุทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final states lie on a 
constraint surface)  
     ปญหานีท้ําใหอยูในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts K     เมือ่ 

pl ,,1K=  ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับหัวขอ  2.2.6.1.2 ทําใหเราไดฟงกชนันอล (Functional) เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลาเม่ือเวลา

สุดทายแปรผนั (Variable end time) ดังนัน้จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชนัและไดเนคเซสเซอรี

คอนดิซัน (Necessary conditions) ดังนี ้
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j  โคสเตต (Costates) ( )tjλ  คอนโทรลอนิพตุ (Control inputs) 

( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตทอีเควชัน (State equations) คือสมการ 

(2.1) จํานวน n  สมการ, โคสเตทอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.48) จํานวน n  สมการ 

และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.49) จํานวน m  สมการ และสมการเงือ่นไขขอบเขต 

(Boundary conditions) คือสมการ (2.51) มีสมการเชิงอนพุันธ (Different equations) อยูจํานวน n2  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  สมการ การหาผลเฉลยนี้มีความ

จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตอง

กําหนดสภาวะเร่ิมตนทีเ่วลา 0t  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ 

(2.50)  
   2.2.7   ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary constraints)  
    สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิลจําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ ซึ่ง

เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน ( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวง

ระหวาง 0t  และ ft  ซึ่งที่สภาวะสุดทาย จะตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับที่สามารถเขียนในเทอมทาง

คณิตศาสตรไดเปน ( ) 0,,, 1 =
ftnl xxts K  และ pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) 

เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trμ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชนัของเวลา 

เมื่อเวลาสุดทายมีการแปรผัน (Variable end time) ดังนัน้จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชนันอล 

(Functional) ดังนี ้

 

     

f

t

p

l

n

j

n

k k
k

j
j

l
l

tjt

n

j

p

l j

l
l

j

t

n

j
j

j

m

k
tk

k
tk

k

u

t

t

m

k kk
x

t

t

n

j jj

t
u
Lu

x
LxL

t
s

t

x
x
s

x

x
x
Lu

u
Lu

u
L

dth
u
L

dt
d

u
Ldth

x
L

dt
d

x
LJ

f

ff

ff

k

f

j

f

δυ

δυ

δδδ

δ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
′∂

−
∂
′∂

−′+
∂
∂

+
∂
Φ∂

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
Φ∂

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
′∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

′∂
−

∂
′∂

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

′∂
−

∂
′∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
′∂

−
∂
′∂

=′

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑∑

∫ ∑∫ ∑

= = =

= =

==

==

1 1 1

1 1

11

11

         

         

         
0

00

&
&&

&&&

&&

          (2.54) 

 

เมื่อเราทาํการประเมินคาแตละสวนในสมการก็จะทําใหเราสามารถหาเงื่อนไขที่จําเปนหรือ เนคเซสเซอ

รีคอนดิซัน(Necessary conditions) ไดดังนี ้

 

    nj
x
g

xx
L n

i

p

r j

r
r

j

i
i

j
j ,,1 ,

1 1

K& =
∂
∂

−
∂
∂ƒ

−
∂
∂

−= ∑ ∑
=

′

=

μλλ                                     (2.55) 

     mk
u
g

uu
L p

r k

r
r

n

i k

i
i

k

,,1 ,0
11

K==
∂
∂

+
∂
∂ƒ

+
∂
∂ ∑∑

′

==

μλ                                        (2.56) 

      nj
x
s

x
f

f

t

p

l j

l
l

j
tj ,,1 ,

1
K=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∑

∂
∂

+
∂
Φ∂

=
=
υλ                                                 (2.57) 

     0
111

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ƒ+++

∂
∂

+
∂
Φ∂ ∑∑∑

=

′

==
ft

n

i
ii

p

r
rr

p

l

l
l gL

t
s

t
λμυ                                   (2.58) 

 

ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )tx j  โคสเตต  (Costate) ( )tjλ คอนโทรลอินพุต 

(Control inputs) ( )tuk   ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlμ  และเวลาสุดทาย ft  

สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.1) จํานวน n  สมการ โคส

เตตอิเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.55) จํานวน n  สมการ  และแอดดิชันนอลอีเควชันคือ

สมการ (2.56) จํานวน m  สมการ คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.58)  ทําใหมีสมการเชงิอนุพนัธ (Different equations)  อยูจํานวน n2  
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สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+′+ pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไขและตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต (Costate) 

( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.57)  
     2.2.8  การเคลื่อนที่ดวยเวลาที่นอยท่ีสุด (Minimum time motion)  
      ลักษณะของปญหาแบบนี้ในทางวิศวกรรมถือวาเปนประโยชนอยางมากตอการ

นําไปใชในการหาเวลาที่นอยที่สุดในขบวนการทํางานตางๆ สวนมากแลวการเคล่ือนที่แบบนี้จะทําให

คา 1=L  และ 0=Φ ดังนัน้จากหวัขอที ่ 2.2.1 จะทาํใหไดสมการเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 

conditions) ดังนี้        
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ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State Variables) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรลอินพตุ 

(Control inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlμ  และเวลาสุดทาย ft  

สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.54) จํานวน n  สมการโคส

เตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.92) จํานวน n  สมการ, เอดดิชันนอลอีเควชันคือ

สมการ (2.93) จํานวน m  สมการ คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.95)  ทําใหมีสมการเชงิอนุพนัธ (Different equations)  อยูจํานวน n2  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+′+ pm  สมการมีเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต (Costate) 

( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.94)       
    2.2.9  อินอีควาลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints)  
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     ในหวัขอนี้จะกลาวถงึปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันทีม่ ี อินอีควอลิตีคอนสเทรนท 

(Inequality constraints) ของการคนหาคา ( ) mRtu ∈  ทีท่ําใหฟงกชันนอล (Functional) มีคานอยสุด 

(Minimum) ดังสมการนี้คือ 

 

     [ ] ( ) ( )dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt ∫+Φ=
0

,,,,                                                       (2.63) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

    ( )uxtx ,,ƒ=&                                                                        (2.64) 

    ( ) pituxci ,,2,1 ,0,, K=≤                                                                     (2.65) 

    ( ) 00 xtx =                                                                         (2.66) 

 

เมื่อ ( ) nRtx ∈ , เวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทาย ( 0t  และ ft ) ตางก็ถกูกาํหนดไวตายตัวแลว สมการอิน

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) คือ ( ) pituxci ,,1 ,,, K=  จะตองประกอบไปดวยตัว

แปรอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Variable inequality constraints) และสเตตวาริเอเบิลอินอีควอลิตี

คอนสเทรนท (State variable inequality constraints) และเม่ือใชวิธกีารเติมสแลกวาริเอเบิล (Slack 

variables) คือ ( )tsi  เขาไปในคอนสเทรนทอีเควชัน (Constraints) จะไดสมการเปน 

 

     ( ) ( ) pitstuxc ii ,,1 ,0,, 2 K==+                                                             (2.67) 

 

ซึ่งสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) ในสมการ (2.67) จะเปนคอนโทรลวาริเอเบิล (Control 

variables) ตัวใหมในปญหา เมื่อทําการเพิ่มสมการ (2.65) และสมการ (2.67) เขาไปในสมการฟงกชนั

นอล (Functional) สมการ (2.63) ดวยการใชลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 
nR∈λ  และ pR∈μ  ทําใหไดสมการใหมเปน 
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เมื่อ 0=′Jδ  ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ 
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nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=                                                                      (2.69) 
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   pisii ,,2,1 ,20 K== μ                                                                      (2.72)  

   pisc ii ,,2,1 ,0 2 K=+=                                                                      (2.73) 

       ( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==                                                                         (2.74) 

      ( ) ni
x

t
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i
fi ,,2,1 , K=

∂
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=λ                                                                     (2.75) 

 

ซึ่งสมการ (2.70-2.75) คือลักษณะของบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE: Two Point boundary value problem 

involving differential and algebraic equations) เมื่อสมการ (2.70) และ (2.71) คือสมการอนพุันธ 

(Differential equations) สวนสมการ (2.72-2.73) คือสมการพชีคณิต (Algebraic equations) และ

สมการ (2.74) และ (2.75) คือสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) สําหรับกรณีที่เปนการ

หาคานอยสุดเราสามารถหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary conditions) ได เมื่อ 0=′′Jδ  นั่นก็

คือ 
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เมื่อ 0=′′Jδ  ทําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ 

 

     nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=                                                                      (2.77) 
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     picii ,,2,1 ,0 K== μ                                                                     (2.80) 

     pii ,,2,1 ,0 K=≤ μ                                                                      (2.81) 

     ( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==                                                                     (2.82) 
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2.3  หลักการของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s principle) 
  ทฤษฎีของพอนทริยากนิจะยังคงใชสมการขอกําหนดของปญหาคือสมการที ่  (2.2) และ (2.2) 

ดังที่ไดกลาวมาแลวในตอนตน กับเงื่อนไขของสภาวะที่เพิม่เขามานัน่คือ Utu ∈)(  สําหรับชวงเวลา 

fttt ≤≤0  เมื่อ U คือ   เซ็ตของตัวแปรควบคุมที่ยอมรับได ข้ันแรกจะหาคาทีเ่ขาไกลคาของสมการ

แฮมมิลตัน-จาโคบี-เบลแมน โดยใชหลักการของความเหมาะสมที่สุด (The Principle of Optimality) 

หลักการของความเหมาะสมที่สุด (The principle of optimality) กลาววา ถาตัวแปรควบคุม 

(Control input); )(tu ) เปนคาที่เหมาะสมในสภาวะเร่ิมตน  )(tx ที่อยูในชวงเวลา  ],[ 0 ftt   ในทาํนอง

เดียวกับการควบคุมในชวง  ],[ fttt Δ+    และยังคงมคีวามเหมาะสมกับเหมือนกนักับ  )( ttx Δ+  เมื่อ   

0≥Δt และ     )( ttx Δ+    คือจุดที่อยูบนเสนสถานะทีเ่หมาะสม จากสมการที่ (2.2) พิจารณาสมการ 
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 เมื่อ )t(x สถานะทีย่อมรับไดและ ftt ≤  เรากําหนดใหคาดัชนีสมรรถนะข้ึนอยูกบั )(tx และ t  อยูใน  

ชวง [ ]fo tt ,  สําหรับคา )(tx และ ftt ≤  ใชสมการควบคุมที่คาตํ่าสุดจะไดคอส ฟงกชนัอล (Cost 

function) หรือเรียกวาฟงกชันวัตถุประสงค  (Objective function)  กาํหนดเปน 
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บนชวงยอย และใชคุณสมบัติการบวกของการอินทิเกรตจะไดวา 
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หลักการของความเหมาะสมที่สุดจะกลายเปน 
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เมื่อ )),(( ttttxJ Δ+Δ+∗ คือคาตํ่าสุดจากคาสถานะเร่ิมตน )( ttx Δ+ ที่อยูนอกชวงเวลา 

ftttJ ),( Δ+ ในการขยายความที่เกีย่วกับ (x(t),t) ของสมการที ่ (2.180) โดยใชอนุกรมของเทเลอร ได

ดังนี ้
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เมื่อตัดเทอม tΔ และทําการแยกเทอมที่ข้ึนอยูกับ )(tu  ดังนี ้
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กําหนดให H (Hamiltonian) เปน 
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และ 
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สมการ แฮมมลิตัน-จาโคบ-ิเบลแมนหาไดจาก 
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เมื่อสภาวะขอบเขตที่เหมาะสม )(J  
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     )),(()),(( ffff ttxttxJ φ=∗                                                                  (2.93) 

 

จากสมการที ่(2.186) กาํหนดใหอยูในรูป สเกลาร แฮมมิลตัน (H) 

 

     )),(),(()()(),(()),(),(),(( ttutxfttutxLtttutxH Tλλ +=                     (2.94) 

 

 เมื่อ nRt ∈)(λ และเทากบั 
T

x
J

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ ∗

   เมื่อ )t(λ  เรียกวาผลคูณลากรานจหรือตัวแปรสถานะ

รวม, โคสเตทวาริเอเบิล (Co-state variables) ถาหากวา )(tu ∗ เปนวิถหีรือเสนทางที่เหมาะสมสาํหรับ

ปญหาแลว )(tx∗    ก็จะเปนสถานะที่เหมาะสมดวย ดังนัน้วิธีการโดยออม (Indirect approaches) ใช

ทฤษฎีของพรอนทิยากนิ (Pontryagin’s theory) สมการแสดงสถานะ(State equations) เปนดังนี ้

)t(λ ก็จะยงัคงเปนเวคเตอรที่ไมเทากบัศูนยเชนดัง ตอ ไปนี ้
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                                                          (2.95) 
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λ                                                          (2.96) 

     ),,,(),,,( tuxHtuxH ∗∗∗∗∗ ≤ λλ                                                          (2.97) 
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     0=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
ftt

H φ                                                                                  (2.99) 

 

สําหรับการควบคุมที่ยอมรับได และทุกคาของ  ],[ 0 fttt ∈ สมการที ่(2.99)จะกลายเปน 

  

     ),,,(min),,,(
)(

tuxHtuxH
Utu

∗∗

∈

∗∗∗ = λλ                                                 (2.100) 

 

ถาปญหาที่ไรขอบเขต ตัวแปรควบคุม (Control input, )(tu ) จากสมการที่ (2.100) เขียนใหมไดเปน 
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ซึ่งหลักการและทฤษฎีของพอนทยิากนินี้เปนวิธทีี่ใชในการแกปญหาโดยทางออม(Indirect) ไดผลเชน 

เดียวกับวิธี แคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน (Calculus of variation) 

 ใชทฤษฎีของพรอนทริยากนิ(Pontryagin’s theory) สมการสภาวะที่จาํเปนคือสมการที่ (2.100) 

ส่ิงที่จะไดคือเชนสมการสถานะ (State equations) 

 

     
T

x
H
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=λ& ,                                                                                     (2.103)                         

     0=ftH ,                                                                                            (2.104) 

 

และ 

 

     ( ) ( )tuxHtuxH
Utu

,,,min,,, **
)(

*** λλ
∈

= .                                               (2.105)  

                           

เมื่อH  (Hamiltonian) กําหนดใหเปน 

 

     ( ) ),,()(1)(),(),( tuxftttutxH Tλλ +=                                               (2.106)       

                      
nRt ∈)(λ  คือตัวคูณลากรานจ (Lagrange multipliers)   สภาวะที่จาํเปน (Necessary condition)ที่

จําเปนสําหรับวิธีโดยออม สมการที ่ (2.106) เปนที่รูจักกันดีในเร่ืองของสภาวะการที่เหมาะสม ซึง่

ปญหาของโครงสรางที่เปนแบบสวิตชิ่ง  (Switching structure)      สามารถที่จะหาคาได 

 

     
T

x
H
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
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−=λ& ,                                                                                     (2.107)                         

     0=ftH ,                                                                                            (2.108)  

                                        

และ 

 

     ( ) ( )tuxHtuxH
Utu

,,,min,,, **
)(

*** λλ
∈

=                                                (2.109) 

 

เมื่อแฮมมิลตันเนยีน ,H (Hamiltonian) กําหนดเปน 
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     ( ) ),,()()(),(),(
1

2 tuxftuttutxH Tm

i
i λλ +⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
∑−=
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.                             (2.110) 

 

ในทางปฏิบัติ สมการ (2.201) และ (2.202) เปนเหมือนกันซึง่อนพุันธยอยของฟงกชนัแฮมมิลตันเนียน

ของปญหา 2 ปญหา กับการเก่ียวของกนักับ x ทําใหไดผลออกมาเหมือนกนัในภายหลัง สวนทีค่งอยู

ของสภาวะที่จาํเปน (Necessary conditions) ที่ซึ่งกคื็อสมการที ่ (2.199 - 2.200) และสมการที่ 

(2.201 - 2.202)  ที่มีความหมายเหมือนกบักันโดยการพิสูจนมาแลว 

 

2.4 หลักการแกปญหาโดยวิธีตรงและวิธีออม (Direct and indirect scheme) 
 เทคนิควธิีสําหรับการหาผลเฉลยเชิงตัวเลข ของปญหาการควบคุมผลที่ไดสูงสุดสามารถใชการ

แกปญหาโยวธิีตรงและวิธีออม  ในหลักการของวิธีตรงนั้น ตัวแปรสถานะและ ตัวแปรควบคุม    (State 

and control variable)  จะถูกแปลงใหอยูในรูปแสตติกออปติไมซเซชันโดยใชการประมาณคาพหุนาม 

ขอดีของวิธีตรง คือการที่สามารถเดาคาเร่ิมตนโดยที่ไมใกลเคียงกับคําตอบ แตไดผลเฉลยทีห่ยาบกวา

วิธีออม สวนขอดีของวิธีออมคือไดผลเฉลยที่ละเอียดกวาวิธีตรง แตมีความยากการเดาคาเร่ิมตน ทั้งนี้

วิธีตรงนัน้มีตัวที่ไมทราบคามากกวาวิธีออม 
 2.4.1 หลักการของวิธีโดยตรง (Direct approach) 

  ในวิธกีารโดยตรงน้ัน ผลเฉลยหรือคําตอบสําหรับตัวแปรสถานะ (State variable) และตัว

แปรควบคุมปอนเขา (Control input variable) คือ วิธกีารเลือกเดาคาของ สัมประสิทธิ์ตัวแปรทีย่ังไม

ทราบคาที่มีความแนนอน  ใหสอดคลองกับสถานะบังคับทั้งหมดของปญหา โดยที่วธิกีารโดยตรงจะทาํ

การแปลงปญหาความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตร (Dynamic optimization) ใหเปนปญหาความ

เหมาะสมที่เปนปญหาทางสถิตยศาสตร (Static parameter optimization) วธิีที่ใชในการแปลง ปญหา

การโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน  (Nonlinear programming) นัน้จะทาํการแกปญหาโดยการใชเทคนิคที่

หลากหลายของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เชน เทคนิควิธกีารถวงน้ําหนกัเศษคงคาง  (Weight residaul) 

และการโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) 

ขอดีและขอดอยของวิธโีดยตรงจะมีความสัมพันธกับการเลือกเดาคาเดาเร่ิมตนและความแมน 

ยําของผลเฉลย กลาวคือ ขอดีของวิธโีดยตรงก็คือการที่สามารถที่ไดคําตอบที่รวดเร็วกวาทัง้ทีอ่าจจะ

เดาคาเร่ิมตนที่ไมมีความใกลเคียงกับคําตอบเลย แตวิธีโดยตรงมีขอเลียในเร่ืองความไมละเอียดของ

คําตอบแตถึงอยางไรก็ตามก็ยังพอที่จะสามารถประมาณคาใหใกลเคียงกับวิธีออมไดในบางกรณีตอไป

เราจะพิจารณาถึงตัวอยางของปญหาของการหาคาตํ่าสุดของตัวแปรควบคุม ( ) mRtu ∈ ซึ่งมีคอสฟงก 

ชันนอลเปน 
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     ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=′
0

,,))((                                                            (2.111) 

 

ที่สอดคลองกับ 

 

     ( )uxtfx ,,=&  

     ( ) 00 xx =                                                                               (2.112) 

 

เมื่อตัวแปรสถานะคือ ( ) ,nRtx ∈ ft คือเวลาสุดทายทีก่าํหนดไวตายตัว และมีสภาวะเร่ิมตน (Initial 

condition) ทีแ่นนอน จากเงื่อนไขทางพลศาสตร  เราสามารถรวมคอสฟงกชันนอล   ผานทางตัวคูณ

ลากรานจ (Lagrange multiplier) ( ) ,nRt ∈λ จะไดเปน 

 

     ( )[ ]dtxfLJ ft T∫ −++Φ=
0

&λ                                                              (2.113) 

 

เมื่อทําการเดาคาเร่ิมตนใหกบัคาตัวแปรควบคุมปอนเขาคือ ( )tu 0  และปรับปรุงหาคาตัวแปรควบคุม

ปอนเขา ( )tu1  เพื่อนํามาลดคาของคอสฟงกชนันอลลงดังเชน ( ) ( ) ( )thtutu u+= 01  เมือ่ ( )thu คือ

ตัวเพิ่มคาในการเดา และยังมี ( ) ( ) ( )thtxtx x+= 01  ซึ่งมีความหมายทาํนองเดียวกนัเชนเดียวกับตัว

แปรควบคุมปอนเขา (Control input), ( )tu1   เมื่อตัดเทอมที่มอัีนดับที่สูงทิง้ไปเราจะไดวา 
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เมื่อ ,/,/, uHHxHHfLH ux
T ∂∂=∂∂=+= λ และ  xx ∂∂=Φ /φ  ทําการเลือกตัวคูณลาก

รานจ ( )tλ  ดังนั้น  
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     ( ) xfx tH Φ=−= λλ ;&                                                                 (2.115) 

 

การเปล่ียนแปลงของ คอสฟงกชันนอลจะกลายเปน 

 

     ( )dtthHJJ ft T
u∫==Δ

0
δ                                                                      (2.116) 

 

การประมาณคาเชิงตัวเลขในการอนิทกิรัลในสมการที่ (2.116)   สามารถหาคําตอบไดโดยการประยุกต 

ใชทฤษฎีกฎส่ีเหล่ียมคางหม ู (Trapezoidal rule) นอกจากนัน้โดยการพิจารณาตัวแปรควบคุมปอนเขา

ที่จุดที่เราสนใจในชวง ],0[ ftt ∈  เราสามารถพิจารณาใหเปนปญหาความเหมาะสมที่สุดที่ไมข้ึนกับ

เวลาหรือปญหาแบบ สแตติก พารามิเตอร ออฟติไมซเซซัน (Static parameter optimization)  ใน

ข้ันตอนแรกจะทําการหารเพื่อแบงชวงเวลาออกเปนตอนๆ ],0[ ftt ∈  จนถึง 1−N ใหเทาๆกนัเปน 

( ) .,0,1,....,1,0,,1 10 fNif tttNititNtt ==−=Δ=−=Δ − ขณะที่แตละชวงเวลา ],0[ ftt ∈  

เราจะไดตัวแปรที่ไมทราบคาจํานวน nm  คา ( ) 1,....,1,0, −= Nitu i กับจุดที่ทาํการประมาณคา

สําหรับตัวแปรควบคุมปอนเขา สมการที ่(2.116) จงึกลายเปน 
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สมการที ่ (2.117) แสดง เกรเดียนทของคอสฟงกชันนอลที่มีความเก่ียวของกับตัวแปรควบคุมปอนเขา 

( )itu ที่กําหนดไดโดย 
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ผลของการประมาณคา คือการแปลงปญหาความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตรไปเปนปญหาความ

เหมาะสมที่สุดทางสถิตศาสตร  ทําการหาคา ( ) ( )1,.....,0 −Ntutu  ที่ฟงกชันนอล ที่เปนคานอยที่สุด

คือ 

 

     ( ) ( ) ( )( )110 ,....,, −NtututuJ                                                                 (2.119) 

 

เมื่อใชวิธีของคอชีหรือวิธนีิวตัน-คอซีในการหาคําตอบของปญหาความเหมาะสมทีสุ่ดทางสถิตยศาสตร  

เมื่อจัดรูปสมการของ นวิตัน-คอซีใหมเปน 

 

     ( ) ( ) ( )[ ]TT
N

TT tututuu 110 ,......,, −=                                                (2.120) 

     ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]TT
N

TT tuJtuJtuJJ 110 /,.....,/,/ −∂∂∂ℑ∂∂=∇                    (2.121) 

     ( ) ( ) ( )[ ]TNuuuu thththh 110 ,....,, −=                                                   (2.122) 

 

วิธีไดนามิกสคอไซด-นิวตัน 2 กําหนดให IKutN muf =00 ,,;  และคาจํานวนที่คานอย 0>ε  

 1.)  ทําการคํานวณหาคาเกรเดียนท ( )0uJΔ ตามสมการ (9) 

 2.)  ถา ( ) uuJ ~,~0 ε≤∇ จะเปนคาทีต่องการ 

 3.)  คํานวณหาคา ( ).~~ 00 uJKh mnu ∇−=  

 4.)  ถา ,~ ε≤uh ใหหยุดการคํานวณจะไมตองทาํการปรับคา 

 5.)  หาคา 0>∗α ดังเชน ( ) ( ).~~~ 00 uJhuJ u ∇−+ ∗α  

 6.)   คํานวณหาคา ( ) ( ).~~~~ 00 uJhuJ u ∇−+∇= ∗αγ  
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ส่ิงที่สนับสนนุของข้ันตอนวธิคิีดที่มีความสมบูรณนี้ ตองคํานึงถึงประสิทธิภาพของการคํานวณของฟงก 

ชันนอล ( )uJ ~ และเกรเดียนทของฟงกชันนอล ( )uJ ~∇   ตอไปเราจะมาทาํการวาทาํอยางไรในการที่จะ

บรรลุผลในการหาคําตอบ 

 การคํานวณหา ฟงกชนันอล (Computation of ( )uJ ~ ).เมื่อ ( )tu~ คือส่ิงที่ตองการหาคา ณ. 

เวลาที่เราพิจารณาเทานัน้ it  เราสามารถใชการประมาณคาแบบพหุนามในการคํานวณหาคาของ ( )tu~

สําหรับในเวลาอ่ืน 1,.....,1, −= Niti  ในทางปฏิบัติการประมาณคาเชิงเสนในชวงจะพบวามีความ

รวดเร็วในการหาคาที่ดี ดังนั้น ในชวงเวลา [ ]1, +∈ ii ttt  การคํานวณหาคาตัวแปรควบคุมปอนเขาจะลู

เขาใกลโดย 

 

     ( ) ( ) ( ) ( )( )ii
ii

i
i tutu

tt
tt

tutu ~~~~
1

1

1 −
−
−

+= +
+

+                                              (2.123) 

 

การใชการประมาณคาแบบพหนุามเราสามารถคํานวณหาคาฟงกชนั ( )uJ ~ ตอไป เมื่อกําหนดตัวแปร

ชุดใหมเปน ( ) ( ) ( ) .00,, == yuxLty& ดังนั้นเมื่อเรากาํหนดตัวแปรควบคุมปอนเขา u~  ไดๆ เราสามารถ

ทําการอินทิเกรทสมการระบบไดดังนี้ 

 

     ( )uxtfx ,,=&                                                                              (2.124) 

     ( ) ( )uxtLty ,,=&                                                                             (2.125) 

     ( ) 00 xx =                                                                               (2.126) 

     ( ) 00 =y                                                                                (2.127) 

 

เมื่อที่เวลาดําเนินไปขางหนา จาก 0=t ถึง ft จะไดวา 

 

     ( ) ( )( ) ( )ff tytxuJ +Φ=                                                                     (2.128) 

 

การคํานวณหา เกรเดียนทของฟงกชนันอล (Computation of J∇ ) เกรเดียนทของฟงกชนันอลมีความ 



 38 

เกี่ยวของกนักบัพารามิเตอร u~ ที่ยงัไมทราบคา สามารถคํานวณโดยใชการประมาณคาอนุพนัธแบบ

จํากัดเขต อยางไรก็ตามเปนการยุงยากและเสียเวลาในการคํานวณ การคํานวณเกรเดียนทที่มีประสิทธ ิ

ภาพที่ดีกวาคือการอินทิกรัลสมการโคสเตท ดังนี ้

 

     ( )uxtH x ,,−=λ&                                                                             (2.129) 

     ( ) ( )( )ff txt φλ =                                                                             (2.130) 

 

จากที่ ftt =  ถงึ 0=t  หลังจากที่ ( )tx ไดถูกคํานวณในข้ันตอนที่ผานมา การที่จะทราบคาวถิีของ

สถานะและโคสเตทเราสามารถคํานวณเกรเดียนทโดยใชสมการที ่ (2.118) หมายความวาหาคาทั้งฟงก 

ชันและเกรเดียนท  การประมาณคาพหนุามที่ใชอันดับที่สูงๆข้ึน จะสามารถทําใหเกิดความแมนยําของ

ผลเฉลยเพิ่มมากข้ึน 

    2.4.1.1 ตัวอยางของการขยายตอเนื่องและวิธีเชิงตัวเลข (Extension and 
numerical examples) 

     ในตอนนีจ้ะแสดงถึงวิธีการวาทําอยางไร ที่จะไดมาซึ่งคําตอบที่สามารถใชในการแก 

ปญหาที่ประกอบไปดวย ( )i เงื่อนไขบังคับที่สภาวะสุดทาย (Constrains on the final state) และ ( )ii

เงื่อนไขบังคับของตัวแปรสภาวะและตัวแปรควบคุมปอนเขา (State and control variable inequality 

constrains) 

   2.4.1.2 สภาวะเงื่อนไขบังคับท่ีจุดสุดทาย (Final states constrained) 

       ปญหาที่เมื่อสภาวะสุดทายเปนการพิจารณาใหสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับในรูปแบบ 

( )( )fj txs fnj ,......,1,0 == สามารถจัดใหอยูในรูปอยางงายในวธิีตรง ส่ิงนี้ทาํใหเกดิเงื่อนไขบังคับที่

เพิ่มเงื่อนไขบังคับที่จุดส้ินสุดΦ  โดยมีรูปแบบของเทอมใหมเปนเทอมเพนนาลตีที่จุดส้ินสุด 

 

     ∑+Φ=Φ′
=

fn

j
jf sr

1

2                                                                             (2.131) 

 

เมื่อΦ′ เปล่ียนไปเปนΦ ตามวิธีการดานบน 
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 ถาเงื่อนไขบังคับของสภาวะสุดทายสอดคลองกันดังนัน้ Φ=Φ′  และถาเงือ่นไขบังคับของ

สภาวะสุดทายไมสอดคลองกนั ดังนั้นเทอมที่เพิ่มเขาไปทําใหเกิดการเพิ่มในคอสฟงกชนัที่เรียกวา เพน

นาลตีฟงกชนั fj njr ,......,1, = เปนการเลือกที่พอเพียงที่ทาํใหแนใจไดวาเงื่อนไขบงัคับที่จุดสุดทาย

สอดคลองกับระยะที่เราสนใจ 

    2.4.1.3  เงื่อนไขบังคับแบบอินอีควาลิตีของ ตัวแปรสถานะและตัวแปร
ควบคุม (State and control variable inequality constrains) 

      พิจารณาปญหาของการหาคาตัวแปรควบคุมปอนเขา ( ) mRtu ∈ ที่สเกลลาร

ฟงกชันนอลมคีาตํ่าสุด 

 

    ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft
f ∫+Φ= 0 ,,                                                              (2.132) 

 

ที่สอดคลองกับ 

        
( )

( )
( ) 00

,......,1,0,,
,,1

=
=≤

=

x
piuxtc

uxtfx

i

&

 

ปญหาแบบนีส้ามารถแกปญหาไดโดยการใชวิธีตรงที่ไดอธิบายไวแลวในตอนที่ผานมา โดยการแปลง

ปญหาเงื่อนไขบังคับแบบอินอีควาลิตีไปเปนปญหาท่ีไมเปนอินอีควาลิตี ที่ไดผลสําเร็จโดยการเพิ่ม

เงื่อนไขบังคับแบบอินอีควาลิตีใหกับคอสฟงกชันนอลทีใ่ชฟงกชันตอเติมของเพนนาลตีฟงกชนั ตอเนื่อง

กําลังสองของเพนนาลตีกําหนดโดย 
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เมื่อ σ คือคาพารามิเตอร 

 ฟงกชันเพนนาลตีขยายเปนรูปแบบมาตรฐานของผลตางเล็กๆ ภายในเพนนาลตีฟงกชนัที่

กําหนดไวในบทที ่ 2  ประเภทของฟงกชนัเพนาลตีฟงกชันภายในคือแบบอยางงาย 1/1 cPi −= ที่ซึง่

กําหนดภายในขอบเขต 0≥ic เทานั้น  ตัวยางถึงที่แสดงความชัดเจนของความแตกตางระหวาง
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ฟงกชันเพลนาลตีภายใน iP และฟงกชนัเพนนาลตีขยาย iC  เพนนาลตีฟงกชัน (สมการที่ (2.133)) 

ขยายชวงของ iP ออกไปสูขอบเขต 0≥ic   iC ที่แทจริงแลวขยายไปสูขอบเขตบริเวณที่เปนไปไมไดของ

เงื่อนไขบังคับแบบอินอีควาลิตีนั้น มีความสาํคัญมากซ่ึงจะยอมใหเสนวถิีนัน้ไมสอดคลองกับเงือ่นไข

บังคับทีน่ําไปสูการปรับที่ข้ันตอนระหวางกระบวนการออฟติไมซเซชัน กําหนดใหอนพุันธอันดับหนึง่

และอันดับสองของฟงกชนัเพนนาลตี iC ตอเนื่องตลอดที่จดุเปล่ียนแปลง .σ=− ic  ฟงกชันเพนนาลตี

ขยายนั้นม ี อนุพนัธอันดับสามที่ตอเนื่องกนัที่จุดเปล่ียนแปลงที่เปนประโยชนนาํมาใชได อยางไรกต็าม 

ความตอเนื่องที่อนพุันธอันดับสองนัน้เพยีงพอทีสําหรับกระบวนการทางตัวเลขที่ใชในการพัฒนา  

 การใชฟงกชนัเพนนาลตีขยาย (สมการที ่ (2.132)) เราสามารถเขียนสมการปญหาเงื่อนไข

บังคับแบบอินอีควาลิตี (สมการที่ (2.133)) ไดใหมเปนปญหาแบบไมมีเงื่อนไขบังคับ  ในการหาคา

ตํ่าสุดสเกลลารฟงกชนั ( ) mRtu ∈ ดังนี ้

 

     ( ) ( )( ) ( ) ( )dtuxtCuxtLtxI
p

i
ik

t
fk

f ∑+∫+Φ=
=1

0 ,,,,, σρρ                       (2.134) 

 

สอดคลองกับ 

     ( )uxtfx ,,=&  

     ( ) 00 xx =  

เมื่อ  .1,0, +>>= kkkk ρρρρσ  

 ผลเฉลยปญหาเงื่อนไขบังคับแบบอินอีควาลิต้ีสมการที่(2.134) หาไดโดยการแกปญหาตามลํา 

ดับวิธีปญหาแบบไมมีเงื่อนไขบังคับตามสมการที่(2.134) ดังเชน 0lim =∞→ kkit ρ ปญหาแบบไมมีเงือ่นไข

บังคับ(สมการที่(2.134))จะมีความเหมือนกับปญหาในสมการ kρ ผลเฉลยที่คํานวณที่เพนนาลต้ี

พารามิเตอร kρ คือการเดาคาเร่ิมตนที่ 1+kρ เทคนิควิธนีี้สําหรับแกปญหาความเหมาะสมทีสุ่ดที่มี

เงื่อนไขบังคับจะเรียกวา SUMT (Sequential  unconstrained minimization technique) ซึ่งเรา

สามารถลําดับข้ันตอนในการแกปญหาแบบไมมีเงื่อนไขบังคับ ในการหาคําตอบจากปญหาแบบไมมี

เงื่อนไขบังคับแบบเดิมได 

 สมการพลสาสตรของการเคล่ือนที่สําหรับงานทางดานระบบวิศวกรรมจะพบวาเปนสมการเชิง

อนุพนัธอันดับสูงและนาํไปสูปญหาความเหมาะสมที่สุดทีมีความยุงยากในการแกปญหา  เมื่อไดมีการ
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นําเสนอเทคนคิวิธีที่ใชในการแกปญหาความเหมาะสมทีสุ่ดทางพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน เทคนคิวิธนีี้

สามารถใชกับหลักวธิีตรงหรือหลักวธิีออมได 

 วิธี SUMT. เปนกระบวนการทางระเบียบวิธีเชงิตัวเลขวิธีหนึง่ที่เรียกกันทั่วไปวาวธิตีอเนื่องแนว 

คิดเบ้ืองตนของวิธีตอเนื่องนีก้็คือการเติมคาพารามิเตอรลงในปญหา ρ ดังเชน 1=ρ ผลเฉลยของ

ปญหาสามารถหาคําตอบไดโดยงาย อยางไรก็ตามแตปญหาที่แทจริงเปนการแกปญหาที่เปนลักษณะ 
0=ρ ในระเบียบวิธแีบบตอเนื่องนั้น เปนการแกปญหาสําหรับลําดับของคาพารามิเตอร kρ นัน้มี

แนวโนมเปน 0 เมื่อ ∞→k  

 ขอแตกตางระหวางวิธีตอเนือ่งกับวธิีโฮโมโทรปก็คือการแบงชวงโดยที่เปนเทคนิควิธทีี่ใชในการ

เลือกคาพารามิเตอรตัวใหม kρ และโดยการเพิ่มคาในที่ซึง่คําตอบที่ไดมานัน้เปนการใชการเร่ิมการเดา

คาสําหรับพานาลตีพารามิเตอรใหเทากับ kρ   

    2.4.1.4   คอนโทล และ พารามิเตอร ออปติไมเซชัน (Control and paramter 
optimization) 

     ปญหาของความเหมาะสมทีค่วบคูกันระหวางคอนโทลอินพทุ และพารามิเตอรของ

ระบบ จะแสดงในหัวขอนี้ปญหานี้ เปนประโยชนในการแกปญหาการควบคุมความเหมาะสมทีสุ่ด การ

พิจารณาในการหาการควบคุม ( ) mRtu ∈  และพารามิเตอร ( ) pnRtp ∈ ที่คอส ฟงกชนันอลมีคานอย

ที่สุด 

     ( )( ) ( )dtpuxtLptxJ ft

f ∫+Φ=′
0

,,,,  

     ( )
( ) 0

1

0
,,,

xx
puxtfx

=
=&

 

 

ในทีน่ี้ ตัวแปรสถานะคือ ( ) ,nRtx ∈ เวลาสุดทายคือ ft    ถูกกาํหนดไวตายตัว   และสภาวะเร่ิมตน ถูก

กําหดไวแลวใชตัวคูณลากรานจ ( ) mRt ∈λ เงื่อนไขบังคับทางพลศาสตรคือการรวมคอสฟงกชันนอล

เพื่อหา 

 

     ( )[ ]dtxfLJ ft T∫ −++Φ=
0

&λ   

 

สมมติวา ( ) ptu ,0 คือคาเดาเร่ิมตนของการควบคุมความเหมาะสมที่สุดและพารามิเตอรออปติไมเซชัน

ตามลําดับ ให ( )tx 0  กําหนดเปนวิถีสถานะทีม่ีความหมายเหมือนกันกับตัวแปรควบคุมปอน เขา 

( )tu 0 และพารามิเตอร 0p ในการปรับปรุงผลเฉลยโดยการพารามิเตอร  
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( ) ( ) pu hppthutu +=+= 0101 ;    เชนเดียวกนักับ ( ) ( )thxtx x+= 01  ทีเ่หมือนกบั  11, pu  
  2.4.2 หลักวิธกีารโดยออม (Indirect approach) 
  การประยุกตใชหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) แกปญหาการ

ควบคุมความเหมาะสม ที่สุดทางพลศาสตรนําไปสูการไดมาของเงื่อนไขที่จําเปนหรือเนคเซคซารี คอน

ติชัน เงื่อนไขเหลานี้จะอยูในรูปของ ปญหาคาขอบ ( Boundary value condition) ซึ่งประกอบไปดวย

สมการเชิงอนพุันธ (BVP:DE) หรือสมการเชิงอนพุันธพชีคณิต (Differential-algebraic equations : 

BVP-DAE) วิธีอินไดเร็คหรือวิธีทางออมนี้จะทําการคนหาคาของสเตต (State), ตัวแปรสถานะรวมหรือ

โคสเตตวาริเอเบิล (Costate variables) และ ตัวแปรควบคุม หรือ คอนโทรลวาริเอเบิล (Control 

variables)ดวยการแกปญหาคาขอบ(Boundary value problems) เทคนิควธิีที่อาจจะใหความแมนยาํ

ในการแกปญหาคาขอบที่เกีย่วของกับสมการเชิงอนพุันธก็คือ หลักวิธีทีเ่รียกวามลัติเปลชูดต้ิงเทคนิค

(Multiple shooting techniques) วิธีคิดทั้งหมดนีท้ี่ถกูพฒันาข้ึนมาในตอนนี้จะข้ึนอยูกับวธิีดังกลาว ซึง่

มีรายละเอียดตอไป 

 ถึงแมวาเราจะมีวิธีการแกปญหาแบบ BVP-DE ไดหลากหลายวิธกีาร  แตมีอยูเพียงสองถึง

สามวธิีเทานัน้ที่มีความชัดเจนสําหรับปญหาที่มีคาขอบที่ประกอบไปดวย สมการเชิงอนพุนัธพชีคณิต   

ในหวัขอนี้ เทคนิควิธีแบบมลัติเปลชูตต้ิงถกูนํามาใชกับปญหาแบบ BVP-DVE. ที่ไมเปนเชิงเสน ในการ

พิจารณาถึงผลเฉลยของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ของปญหาคาขอบในสมการเชงิอนพุันธ (BVP-DAE) ที่

ไดจากปญหาการควบคุมความเหมาะสมผลที่ไดสูงสุด  ปญหา BVP-DAE เหลานีเ้ปนการหาโดยการ

แยกหรือขจัดตัวแปรควบคุมปอนเขาออกจากสมการเงือ่นไขที่จําเปนอันดับหนึ่ง สําหรับคาเอ็กทริมั่ม

ตัวแปรควบคุมจะไมถูกขจัดออกจากเงื่อนไขที่จําเปนอันดับทีห่นึง่ ทีน่ําไปสูปญหาคาขอบในสมการเชิง

อนุพนัธพีชคณิต (BVP-DAE) วิธีมัลติเปลชูตต้ิงถูกใชในการแกปญหาระหวาง BVP-DAE และปญหา 

BVP-DE ปญหาการควบคุมความเหมาะสม กับเงื่อนไขแบบ อินอิควาลิต้ี คอนสเตรน จะใชฟงกชันตอ

เติมของเพนนาลต้ีอีก (The extended penalty function) ในทางปฏิบัติ จะพบวาระเบียบวิธีดังกลาว

จะใหผลเฉลยที่มีความแมนยํา สําหรับปญหาการควบคุมความเหมาะสมที่สุด 
    2.4.2.1  ปญหาคาขอบของการควบคุมท่ีไดผลสูงสุด (Optimal control 
boundary value problems) 
      ในหัวขอนี้จะใชเทคนิควธิีมลัติเปลชูตต้ิงมาทาํการแกปญหาการควบคุมที่ไดผลสูง 

สุดที่ไมมีเงื่อนไขบังคับ (Unconstraint optimal control problem) หรือ อันคอนสเทรนท  หลังจากที่

กําหนดปญหาแลว เราจะแสดงเงื่อนไขทีจ่ําเปนอนพุันธอันดับหนึ่งสําหรับความเหมาะ สมที่สุด  โดยจะ

เปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ที่เขียนอยูในรูปของปญหาเงื่อนไขขอบเขต
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สองจุด (Two-point boundary-value problem) ที่เกีย่วของเฉพาะกบัสมการเชงิอนุพนัธ (Differential 

equations)  หลักแนวคิดของวิธ ีมัลติเปลชูตต้ิงจะไดอธิบายในกรณีตัวอยางตอไป 
    2.4.2.2 ปญหาความเหมาะสมที่สุด ท่ีไมมี เงื่อนไขบังคับ  (Unconstraint  
optimal control problems)  
     เราจะทาํการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทร ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหคอสฟงกชนั

นอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมรูีปแบบสมการดังนี ้

 

     ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,                                                              (2.135) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

     ( )uxtx ,,ƒ=& , ],0[ ftt ∈                                                                       (2.136) 

     ( ) 00 xx =                                                                                (2.137) 

     ( )( ) 0=ftxψ                                                                               (2.138) 

 

เมื่อ ( ) nRtx ∈ คือสเตตเวกเตอร (State Vector), 0x  คือกลุมของเงื่อนไขเร่ิมตน (Set of initial 

conditions), และ ( )( ) fn
f Rtx ∈ψ  คือเงื่อนไขบังคับที่สภาวะสุดทาย (Final state constraint) ซึ่งเปน

กรณีเดียวกับหัวขอ 2.2 คือสภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final states lie on a 

constraint surface) ทําใหเราได เงื่อนไขที่จําเปน หรือเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) 

ดังนี ้

 

     ( )uxtHx ,,ƒ== λ
&                                                                             (2.139) 

     xH−=λ&                                                                                (2.140) 

     uH=0                                                                                 (2.141) 

     ( ) 000 xx −=                                                                               (2.142) 

     ( )( )ftxψ=0                                                                               (2.143) 

     ( ) f
T
xxft υψλ −Φ−=0                                                                       (2.144)   

 

เมื่อ ( ) nRt ∈λ คือ โคสเตตวาริเอเบิล (State variables) ,สเกลาร ƒ+= TLH λ  

xHH x ∂∂= , uHHu ∂∂= , xx ∂Φ∂=Φ  ตามลําดับ สวน fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร 
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(Constant Lagrange multipliers) ที่ถูกใสเพิ่มเขาไปในคอสฟงกชนันอล (Cost functional) เพื่อใหลด

ความซับซอนลงเราจะทําการสมมุติใหอยูในสภาวะคงที่ (Stationary condition) คือ 0=uH  และทํา

การจัดรูปของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) u  ในเทอมของตัวแปรสถานะหรือสเตตวาริเอ

เบิล (State variable) และตัวแปรสถานะรวมหรือโคสเตตวาริเอเบิล (Costate variable) นอกจากนี้เรา

จะทาํการสมมติุใหสมการ (2.135-2.138) มีจํานวน fnn +2 เพื่อใชสําหรับสรางเงื่อนไขขอบเขตจํานวน 

n2  เงื่อนไขเพื่อใหอยูในเทอมของ x  และ λ  ดวยการกําจัด fυ  ออกสวนปญหาที่ไมมีการกําจัด  fυ  

และ u  ออกจะกลาวในหวัขอตอไป 

 จากการกําจดั fυ และ u  ออกจะทาํใหไดปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point 

boundary-value problem) ที่กาํหนดรูปแบบตามสมการ (2.115-2.120) จะกลายเปน 

 

     ( )ythy ,=&                                                                                 (2.145) 

     ( ) ( )( )ftyyr ,00 =                                                                              (2.146) 

 

เมื่อ [ ] nTTT Rxy 2, ∈= λ , ( ) [ ] nTT
x

T RHHyth 2,, ∈−= λ  และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข ไดจากสมการ (2.139–2.140) 
     2.4.2.3 ผลเฉลยมลัติเปลชูดต้ิง (Multiple shooting solution) 
      มีหลายๆเทคนิควิธทีี่สามารถใชหาผลเฉลยทางตัวเลขของ ปญหาเงือ่นไขขอบ 

เขตสองจุด (Two-point boundary-value problem) ที่กาํหนดรูปแบบตามสมการ (24-29) ยกตัวอยาง

เชน วธิีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference methods), วิธีจัดตําแหนง (Collocation method) และวิธี

คาเร่ิมตนหรือชูดต้ิง (Initial value or shooting method) แตวิธีที่มปีระสิทธิภาพและใหความแมนยาํ

สูงในการแกปญหาแบบไมเช้ิงเสน (Nonlinear) ก็คือวธิมีัลติเปลชูดต้ิง  (Multiple shooting method)  
     2.4.2.4 หลักวิธีมัลติเปลชูดต้ิง หรือ มัลติเปลชูดต้ิงอัลกอริทึม (Multiple 
shooting algorithm) 
      เพื่อใหใชวิธีนีแ้กปญหาไดกบัปญหาที่มีคาขอบ (Boundary value) สมการ 

(2.139-2.140) ไดจะทําการแบงชวงเวลา ],0[ ft  ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt =<<<= K100  

และในแตละชวงเวลาจะให );( y
isty  เปนผลเฉลยของปญหาคาเร่ิมตน (Initial value problem) 

 

     ( )ythy ,=& , ( )1, +∈ ii ttt                                                                         (2.147) 

     ( ) 1,,1,0  , −== Misty y
ii K                                                                 (2.148) 
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เมื่อ y
is  เปนผลเฉลยของปญหาคาขอบ (Boundary value problem) ของสมการ (3.35)-(3.36) ณ ที่

โหนด ,M,,,, iti K210=  อยางไรก็ตามสําหรับ 1=M  เราจะไดวิธซีมิเปลชูดต้ิง (Simple shooting 

method) ซึ่งหลักการเบ้ืองตนของวิธนีี้กคื็อการเดาคาตัวแปรที่ไมรูคาของ ys0  จากนั้นก็ทาํการหา

ผลรวมของคาเร่ิมตนของปญหาสมการ (2.147-2.148) เพื่อใหได ys1  การใชคาผิดพลาดที่คํานวณได

จากสมการ (2.146) จะถูกนํามาใชเพื่อปรับปรุงคาที่เดาสําหรับตัวไมทราบคาที่เวลา 0=t  ข้ันตอนนี้

จะถูกกระทาํซํ้าหลายๆ คร้ังจนกระทัง้ไดผลเฉลย ys0  ที่ลูเขาหาคําตอบ (Converge) และ/หรือ

สอดคลองกับสมการ (2.146)  มัลติเปลชูคต้ิงเทคนิค (Multiple shooting technique)   อาศัยหลักการ

เดียวกนักับวิธซีิมเปลชูตต้ิง (Simple shooting method) ดวยการเพิม่ส่ิงจําเปนสําหรับการหาผลเฉลย

ของปญหาคาขอบ (Boundary value problem) ใหโหนดแตละโหนดตอเนือ่งกัน ดวยการเพิ่ม

ส่ิงจําเปนดังนี ้

- ผลเฉลยที่แตละจุดตอมีความตอเนื่องกัน นั่นคือ 

     ( ) 1,,2,1,0  ,0; 11 −==− ++ Missty y
i

y
ii K  

เมื่อ );( 1
y

ii sty +  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธสามัญ (Ordinary differential equation) สมการ 

(2.147) ที่เวลา 1+= itt  โดยใชเงื่อนไขเร่ิมตน (Initial Condition) y
ii sty =)(  

- ตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) นั่นคือ  ( ) 0,0 =y
M

y ssr  

สภาวะเหลานีจ้ะทาํใหเกิดสมการที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear equations) จํานวน )1(2 +Mn  สมการ 

จะมีตัวไมทราบคา )1(2 +Mn  ซึ่งเขียนไดเปน 
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                                           (2.149) 

 

นอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ (2.149) สามารถหาคาไดโดยการทําซํ้า (Iterative) 

ดวยวิธนีวิตัน (Newton’s method) ดังนัน้ถาเดาคาเร่ิมตน (Initial gauss) ks  เพื่อใหไดคําตอบที่มีคา

ใกลเคียงกบัผลเฉลยของสมการ (2.145-2.146) จะตองทําการพฒันาผลเฉลยที่ได 1+ks  ดังรูปแบบนี ้

 

     ]1,0( ,1 ∈Δ+=+ αα sss kk                                                                    (2.150) 

     ( ) ( ) ) 21 econvergenc,until,,, ksFsΔsJ kk K=−=                             (2.151) 
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เมื่อจาโคเบยีนแมตริกซ (Jacobain matrix) คือ ssFsJ ∂∂= )()(  มีขนาดมิติ )1(2 +Mn  ซึ่งจะมี

รูปแบบเปนดังนี ้
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จะทาํซํ้าสมการ (2.151-2.152) ไปจนกระทั่งลูเขาหาคําตอบ (Convergence) นัน่คือ ε≤Δs  หรือ 

ε≤+ )( 1ksF  เมื่อ ε  เปนคาบวกที่มีคานอย สวนแดมปงแฟกเตอร (Damping factor) α  จะเปนตัว

ที่ควบคุมการทําซ้าํแตละคร้ังวา )()( 1 kk sFsF ≤+  ซึ่งเมื่อคาการคํานวณลูเขาหาคําตอบ คา 1+ks  

ก็จะเปนผลเฉลยของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point boundary-value problem) สมการ 

(2.145–2.146) จากหลักการดังกลาวสามารถเขียนอยางสรุปไดเปน 

 วิธีมัลติเปลชูตต้ิง (Multiple shooting method) กอนอ่ืนตองกําหนดคา 0
110 ,,,, , stttM M −K  

และคา 0>ε  แตเปนคานอยๆ แลวเร่ิมดวย 

 1.)  คํานวณคา ( )0sF  

 2.)  ถา ( ) ε≤0sF  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 

   3.)  คํานวณคา )()( 001 sFsJs −−=Δ  

   4.)  ถา ε≤Δs  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 

   5.)   คนหาคา 0* >α  ที่ทําให ( ) ( )0*0 sFssF <Δ+α  

   6.)    กําหนด sss Δ+= *00 α  

   7.)    กําหนด ( ) ( )ssFsF Δ+= *00 α  

  ยอนกลับไปทาํซํ้าข้ันตอนที ่2 

เมื่อเปรียบเทยีบกับวธิีซิมเปลชูดต้ิง (Simple shooting method) จะพบวามลัติเปลชูคต้ิงเทคนคิ 

(Multiple shooting technique) มีคุณสมบัติที่มีความเสถียรทางตัวเลขมากกวา โดยเฉพาะอยางยิ่ง

กับปญหาที่มคีวามไมเชงิเสนสูง (Nonlinear) และปญหาที่ตัวแปรเปล่ียนแปลงอยางรวดเร็ว 
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     2.4.2.5  ขอประเด็นการสนับสนุน (Implementation issue) 
       สวนที่สนับสนนุของวธิีมัลติเปลชูตต้ิงสามารถอธิบายดังนี้วิธมีัลติเปลชูคต้ิงเทค 

นิค (Multiple shooting technique) จะตองกระทาํดังนีคื้อ 

   1.)    หาผลรวมของปญหาคาเร่ิมตน (Initial value) สมการ (2.147-2.1488)   

  2.)   คํานวณคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) สมการ (2.152)    

  3.)    หาผลเฉลยของระบบเชิงเสน สมการ (2.151) 

ซึ่งแตละข้ันตอนลวนแตเปนนยัสําคัญของปญหาท้ังส้ิน ทัง้นี้ในการแกปญหาคาเร่ิมตน (Initial value 

problem) สมการ (2.147-2.148) ก็มีหลายวธิีการเชนกนัแตวิธทีีไ่ดผลดีก็คือวิธีรัง-กัตตาอันดับ 4 

(Runge-Kutta method of order 4) การหาคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) จะใชสมการ 

(2.147-2.148) และสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของ iA  ในจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ได

โดยการแกคาปญหาคาเร่ิมตน (Initial value problem)  

 การแกคาปญหาคาเร่ิมตน (Initial value problem)  มหีลากหลายเทคนิควิธทีี่ใชแกปญหาคา

เร่ิมตนสมการที่ (2.147-2.148) ซึ่งสมการเชิงอนพุันธที่มีความสัมพันธเกี่ยวของกับปญหาทางดาน

วิศวกรรม เชน Frequently stiff, Suitable integration schemes include, Gear’ method, The semi-

implicit extrapolation method, และ  Implicit Runge-Kutta method 

 จากตัวอยางตอไป วิธีของ โรเซ็นบรอค ไดพัฒนาในการอินทริเกตปญหาคาเร่ิมตนในแนวคอด

หลักวธิีของ มลัติเปล ชูตต้ิง  วิธนีี้ เปน 

 จาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ใชสมการที่ (2.123 – 2.124) เราจะสามารถหาคาสัม

ประสิทธของ iA  ในจาโคเบียนแมตริกซ โดยการแกปญหาคาเร่ิมตน 

 

     y
i

y
i s

y
y
h

s
y

dt
d

∂
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∂
∂
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∂
∂ , ( )1, +∈ ii ttt                                                     (2.153) 

     ( ) 1,,1,0  , −==
∂
∂ MiI

s
ty
y

i

i K                                                          (2.154) 

 

จําไววา สมการที่ (2.153 – 2.154) นั้นเปนสมการเชิงอนพุันธอันดับหนึง่เชิงเสนของคาเร่ิมตน 

 การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน (Solution of linear system of equations) การหาผล

เฉลยของระบบสมการเชิงเสน (Solution of linear system of equations) นั้นก็สามารถใชจาโค

เบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) มาคํานวณหาคาแดมพดวยวิธนีิวตัน (Newton’s method) โดยการ

แกปญหาสมการ  (2.152) แตจะทําการจัดเรียงใหมดังนี้คือ 
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ตอไปก็ทําการหาคาแมตริกซทแยง (Orthogonal factorization matrix) nnRQ 44
0

×∈  นัน่คือ 
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QT  

 เมื่อ nnRR 22
0

×∈  จะเปนแมตริกซสามเหลี่ยมบน (Upper triangular matrix) ทาํการคูณทัง้

สองขางของสมการ (2.155) ดวย ),( 0 IQT  จึงทาํใหไดสมการเปนดังนี ้
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ในทาํนองเดียวกันโดยใช 1,,2,1  ,
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i K  ทาํใหเราไดสมการใหมเปน 
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ดังนัน้เม่ือทําการลดสมการ (2.155) ไปเปนแมตริกซสามเหล่ียมบน ดวยการทาํเชนนี้ จะทาํใหสามารถ

หาคา sΔ  ดวยการแทนคากลับ (Back substitution) นัน่เอง 
     2.4.2.6  ออกซิลเลียรคีอนสเทรนท (Auxiliary constraints)  
      ในหวัขอนี้จะทําการพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control 

problem) ทีม่ีอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) เขามาเกี่ยวของกบัสเตตวาริเอเบิลและ

คอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) โดยเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 

conditions) ที่เขียนอยูในรูปของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุดทีเ่กี่ยวของกับสมการเชิงอนพุนัธและ
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สมการพชีคณิต (Boundary-value problem involving differential and algebraic equations: BVP-

DAE)  
     2.4.2.7  ปญหาการควบคุมความเหมาะสม (An optimal control problem) 
      โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  

ที่ทาํใหคอสฟงกชนันอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี ้

 

     ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,                                                              (2.156) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

        ( )uxtx ,,ƒ=&                                                                               (2.157) 

     ( )uxtc ,,0 =                                                                               (2.158) 

     ( ) 000 xx −=                                                                               (2.159) 

     ( )( )ftxψ=0                                                                               (2.160) 

 

เมื่อ ( ) nRtx ∈ คือสเตตเวกเตอร (State vector), ( ) pRuxtc ∈,,  คือกลุมของอีควอลิตีคอนสเทรนท 

(Equality constraints) ของสเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and Control variables) 

จํานวน )0( mnp +≤≤ , และ ( )( ) fn
f Rtx ∈ψ  คือชวงสุดทายที่หลากหลายของสภาวะ 

nn f ≤≤0  ในสมการคอสฟงกชันนอล (Cost functional) สมการที ่(2.151) ประกอบไปดวย สเกลาร

เทอรมินอลเวตต้ิงฟงกชัน (Scalar terminal weighting function) Φ , และสเกลารเพอรฟอมานซ

ฟงกชัน (Scalar performance function) L  สวนเวลาสุดทาย ft  ถูกกําหนดไวตายตัว  

 โดยทัว่ไปแลวปญหาการหาคาควบคุมเหมาะที่สุด  (Optimal control problem) สามารถทํา

ใหอยูในรูปสมการที ่ (2.156-2.160) สวนกรณีที่มีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) 

จะมีการเพิ่มสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) เขาไปเพื่อเปล่ียนใหเปนเงื่อนไขเชิงเทากับ (Equality 

constraints) จากนั้นก็ใชแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) มีเทอมฮามิลตันเนยีนคือ 

  ),,(),,(),,(),,,,( uxtcuxtuxtLuxtH TT μλμλ +ƒ+=  เมื่อ nR∈λ  และ pR∈μ   

คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrance multiplier) ดวยการใชฮามลิตันเนยีน (Hamiltonian) ทําใหเรา

ไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary conditions)  ดังนี้  

 

     ( )uxtHx ,,ƒ== λ
&                                                                             (2.161) 
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     xH−=λ&                                                                                (2.162) 

     uH=0                                                                                 (2.163) 

     ( )uxtcH ,,0 == μ                                                                             (2.164) 

     ( ) 000 xx −=                                                                               (2.165) 

     ( )( )ftxψ=0                                                                              (2.166) 

     ( ) ( )f
T
xxft υψλ −Φ−=0                                                                    (2.167) 

 

 เมื่อ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) ที่ถูกใสเพิม่เขา

ไปในสมการ (2.161-2.167) เพื่อบอกลักษณะของปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิง

อนุพนัธและสมการพชีคณิต (BVP-DAE) โดยที่สมการเชิงอนพุันธคือสมการ (2.161 และ 2.162) สวน

สมการพชีคณิตคือสมการ (2.163-2.164) และสมการเงื่อนไขขอบเขตคือสมการ (2.165-2.166) 

สมการดังกลาวสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมของสเตตวาริเอเบิล (State variables) )(x , โคส

เตตวาริเอเบิล (Costate variables) )(λ , คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) )(u และลากรานซ

มัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) )(μ  ซึ่งเขียนดังนี ้

     nR
x

y 2∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

λ
, pmR

u
z +∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

μ
 

     ( ) n

x

R
H

H
zyth 2,, ∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= λ , ( ) pmu R
H
H

zytg +∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

μ

,,  

และ 

 

     ( )zythy ,,=&                                                                                   (2.168) 

     ( )zytg ,,0 =                                                                               (2.169) 

     ( ) ( )( )ftyyr ,00 =                                                                               (2.170) 

 

 สมการปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกบัสมการเชงิอนุพนัธและสมการพีชคณิต(BVP-DAE) 

สมการ (2.165),(2.166) และ (2.167) จะลดรูปลงเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิง

อนุพนัธเทานัน้ดวยการใชสมการพชีคณิตสมการ (2.169) มาหาคา )(yGz =  ดังนัน้สมการ (2.168) 

สามารถเขียนเปน ( ))(,, yGythy =&  รวมกับสมการ (2.170) จะมีลักษณะเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขต

สองจุดที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนพุนัธและสมการพีชคณิต (Boundary-value problem involving 

differential equations: BVP-DE) 
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     2.4.2.8 ผลเฉลยมัลติเปลชูดต้ิงของบีวีพี-ดีเออี (Multiple shooting solution 
to the BVP-DAE) 
      เพื่อใหใชวิธีนีแ้กปญหาไดกบัระบบดีเออี (DAE system) สมการ (2.168–

2.170)ไดจะทาํการแบงชวงเวลา ],0[ ftt ∈  ออกเปน M  ชวงคือที ่ fM tttt =<<<= K100  และ

ในแตละชวงเวลาให ),;( z
i

y
i ssty , ),;( z

i
y

i sstz เปนผลเฉลยปญหาคาเร่ิมตน (Initial value DAE) คือ 

 

     ( )zythy ,,=& , ( )1, +∈ ii ttt                                                                     (2.171) 

     ( ) ikzytg −= ,,0 , ( )1, +∈ ii ttt ,                                                              (2.172) 

     tcons)s,s(t;gk z
i

y
ii tan==                                                                 (2.173) 

     ( ) ( ) 1,,1,0  ,tz  , i −=== Missty z
i

y
ii K                                             (2.174) 

 

เมื่อ y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.171-2.172) ณ ที่

โหนด Miti ,,2,1,0 , K=  และเพือ่ใหแนใจวา y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวพี-ีดีเออี (BVP-

DAE) สมการ  (2.168 – 2.170)  จะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ 

     ( ) 1,,2,1,0  ,0,; 11 −==− ++ Misssty y
i

z
i

y
ii K  

     ( ) Misstg z
i

y
ii ,,2,1,0  ,0,; K==  

     ( ) 0,0 =y
M

y ssr  
สภาวะแรกก็คือผลเฉลยที่จดุตอ it  ซึ่ง y

is ตองมีความตอเนื่อง, สภาวะที่สองคือสมการพีชคณิต 

(2.163) จะตองสอดคลองกับทุกจุดตอ และสภาวะที่สามคือ จะตองเปนไปตามเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) ถาสอดคลองกับสภาวะที่สองจะทาํให 0=ik  ( ik  คือแฟกเตอรคลาย 

(Relaxation factor)) ในสมการ (2.169) สภาวะเหลานีจ้ะทาํใหเกิดสมการที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear 

equations) ข้ึนมาจาํนวน )1)(2( +++ Mpmn  และมีตัวไมรูคา s จํานวน )1)(2( +++ Mpmn  

ดวย และสามารถเขียนสมการไดเปน 
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สมการที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear equation) สมการที(่2.175) สามารถหาคาไดโดยการทําซํ้า ดวยวธิี

นิวตัน (Newton’s method) ดังนัน้ถาการเดาคาเร่ิมตน (Iinitial gauss) ks เพื่อใหไดคําตอบที่มีคาใกล 

เคียงกับผลเฉลยของสมการ (2.168-2.170) จะตองทาํการพัฒนาผลเฉลยที่ได 1+ks  ดังตอไปนี้ 

 

     ]1,0( ,1 ∈Δ+=+ αα sss kk                                                                    (2.176) 

     ( ) ( ) econvergenc,until,,, ksFsΔsJ kk  21 K=−=                              (2.177) 

 

เมื่อจาโคเบยีนแมตริกซ (Jacobainmatrix) ssFsJ ∂∂= )()(  มีขนาดมิติ )1)(2( +++ Mpmn  ซึ่ง

จะมีรูปแบบดังนี ้
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จะทาํซํ้าสมการ (2.176 – 2.178) ไปจนกระทั่งลูเขาหาคําตอบ (Convergence) นัน่คือ ε≤Δs  หรือ 

ε≤+ )( 1ksF  เมื่อ ε  เปนคาบวกที่มีคานอย สวนแดมปงแฟกเตอร (Damping factor) α  จะเปนตัว

ที่ควบคุมการทําซ้าํแตละคร้ังวา )()( 1 kk sFsF ≤+  ซึ่งเมื่อคาการคํานวณลูเขาหาคําตอบ คา 1+ks  

ก็จะเปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE) สมการ (2.168-2.170) จากหลักการดังกลาว

สามารถเขียนอยางสรุปไดดังนี ้

 กอนอ่ืนตองกําหนดคา 0
110 ,,,, , stttM M −K  และคา 0>ε  แตเปนคานอยๆ แลวเร่ิมดวย 

1.)  คํานวณคา ( )0sF  

2.)  ถา ( ) ε≤0sF  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 

  3.)   คํานวณคา )()( 001 sFsJs −−=Δ ถา ε≤Δs  คา 0s  ก็คือผลเฉลย 

4.)  คนหาคา 0* >α  ที่ทําให ( ) ( )0*0 sFssF <Δ+α  
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5.)  กําหนด sss Δ+= *00 α และกําหนด ( ) ( )ssFsF Δ+= *00 α  

ยอนกลับไปทาํซํ้าในข้ันตอนที่ 2 

 สรุปไดวาวิธีมลัติเปลชูคต้ิงเทคนิค (Multiple shooting technique) จะตองกระทําดังนี้คือ 

  1.)  หาผลรวมของปญหาคาเร่ิมตน (Initial value) สมการ (2.165) ในแตละชวงของเวลา 

M  เพื่อนํามาใชคํานวณหาฝงขวามือของสมการ (2.171) 

  2.)     คํานวณคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) สมการ (2.178) 

  3.)     หาผลเฉลยของระบบเชิงเสน สมการ (2.177) เพื่อใหได sΔ  

ซึ่งแตละข้ันตอนลวนแตเปนนยัสําคัญของปญหาท้ังส้ิน ทัง้นี้ในการแกปญหาคาเร่ิมตน (Initial value 

problem) ก็มหีลายวิธกีารเชนกนัแตวิธทีี่ไดผลดีก็คือวิธีรัง-กัตตาอันดับ 4(3) (Runge-Kutta method 

of order 4(3)) การหาคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) จะใชสมการ (2.171) และสามารถ

หาคาสัมประสิทธิ์ของ iA  ในจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ไดโดยการแกคาปญหาคาเร่ิมตน 

(Initial value problem) คือ 
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∂
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ty                                                                          (2.183) 

     ( ) ( ) I
s
tz

s
ty

z
i

i
z

i

i =
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=
∂
∂   ,0                                                                          (2.184) 

 

สมการ (2.180-2.184) คือกลุมของสมการอนุพันธพีชคณิตแบบเชิงเสน (Linear differential-

algebraic equations)  
      2.4.2.9  อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints)  
       จะใชเทคนิคฟงกชนัถวงน้ําหนัก (Penalty function technique) เปล่ียนให

ไมมีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคา

คอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหคอสฟงกชนันอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ

สมการดังนี ้
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     ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,                                                             (2.185) 

 

โดยสอดคลองกับ 

     ( )uxtx ,,ƒ=&           

     ( ) 0,, ≤uxtc           
     ( ) 00 xx =            
เมื่อ  ( ) pRuxtc ∈,,    คือกลุมของอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของสเตตวาริ

เอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) และกระจายดวยการใชฟงกชนัถวง

น้ําหนกั (Penalty Function) คือ 
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                (2.186) 

 

เมื่อ σ  คือพารามิเตอร  ดวยการใชสมการ (2.178) ทําใหเปล่ียนอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 

constraints) ใหเปนแบบไมมีเงื่อนไข (Unconstraint) ได โดยเราจะทาํการพิจารณาปญหาการคนหา

คาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ทีท่ําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมี

รูปแบบสมการดังนี ้

 

     ( ) ( )( ) ( ) ( )dtuxtCuxtLtxI
p

i
ik

t

fk
f ,,,,

1
0 ∑∫

=

++Φ= ρρ                          (2.187) 

 

โดยสอดคลองกับ 

     ( )uxtx ,,ƒ=&            
     ( ) 00 xx =            
เมื่อ   

     kρσ = , 0>kρ , 1+> kk ρρ   

 
     2.4.2.10  ผลเฉลยมลัติเปลชูดต้ิงตอเนื่อง (A Multiple shooting continuation 
solution) 
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       การควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control) ของปญหาสมการ (2.177) สามารถ

ที่จะหาคําตอบไดโดยการทาํใหอยูรูปของสมการ (2.179) ดวยการเพิ่มคาเพยีงเล็กนอยของ kρ  

และเนคเซสเซอรีคอนดิซันของปญหาน้ีสามารถทาํใหอยูในเทอมของฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) คือ 
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เมื่อ nR∈λ  และ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) บีวีพ-ีดีเออี (BVP-

DAE) สมการ (2.181) สามารถเขียนใหกระชับไดเปน 

     nR
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= λρ , ( ) m
uk RHzytg ∈=ρ;,,  

และ 

 

     ( )kzythy ρ;,,=&                                                                              (2.189) 

     ( )kzytg ρ;,,0 =                                                                              (2.190) 

     ( ) ( )( )ftyyr ,00 =                                                                              (2.191) 

 

สมการ (2.181) จํานวน fnn +2  จะลดลงเปน n2  ในสมการ (2.180) ดวยการตัด fn  ออก เพราะ

เกี่ยวของกับลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) fυ  วิธีมัลติเปลชูดต้ิงตอเนื่อง (Multiple 

shooting-continuation method) จะถกูนํามาใชแกปญหาโดยการกําหนดคา 0→kρ  และทําการ

แบงชวงเวลา ],0[ ftt ∈  ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt =<<<= K100  โดยในแตละชวงเวลาจะ

ให );,;( k
z

i
y

i ssty ρ , );,;( k
z

i
y

i sstz ρ  เปนผลเฉลยของปญหาคาเริมตน (Initial Value DAE) ดังนี ้

 

     ( )kzythy ρ;,,=& , ( )1, +∈ ii ttt                                                              (2.192) 

     ( ) ik kzytg −= ρ;,,0 ,                                                                         (2.193) 

     tcons)s,s(t;gk z
i

y
ii tan==                                         (2.194) 

     ( ) ( ) 1,,1,0  ,tz  , i −=== Missty z
i

y
ii K                                             (2.195) 
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เมื่อ y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพ-ีดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.181-2.183) ณ.ที่

โหนด Miti ,,2,1,0 , K=  เพื่อใหแนใจวา y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวพี-ีดีเออี (BVP-DAE) 

จะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ 

 - มีความสืบเนื่องของผลเฉลยที่โหนด คือ ( ) 1,,2,1,0  ,0;,; 11 −==− ++ Misssty y
ik

z
i

y
ii Kρ  

 - เปนไปตามสมการพชีคณิตที่โหนด คือ ( ) Misstg k
z

i
y

ii ,,2,1,0  ,0;,; K==ρ  

 - เปนไปตามสมการเงื่อนไขขอบเขต คือ ( ) 0,0 =y
M

y ssr  

จากเงื่อนไขทัง้สามทําใหระบบเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) ข้ึนมาจํานวน 

)1)(2( +++ Mpmn  และมีตัวไมรูคา s  และ kρ  จํานวน )1)(2( +++ Mpmn  ดวย และสามารถ

เขียนสมการไดเปน 
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เม่ือกําหนดคา kρ  ก็จะไดผลเฉลยของนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ (2.187) 

เปนผลเฉลยโดยประมาณของสมการ (2.179) ที่โหนด Miti ,,2,1,0 , K=   
      2.4.2.11  วิธีตอเนื่อง (Continuation method) 
       ในการหาผลเฉลยของปญหาสมการ (2.179) ที่มีระบบสมการ (2.187) 

จะตองทาํการแกปญหาดวยการกําหนดคา kρ  ดวยการ 0lim =→∞ kk ρ  ซึ่งสามารถทําไดโดยใช

ข้ันตอนของวธิตีอเนื่อง (Continuation or homotopy procedure) โดยเร่ิมจากทําการแกสมการ 

(2.187) ดวยการกําหนดคา kρ  ซึ่งผลที่ไดจากการแกสมการจะเปนคาเดาเร่ิมตนใหกบัพารามิเตอร

ถวงน้าํหนัก (Penalty parameter) kk ρρ <+1  และข้ันตอนของวิธตีอเนื่อง (Continuation procedure) 

จะทาํไปจนกระทั่ง kρ  เขาใกลศูนย ซึง่มีข้ันตอนดังนี ้

 ขั้นตอนที่ 1 ประมาณคาโพลีโนเมียลนอกชวง (Prediction via polynomial  extrapolation) 

 ในการหาคาของ );( 1
1

−
−

k
ks ρ   และ   );( 2

2
−

−
k

ks ρ    จะตองทําการประมาณคา  kρ   โดย 

การใชวิธกีารใดวิธีการหนึง่ดังนี้คือ 

 1.)  ตัวทํานายกําหลังศูนย (Zeroth-order predictor) 
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2.) ตัวทํานายกําหลังหนึ่ง (First-order predictor (Secant)) 
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เมื่อ kŝ  เปนผลเฉลยโดยประมาณที่ kρ  และ )1,0(1∈−kh  เปนแฟกเตอรปรับ 

 ขั้นตอนที่ 2  แกคาแดมพของการทําซํ้าแบบนิวตัน (Correction via damped Newton’s 

iteration) 

 วิธีการเหมือนกับในหัวขอ 2.4.2.10 ณ. ชวงสุดทายของขั้นตอนนี้ กําหนดให corN  เปนจาํนวน

คร้ังของการทาํซํ้า 

 ขั้นตอนที่ 3 ปรับขนาดชวง (Stepsize adjustment) 

 ขนาดชวง kh  ที่เหมาะสมจะมขีนาดใกลกับหนึง่ ณ ที่ทกุๆ k  แตก็สามารถทําการปรับขนาด

ชวงไดเชนกัน คือ 

 
10 max1min
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hhh
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Nhh
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k

new
k  

 ข้ันตอนการทาํตอเนื่อง (Continuation procedure) จะส้ินสุดเมื่อ ( ) ( ) ερρ <− −1kk II  หรือ 

ρερ <k   
      2.4.2.12   ปญหาการควบคุมเหมาะที่สุดที่มีพารามิเตอร (Optimal control 
problems with parameters)  
      โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทล ( ) mRtu ∈  และมี

พารามิเตอร (Parameters) ที่ทาํใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ

สมการดังนี ้

 

      ( )( ) ( )dtpuxtLptxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,,,                                               (2.197) 

 

โดยสอดคลองกับ 

      ( )puxtx ,,,ƒ=&  

      ( )puxtc ,,,0 ≥  
      ( ) 000 xx −=  
      ( )( )ptx f ,0 ψ=  
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เมื่อใชฟงกชนัถวงน้าํหนัก (Penalty function) จะทาํใหเขียนสมการไดเปน 

 

     ( ) ( )( ) ( ) ( ) dtpuxtCpuxtLptxI ft p

i
ikfk ∫ ∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++Φ=

=
0

1
,,,,,,,, σρρ     (2.198) 

 

โดยที่สอดคลองกับ 

 

     ( )puxtx ,,,ƒ=&                                                                              (2.199) 

     ( ) 000 xx −=                                                                               (2.200) 

     ( )( )ptx f ,0 ψ=                                                                              (2.201) 

 

เมื่อ 0>kρ , 1+> kk ρρ  และ 0lim =→∞ kk ρ  ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 

conditions) ดังนี ้
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โดยฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) คือ 

( ) ( ) ( )

( )puxt

puxtCpuxtLpuxtH

T

k

l

i
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 เมื่อ nR∈λ  และ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 

สวน pnR∈γ  คือผลเฉลยอยางงายของปญหา (Facilitate) สมการ (2.193) สามารถเขียนใหกระชับได

เปน 
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และ 

 

     ( )kzythy ρω ;,,,=&                                                                             (2.203) 

     ( )kzytg ρω ;,,,0 =                                                                             (2.204) 

     ( ) ( )( )ω,,00 ftyyr=                                                                            (2.205) 

 
     2.4.2.13  ผลเฉลยมัลติเปลชูดต้ิงตอเนื่อง (Multiple shooting-continuation 
solution) 
      มีหลากหลายเทคนิควธิีที่ชวยอํานวยใหกบั ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของการแกปญ 

หาเงื่อนไขขอบเขตระหวางจุดสองจุด (Two point boundary problem) ตามสมการ (2.196-2.197) 

ตัวอยางเชน ( )i วธิีผลตางสืบเนือ่ง ( )ii  วิธีคอลโลเคชัน ( )iii วิธีคาเร่ิมตนหรือวธิีชูตต้ิงสามารถทีจ่ะหา

คําตอบได  แตตองเพิ่มเติมในสวนของตัวไมทราบคา ω  และทําการแบงชวงเวลา ],0[ ftt ∈  ออกเปน 

M  ชวงคือที่ fM tttt =<<<= K100  โดยในแตละชวงเวลาจะให );,,;( k
z

i
y

i ssty ρω , 

);,,;( k
z

i
y

i sstz ρω  เปนผลเฉลยของปญหาคาเริมตน (Initial value DAE) ดังนี ้

 

     ( )kzythy ρω ;,,,=& , ( )1, +∈ ii ttt                                                         (2.206) 

     ( ) tcons);ρω,s,s(t;gk, k;ρω,z,yt,g k
z

i
y

iiik tan0 ==−=                 (2.207) 

     ( ) ( ) 1,,1,0  ,tz  , i −=== Missty z
i

y
ii K                                              (2.208) 

 

เมื่อ y
is , z

is  และ ω  เปนผลเฉลยของปญหาบีวพี-ีดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.195-2.197) ณ. 

ที่โหนด Miti ,,2,1,0 , K=  และจะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ 

 - มีความสืบเนื่องของผลเฉลย y
is  ที่ โหนด  

 - เปนไปตามสมการพชีคณิต สมการ (2.196) ที่แตละโหนด  

 - เปนไปตามสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) สมการ (2.197) 

จากเงื่อนไขทัง้สามทําใหระบบเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) ข้ึนมาจํานวน 

fp nnMpmn +++++ )1)(2(  และมีตัวไมรูคา ( )ω,s  และ kρ  และเขียนสมการไดเปน 
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ในการหาผลเฉลยของปญหาสมการ (2.209) จะตองทาํการแกปญหาดวยการกาํหนดคา kρ  ดวยการ 

0lim =→∞ kk ρ  และมีข้ันตอนเหมือนกับหัวขอที่ผานมา แตข้ันตอนแกคาแดมพของการทาํซํ้าแบบนิว

ตัน (Correction via damped Newton’s iteration) หาจากสมการนีคื้อ 
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เมื่อ 

  

     

1,,1,0 , ; ;
0
00

0
0
00

 ;  
0

0

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

Miy

g

Er

g

E
I

C

s
r

s
g

s
g

; B
s
rB

s
y

s
y

s
g

s
g

A

iMi

y
M

z
M

y
M

M
y

z
i

y
i

z
i

y
i

i

K

ω

ω

ω

ω

                 (2.211) 

จากสมการ (2.199-2.200) สามารถหาคาสัมประสิทธ์ิของจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ได

โดยการแกปญหาคาเร่ิมตน (Initial value DAE) ในชวงเวลา ( )1, +∈ ii ttt  ดังนี ้
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สมการที่(2.212-2.213) แสดงถึงสมการเชิงอนพุันธพีชคณิตเชิงเสนสวนสนับสนนุทีแ่ทจริงของระเบียบ

วิธีมัลติเชงิเปลชูตต้ิงสมการที่(2.209-2.210) และสมการที่ (2.212-2.215) เปนการผสมผสานและการ

อินทิเกรตในเวลาเดียวกันเชนอาจจะยึดถอืการเดาคาใหกับสมการที่(2.206-2.207)และสมการที ่

(2.212-2.215) คือการรวมสวนตางๆของระเบียบวธิีมัลติเปลชูตต้ิง 

 
  



บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 

 ในการวิจัยคร้ังนี้ ผูวิจัยไดดําเนินการตามข้ันตอนดังนี้ 

1.  การกาํหนดปญหา (Problem statement) 

2.  การแกปญหาโดยวิธีตรง (Direct method) 

3.  การแกปญหาโดยวิธีออม (Indirect method) 

 
3.1  การกําหนดปญหา (Problem statement) 
 ในงานวิจัยนี้จะทําการศึกษาแนวทางบนหลักการการใชเวลานอยที่สุดเปรียบเทียบกบัหลักการการ

ใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานงึถึงเวลาสุดทาย (A new approach on minimum time equivalent to 

maximum energy with free final time)   ปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดสามารถพิจารณาในแนวทางท่ี

ตางไปจากเดิม ดังเชนการพิจารณาเปนการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ตัวอยางเชน

นักวิง่ระยะ 100 เมตรจะพยายามที่จะวิง่ใหถึงเสนชัยในเวลาทีน่อยทีสุ่ด ในทางกลับกันนักวิ่งคนนี้ก็จะ

มีการใชพลังงานที่มากที่สุดเพื่อวัตถุประสงคเดียวกันคือใหถึงเสนชัยในทีน่ี้การใชพลังงานสูงสุดโดยไม

คํานึงถึงเวลาสุดทายจะถูกนํามาพจิารณาประเภทของปญหาระบบพลศาสตรสวนใหญ ที่สามารถอธ ิ

บายโดยการใชสมการเชิงอนุพนัธอันดับหนึ่งดังนี ้

 

   ,)();,,( 00 xtxtuxfx ==&                                                                      (3.1) 

 

 เมื่อ , คือ เวคเตอรสถานะและเวคเตอรควบคุม (The state vectors and control 

vectors),  คือเวคเตอรสถานะที่สภาวะเงือ่นไขเร่ิมตน (Initial state condition vector),  คือเวลา

เร่ิมตน (Initial time),  คือ แมตริกซ และ  คือ ,แมตริกซ ขอกําหนดของ

ปญหา (Problem statement) คือการหาคา  คือตัวควบคุมปอนเขา (Control input) และ  

คือตัวแปรสถานะ (State variable) ดังนัน้ ดัชนีสมรรถนะตํ่าสุด หรือสูงสุด (Minimize or maximize 

the performance index)  คือ 

nRx ∈ mRu ∈

0x 0t

)(tF )( nn × )(tg )( mn ×

)(tu )(tx

 

   ;                                                                                  (3.2)    dtuJ
ft

t

m

i
i∫ ∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
±=

=
0

1

2

และ 
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                                                                                                    (3.3) dtJ
ft

t
∫=
0

1

 

สําหรับปญหาการใชเวลานอยที่สุด     นั้นคือ เวลาสุดทายทีท่ําใหเกิดคาทีน่อยที่สุด ที่ทาํใหเกิดขอบ 

เขตของตัวแปรควบคุม (Control variable) ที่การเกี่ยวของคือ   
ft

 

   ,                                                                                      (3.4) UL UtuU ≤≤ )(

 

เมื่อ 

 

                                                                                                  (3.5)  ff xtx =)(

                                                                                                   

เพื่อที่ใหเกิดความมัน่ใจที่มากข้ึนเกี่ยวกับความเหมือนกนัหรือเปนส่ิงเดียวกนั ระหวางคาเวลาทีน่อยที่ 

สุด และพลังงานมากที่สุดทีไ่มคํานึงถึงเวลาสุดทาย ทฤษฎีอยางงายนั้นตองเปนทฤษฎีทีพ่ิสูจนไดทั้งวธิี

โดยตรงและวธิีโดยทางออม 

 สมการ (3.1-3.4) เปนสมการสําหรับการแกปญหาหาคาเวลาทีน่อยที่ที่สุดโดยตรงของขอกํา 

หนดของปญหา (Problem statement)  เรียกวา หลักวธิีตรง (Direct scheme)  คําตอบที่พอจะยอมรับ

ไดสําหรับตัวแปรแสดงสถานะ (State variable) และตัวควบคุม (Control input) ก็คือวิธีการเลือก

จํานวนที่แนนอนของสัมประสิทธิ์ตัวแปรที่ยงัไมทราบคานัน้จะนําไปสูสถานะบังคับทั้งหมดในปญหาจน

ไดผลเฉลยเปนทีย่อมรับไดวิธีการโดยตรง จะแปลงปญหาการควบคุมที่เหมาะสมที่สุดไปเปนปญหา

ของสแตติกพารามิเตอร ออปติไมเซชัน  วิธีการหนึง่ทีท่ําก็คือ ในการทําการแปลงพารามิเตอรของ

ปญหาความเหมาะสมสูงสุดก็คือ การแกปญหาที่ใชประโยชนทีห่ลากหลายวธิีของเทคนิคทางระเบียบ

วิธีเชงิตัวเลขนัน้ประกอบไปดวยวิธ ี การถวงน้ําหนกัคงคาง (weighted residual methods) และ การ

โปรแกรมแบบไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) ขอดีและขอดอยของวิธีการโดยตรงสัมพันธ

กับการเลือกการเดาคาเร่ิมตน และความเที่ยงตรงของผลเฉลย  ขอดีประการหนึ่งทีสํ่าคัญมากที่สุดของ

วิธีโดยตรงก็คือคําตอบหรือผลเฉลยที่ไดนัน้สามารถหามาไดจากการเดาคาเร่ิมตน ที่ไมตองใกลเคียง

หรือหางไกลกบัคําตอบมากๆไดอยางไรก็ตาม ความแมนยําของผลเฉลยของการประมาณคาจะไมดี

เมื่อเปรียบเทยีบกับคําตอบที่ไดจากวิธีออมในดานอ่ืนๆ วธิีออมจะประกอบดวยเงือ่นไขที่จําเปนอันดับ

หนึง่ในระเบียบวิธีเชงิตัวเลขของปญหาความเหมาะสมสูงสุด ทําใหเกดิวิธีการที่โดยทั่วๆ ไปจะมคีวาม

ซับซอนมากข้ึน  เงื่อนไขที่จาํเปนเกิดจากเทคนิคเชน หลักการแคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน (Calculus of 
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3.2  การแกปญหาโดยวิธีตรง (Direct method) 
 ประกอบไปดวยการพิจารณาปญหาการใชเวลานอยที่สุด และการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานงึถงึ

เวลาสุดทาย (The minimum time and maximum energy with free final time problems) 
 3.2.1   สมการสถานะ (State equations)  
  จะประกอบไปดวยปญหาท่ีไมเปนเชิงเสนดังเชนที่จะนําเสนอปญหาระบบทางพลศาสตรของ

หุนยนตแขนกลเด่ียว (The one-armed manipulator) ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร (The polar  

manipulator problem) และปญหาหุนยนตแบบ 2 ชิน้ตอโยง (The two-link manipulator problem)  

ซึ่งที่จะใชเปนตัวอยางในงานวิจยันี ้ 
  3.2.1.1   ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว (The one-armed manipulator problem) 
  พิจารณาระบบพลศาสตรของหุนยนตแขนกลเด่ียว มกีอนมวล  ความยาวของแขน

กล  ดังรูปที่ 1. กําหนดให เปนสวนที่เปนสวนปอนเขา (Actuator input) ที่ฐานและมีตัวปองกัน

ความฝดตามสัดสวนของแรงคูควบในแนวรัศมี อยูดวยกนั ตอจากนัน้เราจะสมมติใหคากระแสตาน

แรงเสียดทานเปน และมีขนาดเปน เมื่อ คือ สวนประกอบของแรงปฏิกิริยา ใน

แนวรัศมีที่จุดรองรับ ,  คือ สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางปลอกและแกนดุมหมนุ คือรัศมี

ของดุมหมนุ  ระบบมี 1 องศาอิสระ และ มีสมการการเคล่ือนที่เปน 

m

l u

xR

fC xRfC με= xR

O μ c
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2
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2

)cos()sin(
2

23
1

u
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LmmL

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+

θμεθ

θμεθ &&&

                                                          (3.6)  

 

เมื่อ คือความยาวของช้ินตอโยง,  คือมวลของช้ินตอโยงกับจุดศูนยกลางมวลทีเ่ปนระยะทาง 

 จากฐานของลูกตุม, คือ คาคงที่ความโนมถวงของโลก และ คือตัวขับเคลื่อนที่ปอนเขา

ระบบ  ใหวัตถุประสงคเปนไปในการควบคุมของระบบ   จากการกาํหนดเซตของเงื่อนไขเร่ิมตนบน  

L m

2/L g aM

1θ
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1θ& 0t ft ∫−=
ft

t

dtuJ
0

2
1)(

∫=
t

t

f

dtJ
0

1

5050 1 ≤≤− u

3.0,8.9,0.1,0.1 ==== μgmL 01.0=ε

 

                                                                                                       (3.7)  21 θθ =&

1121
2

12 )cos(3sin
2
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3 ug

LL
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L
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−= θμεθθμεθ &&                       (3.8) 

 

แทนคาพารามิเตอร   และ ,3.0,8.9,0.1,0.1 ==== μgmL

 

      01.0=ε  

                               (3.9) 
( ) 111

2
12

)cos()088.0(sin)7.14(
)0045.0(

u++−
−=

θθ
θθ &&

 

โดยมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) คือ    2/)(,0)0( 11 πθθ == ft&&

1y 
 

1u

 
ภาพประกอบ 1. หุนยนตแขนกลเด่ียว (One armed manipulator) 
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  3.2.1.2 ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร (The polar manipulator problem) 
    พิจารณาระบบพลสาสตรของหุนยนตแขนกลแบบโพลาร ระบบมี 2 องศาอิสระ และมี

สมการการเคล่ือนที่คือ 

  

      
( ) ( )
( ) 112221

2
22211

2
1

122111

2

coscos

uccmcmIImc

gcmgcm

gg =+++++

+

θθ

θθ
&&&&                      (3.10)  

                                                   (3.11)      ,)sin( 2
2
1222212 ucmcmgm =+−− θθ &&&

                         

เมื่อ  และ คือ ตัวปอนเขา (Actuator input) ที่มีความสําพนัธเกีย่วเนื่องกบัตัวแปร

และ ตามลําดับ   สมการที ่ (3.10) สามารถเขียนในรูปแบบของปริภูมิสเตท (State-space) ได

ดังนี ้ 

)(1 tu )(2 tu )(1 tθ

)(2 tc

 

2
22211

2
1

12322122111
2

21

2)cos()cos(
,

cmIImc
uccmgcmgcm

gg +++
+−−−

=

=
θθθθ

θθ

&

&

                          (3.12) 

                       

 เมื่อ  

 

                                                                                                     (3.13) 32 cc =&

     
2

22
2213 )sin(

m
ucgc −+−= θθ&                                                                  (3.14) 

        

ใหวัตถุประสงคเปนไปในการควบคุมระบบจากการกําหนดเซตของเงือ่นไขเร่ิมตนของ  , ,  และ  

 ที่เวลาเร่ิมตน  โดยที่ระบุจดุเปาหมายไวที่  ขณะคาคอสฟงกชันนอลสูงสุด (Maximum a 

cost) คือ     

1θ 1θ& 2c

2c& 0t ft

 

                                                                                   (3.15) ∫ +−=
ft

t

dtuuJ
0

)( 2
2

2
1

ในกรณีของการใชพลังงานสูงสุดและ (สมการที ่3.3) ในกรณีการใชเวลานอยที่สุด ∫=
ft

t

dtJ
0

1

 วิถีการเคล่ือนที่จะตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ  และ  ในระหวาง

การเคลื่อนที่  คาพารามิเตอรที่ใชในแบบจาํลองในหนวยเปนระบบ MKS.ดังนี ้

50150 ≤≤− u 50250 ≤≤− u
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0.1,8.9,3,0.1,,0.1 21121 ====== gg IIgcmmL  

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ทัง้ 2 จุดกาํหนดโดย 
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ภาพประกอบ 2. หุนยนตแขนกลแบบโพลาร  (Polar manipulator) 

1m

2m

1θ

 

แทนคาพารามิเตอรลงในสมการที ่(3.12).และสมการ (3.14) จะไดวา 

 

     
2
2

1232121
2 11

2)cos(8.9)cos(4.29
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θθθ
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    3c&                                                                     (3.17) 2
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  3.2.1.3 ปญหาหุนยนตแบบ 2 ชิ้นตอโยง (The planar two-link manipulator problem) 

     จากภาพประกอบ 3 พิจารณาแขนกล 2 มิติที่เรียกวา หุนยนตแขนกล 2 ชิน้ตอโยง  

ในการนี้จะทําการพิจารณาวาแขนกลไมมโีมเมนตความเฉ่ือย ระบบม ี 2 องศาอิสระและมีสมการการ

เคล่ือน ที่คือ 

 

                                     (3.18)  
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สมการที ่ (3.17) สามารถเขียนใหอยูในรูปปริภูมิสเตท และทําการกาํหนดแอดดิชันนอล วาริเอเบิล  2   

ตัวแปร คือเมือ่  และ คือ ตัวปอนเขา (Actuator input) ที่มีความสําพนัธเกีย่วเนื่องกับตัว

แปร และ ตามลําดับ   สมการที่ (3.10) สามารถเขียนในรูปแบบของปริภูมิสเตท (State-

space) ไดดังนี ้ 

)(1 tu )(2 tu

)(1 tθ )(2 tc

 

                                                                                                       (3.19) 31 qq =&

                                                                                                    (3.20) 42 qq =&

 

ใหวัตถุประสงคของปญหาการควบคุมความเหมาะสมสูงสุด กําหนดบังคับระบบจากเซตของเงื่อนไข

เร่ิมตน บน  และ ที่ เวลาเร่ิมตน โดยที่ระบุจดุเปาหมายไวที ่ ขณะคาคอสฟงกชันนอล 

สูงสุดคือ  
211 ,, qqq & 2q& 0t ft

 

                                                                                    (3.21) ∫ +−=
ft

t

dtuuJ
0

)( 2
2

2
1

ในกรณีของการใชพลังงานสูงสุดและใช สมการที ่3.3 ในกรณีการใชเวลานอยที่สุด ∫=
ft

t

dtJ
0

1

 วิถีการเคล่ือนที่จะตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ   และ  

ในระหวางการเคลื่อนที่ คาพารามิเตอรทีใ่ชในแบบจําลองในหนวยเปน ระบบ MKS.  เมื่อกําหนดใหคา 

100100 1 ≤≤− u 100100 2 ≤≤− u
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,0.1,1,1 2121 ==== llmm 8.9,0.121 === gII cc
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                           (3.23)

  
221
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122121 )cos(8.9)sin())cos(1( uqqqqqqq =+++++ &&&&&

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ทั้ง 2 จุดกาํหนดโดย 
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)0( 11 == qq &
π                                                                                (3.24) 

     ,0)0(,
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ภาพประกอบ    3.   แสดงแขนกล 2 ชิน้ตอโยง (The planar two – link manipulator) 
แทนคาพารามิเตอรลงในสมการที ่(3.19).และสมการ (3.20) จะไดวา 
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        42 qq =&

       ( )221
2
123214 )cos(8.9)sin())cos(1( uqqqqqqq −++++−= &&&  

 
3.3   การแกปญหาโดยออม (Indirect method) 
 ประกอบไปดวยปญหาการใชเวลานอยที่สุด และการใชพลังงานสูงสุดโดย ไมคํานงึถึงเวลาสุดทาย 

(The minimum time and maximum energy with free final time problems) โดยที่ปญหาการใช

พลังงานสูงสุดนั้นจะทาํการประยุกตใชทฤษฎีของ พรอนทริยากิน (Pontryagin’s theory) จากสภาวะที่

จําเปนคือ สมการสถานะ (state equations) 
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และ 
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เมื่อแฮมมิลตันเนียน (Hamiltonian) กําหนดเปน H
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ในทางปฏิบัติ สมการที ่(3.29)  เปนเหมือนกนัซึ่งอนุพนัธยอยของฟงกชันแฮมมิลตันเนียนของปญหา 2 

ปญหาที่เกีย่วของกันกับ   x ทําใหไดผลออกมาเหมือนกนัในภายหลัง สวนที่คงอยูของเงื่อนไขสภาวะที่

จําเปน (Necessary conditions) ที่ซึ่งก็คือสมการที ่(3.29) และสมการที ่(3.31)ที่มีความหมายเหมือน 

กัน โดยการพสูิจนมาแลว 
 ในตอนนี ้คือการนําตัวอยางในตอนท่ี 3.2  มาพิจารณาใหม โดยวิธีตรงและวิธีออม    การเปรียบ 

เทียบกันระหวาง ปญหาการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานงึถึงเวลาสุดทาย และการใชเวลาที่นอยที่สุดดังนี ้
 3.3.1  ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว  (The one-armed manipulator problem) 
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  เงื่อนไขจําเปนจากวธิีการแบบด้ังเดิมหรือการใชเวลาทีน่อยที่สุด (Necessary conditions 

from classical method) ปญหาจากตอนที ่ 3.2.1 นํามาพิจารณาอกีคร้ังกับการแกปญหาโดยวธิีออม 

ใชแฮมมิลตันเนียนกําหนดเราจะไดวา  
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ดังนัน้เงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหานี้คือ  

 

                                                            (3.33) 2111 )sin88.0cos7.14( λθθλ −=&

                                                                                     (3.34) 12 λλ −=&
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และ คาแฮมมิลตันเนียนตํ่าสุด (Minimize the Hamiltonian) เกี่ยวของกับ จะไดวา 2θ&
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เมิ่อ  เรียกวา สวิตชิ่งฟงกชนั  (Switch function) สมการ   มีชื่อเรียกอีก

อยางหนึ่งวา ทรานเวอสสาริต้ี คอนดิชนั (Transversality condition) เงื่อนไขที่จําเปนของการใช

พลังงานสูงสุดโดยไมคํานงึเวลาสุดทาย (Necessary conditions from a maximum energy with free 

final time) ใชสูตรสมการแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการที ่(3.31) เราจะไดวา 

2λ 0]1[ 2221 =++ = fttθλθλ &

  

      ( ) ( )2221
2
1 θλθλ &++−= uH .                                                                (3.37) 

                                      

ดังนัน้ เงื่อนไขที่จําเปน  (Necessary condition) ของปญหาขอนี้คือ 

 

                                                                                                      (3.38) 21 θθ =&
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                                                                                                    (3.41) 12 λλ −=&

                                                                         (3.42) 0][ 1221
2 =++− = fttuu λθλ

 

และ คาแฮมมลิตันเนยีนตํ่าสุด (Minimize the Hamiltonian) เกี่ยวของกับ u  จะไดวา 

                                                                               (3.43) 
⎩
⎨
⎧

>−
<

=
.0,50

,0,50
)(

2

1
λ
λ

tu

 
 3.3.2  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร    (The polar manipulator problem) 
  ก็เหมือนกับระบบแขนกลทีพ่จิารณาแลวในตอนที่ 3.2.2 ปญหานี้จะมกีารนํามาพิจารณาอีก

โดยวิธีออม เงื่อนไขจําเปนจากวธิีแบบเดิมหรือการใชเวลาทีน่อยที่สุด (Necessary conditions from 

classical or minimum time method) ปญหาจากตอนท่ี 3.3.1 คือการนาํมาพิจารณาอีกคร้ังกับ

เทคนิควธิีทางโดยออม ใชหลักการแฮมมลิตันเนยีนที่กาํหนด เราจะไดวา 
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ดังนัน้เงื่อนไขที่จําเปน  (Necessary condition) ของปญหานี้ คือสมการที ่(3.29) และ  
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และแฮมมิลตันเนยีนคานอยที่สุดทีเ่กี่ยวของกับ  เราจะไดวา 1u
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ปริมาณ เพื่อเปนเหตุผลที่ชัดเจน เรียกวา สวิตช่ิง ฟงกชัน (Switching function) สมการ 

    ยังมีชื่อเรียกวาเงื่อนไขทรานเวอซาลิต้ีหรือ ทรานเวอซาลิต้ี คอนดิชัน

(Transversality  condition) ไดอีกดวยเงื่อนไขที่จําเปนจากการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลา

สุดทาย (Necessary conditions from a  maximum energy with free final time)  ใชการแฮมมิลตัน

เนียนกําหนดลงในสมการขางบน เราจะไดวา        
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           (3.51)     

                      

ดังนัน้ เงื่อนไขที่จําเปน  (Necessary condition) ตามสมการที ่(3.29) สําหรับปญหาน้ีก็คือ 
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และคาแฮมมลิตันทีน่อยที่สุดที่เกี่ยวของกบั  2,1u
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ปริมาณ เพื่อเปนเหตุผลที่ชดัเจน เรียกวา สวิตชิง่ ฟงกชัน (Switching function) สมการ 

ยังมีชื่อเรียกวา เงื่อนไขทรานเวอซาลิต้ี หรือ ทรานเวอซาลิต้ี คอนดิชัน 

(Transversality condition) ไดอีกดวย 

3λ

( ) ( ) 0]1[ 1221 =++ = fttθλθλ &

  3.3.3 ปญหาหุนยนตแบบ 2 ชิ้นตอโยง (The planar two-link manipulator problem) 
   ก็เหมือนกับระบบแขนที่พจิารณาแลวในตอนที ่3.2.3 ปญหานี้จะมกีารนํามาพิจา รณาอีก

คร้ังในหลักการแบบโดยออมเงื่อนไขจําเปนจากวิธีแบบดั้งเดิม หรือการใชเวลาทีน่อยที่สุด (Necessary 

conditions from classical or minimum time method) ปญหาจากตอนที ่ 3.2.3 คือการนํามา

พิจารณาอีกคร้ังกับเทคนิควธิีทางโดยออม ใชหลักการแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการ เราจะไดวา 
 

     ( ) ( ) ( ) ( )44334231   1 qqqqH && λλλλ ++++=                     (3.58)  

 

แทนคา ลงในสมการจะได 43, qq &&
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ดังนัน้ เงื่อนไขที่จําเปน  (Necessary condition) ตามสมการที่ (3.29) สําหรับปญหาน้ีก็คือ แฮมมิลตัน

เนียนคานอยที่สุดที่เกี่ยวของกับ กําหนดเปน ,1u
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 ปริมาณ เพื่อเปนเหตุผลที่ชัดเจน เรียกวา สวิตช่ิง ฟงกชัน (Switching function) สมการ 

    ยังมีชื่อเรียกวาเงื่อนไขทรานเวอซาลิต้ีหรือ ทรานเวอซาลิต้ี คอนดิชัน 

(Transversality  condition) ไดอีกดวยเงื่อนไขที่จําเปนจากการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลา

สุดทาย (Necessary conditions from a  maximum energy with free final time)  ใชการแฮมมิลตัน

เนียนกําหนดลงในสมการขางบน เราจะไดวา    
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และคาแฮมมลิตันทีน่อยที่สุดที่เกี่ยวของกบั  2,1u
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จากหัวขอ 3.1 ถึง 3.3 นัน้เราจะไดสมการของคอสฟงกชนัอล และสมการหรืออสมการเงื่อนไขของ

ทั้งสองหลักการคือการใชพลังงานสูงสุดโดยมคํานึงถงึเวลาสุดทาย   และการใชเวลานอยที่สุดเพื่อเขาสู

กระบวนแกปญหาโดยการโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสนตอไป 

J

 



บทที่ 4 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 

 ในการวิจัยศึกษาคร้ังนี้ ผูวิจัยนําเสนอผลงาน ดังนี้ 

1. ผลการทดสอบ 

2. วิเคราะหผลการทดสอบ 

 

4.1 ผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบจะประกอบไปดวยกรณีของ ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว ปญหาหุนยนตแขนกล

แบบโพลาร และ ปญหาหุนยนตแขนกลแบบสองชิ้นตอโยง ตามลําดับ ซึ่งจะพิจราณาในหลักกการ การ

ใชเวลานอยทีสุ่ดเปรียบเทียบกับหลักการการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย โดยทําการ

แกปญหาโดยวิธีตรงและวธิอีอม  

 ในการนําเสนอผลการทดสอบโปรแกรมนัน้จําเปนที่จะตอง กําหนดตัวแปรและหนวยทางวทิยา 

ศาสตรที่ใชใหเหมือนกนัในการทดสอบทกุกรณีดังแสดงในตารางท1ี และทาํการกําหนดเสนกราฟให

ตางกนัเพื่อการเปรียบเทียบผลการทดสอบดังนี ้

 
ตารางที ่1 การกําหนดตัวแปรและหนวยทางวิทยาศาสตร 

ตัวแปร ความหมาย หนวยที่ใช 

เรเดียน (  การขจัดเชิงมมุของช้ินตอโยง niqii ,...,1,, =θ  )rad

niqii ,...,1,, =&&θ  ความเร็วเชิงมมุของช้ินตอโยง เรเดียน/วินาท ี  ( )sec/rad

nici ,...,1, =  การขจัดเชิงเสนของชิน้ตอโยง เมตร  )(m

nici ,...,1, =&  ความเร็วเชิงเสนของชิน้ตอโยง เมตร/วนิาที  sec)/(m

niui ,...,1, =  ทอรค หรือ แรงท่ีกระทาํกับช้ินตอโยง นิวตัน-เมตร หรือ นิวตัน  )( mN − )(N

  
ตารางที ่2 การกําหนดลกัษณะของเสนกราฟท่ีใชแสดงเปรยีบเทียบผลการทดสอบ 

วิธีการแกปญหา แบบของเสนกราฟท่ีแสดง 

หลักการการใชพลังงานสูงสุด เสนทึบ  

หลักการการใชเวลานอยที่สุด เสนทีม่ีจุดส่ีเหล่ียม 
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 4.1.1 ผลการทดสอบระหวางการใชหลักการของการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลา
สุดทายและหลักการการใชเวลาทีน่อยท่ีสุดโดยวธิตีรง (Maximum energy principle direct 
approach equivalent to minimum time problem) 
  4.1.1.1 ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว (The One-armed manipulator problem) 

 

( )rad
1θ

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 4.  กราฟแสดงคาการขจัดเชิงมุมของชิ้นตอโยง ( ) เทียบกับเวลา 1θ

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

1

rad
θ&

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 5.  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมุมของชิ้นตอโยง( ) เทียบกับเวลา  1θ&
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( )mN
u

−
1

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 6.  กราฟแสดงคาทอรคของชิ้นตอโยง (  ) เทยีบกับเวลา 1u

 
    4.1.1.2  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร  (The polar manipulator problem) 

 

( )rad
1θ

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 7.  กราฟแสดงคาการขจดัเชิงมุมของชิน้ตอโยงที ่1. ( 1) เทียบกับเวลา  θ
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( )m
c2

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 8.  กราฟแสดงคาการขจัดเชิงเสนของชิน้ตอโยงที ่2. ( ) เทียบกบัเวลา  2c

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

1

rad
θ&

(sec)Time
 

ภาพประกอบที่ 9.  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมุมของช้ินตอโยงที ่1. ( ) เทียบกับเวลา  1θ&
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

s
m

c2&

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 10.  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงเสนของช้ินตอโยงที ่2. ( ) เทียบกับเวลา  2c&

 

 

( )mN
u

−
1

   (sec)Time

ภาพประกอบที่ 11.  กราฟแสดงคาทอรค ของช้ินตอโยงท ี1. (  ) เทียบกับเวลา  1u
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( )N
u2

 (sec)Time

ภาพประกอบที่ 12.  กราฟแสดงคาทอรคของชิ้นตอโยงที่ 2. ( ) เทียบกบัเวลา 2u

4.1.1.3  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบสองช้ินตอโยง (Two link manipulator problem) 

 

( )rad
q1

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 13.  กราฟแสดงคาการขจัดเชิงมุมของช้ินตอโยงที ่1. ( ) เทียบกับเวลา  1q
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( )rad
q2

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 14.  กราฟแสดงคาการขจัดเชิงมุมของช้ินตอโยงที ่2. ( ) เทียบกับเวลา  2q

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

1

rad
q&

(sec)Time
 

ภาพประกอบที่ 15.  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมมุของชิ้นตอโยงที ่1. ( ) เทียบกับเวลา 1q&
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

2

rad
q&

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 16.  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมมุของชิ้นตอโยงที ่2. ( ) เทียบกับเวลา 2q&

 

( )mN
u

−
1

(sec)Time
 

ภาพประกอบที่ 17.  กราฟแสดงคาทอรคของชิ้นตอโยงท ี1. ( ) เทียบกบัเวลา 1u
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( )mN
u

−
2

(sec)Time
ภาพประกอบที่ 18.  กราฟแสดงคาทอรคของชิ้นตอโยงท ี2. ( ) เทียบกบัเวลา 2u

 
 4.1.2 ผลการทดสอบระหวางการใชหลักการของการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลา 
สุดทายและหลักการการใชเวลาทีน่อยท่ีสุดโดยวธิอีอม (Maximum energy principle direct 
approach equivalent to minimum time problem) 
   4.1.2.1 ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว (The One-armed manipulator problem) 

 

( )rad
1θ

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 19.  กราฟแสดงคาการขจดัเชิงมุมของชิน้ตอโยง( ) เทียบกับเวลา 1θ
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

1

rad
θ&

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 20.  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมมุของชิ้นตอโยง( ) เทยีบกับเวลา  1θ&

 

( )mN
u

−
1

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 21  กราฟแสดงคาทอรค ของช้ินตอโยงท ี1. (  ) เทียบกับเวลา 1u
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  4.1.2.2  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร  (The polar manipulator) 

 

( )rad
1θ

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 22  กราฟแสดงคาการขจดัเชิงมุมของชิน้ตอโยงที ่1.  ( ) เทียบกับเวลา  1θ

 

( )m
c2

(sec)Time
 

ภาพประกอบที่ 23  กราฟแสดงคาการขจดัเชิงเสนของชิน้ตอโยงที ่2 (  ) เทียบกับเวลา  2c
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

1

rad
θ&

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 24  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมมุของชิ้นตอโยงที ่1. ( )เทียบกับเวลา 1θ&

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

s
m

c2&

(sec)Time

ภาพประกอบที่  25  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงเสนของช้ินตอโยงที ่2. ( )เทียบกับเวลา  2c&
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( )mN
u

−
1

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 26  กราฟแสดงคาทอรค ของช้ินตอโยงท ี1. (  ) เทียบกับเวลา  1u

 

( )N
u2

(sec)Time
 

ภาพประกอบที่ 27  กราฟแสดงคาทอรคของชิ้นตอโยงที ่2.  (  )เทียบกบัเวลา 2u
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ปญหาหุนยนตแขนกลแบบสองชิ้นตอโยง (The two link manipulator problem) 4.1.2.3 

 

( )rad
q1

 (sec)Time

ภาพประกอบที่ 28  กราฟแสดงคาการขจดัเชิงมุมของชิน้ตอโยงที ่1. ( ) เทียบกับเวลา  1q

 

( )rad
q2

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 29  กราฟแสดงคาการขจดัเชิงมุมของชิน้ตอโยงที ่2. ( ) เทียบกับเวลา  2q
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

1

rad
q&

 
(sec)Time

ภาพประกอบที่ 30  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมมุของชิ้นตอโยงที ่1. ( ) เทียบกับเวลา  1q&

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sec

2

rad
q&

(sec)Time
 

ภาพประกอบที่ 31  กราฟแสดงคาความเร็วเชิงมมุของชิ้นตอโยงที ่2. ( ) เทียบกับเวลา 2q&
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( )mN
u

−
1

(sec)Time

ภาพประกอบที่ 32  กราฟแสดงคาทอรคของชิ้นตอโยงที ่1.  (  ) เทียบกบัเวลา 1u

 

( )mN
u

−
2

(sec)Time
ภาพประกอบที่ 33  กราฟแสดงคาทอรคของชิ้นตอโยงที ่2.  (u  ) เทียบกบัเวลา 2
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4.2  วิเคราะหผลการทดสอบ 
  4.2.1  กรณีของแขนกลเด่ียว (The One-armed manipulator) 
    จาก การใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา 

 1.) การแกปญหาโดยวิธีตรงเสนวิถีกราฟมีความเหมือนกนั เพราะวาเสนวถิีกราฟทัง้สอง

ทับกนัพอดีในคาแตละตัวแปรระหวางปญหาทั้งสองแบบ คือการวเิคราะหโดยหลัก 

การการใชเวลาทีน่อยที่สุด และหลักการพลังงานสูงสุดโดยไมคํานงึถงึเวลาสุดทายที่

สังเกตไดจากภาพประกอบที ่4-6   

 2.) การแกปญหาโดยวิธีออมนัน้  มีความแตกตางกนัเล็กนอย ระหวางหลักการการใชเว 

   ลาทีน่อยที่สุด และหลักการพลังงานสูงสุดโดยไมคํานงึถงึเวลาสุดทาย แตก็จะพบวา

ลักษณะวถิีของเสนกราฟมีความคลายคลึงกัน ดังภาพประกอบที ่19-21 
  4.2.2  กรณีของแขนกลแบบโพลาร (The polar manipulator) 
    จาก การใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมีความเหมอืนกันในคาแตละตัว

แปรระหวางปญหาทั้งสองแบบคือ การวิเคราะหโดยหลักการการใชเวลาที่นอยทีสุ่ดและหลักการพลัง 

งานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทายที่สังเกตไดจากภาพประกอบ 7-12 ในการแกปญหาแบบวิธีตรง 

และภาพประกอบที่ 22-27 ในการแกปญหาโดยวิธีออม จะพบวาลักษณะวถิีของเสนของกราฟทัง้สอง

เหมือนกนัเพราะเสนวิถทีั้งสองทับกนัพอดี  
  4.2.3  กรณีของแขนกลแบบสองชิ้นตอโยง (The two link manipulator) 
    จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวามีความแตกตางกนัในทั้งสองกรณีดังนี ้

1.) ในวิธีแกปญหาโดยวิธีตรงนัน้ วถิีของเสนกราฟที่ไดจากหลักวธิีการใชพลังงานสูงสุด

นั้น มีความราบเรียบกวาหลักการการใชเวลานอยที่สุดและกราฟของการใชหลักการ

พลังงานสูงสุด ดังแสดงในภาพประกอบที ่13-21  

2.) ในการแกปญหาโดยวิธีออมนั้น วถิีของเสนกราฟมีความแตกตางกนัของเสนกราฟ

ในแตละชวงเวลาแตวิถีของเสนกราฟก็ยังคงมีความคลายคลึงกันเชนเดียวกับสอง

กรณีที่ผานมา ดังแสดงในภาพประกอบที ่28-33 

    เนื่องจากแขนกลแบบสองชิน้ตอโยงนัน้ในการหาความสัมพันธทางจลนศาสตรแบบยอนกลับ

นั้นการเคล่ือนที่สูตําแหนงตางๆนัน้มีคาพกิัดที่บอกตําแหนงของแตละชิ้นตอโยงไดหลากหลายลักษณะ 

ดังเชนปญหาที่เรียกวา Elbow up และ Elbow down จงึทาํใหไดผลลัพธของกราฟที่ตางกันไป 

   จากภาพรวมทั้งหมดในการวิเคราะหผลการทดสอบจากผลลัพธที่แสดงเปนกราฟทีแ่สดงจาก

ตอนที่ 4.1.1-4.1.2 นั้น ในแตละกรณีโดยวิธีตรงและวธิีออมจะไดผลลัพธ ของหลักการพลังงานสูงสุด
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บทที่ 5 
สรุปและวิจารณ 

 

5.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

 การพิจารณาเปรียบเทียบกนัระหวางระหวางปญหาการใชเวลาทีน่อยที่สุด และปญหาการใช

พลังงานสูงสุดโดยไมคํานงึถงึเวลาสุดทาย ผลการทดสอบมีผลเฉลยทีส่อดคลองกันในแตละวิธีการที่ใช

ในการแกปญหาทั้งวิธีตรงและวิธีออมและทั้งสามตัวอยางปญหาท่ีนํามาศึกษา และถึงแมวาจะมีขอ

แตกตางกนับางในบางกรณี แตลักษณะของเสนกราฟของหลักการการใชพลังงานสูงสุดนัน้มีความราบ 

เรียบมากกวาหลักการการใชเวลานอยที่สุดแตถามองโดยรวมแลวถือวาผลการทดสอบแตละหลักการมี

ความสอดคลองกันแสดงวา ในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบทางพลศาสตรโดยใชหลักการ

พลังงานสูงสุดโดยไมคํานงึถงึเวลาสุดทายนั้น สามารถที่จะนํามาใชหาคาความเหมาะสมสูงสุดของ

แบบจําลองระบบทางพลศาสตรไดเชนเดียวกันกับหลักการการใชเวลานอยที่สุด ทาํใหพอที่สรุปไดวา

วิธีหลักการพลังงานสูงสุดสามารถนํามาใชแกปญหาของแบบจําลองระบบทางพลศาสตร จากการ

ศึกษาวจิัยคร้ังนี้สามารถนําไปปรับปรุง และพัฒนาใชกบัปญหาที่มีลักษณะใกลเคียงกับการศึกษาวิจัย

นี้ได จากผลการทดสอบทั้งหมดการใชหลักการพลังงานสูงสุดสามารถบรรลุถึงขอสมติฐานในเร่ือง

ความเหมือนกนั และสอดคลองกันกับหลักการการใชเวลานอยที่สุด เหตุผลอันหนึ่งกคื็อการเพิ่มสมการ

ของ คอสทฟงกชนั ซึง่ก็คือ ” ” นั้นเปนฟงกชันสมการกําลังสองที่ซึง่รับประกันไดวาผลเฉลย

นําไปสูปญหาที่เปนคาที่เหมาะสมสงูสุดนัน้อยางแนนอน  

∑
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−
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5.2  ขอเสนอแนะ 

 ในการพัฒนาในข้ันตอไปอาจเพิ่มความซับซอนของปญหาใหมากข้ึน โดยคิดถงึผลกระทบของ

โมเมนตความเฉ่ือยซึ่งจะตองคํานงึถงึรูปทรงของแขนกลดวย รวมถงึการเพิม่ความซับซอนของแขนกล

ใหมีจํานวนองศาอิสระมากกวา 2 องศาอิสระข้ึนไป และมีความหลากหลายในชนิดของการเคลื่อนที่

ของช้ินตอโยงในแขนกลแบบเดียวกนั 
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อภิธานศัพท 
 

ijA  คือแมตริกซความเฉ่ือย 

ilB  คือสวนกับของแมตริกซความเฉ่ือย 

  fC คือคากระแสตานแรงเสียดทาน 

 F  คือสเกลลารฟงกชนั 

 g       คือความเรงเนื่องจากแรงดึงดูดของโลก  

  jg คือฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) 

 H  คือ เฮสเซียนแมตริกซ (Hessian matrix) 

       wI คือความเฉ่ือย (Moment of inertia) 

 M    คือมวลของช้ินตอโยง(Link mass) 

 μ   คือคาสัมประสิทธิ์ความฝด ( Column friction ) 

 θ    คือมุมการหมุนของชิ้นตอโยง ( Link rotation )  

    θ& คืออัตราเร็วของชิ้นตอโยง (Rotation velocity) 

 μ   คือ เสียดทานระหวางปลอกและแกนดุมหมุน 

   xR คือ สวนประกอบของแรงปฏิกิริยา ในแนวรัศมีที่จุดรองรับ 

 lλ   คือตัวคูณลากรานจ (Lagrange multiplier) 

 ( )tiψ      คือฟงกชนัถวงน้าํหนักอิสระ     

  J คือฟงกชนัวัตถุประสงค 

  ls คือตัวแปรสแลก (Slack variables) 

  0t คือเวลาเร่ิมตน 

  ft คือเวลาทีจุ่ดสุดทาย 

 ( )tu  คือตัวแปรควบคุมปอนเขา 

   )(tx คือตัวแปรสถานะ 
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