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 ปริญญานิพนธน้ีเปนการนําเสนอการศึกษาการเคลื่อนที่ของชุดเครื่องมือเปลี่ยนลอแบบ
งายไดเปรียบเชิงกล มีโครงสรางการเคลื่อนที่แบบเฟองพระอาทิตย เพ่ือหาสมการการเคลื่อนที่โดย
ใชทฤษฎีของออฟติไมเซชั่น (Optimization) เพ่ือหาคําตอบของวิถีการเคลื่อนที่ที่ใชหลักการการใช
พลังงานนอยที่สุด ซ่ึงในการหาวิถีการเคลื่อนที่จะไมนํา Singularity มาเกี่ยวของงานวิจัยน้ีเปน
การศึกษาเชิงออกแบบ 
 ผูวิจัยไดออกแบบและสรางชุดเครื่องมือเปลี่ยนลอแบบงาย 1 ชุดเพื่อนํามาใชในการ
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ทดสอบ เพ่ือหาแรงบิด โมเมนต  เปรียบเทียบคาพลังงานที่ใชในการถอดลอแปรผันไปตามแรงที่ใช 
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ที่สุด  
 การหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร จากการประยุกตใชหลักการ
การใชพลังงานนอยที่สุด ไดทําการแปลงปญหาทางออฟติไมเซชั่น (Optimization) โดยใชโปรแกรม
ที่พัฒนาขึ้นซ่ึงสามารถนํามาใชในการหาคําตอบที่มีความเหมาะสมที่สุดของการใชพลังงานนอยที่สุด
เพ่ือคํานวณหาแรงบิด โมเมนต แรงในการถอดลอเหมาะสมที่สุดของชุดถอดลอ จากการวิจัยพบวา
การคนหาคําตอบจะมีความงาย 
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            The focus of this thesis were to study the mobility behaviors of a basic portable 
changing wheel equipment set with mechanical advantage, having sun gear mobility 
structure; to obtain mobility equation using the optimization theory; and obtaining solutions 
of the mobility direction using minimum energy. In finding the mobility direction solution, 
singularity was excluded.   
            The researcher designed and built  one a basic portable changing wheel equipment 
set for the dynamic analysis and control system design, test, data collection, and data 
analysis to obtain torque moment and to compare the various energy used in changing 
wheel between the values obtained from the tests and the theoretical values obtained from 
the application of minimum energy principle. 
            In solving the optimal value of the dynamic control systems by the application of 
minimum energy principle, optimization problem was transformed by a program developed 
by the researcher. It could be applied in obtaining optimal solution of minimum energy in 
calculating the torque moment and the optimal energy used in changing wheel using the 
wheel equipment set.  The research revealed that obtaining the solutions would be easy  

 
          Keywords: Optimal Value,Minimum Energy, Changing Wheel 
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บทที่  1 
บทนํา 

 
ความสําคญัและที่มาของปญหา 
    เปนการนําเสนอการแกปญหาการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรใน
รูปแบบของการกําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว(Fixed End Time and End Points) ซ่ึง
จะเปรียบเทียบกับการถอดลอรถยนต เพราะหากเกิดเหตุยางรถยนตร่ัวน้ันจะทําใหเกินปญหา
ตามมาคือการเปลี่ยนยางซึ่งเปนงานที่ลําบาก ทําใหเสียเวลาและสิ้นเปลืองแรงมาก ซ่ึงผูวิจัยจึงมี
แนวคิดที่จะสรางถอดลอโดยใชโดยอาศัยหลักการของการไดเปรียบเชิงกล 
             ในงานวิจัยน้ีจะหาวิธีการที่ใชพลังงานคนใหนอยที่สุด และใหเกิดประโยชนสูงสุด จึงตองมี
การศึกษาการทํางานของเครื่องถอดลอใหมีประสิทธิภาพที่สุด หาวิธีแกปญหาเพื่อปรับคาตัวแปร
ตางๆเหลานี้ใหไดผลถึงความเหมาะสมสูงสุดของการใชพลังงานนอยที่สุดในขณะทํางาน ในการ
พิจารณาระบบจําเปนตองสรางชุดถอดลอรถยนตขึ้นมาซึ่งจะตองมีราคาถูก ทนทาน ซอมแซมไดงาย 
และมีประสิทธิภาพเพียงพอที่จะใชในการถอดลอรถยนต ซ่ึงเครื่องดังกลาวอาศัยหลักการการ
ไดเปรียบเชิงกล  
 
วัตถุประสงคของการวิจัย 
              1. เพ่ือศึกษาพฤติกรรมการเคลื่อนที่ของชดุถอดลอรถยนต 
              2. เพ่ือหาสมการการเคลื่อนที ่(Close-form) โดยใชทฤษฎีDynamics 
              3. เพ่ือศึกษาและออกแบบชุดถอดลอรถยนต 
              4. เพ่ือหาองคความรูใหมในการหาคําตอบของ Trajectory planning ที่ใชพลังงานนอย
ที่สุด     
 
ขอบเขตของการวิจัย 
              1. ศึกษาเฉพาะชุดถอดลอรถยนตแบบกระบะจํานวนน็อต 5 ตัวเทานัน้ 
              2. ออกแบบและสรางชุดถอดลอรถยนต1 ชุดเพื่อนํามาประยุกตใชในการทดลอง                               
              3. ในการหา Trajectory planning จะไมนํา Singularity มาเกี่ยวของ 
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วิธีดําเนินการวิจัย 
     1. สืบคนขอมูลและทบทวนเอกสารบทปริทรรศนของทฤษฎีงานวจัิยที่เกี่ยวของและสรุป
แนวทางที่นาสนใจในการดําเนินการวิจัย 
              2. ศึกษาลักษณะจําเพาะสมการการเคลื่อนที่ของระบบทางพลศาสตรหลักการวิเคราะห
สมการการเคลื่อนที่ของชุดถอดลอพรอมเขียนแบบจําแบบจําลองทางคณิตศาสตร 
              3. ออกแบบและสรางชุดถอดลอรถยนตเพ่ือนํามาใชในการวิเคราะหทางพลศาสตร 
              4. ทดลองการควบคุมและเกบ็ขอมูลวเิคราะหผล 
              5. ทําการประเมินผลการวิจัยจากการทดลอง 
               6. สรุปผลการวิจัย และทํารายงานการวิจัย 
 
ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย  
              1. ผลการวิจัยครั้งน้ีสามารถนําไปประยุกตใชเปนแนวทางในการพัฒนาการผลิตชุดถอด
ลอรถยนต 
              2. สามารถควบคุมการการถอดลอที่ใชพลังงานและเวลานอยที่สุด  

          3. สามารถปรับปรงุและพัฒนาวธิีการสําหรับการแกปญหาการควบคุมการทํางานของ 
ถอดลอได  
 
 



   

  
   

บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

 
           ในการวิจัยครั้งน้ี ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตามหัวขอตอไปน้ี 

                      1. บทปริทัศนวรรณกรรม 
                      2. ทฤษฎทีี่เกี่ยวของ                    
 
1. บทปริทัศนวรรณกรรม (Literature Review) 
               มีงานวิจัยของผูอ่ืนที่ไดทํามากอนและที่มีลกัษณะใกลเคยีงและเกี่ยวของกับการศึกษาวิจัย
ในครั้งน้ีด ังตอไปน้ี 
 ปเสฏฐา สารลักษณ (2550)  ศึกษาการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการใชพลังงานนอย
ที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุดในระบบพลศาสตร (The Comparison of Using Minimum Energy 
and Minimum Jerk in Dynamic Systems) เปนการนําเสนอปญหาในการหาคาความเหมาะสม
สูงสุดของระบบพลศาสตรในรูปแบบของความตองการความนิ่มนวลของระบบตลอดการทํางาน ซ่ึง
โดยทั่วไปแลวในการกําหนดฟงกชั่นของคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรน้ันนิยมใช 
พลังงาน เวลา ความเร็ว และระยะขจัด แตในงานวิจัยน้ีไดเนนที่ความนิ่มนวลของระบบเนื่องจาก
เปนที่ทราบกันดีวาในการทํางานของระบบพลศาสตรน้ันความนิ่มนวลเปนที่ตองการในหลายระดับ
ดวยกัน เชนความนิ่มนวลในการเคลื่อนที่ของหุนยนต จากการวิจัยสรุปไดวาคําตอบที่ไดมีความ
ใกลเคียงกับการใชพลังงานนอยที่สุดเปนฟงกชั่นของคาความเหมาะสมสูงสุดซึ่งจะมีผลดีในการ
วิเคราะหทางตัวเลขและนําผลลัพธที่ไดไปใชงานไดอยางเหมาะสม กลาวคือ ไดทั้งความนิ่มนวลและ
ประหยัดพลังงาน 

  ทวิวัชร  วีระแกลว (2547)  ทําการศึกษาปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุด     ของการใช
เวลานอยที่สุดของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน (The minimum time problem of linear dynamic 
optimization) โดยใชวิธีการพิจารณาหลายวิธีในที่ชวยอํานวยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขโดยตรงไดสะดวกขึ้นซึ่งขึ้นอยูกับคุณลักษณะของปญหาเรื่องการใชเวลานอยที่สุด  
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(Minimum Time Problem)  น้ันดวยแนวคิดหนึ่งก็คือการพิจารณาปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุด มี
ความเหมือนกับปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ( Maximum energy  with 
free final time problem) ในเอกสารทางวิชาการฉบับน้ีไดอธิบายถึงรายละเอียดความเหมือนกัน
ระหวางปญหาทั้งสองขอ คือปญหาพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายและปญหาเวลาที่นอย
ที่สุด สําหรับระบบที่เปนเชิงเสนแตการพิจารณาโดยวิธีการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลา
สุดทายมีขอดีกวาหลายประการ ทายสุดไดมีการเปรียบเทียบ ผลการทดลองของทั้งสองปญหาโดย
วิธีระเบียบเชิงตัวเลขทั้งวิธีตรงและวิธีออม   ทําใหเกิดความชัดเจนยิ่งขึ้น 
    สุวิมล เสนีวงศ ณ อยุธยา (2548)  ศึกษาเกี่ยวกับโครงสรางผาคลุมรถยนตอัตโนมัติที่ใช
การออกแบบจากทฤษฎีของระบบหุนยนตโดยอาศัยกลไกการทํางานของแขนกลสองตําแหนงซึ่ง
เคลื่อนที่ทั้งแบบหมุนและแบบเชิงเสนเพ่ือไดสมการการเคลื่อนที่ของผาคลุมรถยนตอัตโนมัติซ่ึง
อธิบายโดยสมการออยเลอร-ลากรางจ เพ่ือนําคาแรงบิดและแรงภายนอกของโมเมนตมาวิเคราะห
การทํางานของแขนกลทําใหทราบคาที่เหมาะสมที่สุดที่มอเตอร สามารถทํางานไดโดยการพัฒนา
โปรแกรมทางการควบคุมที่ไดผลสูงสุดทางระบบพลศาสตรโดยทั่วไปจําเปนตองกําหนดเปาหมายที่
ตองการใหระบบเสียกอนและรวบรวมเงื่อนไขตางๆของระบบในสภาวะ หรือ ณ เวลาที่สนใจ เชน
เวลาเริ่มตน และเวลาสุดทาย เพ่ือนํามาพิจารณารวมกันในการหาคําตอบ ซ่ึงวิธีการหาคําตอบ
สามารถทําไดหลายวิธีขึ้นอยูกับรูปแบบของปญหาวาจะเหมาะสมวิธีใด แตโดยทั่วไปจะนําหลักทาง
คณิตศาสตรมาใชในการหาคาเหมาะสมที่สุดมาใชรวมกับปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน แต
เน่ืองจากปญหาเปนแบบพารามิเตอรที่ขึ้นกับเวลาจึงตองทําการแปลงปญหาทางออฟติไมเซชั่นผาน
วิธีทางแคลคูลัสของความแปรปรวน ซ่ึงเปนวิธีออมทําใหปญหาถูกแปลงจากปญหาทางการควบคุม
ที่ไดผลสูงสุดทางระบบพลศาสตรเปนปญหาทางการควบคุมทีไดผลสูงสุดของระบบสถิตศาสตรโดย
จากการทดสอบโปรแกรมที่ไดมีความแมนยําและความรวดเร็วในการหาคําตอบ ซ่ึงสามารถจําลอง
โครงสรางการทํางานเพื่อเปนแนวทางในการออกแบบของจริงตอไป 
           สันนิล คูมาร อังรา, ทวิวัชร วีระแกลว (2541) ในการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะหปญหา
ของการหาคาต่ําสุดและสูงสุดที่เปนที่ยอมรับแลววา ระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ
อันดับสูงมีขอไดเปรียบเปนอยางมาก ในเรื่องของการคํานวณ เม่ือนําผลลัพธมาเปรียบเทียบกันกับ
ระบบเคลื่อนที่ ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงโดยเฉพาะ สมการการเคลื่อนที่ทางดาน
วิศวกรรมเครื่องกล จะอยูในรูปของ สมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองเสมอ อันเนื่องมาจากเปนการใช
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กฎขอที่สองของนิวตันในบทความฉบับน้ี ไดนําเสนอขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจน ในการคํานวณ
ระหวาง สมการการเคลื่อนที่ ที่อยูในรูปสมการชั้นสูงและสมการอนุพันธอันดับหน่ึงการที่จะ
เปรียบเทียบไดน้ันผูวิจัย ไดสรางซอฟแวรขึ้นมาดวยวิธีตรงและวิธีออม เพ่ือสามารถยืนยันไดวาไม
วาสมการการเคลื่อนที่จะอยูในรูปแบบใดก็ตาม สามารถที่จะใชโปรแกรมเดียวกันหาคําตอบเพื่อใช
ในการเปรียบเทียบได 
 
 จากการที่ไดนําเสนองานวิจัยที่เกี่ยวของทั้งหมดนั้นพบวาไดมีการศึกษาถึงระบบการ
เคลื่อนที่ไดผลมาพอสมควรทําใหเกิดแนวทางการทําการวิจัยใหมๆเกิดขึ้นในการศึกษาถึงเรื่อง 
“แนวทางใหมในการหาคําตอบของการใชพลังงานนอยที่สุดประยุกตใชกับชุดถอดลอ” น้ันมีความ
เปนที่จะตองมีสมการที่กลาวถึงปญหาการเคลื่อนที่ (Problem Statement)   โดยใชทฤษฎีและ
หลักการมาทําการกําหนดฟงกชันหรือพฤติกรรมของปญหาจากนั้นก็สรางชุดถอดลอมาเปน
เครื่องมือในการทดลอง แลววิเคราะหผลการทดลองดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรตอไป 

 

 2. แคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส (Calculus of Variations)  
        โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-Stage Systems) และระบบหลายระดบัขั้น
ความเสรี (Multistage Systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลสัออฟวาริเอชั่นส (Calculus of 
Variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 

 

                                             (1)  
                                                        

        ซ่ึงเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous Functions) ( )x t  ใหเปนจํานวนจริง น่ันคือ
ถากําหนด ( )x t  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวธิีอนาไลติกหรือวิธี
เชิงตวัเลข (Analytical or Numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับหลายๆ
ฟงกชันตอเน่ือง (Continuous Functions) ก็ไดดังเชน 

 

[ ] ( )
0

, ,ft

t
J x F t x x dt= ∫ &
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                          [ ] ( )
0

1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,ft

n n nt
J x x x F t x x x x x x dt= ∫ & & &K K K                     (2) 

ฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเน่ือง (Continuous Functions) 
หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ 1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x tK  ใหเปนจํานวนจรงิน่ันเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟ
วาริเอชั่นส (Calculus of Variations) มาใชน้ันมีเปาหมายเดียวกันกบัสแตติกออปติไมซเซชัน 
(Static Optimization) น่ันก็คือ คนหาเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) สําหรับเอ็กท
รีมัม (Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่
หาไดเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient Conditions) ในการนําเอาแคลคลูัสออฟวาริเอชั่นส 
(Calculus of Variations) มาใชกับไดนามกิสออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) จะเกี่ยวของ
กับจุดเริ่มตนและจุดสุดทาย ซ่ึงมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้          
               2.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเดี่ยว (Functionals of a Single Function)  

                  เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรเีด่ียว (Single-Stage Systems) 
โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังน้ี คือ                    
                     2.1.1  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสดุทายไวตายตวั (Fixed End Time and End 
Points)ถาฟงกชัน ( , , )F t x x&  สามารถเปนฟงกชันที่สามารถหาคาอนุพันธอันดับหน่ึงและสองได
อยางตอเน่ืองโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) 0 0( )x t x=  และ ( )f fx t x=  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 
(Desire Function) ( )x t  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 
[ ] ( )

0

, ,ft

t
J x F t x x dt= ∫ &  น่ันเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือ เรากําหนดให ( )x t  เปนฟงกชัน
เปาประสงค (Desire Function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  
ถา ( )x t  ถูกเพิ่มคาดวย ( )h t  ดังน้ันเพ่ือใหยังคงสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) อยู ดังน้ัน 0( ) ( ) 0fh t h t= =  ก็จะพบการเปลีย่นแปลงของฟงกชันนอล (Functional) 
J∆  เปน 

                    [ ] [ ] ( ) ( )
0

, , , ,ft

t
J J x h J x F t x h x h F t x x dt ∆ = + − = + + − ∫ && &                  (3) 
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เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

 

                                      
0

ft

t

F FJ h h dt
x x

δ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∫ &
&

                                           (4) 

 

เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (4) ก็จะพบวา 

 

                      
0

0

f

f

t

t tt

F d F F FJ hdt h h
x dt x x x

δ ∂ ∂ ∂ ∂     = − + −     ∂ ∂ ∂ ∂     ∫ & & &
                          (5) 

 

เม่ือเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ 0( ) ( ) 0fh t h t= =  จึงจะ
สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธ

ไดอยางตอเน่ืองสองครั้ง น่ันก็หมายความวา F d F
x dt x

∂ ∂
−

∂ ∂&
 เปนฟงกชันที่ตอเน่ือง และเม่ือ 0=Jδ  

ซ่ึงพบวา 

 

                                         0F d F
x dt x

∂ ∂
− =

∂ ∂&
                                                       (6)  

 

ซ่ึงสมการ (6) น้ีเปนที่รูจักกนัในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลย
ของ ( )x t  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 0 0( )x t x=  และ ( )f fx t x=  ซ่ึง
เราสามารถทาํการหาคาโดยใชความรูทางแคลคลูัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได 
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                    2.1.2  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time, 
Variable End Points)  

                         แตกตางกับกรณี (1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังน้ันจึงใชสมการ (3-5) ได 
เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 0( )x t  และ ( )fx t  ไมไดถูกกําหนดไวตายตวั 
และ 0( ), ( )fh t h t  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
Conditions) เปน 
 

                                         0F d F
x dt x

∂ ∂
− =

∂ ∂&
                                                       (7) 

 

                                                 
0

0t
F
x

∂
=

∂&
                                                        (8) 

 

                                                0
ft

F
x

∂
=

∂&
                                                         (9) 

 

ซ่ึงสมการ (7-9) น้ีเปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลย
ของ ( )x t  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 0( )x t  และ ( )fx t  ซ่ึงสามารถหา
คาโดยใชความรูทางแคลคลูัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 

                  2.2.3 เวลาสดุทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  

                        กรณีน้ีถือไดวาเปนรูปแบบทัว่ไปของปญหาทางวศิวกรรมเลยกว็าได แตก็มี
วิธีการหาคําตอบคลายๆ กับกรณี (1) ถา ( )x t  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire Function) ที่เปน
เอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )x t  ถูกเพิ่มคาดวย ( )h t  ดังน้ัน
ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J∆  เปน 
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[ ] [ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0

0 0

0

      , , , ,

      , , , ,

         , , , ,

f f f

f

f f

f

t t t

t t t

t

t

t t t t

t t

J J x h J x

F t x h x h dt F t x x dt

F t x h x h F t x x dt

F t x h x h dt F t x h x h dt

δ

δ

δ δ

+

+

+ +

∆ = + −

= + + −

 = + + − 

+ + + − + +

∫ ∫

∫

∫ ∫

&& &

&& &

& && &

                    (10) 

 

เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 

 

                        
( )

( )
0

0 0

, ,

       , ,

f

f

t

t ft

t

F FJ h h dt F t x h x h t
x x

F t x h x h t

δ δ

δ

∂ ∂ = + + + + ∂ ∂ 

− + +

∫ & &&
&

&&

                        (11) 

 

เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (11) ก็จะพบวา 

 

                            
( ) ( )

0
0

0 0        , , , ,

f

f

f

t

t tt

t f t

F d F F FJ hdt h h
x dt x x x

F t x h x h t F t x h x h t

δ

δ δ

∂ ∂ ∂ ∂     = − + −     ∂ ∂ ∂ ∂     

+ + + − + +

∫ & & &

& && &

               (12) 

 

เม่ือ 
0 00 0( ) t th t x x tδ δ= − &  และ ( )

f ff t t fh t x x tδ δ= − &  ดังน้ันสมการ (12) เขียนไดเปน 

 



 10

                           
0

0

0 0        

f

f

f

t

t tt

t f t

F d F F FJ hdt x x
x dt x x x
F FF x t F x t
x x

δ δ δ

δ δ

∂ ∂ ∂ ∂     = − + −     ∂ ∂ ∂ ∂     
∂ ∂   + − − −   ∂ ∂   

∫ & & &

& &
& &

                (13) 

 

เม่ือเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )h t , 
ft

xδ , 
0t

xδ , ftδ และ 

0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary Conditions) และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 

                                                  0F d F
x dt x

∂ ∂
− =

∂ ∂&
                                           (14) 

 

                  
0 0

0,  0,  0,  0
f ft t t t

F F F FF x F x
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂   = = − = − =   ∂ ∂ ∂ ∂   
& &

& & & &
                 (15) 

 

                ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย 0( ), ( )fx t x t  สามารถคํานวณได
จากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 

               2.2 ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of N Functions) 

                 เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับขัน้ความเสรี (Multistage 
Systems) โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสดุทายหลายลกัษณะดังน้ี คอื          

                  2.2.1  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสดุทายไวตายตวั (Fixed End Times and 
End Points)  

                          ถาฟงกชัน ( )1 1, , , , ,n nF t x x x x& &K K  สามารถทําอนุพันธอันดับหน่ึงและสอง
ไดอยางตอเน่ืองโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) 0 1( )i ix t x=  และ 2( )i f ix t x=  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชัน
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เปาประสงค (Desire Function) ( ), 1, ,ix t i n= K  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 
(Functionals) [ ] ( )

0

, ,ft

t
J x F t x x dt= ∫ &  น่ันเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังน้ี คือ เรากําหนดให ( )x t  เปน

ฟงกชันเปาประสงค (Desire Function) ที่เปนเอ็กทรมัีม (Extremum) ของฟงกชันนอล 
(Functionals) คือ 

 

                          [ ] ( )
0

1 1 1, , , , , , , ,ft

n n nt
J x x F t x x x x dt= ∫ & &K K K                                (16) 

 

ถา  ( ), 1, ,ix t i n= K   ถูกเพิ่มคาดวย  ( ), 1, ,ih t i n= K  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเง่ือนไข
ขอบเขต (Boundary Conditions) ดังน้ัน 0( ) ( ) 0i i fh t h t= =  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
นอล (Functional) J∆  เปน 

 

               
[ ] [ ]

( )
( )0

1 1 1

1 1 1 1

1 1

, , , ,

, , , , , ,
      

, , , , , ,
f

n n n

t n n n n

t
n n

J J x h x h J x x

F t x h x h x h x h
dt

F t x x x x

∆ = + + −

 + + + +
 =
 − 

∫

K K

& && &K K

& &K K

                          (17) 

 

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตดัเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

 

                                      
0 1

f
nt

i it
i i i

F FJ h h dt
x x

δ
=

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

∑∫ &
&

                                      (18) 

 

เม่ือ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ J∆   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (18) ก็จะพบวา 
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0

0 1 1

f

f

n nt

i i t i tt
i ii i i i

F d F F FJ h dt h h
x dt x x x

δ
= =

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −   ∂ ∂ ∂ ∂   

∑ ∑∫ & & &
               (19) 

 

เม่ือเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ 0( ) ( ) 0i i fh t h t= = จึงจะ
สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) และกําหนดไวอีกวาF จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเน่ืองสองครั้งน่ันก็หมายความวา 
i i

F d F
x dt x
∂ ∂

−
∂ ∂&

 เปนฟงกชันที่ตอเน่ืองและเม่ือ 0=Jδ  

ดังน้ันพบวา 

 

                                         0,  1, ,
i i

F d F i n
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

K
&

                                       (20) 

 

ซ่ึงสมการ (20) น้ีเปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลย
ของ ( )ix t  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 0 1( )i ix t x=  และ 2( )i f ix t x=  
ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคลูสั (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได 

                    2.2.2  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time 
and Variable End Points)  

                         แตกตางกับกรณี (2.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังน้ันจึงใชสมการ (17-19) 
ได เพียงแตเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 0( )ix t  และ ( )i fx t  ไมไดถกูกําหนดไว
ตายตวั และ 0( ), ( )i i fh t h t  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน 
(Necessary Condition) เปน 
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                                            0,  1, ,
i i

F d F i n
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

K
&

                                    (21) 

 

                                                   
0

0,  1, ,t
i

F i n
x
∂

= =
∂

K
&

                                     (22) 

 

                                                    0,  1, ,
ft

i

F i n
x
∂

= =
∂

K
&

                                    (23) 

 

                ซ่ึงสมการ (21-23) น้ีเปนทีรู่จักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s Equation) ซ่ึง
จะทําใหผลเฉลยของ ( )ix t  สอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) 0( )ix t  และ 

( )i fx t  ซ่ึงเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคลูสั (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-
ควอชี (Euler-Cauchy) ไดเชนกัน 

                2.2.3 เวลาสดุทายและจดุสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  

                    กรณีน้ีถือไดวาเปนรูปแบบทัว่ไปของปญหาทางวศิวกรรมเลยก็วาได แตก็มี
วิธีการหาคําตอบคลายๆ กับกรณี (2.1.2.1) ถา ( ),  1, ,ix t i n= K  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 
Function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )ix t  
ถูกเพิ่มคาดวย ( )ih t  ดังน้ันก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J∆  เปน 

 

[ ] [ ]

( )
( )

0 0

0

1 1 1

1 1 1 1

1 1

, , , ,

      , , , , , ,

         , , , , , ,

f f

f

n n n

t t

n n n nt t

t

n nt

J J x h x h J x x

F t x h x h x h x h dt

F t x x x x dt

δ

δ

+

+

∆ = + + −

= + + + +

−

∫

∫

K K

& && &K K

& &K K
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( )
( )

( )
( )

0

0 0

0

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , , ,
 

, , , , , ,

         , , , , , ,

          , , , , , ,

f

f f

f

t n n n n

t
n n

t t

n n n nt

t t

n n n nt

F t x h x h x h x h
J dt

F t x x x x

F t x h x h x h x h dt

F t x h x h x h x h dt

δ

δ

+

+

 + + + +
 ∆ =
 − 

+ + + + +

− + + + +

∫

∫

∫

& && &K K

& &K K

& && &K K

& && &K K

                 (24) 

 

เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 

 

                               ( )
( )

0

0

1

1 1 1 1

1 1 1 1 0

       , , , , , ,

       , , , , , ,

f

f

nt

i it
i i i

n n n n t f

n n n n t

F FJ h h dt
x x

F t x h x h x h x h t

F t x h x h x h x h t

δ

δ

δ

=

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

+ + + + +

− + + + +

∑∫ &
&

& && &K K

& && &K K

             (25)  

 

เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เน่ืองจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังน้ันเม่ือทํา
การอินทิเกรดบายพารท (Integrating By Parts) สมการ (25) ก็จะพบวา 

                  

                     ( )
( )

0
0

0

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 0

        , , , , , ,

        , , , , , ,

f

f

f

n n nt

i i t i tt
i i ii i i i

n n n n t f

n n n n t

F d F F FJ h dt h h
x dt x x x

F t x h x h x h x h t

F t x h x h x h x h t

δ

δ

δ

= = =

     ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −     ∂ ∂ ∂ ∂     

 + + + + + 
 − + + + + 

∑ ∑ ∑∫ & & &

& && &K K

& && &K K

            (26)  

 



 15

เม่ือ 
0 00 0( )i i t i th t x x tδ δ= − &  และ ( )

f fi f i t i t fh t x x tδ δ= − &  ดังน้ันสมการ (26) จะเปน 

 

                  
0

0

0

1 1 1

0
1 1

        

f

f

f

n n nt

i i t i tt
i i ii i i i

n n

i t f i t
i ii i

F d F F FJ h dt x x
x dt x x x

F FF x t F x t
x x

δ δ δ

δ δ

= = =

= =

     ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −     ∂ ∂ ∂ ∂     

   ∂ ∂
+ − − −   ∂ ∂   

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

& & &

& &
& &

           (27) 

 

เม่ือ 0=Jδ  ที่ ( )ih t , 
fti

xδ , 
0ti

xδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) เปน 

 

                                      0,  1, ,
i i

F d F i n
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

K
&

                                          (28) 

 

และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) เปน 

 

                       
0

0
1 1

0,  0,  1, ,

0,  0,  1, ,

f

f

t t
i i

n n

i t i t
i ii i

F F i n
x x

F FF x F x i n
x x= =

∂ ∂
= = =

∂ ∂

   ∂ ∂
− = − = =   ∂ ∂   
∑ ∑

K
& &

& & K
& &

                 (29) 

  

                     ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันทีจุ่ดสุดทาย 0( ), ( )i i fx t x t  สามารถ
คํานวณไดจากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ทั้ง 4 น้ีน่ันเอง 
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3. ไดนามิกสออปติไมเซชัน (Dynamic Optimization) 
 ระบบควบคุมทางวิศวกรรมทั้งหมดเปนระบบที่ขึ้นอยูกับเวลา โดยทั่วไปจะอยูในรูปของ
สมการเชิงอนุพันธที่ไดมาจากกฎของฟสิกส ตัวอยางเชน การเคลื่อนของยานยนตสามารถหาไดโดย
กฎของกลศาสตรหรือกฎของเทอรโมไดนามิกสระบบที่กลาวถึงเรียกโดยรวมวาระบบพลศาสตรซ่ึง
เขียนใหอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธคือ 
 
                                ( )1 1, , , , , , ,  1, ,i i n mx x x u u t i n= ƒ =& K K K                              (30) 
 

เม่ือ t  คือเวลา, ix  คือตัวแปรสถานะ(State Variable)ของระบบดังเชน พิกัดเจนเนอเรไลซ 
โคออดิเนต , iu ตัวแปรควบคุมปอนเขา(Control Input) if คือ ฟงกชันทั่วไปที่ไมเปนเชิงเสนของตัว
แปรสถานะ ix และตัวแปรควบคุมปอนเขา iu  หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control 
Inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเง่ือนไขเริ่มตน (Initial Condition) เราก็จะสามารถทําการคํานวณวิถี 
(Trajectory) ของตัวแปรสถานะหรือสเตตวาริเอเบิล (State Variables) ( )txi  ไดดวยวิธีอนาไล
ติกหรือวิธีเชิงตัวเลข (Analytical or Numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง 
(Rectilinear) ของอนุภาค (Particle) หน่ึงหนวยมวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถ
เขียนอธิบายไดดวยสมการเชิงอนุพันธ (Differential Equation) เปน ux =&&  เม่ือ x  คือตําแหนงของ
อณุภาคและ u  คือแรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-Order 
Differential Equation) แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First-Order 
Differential Equation) ดังสมการ (30) ได น่ันคือให 21 xx =&  และ ux =2&    สําหรับระบบทาง
วิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ (30) น้ัน โดยปกติแลวจะตองมีการกําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ 
(Initial State) จากน้ันก็ทําการเลือกชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control Inputs) 
( ) ( )tutu m,,1 K  เพ่ือใหออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด 

ปญหาไดนามิกสจะเรียกฟงกชันวัตถุประสงคหรือออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) วาคอส
ฟงกชันนอล (Cost Functional) และเขียนเปนสมการดังน้ี 
 

                        ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK          (31)  
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 เม่ือ 0t  คือเวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) 
ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซ่ึงจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final Time) 
และสภาวะสุดทาย (Final State) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLf

t

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปน
สวนทีข่ึ้นอยูกบัเวลาที่ผานไป (Time History) ของตวัแปรสถานะ (State Variables) และตัวแปร
ควบคุม (Control Variables) โดยที่ Φ  และ L  คือฟงกชันที่ไมเปนเชิงเสนหรือนอนลิเนียรฟงกชัน 
(Nonlinear Functions) ของตัวแปรสถานะ(State Variables) และตวัแปรควบคุมหรือคอนโทรลวาริ
เอเบิล (Control Variables) และเปนความสัมพันธกันทางฟสิกสไปสูปญหาทางวศิวกรรมศาสตรที่จะ
ศึกษาตอไป 

การแกปญหาความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตรหรือไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic 
Optimization) น้ันนอกจากจะอาศัยพ้ืนความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static Optimization) 
แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจทางดานแคลคลูัสออฟวาริเอชั่นส (Calculus of Variations) .
จากหัวขอ 2.2 เปนอยางมากอีกดวย ปญหาของการหาเวลาที่ผานไปของตวัแปรควบคุมปอนเขาที่
สอดคลองกับเง่ือนไขบังคับของสมการที่(30)สามารถหาคําตอบไดจากวิธีแคลคลูัสออฟวาริเอชันสที่
ไดพัฒนามาจากหัวขอ 2.2 โดยกลาวถึงปญหาที่เปนการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตวั (Fixed Final 
Time.)และปญหาที่ไมคํานงึถึงเวลาสุดทายหรือเวลาสดุทายแปรผันได (Variable Final Time.) 

  ระบบทางพลศาสตร (Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกัน
ตามระดับขั้นความเสรี (Degree of Freedom) น่ันก็คือ ระบบขั้นความเสรีเด่ียว (Single-Stage 
Systems) และระบบหลายระดับขั้นความเสรี (Multistage Systems) สวนดานวธิีการหาคําตอบของ
ปญหาไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) น้ันแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ  
ดวยกัน คือ วธิีตรงหรือวธิีไดเรคท (Direct Methods) และวิธีออมหรือวิธีอินไดเรคท (Indirect 
Methods)  

             3.1 ปญหาการกําหนดเวลาสดุทายคงที(่Fixed Final Time) 
           ขอปญหาที่กลาวถึงในตอนนี้เปนไปตามสาระสําคัญดังน้ี (1) ระบบพลศาสตรที่อธิบาย

ดังสมการที่ (30), (2) คอสฟงกชันนอลสําหรับคาที่นอยที่สุดกําหนดโดยสมการที่ (31), (3) เวลา
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เริ่มตนและเวลาสุดทายกําหนดไวตายตัว และ (4) ตองระบุสถานะเริ่มตน(Initial States) 
)(),.....,( 001 txtx n  ตัวอยางเชน รถไฟที่เคลื่อนขบวนไปมาระหวางสองเมือง และกําหนดเวลาเขา

และเวลาออกจากแตละสถานี  ซ่ึงอาจจะวางแผนการเดินรถโดยกําหนดเปาประสงคในเรื่องการใช
เวลาที่นอยที่สุด หรือ ในทางกลับกันอาจะกําหนดการใชกําลังงานใหคุมคาที่สุด  ตอเราจะมา
พิจารณาปญหาสามประเภทในตอนนี้คือ (a) ปญหาที่กําหนดสถานะสุดทาย )(),.....,(1 fnf txtx ,(b) 
ปญหาที่สถานะสุดทาย )(),.....,(1 fnf txtx ถูกบังคับใหอยูในแนวของพื้นผิวที่กําหนด   (c) ตัวแปร
ควบคุม(Control Variables) และตัวแปรสถานะ(State Variables)  สอดคลองกับเง่ือนไขบังคับที่มี
ความสัมพันธกับทุกชวงเวลา 
              3.2 ปญหาที่กําหนดสถานะสุดทาย (Final State are Prescribed) 

         เปนปญหาที่มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตวั เทอม ( )nxxt ,,, 1 KΦ ใน
สมการ จะคงที่และไมมีผลเกี่ยวของใดๆกับการหาความเหมาะสมที่สุดหรือออปติไมซเซชัน 
(Optimization) เทอม ( )nxxt ,,, 1 KΦ   จะถูกตัดทิ้งไปในสมการที่ (2.31) ซ่ึงเราจะไดฟงกชันนอล
ใหม (Functional) เปน 
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 เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดังน้ันการ
เปลี่ยนแปลงของฟงกชันเปนดังน้ี 
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แตวามีการกําหนดสภาวะสดุทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 0
0
== txtx jfj

hh  ทําใหเราเขียน
เทอมตางๆ ของสมการ (34) แยกสวนยอยไดเปน 
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      เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jx

h และ 
ku
h , 0=′Jδ  ถา 0=

∂
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−
∂
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jj x
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dt
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x
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dt
d

u
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&
สําหรับ nj ,,1K=  และ mk ,,1K=  ดวยการแทนสมการ (35) กลับเขาไปใน

สมการดังกลาวทําใหเราไดเง่ือนไขที่จําเปนหรือเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) 
เปน 
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                  ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) 
( )tjλ  (บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)) และตวัแปรควบคุมปอนเขาหรือคอนโทรลอินพุต (Control 

Inputs) ( )tuk  สามารถหาคาไดโดยการใชสมการสถานะหรือสเตทอีเควชัน (State Equations) คือ
สมการ (30) จํานวน n  สมการ, สมการโคสเตทหรือสมการสถานะรวม (Costate Equations) คือ
สมการ (36) จํานวน n  สมการ และ สมการแอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional Optimality 
Equations) คือสมการ (37) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First Order 
Different Equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน m  
สมการ ในการหาผลเฉลยนีมี้ความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข และตองกาํหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย ซ่ึงสมการเชิง
อนุพันธ (Different Equations) ที่มีการระบุเง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ที่เวลาตางกัน
สองเวลาแบบนี้จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (TPBVP: Two Point Boundary 

Value Problems) สวน ∑
=

ƒ+=
n

i
iiLH

1
λ  เรยีกวาฮามิลตนัเนียนของระบบ (Hamiltonian of  

System)                  

              3.3  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie On a Constraint 
Surface) 

                  ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 01 ,,, =ns xxt
ft

l K  เม่ือ 

pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซ่ึงเปนฟงกชันของเวลา เม่ือทําการ
กําหนดเวลาสดุทายไวตายตัวดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังน้ี 
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เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jx

h , 
ku
h  และคาขอบ (Boundary Values) 

fj txh    จะทําให 
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 ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
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            ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
Multipliers) ( )tjλ  และคอนโทรลอินพุต (Control Inputs) ( )tu k  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอี
เควชัน (State Equations) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอเีควชัน (Costate Equations) คือสมการ 
(41) จํานวน n  สมการ และแอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality equations) คือสมการ 
(42) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง (First Order Different Equations) 
อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผล
เฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  
เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะสุดทาย ( )fj tx  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถ
คํานวณไดจากสมการ (43) สวนคา lυ  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ ft  ในสมการ 

0=
ftl

s  

               3.4  ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Ailiary Constraints)  

                         สําหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบลิ (State and Control 
Variables) จําเปนจะตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับ (Constraints) ซ่ึงเขียนในเทอมทาง
คณิตศาสตรเปน ( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg KK และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ 

ft  ซ่ึงที่สภาวะสดุทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน 
( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts K  และ pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เม่ือ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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เม่ือ ( )tiλ  และ ( )trµ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซ่ึงเปนฟงกชันของเวลา 
เม่ือทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายดังน้ันจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังน้ี 
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เม่ือทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jx

h , 
ku
h และคาขอบ (Boundary Values) 

fj txh จะทําใหเกิดคาการ

เปลี่ยนแปลงของ 0=′Jδ  ถา 0=
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 ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน 
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                ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรลอินพุต 
(Control Inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ( )tlµ  และ lυ สามารถหา
คาไดโดย การใชสเตตอีเควชัน (State Equations) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate 
Equations) คือสมการ (2.48) จํานวน n  สมการ และเเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.46) 
จํานวน m สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint Equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-

Point Constraint Equations) จํานวน p  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different Equations) 
อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary Equations) จํานวน ppm +′+  สมการ มี
เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) จํานวน n2  เง่ือนไข และตองกําหนดสภาวะที่ 0t  และ
โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (49)  
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              การกําหนดปญหา (Problem Statement) ในระบบพลศาสตรที่เปนสมการเชิงเสน 
(Linear) และไมเปนสมการเชิงเสน (Nonlinear) น้ันสามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการอนุพันธ
อันดับที่หน่ึง (First Order Derivative Function) ไดดังน้ี 

 
                                            1 1( ,..., , ,... , );   1,...,i i n mx f x x u u t i n= =&                 (50) 

 
   โดยที่ nx R∈  ,  mu R∈  เปนตัวแปรที่เรียกวา  States , Control  Input และ เวลา 

ตามลําดับ รูปแบบของปญหาในที่น้ีก็คือการหาคาของ Control Input ( )u t  และ ตัวแปร State ( )x t  
ที่ทําใหวัตถุประสงค ที่ตองการพลังงานนอยที่สุด หรือความนิ่มนวลสูงสุดเปนจริง ในการศึกษาวิจัย
น้ีใชกรณีที่มีเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตาม
ทั้ง States และ Control  Input จะตองมีเง่ือนไขที่จําเปน ในการแกปญหา โดยกําหนดเวลาเริ่มตน 

0 0( )x t x= , 0t คือเวลาเริ่มตน และเวลาสุดทาย ( )f fx t x= , ft คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
     ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดของปญหาคือการใชพลังงานนอยที่สุด เขียนอยูใน

รูปสมการดังน้ี 
 

                             dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0 1

2                                             (51) 

 
ในรูปแบบที่คลายกันกับปญหา การใชพลังงานนอยที่สุดกับปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดได

มีขอแตกตางกัน เน่ืองจากการเปลี่ยนแปลงของแรงที่เทียบกับเวลา คือ อนุพันธอันดับที่สามที่เทียบ
กับเวลา หรือ ตัวแปรที่เปนอนุพันธอันดับที่หน่ึงของ Control Input (u) ดังน้ัน Jerk สามารถเขียนใน
รูปสมการของตัวแปรใหมไดดังน้ี 

 
                                               Jerk x u= ∝&&& &                            (52) 

 
กําหนดให 
                                                          u u=& %                                  (53) 
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จากสมการที่ 53 สามารถเขยีนใหมไดวา 
 

                                  1 1( ,..., , ,... , ); 1,...,i i n m mx f x x u u t i n m+= = +& % %       (54) 
 

ในที่น้ี u~  คือคาตัวแปร Control Input ของระบบพลศาสตร เม่ือเปรียบเทียบกับตัวแปร
ปญหา การใชพลังงานนอยที่สุด สามารถเขียนฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุด
โดยวิธีทางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) ไดดังน้ี 

  

                                           dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0

1

2~                                      (55) 

 
ในลักษณะคลายกัน เม่ือเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา การใชพลังงานนอยที่สุด  สามารถ

เขียนฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum Direct Jerk 
Problem) ไดดังน้ี 

                                               
0

2

1

ft n

i
it

J x dt
=

= ∑∫ &&&                             (56) 

J เปน Cost Function ของความกระดาง (Jerks) 
 
2.4  DH Parameters  
      DH Parameters ยอมาจากคําวา Denavit - Hartenberg Parameters เปนการสรางตัวแปรเพื่อ
นํามาใชในการหาสมการการเคลื่อนทีข่องหุนยนต ซ่ึงมีตัวแปรทั้งหมด 4 ตัวไดแก 
  1. Link Length (ai) คือ ระยะทางของ xi ที่ตั้งฉากระหวางแกน zi ถึงแกน zi+1 
  2. Link Twist (�i) คือ มุมระหวาง zi-1 และ zi ที่มองจากหัวลูกศร xi-1 เขาไป 
  3. Link Offset (di) คือ ระยะทางระหวางแกน ai-1 ที่ตดับนแกน zi กับแกน ai ที่ตัดบน
แกน zi 
  4. Joint Angle (θi) คือ มุมระหวางแกน xi-1 กับแกน xi โดยพิจารณาบนแกน zi  
 จากคําอธิบายตวัแปรทั้ง 4 ตัวน้ัน สามารถแสดงไดดังภาพประกอบ 5 



 27

 
  

ภาพประกอบ 1 แสดงรายละเอียดของตําแหนงตัวแปรตางๆ ของ DH Parameters 
 

 การหาเวกเตอรการเคลื่อนที่ 
 หลังจากที่ไดคา DH Parameters แลว ตอไป ก็จะทําการหาคาทรานฟอรมเมชันเมตริกซ 
(Transformation Matrix) ซ่ึงเปนเมตริกซขนาด 4 X 4 ซ่ึงภายในเมตริกซน้ีประกอบไปดวยเมตริกซ
การหมุน และเวกเตอรการเคลื่อนที่ โดยระบุคาตางๆ ของ DH Parameters ลงในสมการที่ 57 
 

        

 
 
 
 
 
  

θ θ θ θ
θ θ θ θ

α α
α α

α α
=

i i i i i i i
i i i i i i i i
i-1

i i i

cos -sin cos sin sin a cos
sin cos cos -cos sin a sinT 0 sin cos d

0 0 0 1
                      (57) 

 
   โดย T คือ ทรานฟอรมเมชันเมตริกซ (Transformation Matrix) 
    i คือ จํานวนแขน (Link) 
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    ai คือ Link Length 
    θi คือ Joint Angle 
    di คือ Link Offset 
    �i คือ Link Twist 
 จากสมการที่ 57 จะไดเมตริกซการหมุน และเวกเตอรการเคลื่อนที่ดังสมการที่ 58 และ 59 
ตามลําดับ 
 

              เมตริกซการหมนุ 
 
 
 
 
 

θ θ θ
θ θ θ

α α
α α

α α
=

i i i i i
i i i i i

i i

cos -sin cos sin sin
sin cos cos -cos sin

0 sin cos
         (58) 

 

               เวกเตอรการเคลื่อนที ่
 
 
 
 
 

θ
θ=

i i
i i

i

a cos
a sin

d
                                          (59) 

 
 หากหุนยนตน้ันมีจํานวนแขน i แขน (Link) จะตองนําคาทรานฟอรมเมชันเมตริกซ (T) มา
คูณกันทางเมตริกซ  ดังภาพประกอบ 1 
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ภาพประกอบ 2 แบบจําลองแขน 
   
จากภาพประกอบ 2 สามารถหาคา DH Parameters โดยพิจารณาทีละแขน ไดดังน้ี 
   แขน  L1  มี DH Parameters 4 ตวั ดังน้ี 
      ai มีคา L1 
      θi มีคา θ1(t) 
      di มีคา 0 
      �i มีคา 0 
   แขน  L2  มี DH Parameters 4 ตวั ดังน้ี 
      ai มีคา L2 
      θi มีคา θ2(t) 
      di มีคา 0 
      �i มีคา 0 
 หลังจากหาคา DH Parameters เสร็จแลว ตอไปเปนการหาคาทรานฟอรมเมชันเมตริกซ 
(Transformation Matrix) ไดดังน้ี 

Z0 θ1 
L1 

Z1 

Z2 

θ2 
L2 

x2 

x1 

x0 
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 
 
 
 
 
  

θ θ θ
θ θ θ=

1 1 1 1
1 1 1 11

0

L
L

cos -sin 0 cos
sin cos 0 sinT 0 0 1 0

0 0 0 1
                              (60) 

             

 
 
 
 
 
  

θ θ θ
θ θ θ=

2 2 2 2
2 2 2 22

1

L
L

cos -sin 0 cos
sin cos 0 sinT 0 0 1 0

0 0 0 1
                            (61) 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1 2

1 2
2 1 2 1 20 0 1

L L
L L

cos -sin 0 cos cos
sin cos 0 sin sinT T T 0 0 1 0

0 0 0 1

 θ + θ θ + θ θ + θ + θ
 
 θ + θ θ + θ θ + θ + θ

⋅  
 
 
 

= =               (62) 

 
 จากสมการที่ (62) จะไดเวคเตอรการเคลือ่นที่ (Translation vector) ของหุนยนตตามแนว
พิกัด xyz ไดดังน้ี 
 1. แกน x มีเวกเตอรการเคลื่อนที่ คือ ( )1 1 21 2L Lcos cosθ + θ + θ  
 2. แกน y มีเวกเตอรการเคลื่อนที่ คือ ( )1 1 21 2L Lsin sinθ + θ + θ  
 3. แกน z มีเวกเตอรการเคลื่อนที่ คือ 0 (ไมมีการเคลื่อนที่ในแนวแกน z) 
 เทานี้ก็จะไดเวกเตอรการเคลื่อนที่ของแกนตางๆ ของหุนยนต ในหัวขอตอไปจะกลาวถึง
ทฤษฎีเกี่ยวกบัแรงเสียดทาน เพ่ือใชในการวิเคราะหถงึการลื่นไถลของวัตถุ และการทําใหวตัถุไม
เกิดการลื่นไถล 
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2.5 ทฤษฏีการออกแบบฟนเฟอง 
              2.5.1 เฟองตรง (spur gear)   เปนชิ้นสวนเครื่องจักรกลชนิดหนึ่งที่พบอยูใน
เครื่องจักรกลทั่วไป โดยใชทําหนาที่สงกาํลังและการหมุนจากเพลาหนึ่งไปยังอีกเพลาหนึ่งที่พบอยูใน
เครื่องจักรกลทั่วไป โดยใชหนาที่สงกําลงัและการหมุนจากเพลาหนึ่งที่ขนานกันสวนมากเฟองขับ 
(driver gears) จะมีขนาดเลก็วา เฟองตาม (driver gears) และมีชื่อเรียกเปนพิเศษวา พิเนียน 
(pinion) สวนเฟองใหญเรียกวา เฟอง  แตการใชงานบางโอกาสก็อาจใชเฟองใหญขับก็ได 
เน่ืองจากวาเฟองที่ผลิตและใชกันอยูในปจจุบันนี้ยังคงใชระบบหนวยอังกฤษอยูเปนสวนมาก ซ่ึงก็
จําเปนตอการเปลี่ยนเฟองของเครื่องจักรกลที่ชํารุดเสยีหาย ฉะนั้น เพียงในระบบหนวยอังกฤษก็
ยังคงจะตองผลิตออกมาอีกเปนเวลานาน ดังน้ัน ในบทนี้จึงจะกลาวถงึการออกแบบหรือการเลือก
ขนาดเฟอง ทั้งในระบบหนวยอังกฤษ และในระบบหนวยเอสไอ (SI) คละกันไป 
          ในการใหคําจํากัดความเรียกชื่อสวนตาง ๆ ของเฟอง ใหพิจารณาภาพประกอบ 3  

                         
 
                                    ภาพประกอบ 3 การเรียกชื่อสวนของฟนเฟอง 

 
วงกลมพติซ (Pitch circle)   เปนมิติหลักในการเรียกขนาดของเฟอง โดยบอกขนาดของ

เฟองดวยขนาดเสนผานศูนยกลางพิตซ (pitch diameter) ในทางทฤษฎีแลวเฟองคูที่ขบกันจะตองมี
เสนสัมผัสกัน ณ วงกลมพิตซ 
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เซอรคิวลาพิตซ (circular pitch)   p  เปนระยะทีว่ัดบนวงกลมพติซ จากจุดหนึ่งบนฟนเฟอง
ไปยังอีกจุดหนึ่ง ณ ตําแหนงเดียวกันบนฟนถัดไป จากภาพประกอบ 3 จะเห็นไดวาระยะนี้มีคา
เทากับผลรวมของความกวางฟงและความกวางชองวางระหวางฟน 

โมดุล (module)  m  เปนอัตราสวนระหวางขนาดเสนผานศูนยกลาง พิตซกับจํานวนฟนบน
เฟอง หนวยทีใ่ชวัดโมดุลคือ มิลลิเมตร โมดุลน้ีเปนดัชนีสําหรับบอกขนาดของฟนเพียงในระบบ
หนวยเอสไอ 

ไดอะมิทรัลพิตซ (daimetral pitch) p  เปนอัตราสวนระหวางจํานวนฟนบนเฟองกับขนาด
เสนผานศูนยกลางพิตซ ฉะนั้นจึงเปนสวนกลับของโมดุล ไดอะมิทรัลพิตซน้ีเปนดัชนีสําหรับบอก
ขนาดของฟนเฟองในระบบหนวยอังกฤษ ซ่ึงกําลังไดรับการเปลี่ยนแปลงใหเปนระบบหนวยเอสไออ
ยู ดังน้ันความยาวของเสนผานศูนยกลางพิตซจึงใชบอกเปนนิ้ว 

แอดเดนดัม (addendum)  a หรือชวงสูงบน เปนระยะที่วัดในแนวรัศมีระหวางยอดฟน (Top 
land) ถึงวงกลมพิตซ 

ดิเดนดัม (dedendum) d หรือชวงสูงลาง เปนระยะทีว่ัดในแนวรัศมีระหวางโคนฟน (bottom 
land ) ถึงวงกลมพิตซ ฉะนัน้ความสูงของฟนเฟองคือ ผลรวมระหวาง a กับ d  

เคลียรันซ (clearance)  c  ในการที่เฟองสองอันขบกัน ดิเดนดัมของเฟองหน่ึงตองมีคา
มากกวา แอดเดนดัมของอีกเฟองหน่ึง เพ่ือที่จะไมใหเกิดการขัดกันขึ้น ผลตางระหวางคาดีเดนดัม
และแอดเดนดัมน้ีเรียกวา เคลียรันซ  c (ดูภาพประกอบ 3 ประกอบ) 

แบ็คแล็ซ (blacklash) คือ ผลตางระหวางความกวางชองวางระหวางฟนเฟองหน่ึงกับความ
กวางของฟนเฟองอีกอันหนึ่งที่ขบกัน โดยวัดตามแนวเสนวงกลมพติซ ฉะนั้นในการขับดวยเฟองที่มี
แบ็คเล็ซ เฟองขับจะสามารถหมุนไปไดเปนมุมเล็กนอยกอนที่เฟองตามจะหมุนไปแบ็คเล็ซน้ี
จําเปนตองมีอยูเสมอ ทั้งน้ีเพ่ือใหมีชองวางสําหรับนํ้ามันหลอลื่น และเพ่ือใหเฟองสามารถขยายตัว
ไดเม่ืออุณหภูมิสูงขึ้น ตลอดจนมีเผื่อเอาไวสําหรับความผิดพลาดในการตัดรูปรางของฟนเฟอง 

ความหนาของฟน (face width) b คือความหนาของฟนเฟองวันในทิศทางเดียวกบัแนวแกน
ของเฟอง ซ่ึงในที่น้ีจะเรียกวาความหนาเฟอง 

แฟล็ง (flank) คือผิวทางดานขางของฟนเฟอง ซ่ึงอยูระหวางวงกลมพิตซกับวงกลมดีเดนดัม 
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อัตราทด (velocity  ratio)  m  คืออัตราสวนระหวางความเร็วเชิงมุมของเฟองขับตอความ
เร็มเชิงมุมของเฟองตาม ถาให “1” และ “2” แทนเฟองขับและเฟองตาม ตามลําดับ จากความรู
ทางดานกาลศาสตรจะไดวา 
 

                                        
1

2

1

2

2

1

2

1

N
N

d
d

n
nm ====

ω
ω

ω                                         (63)      

 
 
อัตราสวนเพียง (gear ratio) mg คืออัตราสวนระหวางจํานวนฟนของเฟองตอจํานวนฟนของพิเนียน 
ถาพิเนียนเปนนตัวขับแลว 

                                                                     
1

2

N
Nmmg == ω                                           (64)           

 
 
            2.5.1.1 มาตรฐานการบอกขนาดของฟน 
                    ตามที่ไดกลาวมาแลววา ดัชนีสําหรับบอกขนาดของฟนเฟอง อาจจะบอกเปนพิตซ
ในระบบหนวยอังกฤษ หรือบอกเปนโมดุลในระบบหนวยเอสไอ จากคําจํากัดความที่ผานมาจะไดวา 
                     

                     ไดอะมิทรัลพิตซ                         
d
N

P =                                             (65) 

โดยที่ d มีหนวยเปน in 

                     โมดุล                                
N
d

m =                                               (66) 

โดยที่ d มีหนวยเปน mm และเซอควิลาพติช 

                                                                              m
N
d

p π
π

==                                      (67)      

 
ดังน้ัน                                                        π=Pp                                           (68) 
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                 สําหรับเฟองทีผลติโดยวธิกีารหลอ ควรจะใชคาเซอควิลาพติซ ทั้งน้ีเพราะจะทําให
สามารถทําแบบหลอไดสะดวก สวนเฟองที่ผลติโดยวธิีการตัดกลึง (machined) มักจะเรียกเปนไดอะ
มิทรัลพิตซหรือโมดุล เพราะมีอุปกรณในการตัดฟนเฟองเปนมาตรฐานอยูแลว ในการเลือกใชเฟอง 
ควรจะใหเลือกใหตรงกับอุปกรณตัดฟนมาตรฐานที่มีอยูแลว ดังในตาราง 1 โปรดสังเกตดวยวา เม่ือ
ขนาดโมดุลโตขึ้น ความหนาฟนก็จะเพ่ิมขึ้นดวย สวนขนาดของไดอะมิทรัลพิตซโตขึ้น ความหนา
ฟนเฟองจะลดลงดังภาพประกอบ 4 
 

                         
ภาพประกอบ 4 ผลของคาไดอะมิทรัลพิตซตอขนาดของฟนเฟอง 
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โมดุล 
m,mm 

 

โมดุล 
m,mm 

 

โมดุล 
m,mm 

 

ไดอะมิ 
ทรัลพิตช 

P,in-1 

ไดอะมิ 
ทรัลพิตช 

P,in-1 

ไดอะมิ 
ทรัลพิตช 

P,in-1 
1 

1.25 
1.5 
2 

2.5 
3 

4 
5 
6 
8 
10 
12 

16 
20 
25 
32 
40 
50 

20 
16 
12 
10 
8 
6 

5 
4 
3 

2.5 
2 

1.5 

1.25 
1 

0.75 
0.625 
0.50 

 
ตาราง 1  ขนาดเฟองมาตรฐาน 

 
 2.5.2 เฟองเฉียง (helical gears) ฟนเฟองไมขนานกับแกนหมุนของเฟอง แตเอียงทํามุม

กับเฟอง ดังน้ันแรงที่กระทําตอฟนเฟองจึงเปนแบบสามมิติ การวิเคราะหเฟองชนิดนี้มีวิธีคลายคลึง
ของเฟองตรง สมการ ตารางและหลักการตาง ๆ ก็ยังตองใชของเฟองตรงอยู ฉะน้ันจึงจะไมกลาวถึง
รายละเอียดมากดังเชนเฟองตรง แตจะเนนสิ่งที่แตกตางไปจากเฟองตรง 

                               
  

ภาพประกอบ 5 เฟองเฉียง 
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      เฟองเฉียง เปนเฟองที่มีฟนเอียงทํามุมกับแกนหมุนของเฟอง มุมน้ีมีชื่อเรียกวา  
มุมฮีลิกซ (helix angle) สามารถใชสงกําลังระหวางเพลาที่ขนานกันหรือเพลาที่ทาํมุมกันก็ได  ถาพูด
ถึงระบบเฟองเฉียงเฉย ๆ ในที่น้ี จะหมายถึงการสงกําลังระหวางเพลาที่ขนานกันเทานั้น ในการขับ
ดวยเฟองตรง แนวการสัมผสัเปนเสน (line contact) สวนเฟองเฉียงการสัมผัสเปนเสน เน่ืองจาก
ลักษณะของการสัมผัสของฟนเฟองนุมนวลกวาของเฟองตรง จึงทําใหมีเสียงในการทํางานนอยลง 
และแรงกระแทกก็ลดลงดวย ดังน้ัน เฟองเฉียงจึงเหมาะสําหรับการใชงานที่ความเร็วสูง และกําลังสง
มากกวาเฟองตรง ความเรว็พิตซที่เหมาะสมกับการใชงานก็คือ ตั้งแต 25m/s ขึ้นไป หรือเม่ือพิเนียน
มีความเรว็รอบมากกวา 3600 rpm  
                เน่ืองจากฟนเฟองทํามุมกับแกนหมุนเปนผลใหแรงผลักที่กระทําตอฟนเฟองสวนหนึ่ง
จะมีทิศทางอยูในแนวแกนหมุน ดังน้ัน แบริ่ง (bearing) ทีใชรองรับเพลาของเฟองเฉียงจึงตอง
สามารถรับแรงในแนวแกนนี้ดวย (thrust load) ซ่ึงเปนขอเสียของเฟองชนิดนี้ ถาแรงนี้มีเฟอง
กางปลา (herringbone gear) เพ่ือทําใหเกิดแรวในแนวแกนเสนตั้งฉากกับฟนเฟองวัดบนวงกลม
พิตซ เรียกวา นิมัลเซอคิวลาพิตซ  Pn (normal circular pitch)  
 
           2.5.3 เฟองดอกจอก (bevel gears) ใชสําหรับสงกําลังผานเพลาทีท่าํมุมใด ๆ ตอกัน 
เฟองดอกจอกอาจจะเรียกไดวาเปนเฟองกรวยตัด (conical bank) การรับแรงของเฟองดอกจอกก็มี
สวนคลายคลงึกับเฟองกับเฟองตรงและเฟองเฉียง ดังน้ันหลักการในการคํานวณจึงมีสวนคลายกับ
เฟองชนิดที่ไดกลาวมาแลว เฟองดอกจอกจะจองผลิตขึ้นมาเปนคูเพ่ือใชเฉพาะงาน และไมสามารถ
จะสลับการใชงานกับเฟองอันอ่ืนได ๆ ไดเหมือนกับเฟองตรง การคํานวณออกแบบเฟองดอกจอก
อาจจะใชวธิี การคํานวณไดหลายวธิี เชนเดียวกับการคํานวณชิ้นสวนเครื่องจักรอ่ืน ๆ ในที่น้ีจะแสดง
ถึงวิธีการคํานวณเชนเดียวกันกับเฟองตรง และวธิีการของสมาคมผูผลิตเฟอง (AGMA) แตอยางไรก็
ตามไมวาจะเลือกใชวิธีคํานวณวธิีใด ผลของการคํานวณที่ไดก็จะเปนเพียงผลเบื้องตนเทานั้นจนกวา
จะไดทําการทดลองแลววาสามารถใชงานไดตามความประสงค สําหรับการคํานวณบทนี้จะแสดง
เฉพาะในกรณีที่เพลาทํามุมฉากกันเทานั้น 
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              ลักษณะของเฟองดอกจอก 
 

                                                   
ภาพประกอบ 6 เฟองดอกจอก 

 
เฟองดอกจอกชนิดธรรมดาที่สุดจะมีฟนเปนฟนตรง ซ่ึงจะเรียกวา เฟองดอกจอกฟนตรง  หรือเฟอง
ดอกจอก เหมาะสําหรับการใชงานที่ความเร็วพิตซไมเกนิ 5 m/s แตอยางไรก็ตามถาผิวหนาของ
ฟนเฟองผานการปรับแตงอยางดี  เชนทําการเจียระไน (girnding) ก็อาจใชงานไดถึงความเรว็พิตซ 
50m/s โดยที่ไมเกินไปนัก 
 
               2.5.4 ชุดเฟองหนอน (worm gear set) ใชสําหรับกําลังระหวางเพลาทีไ่มขนานกันและ
ไมตัดกัน ซ่ึงตองการใหมีอัตราทดสูง ชุดเฟองหนอนสงกําลังระหวางเพลาที่ทํามุมกัน 90 องศา ดัง
ภาพประกอบ 7 
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ภาพประกอบ 7 เฟองหนอน 
             
              แมวาจะสามารถใชเฟองเฉียงสงกําลังในลกัษณะเดียวกนัน้ีได แตก็ไมสามารถจะสงกําลัง
ไดมากเทากับชุดเฟองหนอน นอกจากนี้ชุดเฟองหนอนยังสามารถทํางานดวยอัตราทดสูงถึง 300 
โดยที่ใชการทดเพียงครั้งเดียว แตถาใชเฟองเฉียงจะเกิดปญหาขึ้นในทางปฏิบตัิเชนจะตองใชการทด
เฟองที่มีจํานวนฟน 10 ฟนขับเฟองที่มีฟน  3000 ฟนเปนตน  การทํางานของชดุเฟองหนอนก็คือ 
ประสิทธิภาพของการสงกําลังจะต่ําและมคีวามรอนเกิดขึ้นเนื่องจากการเสียดสี (sliding) ระหวางฟน
มากกวา ทําใหตองคํานึงถงึเรื่องการระบายความรอนที่เหมาะสมดวย ในบทนี้จะกลาวถึงการสง
กําลังระหวางเพลาที่ทํามุมอ่ืน ๆ ได 
             ลักษณะทัว่ไปของชุดเฟองหนอน 
             เกลียวตวัหนอนมีลักษณะคลายคลึงกับสกรสูงกําลัง ประกอบดวยเกลยีวหรือฟน ซ่ึงมี
จํานวนปากตัง้แตหน่ึงถึงหกปาก หรืออาจจะมากกวานี้ก็ได หรืออีกนัยหนึ่งก็คือ สกรูหลายปาก 
(multiple –threaded screw) น่ันเอง ลักษณะทั่วไปของเกลียวตวัหนอนแบบหนึ่งปากหรือสองปาก 
ดูไดจากภาพประกอบ 8  (ก) และ (ข)  



 39

                          
                                                       

ภาพประกอบ 8 เกลียวตวัหนอนแบบตรง (ก) หน่ึงปาก  
(ข) สองปาก (ค) การคลี่เกลยีวออก             

 
การเรียกชื่อตาง ๆ ก็ยังคงเหมือกับสกรูสงกําลัง คือ  พิตซหรือแอ็คเซียบพิตซ (axial pitch) Pa เปน
ระยะระหวางเกลียว ในกรณีที่เพลาทํามุมกัน 90 องศา ดังภาพประกอบ 8 จะมีคาเทากับเซอควิ
ลาพิตซ p ของเฟองหนอน 
     หลีด (Lead) คือ ระยะที่แกนเกลียวตัวหนอนสามารถเคลื่อนที่ไปไดตอการหมุนหนึ่งรอบ ถา
เกลียวตวัหนอนมี Nw ปาก L=NwPa  

       มุมหลีด (Lead anlge )       มีคาเชนเดียวกับสกรูสงกําลัง โดยพิจารณาจากภาพประกอบ 8       



บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 ในการวิจัยครั้งน้ี ผูวิจัยไดดําเนินการตามขั้นตอนดังน้ี 

1.  ออกแบบและสรางชุดเปลี่ยนลอ 
2.  การหาสมการการเคลื่อนที ่
3.  การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร  
4.  วิธีทํางานของชุดถอดลอ 

  
3.1 ออกแบบและสรางชุดถอดลอ 

3.1.1 ลักษณะของน็อตลอรถกระบะ 
 
 
 
 
 
 
 
              
 
                                              

ภาพประกอบ 9 ลักษณะของน็อตลอ 
 

       3.1.2 การออกแบบชุดถอดลอโดยใชแบบเฟองพระอาทิตย 
               เปนการทํางานโดยที่จะมีชุดเฟองตามตอไปหมุนยังน็อตลอทั้ง 5 ตวัทําหนาที่ขันน็อต 
ทั้งหมดพรอมกัน โดยจะมีเฟองขับหมุนอีกที แตจะทําการขันน็อตทั้งหมดไดน้ันตองมีชุดทดเพื่อที่จะ
ทําใหไดเปรียบเชิงกลอีกตอหน่ึง 
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                                                                                                 เฟองขับ 
 
                                                                                                          เฟองตาม 
                    
 
                                                                                                 
 
 
                                   ภาพประกอบ 10 ลักษณะของชุดถอดลอ 

 
           
 

 
 

                                                                 1 
 
                                                                                 

                                                                                  2 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 11 ชุดถอดลอ 
 

        จากภาพประกอบ 11 แสดงชิ้นสวนตางๆ ของชุดถอดลอ จะมีชื่อ และหนาที่การทํางานของ 
สวนประกอบดังตอไปน้ี 
         หมายเลข 1 เฟองตามทําหนาที่ตอไปยังน็อตลอ 
         หมายเลข 2 เฟองขับทําหนาที่ขบัเฟองตามและตอไปยังชุดทด 
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ภาพประกอบ 12 ชุดทดพื่อใหไดเปรียบเชิงกล 
 
3.2  การหาสมการ การเคล่ือนที่ 

    การหาสมการการเคลื่อนที่ของชุดถอดลอน้ันสามารถพิจารณาจากแบบจําลองการเคลื่อนทเีพ่ือ
กําหนดคาตัวแปรตางๆ ซ่ึงสามารถพิจารณาการเคลื่อนที่ของชุดแขนถอดลอได 

                     
ภาพประกอบ 13 แสดงแบบจําลองการเคลื่อนที่ของชดุถอดลอ 
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               จากภาพประกอบ 13  แสดงแบบจําลองการเคลื่อนที่ของชุดถอดลอสามารถนํามา
กําหนดตัวแปรตางๆ ลงในตารางของ DH-Parameter เพ่ือไปใชคํานวณสมการการเคลื่อนที ่
 

Link(i) ai(m) αi di(m) θi(rad) 
1 0 0° 0 θ1(x1(t)) 
2 R2 -90° 0 θ2(x2(t)) 

 
ตาราง 2 แสดง DH-Parameter ของชุดถอดลอ 

 
3.3 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร (Computer programming) 
 ใชหลักการเชื่อมโยงกับกลองเครื่องมือ(Toolbox)ของโปรแกรมแมทแล็ป (Matlab) ซ่ึงได

พัฒนานําเอาอนุพันธอันดับสาม   x
dt
yd

&&&=3

3

  เทากับ ความนิ่มนวลสูงสุด (Minimum Jerk)มาใช

รวมกับฟงกชันของออปติไมตเซชันโซลเวอร (Optimization solver) และฟงกชันแอฟมินคอน
(Fmincon) ซ่ึงเปนกลองเครื่องมือออปติไมตเซซัน (Optimization toolbox) ที่มีอยูแลวในแมทแล็ป
เปนฟงกชันหลักในการแกปญหา (T.Veeraklaew 2005) ซ่ึงฟงกชั่นตางๆในแอฟมินคอน 
(Fmincon) จะทําหนาที่ดังน้ี เม่ือรับอินพุต (Input) จาก user.m จะคืนคาเงื่อนไขบังคับที่เปนอีควอลิ
ตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ซ่ึง
แทนคาออปติไมตเซซันพารามิเตอร (Optimization parameter) 
 
             3.3.1 การหาสมการการเคลื่อนที่โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร Matlab 
      สมการการเคลื่อนที่เปนสมการอนุพันธอันดับสองที่คํานวณไดจากโปรแกรม 
MATLAB โดยแทนคาจากตาราง1 )(22),(11,902,01,02 txtxd ==−=== θθαα  

( )Ttx 0,0)0( =  T
ftx )141.3,570.1()( =   เมื่อกําหนดให 00 =t และ 0.1=ft จะผลคํานวณดังน้ี 

 
คา 1u สมการอนุพันธอันดับสองของแกนที่ 1 
 

2
222

2
221211 2 LmLmu θθθθ &&&&&&&& +++= ( )2122 sin

100
981 θθ +






+ mL ( )2122 cos

100
980 θθ +






− mL       (69) 
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         คา 2u สมการอนุพันธอันดับสองของแกนที่ 2 
 

                     ( )( )21
2
222 1 θθ &&&& ++= Lmu ( )2122 sin

100
981 θθ +






+ mL                                            (70) 

         โดยมีการกําหนดขอบเขตของปญหา (The boundary Conditions) กําหนดใหเวลาและ
ตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Tine and Fixed End Points)  
         จากการสืบคนงานวิจัยพยวาการแกปญหาความนิ่มนวลสูงสดุโดยวิธีทางออกนั้นงายกวา 
ในการแกปญหาความนิ่มนวลสูงสุดสมการโดยวิธีทางตรง ดังน้ันผูวิจัยจึงเลือกแกปญหาความ
นุมนวลสูงสุดโดยวิธีทางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) Cost Function การหาคาความ
น่ิมนวลสูงสุดโดยวิธีทางออมกําหนดไวดังน้ี 
                                                         

                 dtuuJ 2
2

2

1

1

0

+= ∫                                                               (71) 

3.4  วิธีทํางานของชุดถอดลอ 
 

               
ภาพประกอบ 14 ชุดเปลี่ยนลอแบบงายไดเปรียบเชิงกลและพกพาได 
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ภาพประกอบ 15 การทํางานของชุดเปลีย่นลอแบบงายไดเปรียบเชงิกลและพกพาได 
 



บทที่ 4 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
ในการวิจัยศึกษาครั้งนี้ ผูวิจัยไดนําเสนอผลการวิจัยไวเปนหัวขอดังตอไปนี้ 
       1. ผลการแกปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร 
       2. ผลการทํางานของชุดเปลี่ยนลอแบบงายไดเปรียบเชิงกล 
 
4.1 ผลการแกปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 จากการใชซอฟตแวรที่พัฒนาโดยพ.อ.ผศ.ดร. ทวิวัชร วีระแกลว มาแกปญหาความนิ่มนวล 
สูงสุดโดยวิธทีางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) ในงานวิจัยน้ีไดนําระเบยีบวธิีการทาง
ตัวเลข Linear Programming ซ่ึงเปนระเบียบวิธีการทางตัวเลขทีใ่ชในการหาคาความเหมาะสม
สูงสุดมาใชในการหาคําตอยที่ตองการ 
           4.1.1 ผลการทดสอบหาคาความนิ่มนวลสูงสดุโดยวิธีทางออม (Minimum Indirect Jerk ) 

          
 
                                                
 
 
             1x     
 
 
 
 
 
 

Time(sec) 
      ภาพประกอบ 16  แสดงการเคลื่อนที่ของ x1 (t) เทียบกับเวลา 

         
        จากภาพประกอบ 16 กราฟ 1x  สัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ และเวลาทีช่วงระยะเวลาเริ่มตน t0 
ถึงเวลาสุดทาย tf เปนผลจากการหาอนุพันธของการเคลื่อนที้เทียบกบัเวลาตามสมการเชิงอนุพันธ
ของปญหาการใชความนิ่มนวลสูงสุด 
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                1x&       
                                                                   
 
 
 
 

Time(sec) 
ภาพประกอบ 17  แสดงการเคลื่อนที่ของ °X1 (t) เทียบกบัเวลา 

          จากภาพประกอบ 17 กราฟ 1x&  สัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ และเวลาทีช่วงระยะเวลาเริ่มตน 
t0 ถึงเวลาสุดทาย tf เปนผลจากการหาอนุพันธของการเคลื่อนที้เทียบกับเวลาตามสมการเชิงอนุพันธ
ของปญหาการใชความนิ่มนวลสูงสุด 
 
                           

 
 

              2x  
 
 
 
 
 
 
 

Time(sec) 
ภาพประกอบ 18  แสดงการเคลื่อนที่ของ X2 (t) เทียบกับเวลา 

จากภาพประกอบ 18 กราฟ X2 สัมพันธระหวางการเคลือ่นที่ และเวลาที่ชวงระยะเวลาเริ่มตน t0 
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ถึงเวลาสุดทาย tf เปนผลจากการหาอนุพันธของการเคลื่อนที้เทียบกบัเวลาตามสมการเชิงอนุพันธ
ของปญหาการใชความนิ่มนวลสูงสุด 
                            
                              
             
 
                         
                   2x&            X2 

 
 
 
 
 
                                                          Time(sec) 

ภาพประกอบ 19 แสดงการเคลื่อนที่ของ X2 (t) เทียบกับเวลา 
จากภาพประกอบ 19 กราฟ  สัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ 2x&  และเวลาทีช่วงระยะเวลาเริ่มตน t0 
ถึงเวลาสุดทาย tf เปนผลจากการหาอนุพันธของการเคลื่อนที้เทียบกบัเวลาตามสมการเชิงอนุพันธ
ของปญหาการใชความนิ่มนวลสูงสุด 
 
4.2 ผลการทดสอบชุดเปลี่ยนลอแบบงายไดเปรียบเชิงกลและพกพาได 

จากทําการทดสอบการเปลีย่นลอจะมีปญหาในชวงที่จะสวมลูกบล็อกเขากับหัวน็อตอาจไมตรง 
สามารถแกไขไดโดยการเปลี่ยนลูกบล็อกเปนหัวแปดเหลี่ยม และในการขันกรณีทีข่ันน็อตไวแนน
มากเกินไปทําใหตองมีการใชดามขันตอเพ่ือเพ่ิมแรงขัน แตผลโดยรวมแลวใกลเคลียงกับที่ออกแบบ
ไวกับตอนแรก 
 



บทที่ 5 
สรุปและวิจารณ 

 
ในการวิจัยครัง้น้ี ผูวิจัยไดสรุปผล และนําเสนอไวเปนหัวขอดังตอไปนี้ 
        1. สรุปผล 
        2. ขอเสนอแนะทั่วไป 
        3. ขอเสนอแนะงานวิจัยครั้งตอไป 
 
5.1 สรุปผล 
         จากการวิจัยเรื่องการศึกษาและพฒันาชุดเครื่องมือเปลี่ยนลอแบบงายไดเปรียบเชิงกลและ
พกพาไดในการถอดลอสามารถสรุปผลการวิจัยไดดังน้ี 
          ผลที่ไดจากการใชซอฟตแวรที่พัฒนาโดย พ.อ.ผศ.ดร.ทวิวัชร  วีระแกลว หาคาของความ
เหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร พบวาชุดจะเคลื่อนที่ไดอยางนิ่มนวล จะเร่ิมเคลื่อนที่จาก
จุดเริ่มตนอยางชา และเพ่ิมความเร็วตามลําดับพอใกลถึงจุดสุดทายชุดถอดลอจะคอยๆลดความเร็ว
ลง และหยุดนิง่เม่ือถึงจุดสุดทาย 
           ผลทีไ่ดจากการใชชุดถอดลอจะมีการประหยัดเวลาและแรงมากกวาการถอดลอแบบใช
ประแจทั่วไปเพราะมีการใชชุดฟนเฟองชวยในการทดแรงมากขึ้นกวาเดิม 
 
5.2 ขอเสนอแนะทั่วไป 
 จากผลงานวิจัยน้ีไดแสดงใหเห็นวา การหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร 
ในการออกแบบสรางชุดถอดลอ เราสามารถที่จะออกแบบใหชุดถอดลอมีความประหยัดแรง 
มากกวาเดิมไดโดยการเพื่มชุดทดกําลังใหมีอัตราทดมากกวาเดิมแตในการออกแบบควรคํานึงถึง
นํ้าหนักของชุดถอดลอที่จะเพ่ิมขึ้นตามมาดวย 
 
5.3 ขอเสนอแนะงานวิจัยครั้งตอไป 
          ในการวิจัยครั้งตอไปควรทีใ่ชมอเตอรกระแสตรงมาใชรวมกับชุดทดกําลังดวยโดยใชไฟจาก
แบตเตอรรถยนตเองเพราะมอเตอรกระแสตรงนั้นใหคาแรงบิดที่สูงอยูมาก  
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