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 ปริญญานิพนธนี้มีวัตถุประสงคที่มุงเนนวิจัยเพื่อศึกษาวิธีการวิเคราะหหาคาความเรว็สงูสดุที่
เหมาะสมของรถแขงที่แลนในสนามแขงขัน โดยใชวิธีมีนนิมัมไทมออปติไมตเซชัน (Minimum time 
optimization) มาเปนเครื่องมือสําหรับทําการวิเคราะหและใชโปรแกรมคอมพิวเตอรมาเปนเครื่องมือ
ชวยในการหาคําตอบซึ่งก็คือ คาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงนั่นเอง 
 การศึกษาวิจัยกระทําในลักษณะแบบจําลองทางคณิตศาสตร โดยใชแบบจําลองของรถแขง
ซึ่งเปนรถยนตแบบหาระดับข้ันความเสรี ทําใหไดสมการการเคลื่อนที่ของรถแขงทั้งหมดหาสมการ (ไม
คิดผลกระทบจากอากาศพลศาสตร) และใชแบบจําลองของรถแขงที่มีมวลขนาดตางๆ เพื่อใช
เปรียบเทียบกัน โดยแบบจําลองของรถแขงทั้งสองมีเงื่อนไขบังคับ ก็คือรูปรางของสนามแขงขัน แลวให
รถแขงวิ่งในสนามดังกลาว โดยจะปอนคาคอนโทรลอินพุตในรูปของแรงขับเคลื่อนและมุมเลี้ยวใหกับ
แบบจําลองของรถแขงเพื่อดูผลลัพธก็คือไดความเร็วสูงสุดเทาใด ดวยการเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการ
เคลื่อนที่ ซึ่งทั้งแบบจําลองของรถแขงและสนามแขงขันจะถูกแปลงใหเปนสมการทางคณิตศาสตร แลว
ใชฟงกชัน fmincon ของโปรแกรม Matlab มาเปนเครื่องมือในการคํานวณหาคาความเร็วสูงสุดของ
รถแขง 
 ผลจากการศึกษาวิจัยพบวาวิธีการมีนนิมัมไมทออปติไมตเซซันสามารถนํามาใชหาคา
ความเร็วสูงสุดในการเคลื่อนที่ได และผลของคําตอบอยูในเกณฑที่ยอมรับได แตมีความยากในการหา
คําตอบคอนขางมาก เนื่องจากจะตองกําหนดคาเริ่มตนของเวลาใหใกลเคียงกับคําตอบใหมากที่สุด แต
ก็สามารถนําไปประยุกตใชหาเวลาในการเคลื่อนที่ของวัตถุตางๆ ไดเชนกัน 
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 The purpose of this research is to analyze optimum maximum velocity of a racing 
car along the given path by using the minimum time optimization method, and then use 
computer software to finding the results is optimum maximum velocity, respectively. 
 The research methods are acting by mathematical model. The racing car model is 
a five degree of freedom model and has five equations of motion (No aerodynamic effect). 
There are many racing car models for comparison by varies mass. The constraints are 
racing circuit. The racing car models have to travel along the racing circuit path by given 
the controls input traction force and steering angle for compare the time motion results. The 
racing car models and racing circuits have to transfer to mathematical terms, finally use 
Matlab program by fmincon function to finding the results, respectively. 
 The results of study, the minimum time optimization method can use for predict 
maximum velocity of racing car and has feasible solution, but very difficult to use this 
method because have to input initial gauss final time close to solution. The minimum time 
optimization can apply with another problem that closes to this study, but carefully to use. 
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บทที่ 1
บทนํ า

1.1 ความเปนมาและความสํ าคัญของปญหา
ในการแขงขันรถยนตทางเรียบ เชน การแขงขันรถยนตสูตรหนึ่ง (Formula one) การแขงขัน

แนสคาร (Nascar) เหลานีเ้ปนตน ลวนแลวแตมีเปาหมายสูงสุดเหมือนกันคือเขาเสนชัยเปนอันดับที่
หนึง่ นัน่กคื็อขับรถใหวิ่งเร็วที่สุดเทาที่จะทํ าได แตก็ไมรูวาคาความเร็วคาใดเปนคาความเร็วสูงสุดที่รถ
แขงจะวิง่ไดในสนามแขงขันนั้น เนื่องจากสนามแขงขันและสภาพของรถแขงจะประกอบไปดวยตัวแปร
ตางๆ เชน ทางตรง ทางโคง ทางขึ้นเนิน ลงเนิน สภาพถนนแหงหรือเปยก ทิศทางและความเร็วลม 
องศาการเลีย้วโคง มมุเอียงของถนน ความเรียบของผิวถนน สภาพยาง ความดันลมยาง จุดศูนยถวง 
มมุลอ ฯลฯ เหลานี้ลวนแลวแตสงผลกระทบตอความเร็วของรถแขงทั้งสิ้น ดังนั้นผูขับข่ีจะไมสามารถขับ
ข่ีทีค่วามเรว็คงที่ตลอดทั้งสนามแขงขันได จึงเปนเหตุใหเกิดเหตุการณที่ไมคาดคิดขึ้นบอยครั้ง สาเหตุ
สวนหนึง่กเ็นือ่งมาจากการตัดสินใจใชความเร็วสูงสุดที่ไมเหมาะสมของนักแขงนั่นเอง เหตุที่ทํ าใหมีการ
ตัดสินใจใชความเร็วที่ไมเหมาะสมนี้อาจเนื่องมาจากมีประสบการณนอยและที่สํ าคัญอีกอยางก็คือไมรู
คาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมกับสภาพของสนามแขงขันในแตละชวงนั่นเอง ดังนั้นหากเราสามารถหา
คาความเร็วสูงสุดของรถแขงในแตละชวงของสนามแขงขันไดก็จะเปนประโยชนอยางมากกับผูขับข่ีใน
เร่ืองการวางแผนการกํ าหนดจังหวะการขับข่ีและยังเกิดความปลอดภัยในการขับรถแขงอีกดวยนั่นเอง

ดวยเหตุผลดังกลาวจึงเกิดแรงบันดาลใจในการที่จะทํ าการวิจัยศึกษาเพื่อวิเคราะหหาคา
ความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงที่จะวิ่งไดในสนามแขงขัน โดยการทํ าเปนแบบจํ าลองทาง
คณติศาสตรและประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรข้ึนมาเปนเครื่องมือในการหาคํ าตอบ ซึ่งการวิเคราะห
ดวยวิธีนี้จะเปนวิธีที่ประหยัด รวดเร็ว และยังสามารถทํ าการปรับเปลี่ยนตัวแปรตางๆ ที่สงผลตอ
ความเร็วของรถแขงไดอีกดวย อีกทั้งยังสามารถนํ าเอาหลักการและวิธีการนี้ไปพัฒนาและปรับปรุงให
สามารถใชกับงานจริงๆ ไดตอไปในอนาคต

การศึกษาวิจัยจะเริม่ดวยการสรางแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรข้ึนมา เร่ิมตนดวยการหาสม
การการเคลื่อนที่ของรถแขง (ในการวิจัยครั้งนี้จะยังไมนํ าเอาอากาศพลศาสตรเขามาเกี่ยวของ) และ
สรางเงือ่นไขบังคับ ข้ึนมาเปนตัวจํ ากัดกรอบหรือขอบเขตของปญหา โดยที่เงื่อนไขบังคับนี้จะอยูในรูป
ของการก ําหนดลักษณะรูปรางของเสนทางวิ่งหรือสนามแขงขัน ตลอดจนขีดจํ ากัดของตัวแปรตางๆ อา
ธเิชน แรงขับเคลื่อน แรงเบรก รัศมีโคงและความยาวของแตละชวงของสนามแขงขัน เปนตน สวนดาน
วิธีการหรือเครื่องมือที่จะนํ าเอามาใชสํ าหรับหาคํ าตอบหรือแกปญหานี้ก็คือ ใชวิธีการออปติไมซเซชัน 
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(Optimization) ในสวนของมนีนมิมัไทมออปติไมซเซชัน (Minimum Time Optimization) ดังนัน้หาก
นํ าเอาหลักการออปติไมซเซชัน เขามาทํ าการวิเคราะหเพื่อหาคาความเร็วสูงสุดไดแลวก็นับไดวาเปน
การพัฒนาและเปนการประยุกตวิธีการหาคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงที่จะสงผลในดาน
การนํ าไปพัฒนาตอเพื่อตอบสนองความตองการของวงการแขงขันความเร็วรถยนตและนักแขงไดเปน
อยางดียิ่งในอนาคต

1.2 วัตถุประสงคของโครงการวิจัย
1.2.1 เพือ่นํ าเอาเทคนิควิธีมนีนมิมัไทมออปติไมซเซชัน (Minimum Time Optimization) มา

ประยุกตใชกับปญหาดานพลศาสตรยานยนตในกรณีการหาคาความเร็วสูงสุดของรถ
แขง

1.2.2 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรข้ึนมาสํ าหรับใชหาคํ าตอบของการมีนนิมัมไทมออปติไมซ
เซชนั  (Minimum Time Optimization) กรณกีารหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขง

1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย
1.3.1 การศึกษาวิจัยครั้งนี้ มุงศึกษาวิธีการนํ าเอาหลักการมีนนิมัมไทมออปติไมซเซชัน   

(Minimum Time Optimization) มาใชหาคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงที่
จะวิง่ไดในสนามแขงขัน โดยทั้งรถแขงและสนามแขงขันลวนแตถูกจํ าลองขึ้นมา

1.3.2 แบบจํ าลองของรถแขงที่ใชในการศกึษาวิจัยครั้งนี้เปนแบบหาระดับข้ันความเสรี (Five 
Degree of Freedom Model)

1.3.3 การศึกษาวิจัยครั้งนี้จะยังไมนํ าเอาผลกระทบทางดานอากาศพลศาสตรเขามาเกี่ยว
ของ

1.3.4 ตัวแปรที่ศึกษาในการวิจัยครั้งนี้ประกอบไปดวย
- ตัวแปรตนคือลักษณะของสนามแขงขันและลักษณะของรถแขง
- ตัวแปรตามคือเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตนไปสูจุดสุดทายที่เหมาะสม

ที่สุด
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1.4 วิธีดํ าเนินการวิจัยโดยยอ
1.4.1 ศึกษาลักษณะจํ าเพาะการเคลื่อนที่ของรถแขงที่วิ่งในสนามแขงขัน โครงสรางและ

สมรรถนะของรถแขง หลักการวิเคราะหการเคลื่อนที่ของรถแขงเพื่อหาสมการการ
เคลื่อนที่ เสนแนววิ่งที่เหมาะสม ลักษณะจํ าเพาะของสนามแขงขัน ขีดจํ ากัดของ
ความเร็ว

1.4.2 สรางแบบจํ าลองทางคณิตศาสตร คือสมการการเคลื่อนที่ของรถแขง สมการและ
อสมการเงือ่นไข กํ าหนดสภาวะเริ่มตนและสภาวะสุดทาย เงื่อนไขขอบ และสรางคอส
ฟงกชันนอล (Cost Functional)

1.4.3 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชหาคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงจาก
แบบจํ าลองทางคณิตศาสตร

1.4.4 ทดสอบโปรแกรมและเปรยีบเทยีบซีพียูรันไทม (CPU Runtime)
1.4.5 วเิคราะหผลในสองรูปแบบคือ สนามเดิมแตเปลี่ยนแปลงรถแขง กับรถแขงคันเดิมแต

เปลีย่นแปลงสนามแขง เพื่อตรวจสอบผลของคํ าตอบที่ได
1.4.6 สรุปและรายงานผล

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ
1.5.1. ผลการวิจัยครั้งนี้สามารถนํ าไปใชเปนแนวทางในการพัฒนาเพื่อใหสามารถใชกับงาน

จริงไดตอไปในอนาคต หรือเอาไปประยุกตใชแกปญหาที่มีลักษณะที่ใกลเคียงกันได
1.5.2. ผลการวิจัยครั้งนี้จะใหขอมูลสํ าหรับการประยุกตเอาหลักการออปติไมซเซชัน       

(Optimization) ไปใชงานกับปญหาดานพลศาสตรและเปนฐานขอมูลเพื่อเปรียบ  
เทยีบกับวิธีการแบบอื่นๆ

1.5.3. ผลการวิจัยครั้งนี้จะทํ าใหไดโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถใชคํ านวณหาคํ าตอบของ
ปญหาและยงัอาจจะสามารถนํ าไปใชหาคํ าตอบที่มีลักษณะปญหาที่ใกลเคียงกันได



บทที่ 2
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ

ในการวจิยัครัง้นี้ ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนํ าเสนอตามหัวขอตอไปนี้
1. บทปริทัศนวรรณกรรม
2. ออปติไมซเซชัน (Optimization)
3. แบบจํ าลองทางคณิตศาสตร (Mathematical Model)

2.1 บทปริทัศนวรรณกรรม (Literature review)
การออปตไิมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่นํ ามาใชโดย

มีจุดประสงคเพื่อหาคาที่เหมาะสมที่สุด ซึ่งคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่ํ าสุดหรือคาสูงสุด ตัว
อยางการหาคาตํ ่าสุดที่เหมาะสม เชน การลดนํ้ าหนักของคานรองรับใหต่ํ าที่สุดโดยคาความแข็งแรงยัง
คงเปนที่ยอมรับได, การคํ านวณเวลาที่นอยที่สุดในการเคลื่อนที่จากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่ง สวนตัว
อยางการหาคาสงูสุดที่เหมาะสมเชน การออกแบบเครื่องยนตใหมีสมรรถนะสูงสุด, การหาคาความเร็ว
สูงสุดในการเคลื่อนที่เปนตน ดังนั้นเปาหมายของการออปติไมซเซชัน (Optimization) ทํ าเพื่อใหมี
ความคุมคาทีสุ่ดทั้งดานการลงทุน พลังงาน การใชประโยชนและความปลอดภัยนั่นเอง

มงีานวจิยัของผูอ่ืนที่ไดทํ ามากอนที่ไดมีการนํ าเอาวิธีการออปติไมซเซชัน (Optimization) มา
ใชทีม่ลัีกษณะใกลเคียงและเกี่ยวของกับการศึกษาวิจัยในครั้งนี้ดังตอไปนี้

คาสโนวา ดี, ชารป อารเอส และ ไซมอนด พี (Casanova D, Sharp RS, Symonds P. 
2000: Abstract) ไดนํ าเอาการออปติไมซเซชันวิธีเอสคิวพี (SQP: Sequential Quadratic 
Programming) เขามาแกปญหาการโปรแกรมไมเชิงเสน (Nonlinear Programming Problem) เพื่อ
ศึกษาวาโมเมนตความเฉื่อยจากการสาย (Yaw Moment of Inertia) มีผลกระทบอยางไรตอสมรรถนะ
การเปลีย่นวถิทีางวิง่ของรถ ซึ่งผลการศึกษาพบวาวิธีการนี้ใหผลในการทํ านายสมรรถนะของรถไดเปน
อยางด ีซึง่คณะผูวิจัยไดแนะนํ าไววาวิธีการนี้สามารถที่จะนํ าไปพัฒนาเพื่อใชแสดงเวลาในการเคลื่อนที่
ของรถได

คาสโนวา ดี, ชารป อารเอส และ ไซมอนด พี (Casanova D, Sharp RS, Symonds P. 
2000: Abstract) ไดน ําเอาวธิมีนีนิมัมไทมออปติไมซเซชัน (Minimum Time Optimization) มาเปน
เครื่องมือในการศึกษาวิจัยเพื่อพิสูจนวามวลของรถมีผลตอความเร็วในการเคลื่อนที่ของรถแขงสูตรหนึ่ง 
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โดยการศกึษาวจิยัครั้งนี้ผูวิจัยไดทํ าการจํ าลองทั้งรถแขงและสนามแขงขึ้นมาเอง ซึ่งแบบจํ าลองของรถ
แขงมเีจด็องศาอิสระดวยกัน ผลการวิจัยพบวามวลของรถแขงมีผลตอความเร็วของรถแขงอยางมาก

คาสโนวา ดี, ชารป อารเอส และ ไซมอนด พี (Casanova D, Sharp RS, Symonds P. 
2001: Abstract) ไดนํ าเอาวิธีการออปติไมซเซชัน (Optimization) มาเปนเครื่องมือเพื่อศึกษาหา
ตํ าแหนงจุดศูนยถวงที่เหมาะสมที่สุดของรถแขงสูตรหนึ่งที่มีผลตอความเร็วในการเคลื่อนที่ ผลการ
ศึกษากพ็บวาต ําแหนงของจุดศูนยถวงของมวลมีผลตอความเร็วของรถแขงอยางมาก

พรูีน รามานาตา (Peeroon Ramanata. 1998: Abstract) ไดทํ าการศึกษาเพื่อคนหาเสน
แนววิง่ทีเ่หมาะสมของยานยนต โดยการใชวิธีการออปติไมซเซชัน (Optimization) มาเปนเครื่องมือใน
การศกึษา ซึง่เขาไดกํ าหนด ฟงกชันวัตถุประสงค (Objective Function) ออกเปนสองสวนก็คือมีนนิมัม
ไทม (Minimum Time) กับ แมกซิมัมไทรฟอรส (Maximum Tire Force) แบบจํ าลองของยานยนตที่ใช
เปนแบบ 3 ระดับข้ันความเสรีและมกีารรวมเอาผลกระทบจากมุมเลี้ยว (Steering Angle) และแรงขับ
เคลือ่นไปตามพืน้ถนน (Longitudinal Force) เขาเปนสวนหนึ่งของสมการการเคลื่อนที่ของยานยนต
ดวย จากนัน้ใชวิธีการหาคํ าตอบโดยวิธีรัง-กัตตาอันดับสาม (Third Order Rung-Katta Integration) 
ผลของการศกึษาพบวาวิธีการออปติไมซเซชัน (Optimization) สามารถใหคํ าตอบที่ดีและสามารถนํ า
ไปใชในการออกแบบทดสอบเสนทาง (Track Test System) แบบอัตโนมัติเพราะสามารถคนหาเสน
ทางทีเ่หมาะสมที่สุดได

ไบรอัล เอฟ, ดา ลิโอ เอ็ม (Biral F, Da Lio M. 2001: Abstract) ไดทํ าการสรางแบบจํ าลอง
ของคนขบัรถดวยวิธีออปติมอลแมนนูเวอร (Optimal Manoeuvre Method) ซึ่งเปนวิธีการออบติไมตเซ
ชัน (Optimization) อันหนึ่งและกํ าหนดกรอบของปญหาเปนแบบทีพีบีวีพี (TPBVP: Two Point 
Boundary Value Problem) เพือ่ทีจ่ะแสดงพฤติกรรมการขับรถที่สงผลตอสมรรถนะของรถ ซึ่งผลการ
ศึกษาพบวาวิธีการอันนี้สามารถแสดงใหเห็นวาพฤติกรรมการขับรถของคนขับแตละคนมีผลตอ
สมรรถนะของรถ

นอกจากที่กลาวมานั้นยังไดมีการนํ าเอาหลักการออปติไมซเซชัน (Optimization) มาใชใน
การออกแบบ เชนการออกแบบสนามแขงและออกแบบรถ แตปญหาตางๆ ในเรื่องของการแขงขันรถ
ยนตกย็งัไมหมดไป เนื่องจากวามีตัวแปรที่เกี่ยวของกับความเร็วของรถแขงอยูมากมาย ซึ่งงานวิจัยแต
ละงานกไ็มสามารถทํ าการแกไขหรือใหคํ าตอบไดทั้งหมด อาจจะดวยเหตุผลทางดานเวลา งบประมาณ 
เครือ่งมอื ความซับซอนของปญหา ฯลฯ และปญหาอันหนึ่งที่ยังไมไดรับการแกไขหรือใหคํ าตอบที่ชัด
เจนอกีปญหาหนึง่นัน่กคื็อ ปญหาในเรื่องการทํ านายคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมกับรถแขงและสภาพ
ของสนามแขงขัน วาคาความเร็วสูงสุดที่รถแขงยังทํ าไดจะมีขีดจํ ากัดสูงสุดเปนเทาใดโดยที่จะไมหลุด
หรือไถลออกนอกเสนทางหรือสนามแขง ซึ่งหากสามารถหาคํ าตอบนี้ไดก็จะเปนประโยชนตอนักแขงใน
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การทีจ่ะใชเปนขอมูลในการวางแผนการขับ ในการเลือกใชความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมในแตละชวงของ
สนามแขงขนั ในสนามแขงจะมีจุดที่เปนจุดวิกฤตที่สุดอยูที่โคงตางๆ เนื่องจากนักขับไมสามารถที่จะรู
ไดวาคาความเร็วเทาใดที่จะเหมาะสมที่สุดที่จะผานไปไดดวยความปลอดภัยและใชเวลานอยที่สุด ซึ่ง
นกัขบัมกัจะใชความรูสึกและประสบการณมาเปนเครื่องชวยตัดสินใจ ดวยการกระทํ าเชนนี้จึงเกิดอุบัติ
เหตจุนไมสามารถแขงขันจนจบครบรอบการแขงขันไดนั่นเอง  แตหากเราสามารถทํ าการคํ านวณเพื่อ
หาคาความเร็วที่เหมาะสมนี้ไดแลวก็จะเปนการเพิ่มความมั่นใจในการขับใหกับนักแขงโดยไมตองกังวล
กบัปญหาวาจะใชความเร็วสักเทาใดจึงจะเหมาะสมที่สุด

2.2 ออปติไมซเซชัน (Optimization)
ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่นํ ามาใชโดยมีจุด

ประสงคเพือ่หาคาที่เหมาะสมที่สุด ซึ่งคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่ํ าสุดหรือคาสูงสุด เปาหมาย
ของการออปตไิมซเซชัน (Optimization Goal) ทํ าเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดานการลงทุน พลังงาน 
การใชประโยชนและความปลอดภัยนั่นเอง กอนที่เราจะสามารถนํ าออปติไมซเซชัน (Optimization) ไป
ประยุกตเพื่อใชงาน เราจะตองทํ าการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน ออปติไมซเซชัน 
(Optimization) นั้นสามารถนํ าไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา แตในการคนหาคํ าตอบของปญหา
โดยเทคนคิวธิอีอปติไมซเซชัน (Optimization) จํ าเปนที่จะตองทํ าการพรรณนาถึงลักษณะของปญหา
ใหออกมาในรูปของแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรเสียกอน ซึ่งมีองคประกอบโครงสรางของปญหา 
(Elements of problem formulation) ในเทอมทางคณิตศาสตรที่สํ าคัญและจํ าเปนตองทํ าความเขาใจ
สามเทอมดวยกัน คือ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables), ดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) 
และดไีซนฟงกชัน (Design functions) ซึ่งมีรายละเอียดปลีกยอยดังนี้

2.2.1 ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)
คือตัวแปรหรือส่ิงที่ระบุชี้ชัดถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรแลวตัว

แปรของการออกแบบก็คือตัวไมทราบคาที่จะตองถูกคนหาคานั่นเอง ยกตัวอยางเชน ปญหาการหา
ขนาดทีเ่หมาะสม คือ ดีไซนวาริเอเบิลก็คือความยาวและความสูง ในการกํ าหนดหรือเลือกวาสิ่งไหนคือ
ดีไซนวารเิอเบิล (Design variables) นั้น ผูออกแบบจํ าเปนจะตองใชสัญชาตญาณ, ความชํ านาญ 
และพื้นความรูมาเปนองคประกอบการตัดสินใจ แตก็มีหลักการพื้นฐานเชนกันคือดีไซนวาริเอเบิล 
(Design variables) จะตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear independent) หมายความวาดีไซนวาริ
เอเบลิ (Design variables) จะไมสามารถถูกกํ าหนดขึ้นมาจากการใชความสัมพันธทางเลขคณิตได ตัว
อยางเชน การออกแบบหนาตัดของสี่เหลี่ยมผืนผาที่เหมาะสม เราจะไมสามารถกํ าหนดดีไซนวาริเอเบิล 
(Design variables) เปนความยาว, ความกวางและพื้นที่ได เพราะถาหากเรากํ าหนดดีไซนวาริเอเบิล 
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(Design variables) เปนความยาวและความกวางแลว ตัวแปรที่สามคือพื้นที่จะเกิดขึ้นมาเองโดย
อัตโนมติั ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) สามารถมีไดหลายตัวเพื่อที่จะใหการออกแบบนั้นมี
ความสมบรูณ และกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) เหลานี้จะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร 
(Design vector: matrix) และใชอักษร n แทนจ ํานวนใดๆ ของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 
และในเทอมทางคณิตศาสตรนั้นมักจะใชอักษร x และมตัีวเลขหอยเพื่อระบุลํ าดับที่ของตัวแปรของการ
ออกแบบนัน้ๆ มักมีการเขียนสัญลักษณของดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะดังนี้ คือ [ ]X , X  หรือ x , 
[ ]Tnxxx ,...,, 21  และ nixi ,...,2,1, =

2.2.2 ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)
คือส่ิงที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กํ าลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบ

ในลกัษณะทีแ่ตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํ า, คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน
พารามิเตอร (Design parameters) สามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิล (Design 
variables) และเปน เวกเตอร (Vector: matrix) เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณไดคลายๆ กันดังนี้ คือ 
[ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21

2.2.3 ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)
คือขอมูลสํ าคัญเกี่ยวกับการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 

และดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) มาประเมินคา และเปนตัวพิสูจนแบบจํ าลองทาง
คณติศาสตรของปญหาการออกแบบดวย ดีไซนฟงกชัน (Design functions) นี้สามารถแสดงออกมา
ในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเงื่อนไขบังคับ (Design objectives and/or constraints) ซึ่ง
จะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสมขึ้นมาและตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ
ดวยจงึจะถือวาเปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได (Feasible) ตัวอยางเชน ตองการออกแบบให
โครงสรางมมีวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) โดยที่ความเคนใน
วัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก (Yield strength) นี่ก็จะเปนคอนสเทรนทฟงกชัน 
(Constraint functions) ซึง่มีรายละเอียดปลีกยอยดังตอไปนี้

2.2.3.1 ออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective Function)
เปนดไีซนฟงกชัน (Design function) ตัวหนึ่งของออปติไมซเซชัน (Optimization) 

โดยทั่วไปจะเปนแบบฟงกชันเดี่ยว รูปแบบของวัตถุประสงคจะเปนการหาปริมาณที่นอยที่สุดหรือ
ปริมาณที่มากที่สุด และปริมาณที่วานี้ก็เปนปริมาณสเกลาร ในเทอมทางคณิตศาสตรนั้นจะเขียน
สัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ ( )Xƒ  และ ( )qxxx ,...,, 21ƒ

2.2.3.2 คอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint Functions)
เปนดไีซนฟงกชัน (Design function) ตัวหนึ่งที่มีอิทธิพลตอการออกแบบเปนอยาง

มาก และสามารถมไีดมากกวาหนึ่งฟงกชันได (เปนไดทั้งสมการและอสมการ) ดังนั้นจึงเปนเวกเตอร 



8

(Vector: matrix) และจะใชเครื่องหมายดํ าเนินการเปรียบเทียบสามตัวคือ ≥≤   ,  และ = ซึ่งเงื่อนไข
บังคับนี้จะมีไดสามรูปแบบดวยกันคือ อันคอนสเทรนท (Unconstraint), อีควอลิตีคอนสเทรนท
(Equality constraints) และอนิอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraint) มีรายละเอียดดังนี้

2.2.3.2.1 อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraints)
เปนเงือ่นไขที่บังคับใหการออกแบบตองเปนไปตามเงื่อนไขอยางเครงครัดโดยจะ

ตองไมขาดและไมเกินจากเงื่อนไข มีลักษณะเปนสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร g เงื่อนไข
บังคบันีส้ามารถมีไดหลายตัวและเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ  [ ]G , 
[ ]lggg ,...,, 21  และ mlgl ,...,2,1, =  จ ํานวนดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) n จะตองมีขนาดที่
มากกวาจํ านวน m อีควอลตีิคอนสเทรนท (Equality constraints) จึงจะสามารถทํ าการออปติไมซเซชัน 
(Optimization) ไดโดยจะตองสอดคลองกับออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เครื่องหมายที่
เขามาเกี่ยวของคือเครื่องหมายเทากับ โดยฝงขวามือของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ 
( ) ( ) 0500:1 =−ƒ XXg  เปนตน

2.2.3.2.2 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)
เปนเงื่อนไขบังคับที่มีความยืดหยุนในการออกแบบ เพราะจะบังคับในลักษณะ

เปนชวงใหเปรียบเทียบ มีลักษณะเปนอสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร c เงือ่นไขบังคับนี้
สามารถมีไดหลายตัวและจะเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ ][C , 

],...,,[ 21 mccc  และ mlcl ,...,2,1, =  เครือ่งหมายทีเ่ขามาเกี่ยวของคือเครื่องหมายมากกวาหรือเทากับ
และนอยกวาหรือเทากับแตจะนิยมแบบนอยกวาหรือเทากับในงานดานวิศวกรรมมากกวา โดยฝงขวา
มอืของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ ( ) ( ) 01:1 ≤−ƒ XXc  เปนตน

2.2.3.2.3 ไซดคอนสเทรนท (Side Constraints)
เปนเงื่อนไขบังคับที่นํ ามาใชเพื่อกํ าหนดตัวเลขชวงใหกับดีไซนวาริเอเบิล 

(Design variables) และมกัมกีารกํ าหนดเปนลักษณะขีดจํ ากัดบนและขีดจํ ากัดลาง
2.2.3.2.4 ดีไซนสเปส (Design Space)

ก็คือปริภูมิที่จะถูกใชเพื่อการออกแบบที่เหมาะสมนั่นเอง เปนปริภูมิที่เกิดขึ้น
จากหลกัการของปริภูมิยูคลิดเดียนหรือปริภูมิคารทีเชียน (Euclidean or cartesian n-dimensional 
space) ทีม่มีติิใดๆ ซึ่งมิติใดๆ นี้เกิดขึ้นจากกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) แตจะไมเหมือน
กับระบบปริภูมิอางอิงทั่วไปที่มีสามมิติตามที่เราคุนเคยกัน เพราะจะมีความซับซอนกวา ยกตัวอยาง
เชน มดีีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 10 ตัว ก็จะมีมิติของปริภูมิเปน 10 มิติ เปนการยากมากที่
จะอธิบายโดยการวาดภาพหรือเขียนกราฟออกมา ดวยเหตุนี้จึงใชไซดคอนสเทรนท (Side 
constraints) มาเปนตวัจํ ากัดขอบเขตของปริภูมิ ซึ่งหากผลเฉลยอยูในชวงขอบเขตนี้ก็ถือวายอมรับได 
(Feasible)
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2.2.4 ฟอรมมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The Standard Format Optimization)
จากที่กลาวมานั้นลวนแตเปนองคประกอบทั่วไปของแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรของ

การใชเทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization) ทั้งสิ้น และมีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรได
หลายๆ แบบดังนี้

หาคานอยที่สุดของ ( )nxxx ,...,, 21ƒ          (2.1)
โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) 0,...,, 211 =nxxxg

( ) 0,...,, 212 =nxxxg      (2.2)
( ) 0,...,, 21 =nl xxxg

( ) 0,...,, 211 ≤nxxxc

( ) 0,...,, 212 ≤nxxxc      (2.3)
( ) 0,...,, 21 ≤nl xxxc

njxxx u
jj

l
j ,...,2,1 , =≤≤      (2.4)

หรือเขียนสั้นๆ ไดดังนี้
หาคานอยที่สุดของ ( )nxxx ,...,, 21ƒ      (2.5)
โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==      (2.6)

( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤      (2.7)
njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤      (2.8)

หรือเขยีนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังนี้
หาคานอยที่สุดของ ( ) [ ]nXX  ,ƒ      (2.9)
โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( )[ ] 0=lXg    (2.10)

( )[ ] 0≤lXc   (2.11)
uplow XXX ≤≤    (2.12)

จากฟอรมมาตรฐานของปญหาการออปติไมซเซชัน (Optimization) ที่อยูในรูปแบบเทอม
ทางคณติศาสตรที่เปนภาษาสากลนั้นสามารถสื่อสารออกมาเปนภาษาพูดไดดังนี้ คือ หาคานอยที่สุด 
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(Minimize) ของออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) ƒ โดยจะตองสอดคลองกับเงื่อนไข 
(Subject to) บังคบัเชงิเทากับ (Equality constraints) จํ านวน l เงือ่นไข และตองสอดคลองกับอินอีค
วอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) จํ านวน i เงือ่นไข ทั้งนี้ดีไซนวาริเอเบิล (Design 
variables) ทัง้หมดจํ านวน n ตัวแปร ตองอยูในชวงขอบเขตลางและขอบเขตบนของไซดคอนสเทรนท 
(Side constraints) เทานั้น

2.2.5 ออปตไิมซเซชันกับปญหาทางวิศวกรรม
ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) ไมข้ึนกับเวลาและมีการนํ า

เอาออปติไมซเซชัน (Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน 
(Static optimization) สวนปญหาที่ข้ึนกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
optimization) ดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of 
optimization) คือการคนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟว
ฟงกชนั (Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซึ่งมีอยูสอง
ลักษณะคือ โกลบอล (Global) และโลคอล (Local)

กรณีนอยสุด (Minimum) กลุ มของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทํ าใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลมีนิมัม (Global minimum) ไดถา

( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111    (2.13)

เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวทํ าใหเกิดคา
ของฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ทีท่ ําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มี
คานอยที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลมีนนิมัม 
(Local minimum)

กรณีมากสุด (Maximum) กลุ มของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทํ าใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลเม็กซิมัม (Global maximum) ไดถา

( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111    (2.14)



11

เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวก็ยังทํ าให
คาของฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ทีท่ ําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มี
คามากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลเม็กซิมัม 
(Local maximum)

2.2.5.1 สแตติกออปติไมซเซชัน (Static Optimization)
ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ไมข้ึนกับเวลา ถือวาเปน

ปญหาพื้นฐาน แตก็มีความสํ าคัญตอการเขาใจไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 
เพราะตองอาศยัหลักการแกปญหาของสแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) เชนกัน ดังนั้นจึง
ควรทํ าการศึกษาหลักการและเทคนิคการคนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของดีไซนวาริเอเบิล (Design 
variables) และการตรวจสอบคาของตัวแปรที่หาไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ดังนี้

กรณีอันคอนสเทรนท (Unconstraint) เราจะเรียกกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design 
variables) ทีท่ ําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มคีานอยสุดหรือมากสุดนั้นวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ถา
ก ําหนดให nxx ,...,1  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ ( )nxx ,...,1ƒ  แลวท ําการพิจารณาโดยการเพิ่ม
คา ih ใหกับ nixi ,...,1, = แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) ก็จะได

( ) ( ) ( )
( ) termsorderhigherxx

xxxxhxhx

n

nnnn

 ,...,                                

,...,,...,,...,

1
2

1111

−+ƒ+

ƒ+ƒ=++ƒ

δ

δ    (2.15)

เมื่อ ( ) ( )
i

n

i i

n
n h

x
xxxx ∑

= ∂
∂ƒ

=ƒ
1

1
1

,...,,...,δ

( ) [ ] ( )















=ƒ

n

nnn

h

h
,...,xxH ... hhxx M

1

111
2  

2
1,...,δ

( )



























∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂∂
ƒ∂

∂
ƒ∂

=

2

2

2

2

1

2

2

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

1

nnn

n

n

n

xxxxx

xxxxx

xxxxx

,...,xxH

L

MOMM

L

L
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( H เรียกวา เฮสเซียนแมตริกซ (Hessian matrix)) ตอไปเราพิจารณาในกรณีนอยสุด 
(Minimum) ดังนัน้สมการ (2.15) ก็จะมีการเปลี่ยนแปลงดังนี้

( ) ( )
( ) ( ) 0,...,,...,      

,...,,...,

1
2

1

111

≥+ƒ+ƒ=

ƒ−++ƒ=ƒ∆

Knn

nnn

xxxx

xxhxhx

δδ
     (2.16)

จากสมการ (2.16) หากเราตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไปก็จะได

( ) ( ) 0,...,,...,
1

1
1 ≥

∂
∂ƒ

=ƒ=ƒ∆ ∑
=

i

n

i i

n
n h

x
xxxxδ    (2.17)

จากสมการ (2.17) หากทํ าการตัด ih  ออกไปจะทํ าใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
conditions) เพื่อใชหาคา nxx ,...,1  ทีท่ ําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนคานอยสุด (Minimum) ในทํ านอง
เดยีวกนัยงัสามารถหาคามากสุด (Maximum) ไดเชนกัน ดังนั้นจึงไดสมการที่ใชหาคา nxx ,...,1  เปน

,n,,i
x i

K10 ==
∂
∂ƒ    (2.18)

ดังนัน้เมื่อใชสมการ (2.18) หาคาของ nxx ,...,1  ไดแลวแตก็ยังบอกไมไดวาคาที่หามาไดเปน
คานอยสดุหรือมากสุด (Minimum or maximum) กันแน แตเราก็มีวิธีที่จะบอกไดวาคา nxx ,...,1  ที่หา
มาไดนัน้เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) โดยพิจารณาดังนี้ คือ จากการใชอนุกรม
เทยเลอร (Taylor series) ดังที่ผานมา ณ เทอมกํ าลังสอง เราจะพบวา ƒ∆ จะมคีาเปนบวก ถา
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[ ] ( ) 0 
2
1 1

11
2 >
















=ƒ

n

nn

h

h
,...,xxH ... hh Mδ    (2.19)

ซึง่หมายความวาคา nxx ,...,1 จะสอดคลองกับสมการ (2.19) ไดจะตองมีคาอยางนอยที่สุด
เทากบัโลคอลมีนนิมัม (Local minimum) สวนคา ih ทีเ่พิม่เขาไปนั้นทํ าใหเกิดคาการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชัน ƒ∆  เปนบวก ดังนั้นเราจึงบอกไดวาถา

02 >ƒδ  ท ําให nxx ,...,1  มเีครือ่งหมายเปนบวกทั้งหมด เปนคานอยสุด (Minimum)
02 <ƒδ  ท ําให nxx ,...,1  มเีครือ่งหมายเปนลบทั้งหมด เปนคามากสุด (Maximum)

แตเราสามารถลดความซับซอนในการพิสูจนไดโดยการใชเฮสเซียนแมตริกซ (Hessian 
matrix) ใหเปนประโยชน เพราะเฮสเซียนแมตริกซ (Hessian matrix) ที่ทํ าใหสอดคลองกับสมการ 
(2.19) ไดจะมคีาเจาะจง (Eigenvalues) เปนบวกทั้งหมด (Positive definite matrices) นั่นคือ ถา

0>H  ท ําใหคาเจาะจง (Eigenvalues) มีเครื่องหมายเปนบวกทั้งหมด (Positive definite 
matrices) ท ําให nxx ,...,1  เปนคานอยสุด (Minimum)

0<H  ท ําใหคาเจาะจง (Eigenvalues) มีเครื่องหมายเปนลบทั้งหมด (Negative definite 
matrices) ท ําให nxx ,...,1  เปนคามากสุด (Maximum)

ถาคาเจาะจง (Eigenvalues) มีคาบวกบางลบบางจะเรียกวาแซดเดิลพอยด (Saddle point)
กรณอีีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraint) หวัขอนี้จะมาพิจารณาการหาคา 

nxx ,...,1  ทีเ่ปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ ( )nxx ,...,1ƒ  ซึง่จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ นั่นคือ

( ) mlxxg nl ,,1,0,...,1 K== เมื่อ nm <    (2.20)

โดยทัว่ไปจะมวีธิีการหาคาอยูสองวิธีการดวยกันคือวิธีพารติชัน (Partition method) กับวิธี
ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier method)

วธิพีารติชัน (Partition Method) การออปติไมตเซซัน (Optimization) ที่มีเงื่อนไข
บังคับ (Constraint) จะทํ าใหตัวแปร nxx ,...,1  ไมเปนอิสระ (Independent) ซึ่งตัวแปรทั้งหมดตองสอด
คลองกบัอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) ทั้งหมดจํ านวน m  สมการ ถาตัวแปร ix  ถูก
เพิ่มคาดวย ih  จะท ําใหพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน ƒ∆ เปน



14

( ) ( )nnn xxhxhx ,...,,..., 111 ƒ−++ƒ=ƒ∆    (2.21)

ใชอนกุรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงออก จะพบการเปลี่ยน
แปลงของฟงกชันคือ

i

n

i i

h
x∑

= ∂
∂ƒ

=ƒ
1

δ    (2.22)

โดยที่ ƒδ  เปนคาประมาณของ ƒ∆  เพราะตดัเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป ทํ านองเดียวกัน
คา ih ทีเ่พิ่มใหกับตัวแปร ix  จะตองมีความสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับดวย นั่นคือ

( ) mlhxhxg nnl ,,1,0,...,11 K==++ เมื่อ nm <   (2.23)

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงออกไดการเปลี่ยนแปลง

mlh
x
g

i

n

i i

l ,,1,0
1

K==
∂
∂∑

=

   (2.24)

เพือ่ความเหมาะสมของสัญลักษณ ตัวแปร nxx ,...,1  จะแยกออกเปนสองกลุมคือ myy ,...,1

และ mnzz −,...,1  ตัวแปรที่เพิ่มคาใหกับกลุมตัวแปร myy ,...,1  สามารถคํ านวณหาไดจากการเพิ่มคาใน
เทอมของกลุม mnzz −,...,1  ดังนัน้เราจึงเขียนสมการไดเปน
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    (2.25)

เราเขียนสมการ (2.25) ใหมเพื่อความกระชับไดเปน

0=+ zzyy hJhJ    (2.26)

ดังนัน้เราสามารถหาคา yh ไดเมื่อกํ าหนดคาใหกับ zh ดังนี้

zzy hJJh
y

1−−=    (2.27)

โดยที่ 1−
y

J  คือแมตรกิซผกผัน ดังนั้นสมการ (2.22) สามารถเขียนใหอยูในรูปแมตริกซเปน
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δ

    (2.28)

























∂

ƒ∂
∂
ƒ∂

=ƒ

−

−
mnz

z

mn

cc

h

h

zz
MK

1

1

 δ    (2.29)

เมื่อ









∂
∂ƒ

∂
∂ƒ

+







∂
∂ƒ

∂
∂ƒ

−=







∂

ƒ∂
∂
ƒ∂

−

−

− mn
zy

mmn

cc

zz
JJ

yyzz
KKK

1

1

11

    (2.30)

ดังนัน้จะทํ าใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สํ าหรับ 0=ƒδ  เปน

mni
zi

c −==
∂
ƒ∂ ,...,1,0    (2.31)

สมการ (2.31) จะนํ ามาใชเพื่อเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันที่มีอีควอลิตีคอนสเทรนท
(Equality constraint)

ตอไปมาดูการตรวจสอบวาคา nxx ,...,1  ทีห่ามาไดเปนคานอยสุดหรือคามากสุด (Sufficient 
conditions) จากการใช อนุกรมเทยเลอร (Taylor series) เมื่อคนพบวาเอ็กทรีมัมจะหาไดเมื่อ 0=ƒδ

ดังนัน้การตรวจสอบวาเปนคานอยสุดหรือมากสุดก็สามารถคนหาไดจาก ƒ=ƒ∆ 2δ  และจากการแบง
แยกออกเปนสองกลุมทํ าใหเราพบวา

[ ] 















=ƒ

y

z

yyyz

zyzzT
y

T
z h

h
HH
HH

hh
2
12δ    (2.32)
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1−−=  ดังนั้น ƒ∆ สามารถเขียนใหมไดเปน

z
T
z hHh ~

2
12 =ƒ=ƒ∆ δ    (2.33)

เมื่อ ( ) ( ) zyy
TT

yz
TT

zzyzz JJHJJHJJJJHHH
yyzyzy

1111~ −−−− +−−=

ซึง่ถาคาของ H~  เปนบวกก็จะทํ าให nxx ,...,1  เปนคานอยสุด แตหากคา H~  เปนลบ จะทํ า
ให nxx ,...,1  เปนคามากสุด
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วธิลีากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multiplier Method) วธิกีารนี้จะทํ าการ
หาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ไดโดยการเปลี่ยนสมการอีควอลิตีคอนสเทรนท
(Equality constraint) ใหไปอยูในรูปแบบอันคอนสเทรนท (Unconstraint) ดวยการเพิ่มสมการอีควอลิ
ตีคอนสเทรนท(Equality constraint) เขาไปในฟงกชันดั้งเดิม (Original function) โดยที่คอนสเทรนทอี
เควชนันีจ้ะตองคูณดวยลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) นั่นคือ mll ,,1, K=λ  ซึ่งจะ
เรียกสมการนี้วา ลากรานซฟงกชัน (Lagrange function) เขียนไดเปน

( ) l

m

l
lmn gxx ∑

=

+ƒ=
1

11 ,,,,, λλλζ KK    (2.34)

เมื่อ ix  และ lλ  เปนอนิดเิพนเดนทวาริเอเบิล (Independent variables) ของลากรานซ
ฟงกชัน (Lagrange function) ดังนั้นจะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน

ni
x
g

x i

l
m

l
l

i

,,1,0
1

K==
∂
∂

+
∂
∂ƒ ∑

=

λ    (2.35)

mlgl ,,1,0 K==    (2.36)

โดยที่สมการจํ านวน mn +  สมการ จะตองถูกแกสมการเพื่อเอ็กทรีมัม (Extremum) 
mnxx λλ ,,,, 11 KK  ตามลํ าดับ

เมื่อเอ็กทรีมัมไดแลวก็มีความจํ าเปนที่ตองการทราบวาเอ็กทรีมัมที่หาไดเปนคานอยสุดหรือ
มากสดุ (Sufficient conditions) จากที่ไดกลาวมาแลววา K+ƒ+ƒ=ƒ∆ 2δδ  หากเราพิจารณาโดย
การเพิม่คาใหกับอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraint) ก็จะพบวา

( ) ( ) ( ) KKKK ++=−++=∆ llnlnnlnl ggxxghxhxgxxg 2
1111 ,,,,,, δδ    (2.37)



19

เมื่อ

( ) ( )
i

n

i i

nl
nl h

x
xxgxxg ∑

= ∂
∂

=
1

1
1

,,,, K
Kδ

( ) [ ] ( )















=

n

nlnnl

h

h
xxHhhxxg MKKK

1

111
2 ,,

2
1,,δ

( )



























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=

2

2

2

2

1

2

2

2

2
2

2

12

2
1

2

21

2

2
1

2

1

n

l

n

l

n

l

n

lll

n

lll

nl

x
g

xx
g

xx
g

xx
g

x
g

xx
g

xx
g

xx
g

x
g

,...,xxH

L

MOMM

L

L

ท ําการรวมเทอม ƒ∆  และ lg∆  เขาดวยกันก็จะได

[ ] KMK +
























+

+







∂
∂

+
∂
∂ƒ

=∆+ƒ∆

∑

∑ ∑∑

=

= ==

n

m

l
lln

i

n

i

m

l i

l
l

i
l

m

l
l

h

h
HHhh

h
x
g

x
g

1

1
1

1 11

2
1                     λ

λλ

   (2.38)

ดังนัน้หากตดัเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงออกเราจะพบวา
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ซึง่ถาคาของ Ĥ  เปนบวกทํ าให nxx ,...,1  เปนคานอยสุด แตหากคา Ĥ  เปนลบก็เปนคามากสุด
กรณีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraint) หวัขอนี้จะมาพิจารณาการ

หาคา nxx ,...,1  ทีเ่ปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ ( )nxx ,...,1ƒ  ซึง่จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ 
นัน่ก็คือ

( ) mlxxc nl ,,1,0,...,1 K=≤    (2.41)

จะสามารถทํ าการแปลงสมการอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraint) นี้ใหเปน
สมการอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality vonstraint) ไดดวยการเติมแสลกวาริเอเบิล (Slack variables) 
คือ mlsl ,,1, K=  ดังนัน้จะไดสมการเงื่อนไขใหมเปน

mlsc ll ,,1,02 K==+    (2.42)

ท ําใหเราสามารถหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพื่อใชเอ็กทรีมัม (Extremum) 
โดยใชวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier method) ไดคือ

( ) ( )∑
=

++ƒ=ƒ
m

l
lllmmn scssxx

1

2
111 ,...,,,...,,,...,~ λλλ    (2.43)

โดยที่ตัวแปร ix , lλ  และ ls , ni ,,1K= , ml ,,1K=  ลวนแตเปนอินดิเพนเดนทวาริเอเบิล
ทัง้สิน้ ดังนั้นจะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังนี้
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λ    (2.44)
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mlsc ll ,,1,02 K==+      (2.45)
mlsll ,,1,0 K==λ    (2.46)

สมการจํ านวน nn 2+  สมการจะถูกแกเพื่อหาคา nxx ,...,1 , mss ,...,1 และ mλλ ,...,1  เมื่อ
ไดเอ็กทรีมัมแลว

ตอไปกท็ ําการพิสูจนวาคาที่หาไดเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) โดย
การพจิารณาจากสมการ (2.39) แลวทํ าการปรับปรุงไดเปน
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ดังนัน้สามารถเขียนสมการ (2.48) ไดใหมเปน
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ซึง่ถาคาของ Ĥ  เปนบวกและ mll ,,1,0 K=≥λ  กจ็ะทํ าให nxx ,...,1  เปนคานอยสุด แต
หากคา Ĥ  เปนลบและ mll ,,1,0 K=≤λ   จะทํ าให nxx ,...,1  เปนคามากสุด

2.2.5.2 ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization)
ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆ (Variables) ข้ึนกับเวลา (Time-dependent) จะ

ถกูเรยีกวาไดนามิก (Dynamics) และมักจะใชสมการเชิงอนุพันธ (Differential equations) มาเปนตัว
แสดงระบบไดนามิก (Dynamic systems) ดังนี้

( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=    (2.50)

เมื่อ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทั่วไป
หรืออนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต (Control 
inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) 
และคอนโทรลอนิพุต (Control inputs) หากทํ าการกํ าหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control inputs) 
( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเงือ่นไขเร่ิมตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทํ าการคํ านวณวิถี (Trajectory) 

ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )txi  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิงตัวเลข (Analytical or 
numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของอนุภาค (Particle) หนึ่งหนวย
มวลภายใตแรงกระทํ าภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายไดดวยสมการเชิงอนุพันธ (Differential 
equation) เปน ux =&&  เมื่อ x  คือตํ าแหนงของอณุภาคและ u  คือแรงกระทํ า จะเห็นไดวาเปนสมการ
เชงิอนพุนัธอันดับสอง (Second-order differential equation) แตสามารถทํ าการแปลงใหเปนสมการ
เชงิอนพุนัธอันดับหนึ่ง (First-order differential equation) ดังสมการ (2.50) ได นั่นคือให 21 xx =&

และ ux =2&    สํ าหรบัระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ (2.50) นั้น โดยปกติแลวจะตองมีการ
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กํ าหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial state) จากนั้นก็ทํ าการเลือกชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต 
(Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เพือ่ใหออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุด
หรือมากสดุ ปญหาไดนามิกจะเรียกออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล 
(Cost functional) และเขียนเปนสมการดังนี้

( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK    (2.51)

เมื่อ 0t  คือเวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 
ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซึง่จะขึน้อยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และ
สภาวะสุดทาย (Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนที่ข้ึน
อยูกบัเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอ
เบลิ (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)

การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้นนอกจากจะอาศัยพื้น
ความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจทาง
ดานแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) อยางมากอีกดวย ระบบไดนามิก (Dynamic) 
ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกันตามระดับข้ันความเสรี (Degree of 
freedom) นัน่กคื็อ ระบบข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ันความ
เสรี (Multistage systems) สวนดานวิธีการหาคํ าตอบของปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
optimization) นัน้แบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน คือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอิน
ไดเรคท (Indirect methods) ซึ่งวิธีไดเรคท (Direct methods) จะใหผลคํ าตอบที่หยาบมากกวาแตก็มี
ความซบัซอนนอยกวาวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ในการวิจัยศึกษาในครั้งนี้จะใชวิธีอินไดเรคท 
(Indirect methods) เขามาเปนเครื่องมือสํ าหรับหาคํ าตอบ

ดังนัน้จงึตองทํ าการศึกษาและทํ าความเขาใจวิธีการแบบอินไดเรคท (Indirect methods) ซึ่ง
จะเริม่ตนจากการศึกษาและทํ าความเขาใจแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) โดยเริ่ม
จากระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage 
systems) เพราะตองใชเปนฐานในการใชงานกับวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) จากนั้นก็จะลงลึก
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ในรายละเอยีดของวิธีการอินไดเรคท (Indirect methods) โดยจะเนนหนักลงไปเกี่ยวกับมีนนิมัมไทม
ออปติไมซเซชัน (Minimum time optimization)

2.2.6 แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations)
โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับ

ข้ันความเสรี (Multistage systems) ตามลํ าดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 
(Calculus of variation) กคื็อฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &    (2.52)

ซึง่เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) ( )tx  ใหเปนจํ านวนจริง นั่นคือ
ถากํ าหนด ( )tx  กจ็ะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิง
ตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับหลายๆฟงกชันตอ
เนื่อง (Continuous functions) ก็ไดดังเชน

[ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121 &K&&KK    (2.53)

ฟงกชนันอล (Functional) สมการ (2.53) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) 
หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 K  ใหเปนจ ํานวนจริงนั่นเอง ในการนํ าเอาแคลคูลัสออฟวาริเอ
เบิล (Calculus of variations) มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 
optimization) นัน่กคื็อ คนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สํ าหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) สํ าหรบัฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หาได
เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนํ าเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of variations) มาใชกบัไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเกี่ยวของกับจุดเริ่มตน
และจดุสุดทาย ซึ่งมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้

2.2.6.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเด่ียว (Functionals of a Single Function)
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เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage 
systems) โดยมรีายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ

2.2.6.1.1 ก ําหนดจดุสดุทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Time and 
End Points)

ถาฟงกชัน ( )xxtF &,,  สามารถท ําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยางตอเนื่อง
โดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกํ าหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire 

function) ( )tx  ทีเ่ปนเอก็ทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &

นัน่เอง ซึง่มีวิธีการทํ าไดดังนี้ คือ เรากํ าหนดให ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปน
เอก็ทรมีัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถกูเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้นเพื่อ
ใหยงัคงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) อยู ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fthth  กจ็ะพบ
การเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J∆  เปน

[ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=∆
0

,,,, &&&    (2.54)

เมือ่ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป ไดการเปลี่ยนแปลงเปน
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δ    (2.55)

เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนือ่งจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํ าการ
อินทเิกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.55) ก็จะพบวา
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เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fthth  จงึจะสอด
คลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกํ าหนดไวอีกวา F  จะตองทํ าอนุพันธไดอยาง
ตอเนือ่งสองครั้ง นั่นก็หมายความวา 

x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเมื่อ 0=Jδ  ซึ่งพบวา

0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
   (2.57)

ซึง่สมการ (2.57) นี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทํ า
ใหผลเฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  และ 
( ) ff xtx =  ซึง่เราสามารถทํ าการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย

เลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได
2.2.6.1.2 ก ําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End 

Time, Variable End Points)
แตกตางกับกรณี (2.1.6.1.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ 

(2.54-2.56) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมไดถูกกํ าหนด
ไวตายตัว และ ( ) ( )fthth ,0  ก็สามารถกํ าหนดไดตามชอบใจ ทํ าใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) เปน
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x
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dt
d

x
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   (2.58)
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&

   (2.59)

0=
∂
∂

ftx
F
&

   (2.60)

ซึง่สมการ (2.58-2.60) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะ
ท ําใหผลเฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ซึ่ง
สามารถหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได
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2.2.6.1.3 เวลาสดุทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and 
End Points)

กรณนีีถ้อืไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มีวิธี
การหาคํ าตอบคลายๆ กับกรณี (2.1.6.1.1) ถา ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปน
เอก็ทรมีัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถกูเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้นก็จะ
พบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J∆  เปน
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   (2.61)

เมือ่ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน
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เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนือ่งจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํ าการ
อินทเิกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.62) ก็จะพบวา
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เมื่อ ( ) 00 00
txxth tt δδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ &−=  ดังนัน้สมการ (2.63) เขียนไดเปน
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เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )th , 
ftxδ , 

0t
xδ , 

ftδ และ 0tδ  จงึจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทํ าใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิ
ซัน (Necessary conditions) และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ
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   (2.65)
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ซึง่จุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํ านวณไดจาก
เงือ่นไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง

2.2.6.2 ฟงกชนันอลของหลายฟงกชัน (Functionals of N Functions)
เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage 

systems) โดยมรีายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ
2.2.6.2.1 ก ําหนดจดุสดุทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Times 

and End Points)
ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF &K&K ,,,,, 11  สามารถท ําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองได

อยางตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  กจ็ะเปนการกํ าหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 
(Desire function) ( ) nitxi ,,1, K=  ทีเ่ปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 
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[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  นัน่เอง ซึง่มวีิธีการทํ าไดดังนี้ คือ เรากํ าหนดให ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค 
(Desire function) ทีเ่ปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) คือ

[ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK    (2.67)

ถา  ( ) nitxi ,,1, K=   ถกูเพิ่มคาดวย  ( ) nithi ,,1, K=  และเพือ่ใหยังคงสอดคลองกับเงื่อน
ไขขอบเขต (Boundary Conditions) ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fii thth  กจ็ะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
นอล (Functional) J∆  เปน
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ใชอนกุรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน
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เมื่อ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนือ่งจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป ดังนั้นเมื่อทํ าการ
อินทเิกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.69) ก็จะพบวา
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เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fii thth จงึจะสอด
คลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกํ าหนดไวอีกวา F จะตองทํ าอนุพันธไดอยาง
ตอเนือ่งสองครั้งนั่นก็หมายความวา 

ii x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเมื่อ 0=Jδ  ดังนั้นพบวา
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ซึง่สมการ (2.71) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทํ าใหผลเฉลย
ของ ( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ซึ่ง
เราสามารถทํ าการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได

2.2.6.2.2 ก ําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End 
Time and Variable End Points)

แตกตางกับกรณี (2.1.6.2.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ 
(2.68-2.70) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ไมไดถูกกํ าหนด
ไวตายตัว และ ( ) ( )fii thth ,0  ก็สามารถกํ าหนดไดตามชอบใจ ทํ าใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary condition) เปน
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ซึง่สมการ (2.72-2.74) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะ
ท ําใหผลเฉลยของ ( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx
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ซึ่งเราสามารถทํ าการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ไดเชนกัน

2.2.6.2.3 เวลาสดุทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and 
End Points)

กรณนีีถ้อืไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มีวิธี
การหาคํ าตอบคลายๆ กับกรณี (2.1.6.2.1) ถา ( ) nitxi ,,1 , K=  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 
function) ทีเ่ปนเอก็ทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )txi  ถูก
เพิ่มคาดวย ( )thi  ดังนัน้กจ็ะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J∆  เปน
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เมือ่ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน
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เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนือ่งจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กํ าลังสูงทิ้งไป  ดังนั้น
เมือ่ท ําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.76) ก็จะพบวา
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เมื่อ ( ) 00 00
txxth titii δδ &−=  และ ( ) ftitifi txxth
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δδ &−=  ดังนั้นสมการ (2.77) จะเปน
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เมื่อ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จงึจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ท ําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน

ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂    (2.79)

และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน
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ซึง่จุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํ านวณไดจาก
เงือ่นไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง

2.2.6.3 ฟงกชันนอลมีเงื่อนไขบังคับ  (Functionals with Constraints)
เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเงื่อนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซึ่งอาจจะเปน

ไดทั้งอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 
constraints) ในทีน่ีจ้ะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)

2.2.6.3.1 ฟงกชันคอนสเทรนท (Function Constraints)
ท ําการพิจารณาฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึง่จะตองเกี่ยวของ

ห รือมีความสอดคล  องกับฟ  งก  ชั นอีควอลิ ตีคอนสเทรนท   (Equa l i t y  cons t ra in t s )  
mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  และ nm <  เสมอ เมื่อเราใชเทคนิควิธีการแบบลากรานซ

มลัติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอลใหมเปน
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เมื่อ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
j

jj gFF
1
λ ซึ่ง

จะเปน F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพื่อใชสํ าหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) ของฟงกชนันอล (Functional) นั่นเอง โดยจะนํ าไปใชกับลักษณะของเวลาและจุดสุดทาย
ทัง้สามแบบดงัทีก่ลาวมาแลว นั่นก็คือ กํ าหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed end time 
and end points), ก ําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end time, variable 
end points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ซึ่ง
กระท ําไดเพียงแคเปลี่ยนจาก F  เปน F ′  กส็ามารถทํ าการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
conditions) ซึ่ง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  กท็ ําใหสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ได

2.2.6.3.2 ฟงกชันเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End Point Function Value 
Constraints)

เอก็ทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึง่ฟงกชัน )( fi tx  จะ
ตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย การ
หาผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทํ าการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน
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เมื่อ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทํ าให
สามารถดัดแปลงสมการ (2.78) ไดเปน
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เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , 
ftδ และ 0tδ  จงึจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 

(Necessary conditions) เปน
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โดยที่ 0=ks  จงึจะท ําใหไดคํ าตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเงื่อนไขขอบเขตเปน
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   (2.85)
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2.2.6.3.3 ฟงกชันเงื่อนไขบังคับทั่วไป (General Constraints)
จากหวัขอ (2.1.6.3.1 และ 2.1.6.3.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของ

ฟงกชันนอล (Functional) [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอด
คลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  เมื่อ

mj ,...,1 = โดย nm <  เสมอ และสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point constraints) 
( ) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังนั้นเมื่อใชเทคนิควิธีลากรานซมัลติไพลเออร 
(Lagrange multiplier) กจ็ะไดฟงกชันนอล (Functional) ใหมเปน
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เมื่อ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังนั้นหากกรณี
ปญหาเปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะ
สามารถดัดแปลงสมการ (2.78) ไดเปน
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   (2.87)

เมื่อ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ

ท ําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สํ าหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังนี้
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โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==  จงึจะทํ าใหไดคํ าตอบที่เปนที่ยอมรับได
2.2.6.4 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient 

Conditions for Minimum and Maximum)
จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) 

สํ าหรบัใชเอก็ทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะ
เปนการตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการตรวจ
หาคานอยสุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการหา
คาสเกลาร ( )tx  ทีท่ ําใหฟงกชันนอล (Functional) ( )[ ] ( )dttxxFtxJ ft

t∫= 0

,, &  นีม้ีคานอยสุด เมื่อ 0t

และ ft  ถกูก ําหนดไวตายตัว และ F  สามารถท ําอนุพันธอยางตอเนื่องไดอยางนอยสองครั้งเทียบกับ 
xx &,  และ t  ตอไปหากเรากํ าหนดให ( )tx  เปนคาทีท่ ําใหฟงกชันมีคานอยสุด ตอไปลองทํ าการเพิ่มคา 
( )tx  ดวย ( ) ( ) 00 == fthth  เราจะพบการเปลี่ยนแปลงของคอสฟงกชันนอล  (Cost functional) ที่

สอดคลองกับการเพิ่มคา ( )th  เปน [ ] [ ]xJhxJJ −+=∆  แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) 
กระจายเทอมก็จะได

termsorderhighJJJ −−++=∆ 2δδ    (2.89)
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ซึง่จากในหัวขอที่ผานๆ มา เราพบวา ( )tx  จะเปนคานอยสุดก็ตอเมื่อ 02 >=∆ JJ δ  (คามากสุดก็คือ 
02 <=∆ JJ δ ) และเราสามารถเขียนใหกระชับไดเปน

( ) ( )[ ] ( )
( ) dt
th
th

FththJ ft

t 







= ∫ &

&  ~ 
2
1

0

2δ    (2.90)
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ซึง่ถาคาของ F~  เปนบวก (Positive definite) ก็จะทํ าให ( )tx  เปนคานอยสุด แตหากคา F~

เปนลบ (Negative definite) ก็จะทํ าให ( )tx  เปนคามากสุด
2.2.7 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 

of Variation with Dynamic Optimization)
จากทีก่ลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) นั้นพบ

วามีประโยชนอยางมากกับการนํ ามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
optimization) ดังนัน้ตอไปนี้เราจะมาดูวิธีการนํ าเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) 
มาใชแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังนี้

2.2.7.1 เวลาสดุทายถูกกํ าหนดไวตายตัว (Fixed Final Time)
ลักษณะเชนนี้ถือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขายดัง

นีคื้อ มรูีปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.50), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) 
ดังสมการ (2.51), เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถกูก ําหนดไวตายตัว (Fixed end time) 
และระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามล ําดบั ตัวอยางเชน รถไฟที่วิ่งระหวางเมืองสอง
เมืองที่มีกํ าหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลว ซึ่งออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 
function) อาจจะเปนการสิ้นเปลืองพลังงานเชื้อเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซึ่งเราจะกลาวถึงลักษณะของ
ปญหาทีพ่บในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ 
สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถกูก ําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถกูก ําหนด
ไวตายตัวแตมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล 
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(Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับตลอดเวลา ดังรายละเอียด
ตอไปนี้

2.2.7.1.1 สภาวะสุดทายถูกกํ าหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)
ป ญหานี้มีการกํ  าหนดเวลาและจุดสุดท ายไว ตายตัวแล วทํ  าให  เทอม  

( )nxxt ,,, 1 KΦ ในสมการ (2.51) ไมมีความเกี่ยวของกับการออปติไมซเซชัน (Optimization) ลักษณะ
ของปญหานีจ้ะคลายกับหัวขอ (2.1.6.3.1) ทํ าใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน

[ ] ( ) tduuxxtLuuxxJ ft

t mnmn ∫ ′=′
0

,,,,,,,,,,, 1111 KKKK    (2.91)

เมื่อ
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดังนั้นมีการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันดังนี้
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แตวามีการกํ าหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 0
0
== txtx jfj

hh  ท ําใหเรา
เขยีนเทอมตางๆ ของสมการ (2.92) แยกสวนยอยไดเปน
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เมื่อทํ าการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jxh และ 

kuh , 0=′Jδ  ถา 0=
∂

′∂
−

∂
′∂

jj x
L

dt
d

x
L

&
 และ 

0=
∂
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kk u
L

dt
d

u
L

&
สํ าหรับ nj ,,1K=  และ mk ,,1K=  ดวยการแทนสมการ (2.93) กลับเขาไปใน

สมการดังกลาวทํ าใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 
( )tjλ  (บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  สามารถหาคา

ไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.50) จํ านวน n  สมการ, สมการโคสเตต 
(Costate equations) คือสมการ (2.94) จํ านวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional 
optimality equations) คือสมการ (2.95) จํ านวน m  สมการ ท ําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง 
(First order different equations) อยูจํ านวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) 
จ ํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจํ าเปนตองมีการกํ าหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) จ ํานวน n2  เงือ่นไข และตองกํ าหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย ซึ่งสมการเชิงอนุพันธ 
(Different equations) ทีม่กีารระบุเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ที่เวลาตางกันสองเวลา
แบบนี้จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (TPBVP: Two point boundary value 

problems) สวน ∑
=

ƒ+=
n

i
iiLH

1
λ  เรียกวาฮามิลตันเนียนของระบบ (Hamiltonian of  system)

2.2.7.1.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie 
On a Constraint Surface)
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ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 01 ,,, =ns xxt
ftl K  เมื่อ 

pl ,,1K=  ปญหานีม้รูีปแบบคลายกับหัวขอ (2.1.6.3.2) ทํ าใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน
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เมื่อ lυ  กคื็อคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L′

เขียนเปน
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เมื่อ
ท ําการก ําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้
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เมือ่ท ําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh  และคาขอบ (Boundary values) 
fj txh    จะทํ าให
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 ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 
( )tjλ  และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State 

equations) คือสมการ (2.50) จํ านวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ 
(2.99) จ ํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality equations) คือสมการ 
(2.100) จ ํานวน m  สมการ ท ําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) 
อยูจํ านวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํ านวน m  สมการ ในการหาผล
เฉลยนีม้คีวามจํ าเปนตองมีการกํ าหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํ านวน n2  เงื่อนไข 
และตองกํ าหนดสภาวะสุดทาย ( )fj tx  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํ านวณไดจาก
สมการ (2.101) สวนคา lυ  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ ft  ในสมการ 0=

ftls

2.2.7.1.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)
สํ าหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and 

control variables) จ ําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทาง
คณิตศาสตรเปน ( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg KK และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ 
ft  ซึ่ งที่สภาวะสุดท ายจะต องเป นไปตามเงื่ อนไขที่ เขียนในเทอมทางคณิตศาสตร  เป น  
( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts K  และ pl ,,1K=  ท ําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน
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เมื่อ lυ  กคื็อคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L′  เขียนเปน
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เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trµ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชัน
ของเวลา เมือ่ท ําการกํ าหนดเวลาสุดทายไวตายดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้
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เมือ่ท ําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh และคาขอบ (Boundary Values) 
fj txh จะทํ าให

เกิดค  าการ เปลี่ ยนแปลงของ  0=′Jδ  ถา  0=
∂
′∂

−
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dt
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 ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) เปน
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรลอินพุต (Control 
inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlµ  และ lυ สามารถหาคาไดโดย
การใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.50) จํ านวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน 
(Costate equations) คือสมการ (2.105) จํ านวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ 
( 2 . 1 0 6 )  จํ  านวน  m สมการ ,  คอนส เทรนท  อี เ ควชั น  (Cons t ra i n t  equa t i ons )  

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จ ํานวน p′  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-

point constraint equations) จ ํานวน p  สมการ ทํ าใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) อยู
จ ํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํ านวน ppm +′+  สมการ มีเงื่อน
ไขขอบเขต (Boundary conditions) จํ านวน n2  เงือ่นไข และตองกํ าหนดสภาวะที่ 0t  และโคสเตต 
(Costate) ( )fj tλ  สามารถคํ านวณไดจากสมการ (2.107)

2.2.7.2 เวลาสดุทายแปรผัน (Variable Final Time)
ลักษณะเชนนีม้ีลักษณะคลายกับหัวขอ (2.1.7.1) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผัน

ได แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.50), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 
functional) ดังสมการ (2.51), เวลาเริ่มตนคือ 0t  ถกูก ําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลาสุด
ทาย ft  มกีารแปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตาม
ลํ าดบั เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน 
(Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถกูก ําหนดไวตาย
ตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถกูก ําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุด
ทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอด
คลองกับเงื่อนไขบังคับตลอดเวลาการเคลื่อนที่ ดังรายละเอียดตอไปนี้

2.2.7.2.1 สภาวะสุดทายถูกกํ าหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)
ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกํ าหนดเวลาและ
สภาวะเริม่ตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้

f

t

n

j

n

k k
k

j
j

m

k
tk

k
tk

k

u

t

t

m

k kk
x

t

t

n

j jj

t
u
Lu

x
LxL

t

u
u
Lu

u
L

dth
u
L

dt
d

u
Ldth

x
L

dt
d

x
LJ

f

f

k

f

j

f

δ

δδ

δ













∂
′∂

−
∂
′∂

−′+
∂
Φ∂

+









∂

′∂
−

∂
′∂

+









∂

′∂
−

∂
′∂

+










∂
′∂

−
∂
′∂

=′

∑ ∑

∑

∫ ∑∫ ∑

= =

=

==

1 1

1

11

         

         
0

00

&
&

&
&

&&

&&

 (2.109)

เมือ่เราท ําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.109) ก็จะทํ าใหเราสามารถหาเนคเซสเซอรี
คอนดิซัน (Necessary Conditions) ไดดังนี้
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 
( )tjλ  (บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  และเวลาสุดทาย 

ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.50) จํ านวน n  สมการ, 
โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.110) จํ านวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเคว
ชนัคอืสมการ (2.111) จํ านวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) คือสม
การ (2.112) ทํ าใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) อยูจํ านวน n2

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํ านวน 1+m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความ
จ ําเปนตองมีการกํ าหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํ านวน n2  เงือ่นไข และตอง
ก ําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย

2.2.7.2.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie On 
a Constraint Surface)

ปญหานี้ใหอยู ในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 0,,, 1 =
ftnl xxts K เมื่อ

pl ,,1K=  ปญหานีม้รูีปแบบคลายกับ (2.1.7.1.2) ทํ าใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน
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เมื่อ lυ  กคื็อคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange Multipliers) และ L′  เขียนเปน
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เมื่อ
เวลาสุดทายแปรผัน (Variable End Time) ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน และไดเนคเซส
เซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) ดังนี้
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , โคสเตต (Costates) ( )tjλ , คอนโทรลอินพุต (Control 
inputs) ( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือ
สมการ (2.50) จํ านวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.116) จํ านวน 
n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.117) จํ านวน m  สมการ และสมการเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary conditions) คือสมการ (2.119) มีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) อยู
จ ํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํ านวน 1+m  สมการ การหาผล
เฉลยนีม้คีวามจํ าเปนตองมีการกํ าหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํ านวน n2  เงื่อนไข 
และตองกํ าหนดสภาวะเริ่มตนที่เวลา 0t  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํ านวณไดจาก
สมการ (2.118)

2.2.7.2.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)
สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) จํ าเปน

จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเป น 
( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg KK  และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซึง่ที่สภาวะสุด
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ทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน ( ) 0,,, 1 =
ftnl xxts K  และ 

pl ,,1K=  ท ําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน

[ ] ( ) ( )
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เมื่อ lυ  กคื็อคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) และ L′  เขียนเปน
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เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trµ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชัน
ของเวลา เมือ่เวลาสุดทายมีการแปรผัน (Variable end time) ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
นอล (Functional) ดังนี้
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เมือ่เราท ําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.122) ก็จะทํ าใหเราสามารถหาเนคเซสเซอรี
คอนดิซัน (Necessary conditions) ไดดังนี้
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ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรล
อินพุต (Control inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlµ  และเวลาสุด
ทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.50) จํ านวน n  สม
การ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.123) จํ านวน n  สมการ  และเอดดิชันนอล
อีเควชันคือสมการ (2.124) จํ านวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํ านวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.126)  ทํ าใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations)  อยูจํ านวน n2

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํ านวน 1+′+ pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) จํ านวน n2  เงื่อนไข และตองกํ าหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต 
(Costate) ( )fj tλ  สามารถคํ านวณไดจากสมการ (2.125)

2.2.7.2.4 การเคลือ่นทีด่วยเวลานอยที่สุด (Minimum Time Motion)
ลักษณะของปญหาแบบนี้ในทางวิศวกรรมถือวาเปนประโยชนอยางมากตอการ

นํ าไปใชในการหาเวลาที่นอยที่สุดในขบวนการทํ างานตางๆ สวนมากแลวการเคลื่อนที่แบบนี้จะทํ าให
คา 1=L  และ 0=Φ  ดังนัน้จากหวัขอที่ (2.1.7.2.3) จะทํ าใหไดสมการเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) ดังนี้
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ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรล
อินพุต (Control inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlµ  และเวลาสุด
ทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.50) จํ านวน n  สม
การ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.127) จํ านวน n  สมการ, เอดดิชันนอลอีเคว
ชันคือสมการ (2.128) จํ านวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํ านวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.130)  ทํ าใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations)  อยูจํ านวน n2

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํ านวน 1+′+ pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) จํ านวน n2  เงื่อนไข และตองกํ าหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต 
(Costate) ( )fj tλ  สามารถคํ านวณไดจากสมการ (2.129)

2.2.7.3 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient 
Conditions for Minimum and Maximum)

จากหวัขอที่ผานมาเปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) 
สํ าหรบัใชเอก็ทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะ
เปนการตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการตรวจ
หาคานอยสดุเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการหาคา 
( ) mRtu ∈  ทีท่ ําใหฟงกชันนอล (Functional) นี้มีคานอยสุด

[ ] ( ) ( )dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt ∫+Φ=
0

,,,,  (2.131)
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โดยสอดคลองกับ ( )uxtx ,,ƒ=&  และ  ( ) 00 xtx =  เมื่อ ( ) nRtx ∈ , 0t และ ft ถกูก ําหนดไวตายตัว 
ตอไปหากเรากํ าหนดให ( ) n

x Rth ∈  และ ( ) m
u Rth ∈  เปนคาที่เพิ่มเขาไปในฟงกชัน จะพบการเปลี่ยน

แปลงของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ดังนี้

[ ]uxJhuhxJJ ux ,],[ −++=∆   (2.132)

แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) กระจายเทอมก็จะได

termsorderhigherJJJ −−++=∆ 2δδ (2.133)
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 (2.134)

ซึ่งโคสเตตเวกเตอร (Costate vector) แสดงอยูในรูปของสเกลารฮามิลตันเนียนฟงกชัน 
(Scalar Hamiltonian function) ƒ+= λ

T
LH  และ ( ) nRt ∈λ เรียบรอยแลว

เมื่อ ( )tx  และ ( )tu  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) นั่นคือ 0=Jδ  ท ําใหสมการ (2.133) เขียน
ไดเปน termsorderhigherJJ −−+=∆ 2δ  ซึง่เราจะพบวาคาของ ( )tx  และ ( )tu  จะเปนคา
นอยสุดเมื่อ J2δ  มคีาเปนบวกทั้งหมด (Positive definite) นั่นก็คือ
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x
 (2.135)
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2.2.8 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)
ในหวัขอนีจ้ะกลาวถึงปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ที่มีอิน

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของการคนหาคา ( ) mRtu ∈  ทีท่ ําใหฟงกชันนอล 
(Functional) มคีานอยสุด (Minimum) ดังสมการนี้คือ

[ ] ( ) ( )dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt ∫+Φ=
0

,,,,  (2.136)

โดยสอดคลองกับ

( )uxtx ,,ƒ=&  (2.137)
( ) pituxci ,,2,1 ,0,, K=≤  (2.138)
( ) 00 xtx =  (2.139)

เมื่อ ( ) nRtx ∈ , เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทาย ( 0t  และ ft ) ตางกถ็ูกกํ าหนดไวตายตัวแลว 
สมการอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) คือ ( ) pituxci ,,1 ,,, K=  จะตองประกอบ
ไปดวยตัวแปรอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Variable inequality constraints) และสเตตวาริเอเบิลอินอีค
วอลตีิคอนสเทรนท (State variable inequality constraints) และเมื่อใชวิธีการเติมสแลกวาริเอเบิล 
(Slack variables) คือ ( )tsi  เขาไปในคอนสเทรนทอีเควชัน (Constraints) จะไดสมการเปน

( ) ( ) pitstuxc ii ,,1 ,0,, 2 K==+  (2.140)

ซึ่งสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) ในสมการ (2.140) จะเปนคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control variables) ตัวใหมในปญหา เมื่อทํ าการเพิ่มสมการ (2.137) และสมการ (2.140) เขาไปใน
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สมการฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.136) ดวยการใชลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 
multipliers) nR∈λ  และ pR∈µ  ท ําใหไดสมการใหมเปน
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เมื่อ 0=′Jδ  ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ

nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=  (2.142)
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pisii ,,2,1 ,20 K== µ  (2.145)
pisc ii ,,2,1 ,0 2 K=+=  (2.146)

( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==  (2.147)
( ) ni

x
t

ft
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fi ,,2,1 , K=
∂
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=λ  (2.148)

ซึง่สมการ (2.142-2.148) คือลักษณะของบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE: Two point boundary 
value problem involving differential and algebraic equations) เมื่อสมการ (2.142 และ 2.143) 
คือสมการอนุพันธ (Differential equations) สวนสมการ (2.144-2.146) คือสมการพีชคณิต 
(Algebraic equations) และสมการ (2.147 และ 2.148) คือสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) สํ าหรับกรณีที่เปนการหาคานอยสุด (Minimum) เราสามารถหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) ได เมื่อ 0=′′Jδ  นัน่ก็คือ

( ) dtcxLJ ft

t i

p

i
iii

n

i
i∫ ∑∑ 








+−ƒ++Φ=′′

==0 11
µλ &  (2.149)
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เมื่อ 0=′′Jδ  ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ

nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=  (2.150)

ni
x
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L p

j
j
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j
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j
j

i

j

i
i ,,2,1 ,

11
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∂
∂

−
∂
∂ƒ

−
∂
∂

−= ∑∑
==

µλλ  (2.151)
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+
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= ∑∑
==

µλ  (2.152)

picii ,,2,1 ,0 K== µ  (2.153)
pii ,,2,1 ,0 K=≤ µ  (2.154)
pici ,,2,1 ,0 K=≥  (2.155)

( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==  (2.156)
( ) ni

x
t

ft
i

fi ,,2,1 , K=
∂
Φ∂

=λ  (2.157)

2.2.9 การหาผลเฉลยดวยวิธีอินไดเรคท (Indirect Solution)
วิธีการหาผลเฉลยวิธีนี้จะใชหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of 

variation) โดยจะท ําการคนหาคาของสเตต (State), โคสเตตวาริเอเบิล (Costate variables) และ 
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) ดวยการแกปญหาคาขอบ (Boundary value problems) ซึ่ง
เทคนิควิธีที่ใหความแมนยํ าในการแกปญหาคาขอบที่เกี่ยวของกับสมการอนุพันธก็คือมัลติเปลชูดติ้ง
เทคนคิ (Multiple shooting techniques) ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้

2.2.9.1 ปญหาคาขอบของการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal Control Boundary 
Value Problems)

ในหัวขอนี้จะทํ าการพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control 
problem) ทีอั่นคอนสเทรนท โดยจะเปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ที่
เขยีนอยูในรูปของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point boundary-value problem) ที่เกี่ยวของ
เฉพาะกบัสมการเชิงอนุพันธ (Differential equations) โดยเราจะทํ าการพิจารณาปญหาการคนหาคา
คอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ทีท่ ําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ
สมการดังนี้
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( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,  (2.158)

โดยสอดคลองกับ

( )uxtx ,,ƒ=& , ],0[ ftt ∈  (2.159)
( ) 00 xx =  (2.160)
( )( ) 0=ftxψ  (2.161)

เมื่อ ( ) nRtx ∈ คือสเตตเวกเตอร (State vector), 0x  คือกลุมของเงื่อนไขเริ่มตน (Set of 
initial conditions), และ ( )( ) fn

f Rtx ∈ψ  คือเงือ่นไขบังคับที่สภาวะสุดทาย (Final state constraint) 
ซึง่เปนกรณเีดียวกับหัวขอ 2.1.7.1.2 คือสภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final States Lie 
On a Constraint Surface) ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังนี้

( )uxtHx ,,ƒ== λ
&  (2.162)

xH−=λ&  (2.163)
uH=0  (2.164)
( ) 000 xx −=  (2.165)
( )( )ftxψ=0  (2.166)

( ) f
T
xxft υψλ −Φ−=0  (2.167)

เมื่อ ( ) nRt ∈λ  คือโคสเตตวาริเอเบิล (State variables), สเกลาร ƒ+= TLH λ , 
xHH x ∂∂= , uHHu ∂∂= , xx ∂Φ∂=Φ  ตามลํ าดับ สวน fn

f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร 
(Constant Lagrange multipliers) ทีถ่กูใสเพิ่มเขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost functional) เพื่อใหลด
ความซบัซอนลงเราจะทํ าการสมมุติใหอยูในสภาวะคงที่ (Stationary condition) คือ 0=uH  และทํ า
การจัดรูปของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) u  ในเทอมของสเตตวาริเอเบิล (State) และ
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โคสเตตวาริเอเบิล (Costate) นอกจากนี้เราจะทํ าการสมมุติใหสมการ (2.165-2.167) มีจํ านวน 
fnn +2  เพือ่ใชสํ าหรับสรางเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํ านวน n2  เงื่อนไขเพื่อใหอยู

ในเทอมของ x  และ λ  ดวยการกํ าจัด fυ  ออก สวนปญหาที่ไมมีการกํ าจัด fυ  และ u  ออกจะกลาว
ในหัวขอตอไป

จากการกํ าจัด fυ และ u  ออกจะทํ าใหไดปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point 
boundary-value problem) ทีก่ ําหนดรูปแบบตามสมการ (2.162-2.167) กลายเปน

( )ythy ,=&  (2.168)
( ) ( )( )ftyyr ,00 =  (2.169)

เมื่อ [ ] nTTT Rxy 2, ∈= λ , ( ) [ ] nTT
x

T RHHyth 2,, ∈−= λ  และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) จ ํานวน n2  เงือ่นไข ไดจากสมการ (2.165-2.167)

2.2.9.2 ผลเฉลยมัลติเปลชูดต้ิง (Multiple Shooting Solution)
มีหลายๆ เทคนิควิธีที่สามารถใชหาผลเฉลยทางตัวเลขปญหาเงื่อนไขขอบเขตสอง

จดุ (Two-point boundary-value problem) ที่กํ าหนดรูปแบบตามสมการ (2.168-2.169) ยกตัวอยาง
เชน วธิผีลตางสืบเนื่อง (Finite difference methods), วิธีจัดตํ าแหนง (Collocation method) และวิธี
คาเริม่ตนหรือชูดติ้ง (Initial value or shooting method) แตวิธีที่มีประสิทธิภาพและใหความแมนยํ า
สูงในการแกปญหาแบบไมเชิ้งเสน (Nonlinear) ก็คือวิธีมัลติเปลชูดติ้ง (Multiple shooting method)

2.2.9.2.1 มลัติเปลชูดต้ิงอัลกอริทึม (Multiple Shooting Algorithm)
เพื่อใหใชวิธีนี้แกปญหาไดกับปญหาที่มีคาขอบ (Boundary value) สมการ 

(2.168-2.169) ได จะทํ าการแบงชวงเวลา ],0[ ft  ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt =<<<= K100

และในแตละชวงเวลาจะให );( y
isty  เปนผลเฉลยของปญหาคาเริ่มตน (Initial value problem)

( )ythy ,=& , ( )1, +∈ ii ttt  (2.170)
( ) 1,,1,0  , −== Misty y

ii K  (2.171)
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เมื่อ y
is  เปนผลเฉลยของปญหาคาขอบ (Boundary value problem) ของสมการ (2.168-

2.169) ณ ที่โหนด ,M,,,, iti K210=  อยางไรก็ตามสํ าหรับ 1=M  เราจะไดวิธีซิมเปลชูดติ้ง 
(Simple shooting method) ซึง่หลกัการเบื้องตนของวิธีนี้ก็คือการเดาคาตัวแปรที่ไมรูคาของ ys0  จาก
นัน้กท็ ําการหาผลรวมของคาเริ่มตนของปญหาสมการ (2.170-2.171) เพื่อใหได ys1  การใชคาผิดพลาด
ที่คํ านวณไดจากสมการ (2.169) จะถูกนํ ามาใชเพื่อปรับปรุงคาที่เดาสํ าหรับตัวไมทราบคาที่เวลา 

0=t  ข้ันตอนนีจ้ะถูกกระทํ าซํ้ าหลายๆ คร้ังจนกระทั้งไดผลเฉลย ys0  ทีลู่เขาหาคํ าตอบ (Converge) 
และ/หรือสอดคลองกับสมการ (2.169)

มลัติเปลชคูติ้งเทคนิค (Multiple shooting technique) อาศัยหลักการเดียวกันกับวิธีซิมเปล
ชดูติง้ (Simple shooting method) ดวยการเพิ่มส่ิงจํ าเปนสํ าหรับการหาผลเฉลยของปญหาคาขอบ 
(Boundary value problem) ใหโหนดแตละโหนดตอเนื่องกัน ดวยการเพิ่มส่ิงจํ าเปนดังนี้

- ผลเฉลยที่แตละโหนดมีความตอเนื่อง นั่นคือ
( ) 1,,2,1,0  ,0; 11 −==− ++ Missty y

i
y

ii K

เมื่อ );( 1
y

ii sty +  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary differential 
equation) สมการ (2.170) ที่เวลา 1+= itt  โดยใชเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) y

ii sty =)(

- ตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) นั่นคือ
( ) 0,0 =y

M
y ssr

สภาวะเหลานี้จะทํ าใหเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) จํ านวน )1(2 +Mn

สมการ จะมีตัวไมทราบคา )1(2 +Mn  ซึง่เขียนไดเปน
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 (2.172)

นอนลเินยีรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ (2.172) สามารถหาคาไดโดยการทํ าซํ้ า 
(Iterative) ดวยวธินีวิตัน (Newton’s method) ดังนั้นถาเดาคาเริ่มตน (initial gauss) ks  เพื่อใหไดคํ า
ตอบทีม่คีาใกลเคียงกับผลเฉลยของสมการ (2.168-2.169) จะตองทํ าการพัฒนาผลเฉลยที่ได 1+ks  ดัง
รูปแบบนี้
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]1,0( ,1 ∈∆+=+ αα sss kk  (2.173)
( ) ( ) ) 21 econvergenc,until,,, ksFs∆sJ kk K=−=  (2.174)

เมือ่จาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) คือ ssFsJ ∂∂= )()(  มีขนาดมิติ )1(2 +Mn

ซึง่จะมีรูปแบบเปนดังนี้
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 (2.175)

จะทํ าซํ้ าสมการ (2.173-2.175) ไปจนกระทั่งลูเขาหาคํ าตอบ (Convergence) นั่นคือ 
ε≤∆s  หรือ ε≤+ )( 1ksF  เมื่อ ε  เปนคาบวกที่มีคานอย สวนแดมปงแฟกเตอร (Damping 

factor) α  จะเปนตัวที่ควบคุมการทํ าซํ้ าแตละครั้งวา )()( 1 kk sFsF ≤+  ซึง่เมื่อคาการคํ านวณลูเขา
หาคํ าตอบ คา 1+ks  กจ็ะเปนผลเฉลยของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point boundary-value 
problem) สมการ (2.168-2.169) จากหลักการดังกลาวสามารถเขียนอยางสรุปไดเปน

กอนอื่นตองกํ าหนดคา 0
110 ,,,, , stttM M −K  และคา 0>ε  แตเปนคานอยๆ แลวเริ่มดวย

1. คํ านวณคา ( )0sF

2. ถา ( ) ε≤0sF  คา 0s  กคื็อผลเฉลย
3. คํ านวณคา )()( 001 sFsJs −−=∆

ถา ε≤∆s  คา 0s  ก็คือผลเฉลย
4. คนหาคา 0* >α  ทีท่ ําให ( ) ( )0*0 sFssF <∆+α

5. ก ําหนด sss ∆+= *00 α

ก ําหนด ( ) ( )ssFsF ∆+= *00 α
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ยอนกลับไปทํ าซํ้ าขั้นตอนที่ 2

เมือ่เปรียบเทียบกับวิธีซิมเปลชูดติ้ง (Simple shooting method) จะพบวามัลติเปลชูคติ้ง
เทคนคิ (Multiple shooting technique) มีคุณสมบัติที่มีความเสถียรทางตัวเลขมากกวา โดยเฉพาะ
อยางยิง่กบัปญหาที่มีความไมเชิงเสนสูง (Nonlinear) และปญหาที่ตัวแปรเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว

สรุปไดวาวิธีมัลติเปลชูคติ้งเทคนิค (Multiple shooting technique) จะตองกระทํ าดังนี้คือ
1. หาผลรวมของปญหาคาเริ่มตน (Initial value) สมการ (2.170-2.171)
2. คํ านวณคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) สมการ (2.175)
3. หาผลเฉลยของระบบเชิงเสน สมการ (2.174)

ซึ่งแตละขั้นตอนลวนแตเปนนัยสํ าคัญของปญหาทั้งสิ้น ทั้งนี้ในการแกปญหาคาเริ่มตน 
(Initial value problem) สมการ (2.170-2.171) ก็มีหลายวิธีการเชนกันแตวิธีที่ไดผลดีก็คือวิธีรัง-กัตตา
อันดบั 4(3) (Runge-Kutta method of order 4(3)) การหาคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) 
จะใชสมการ (2.170-2.171) และสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของ iA  ในจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain 
matrix) ไดโดยการแกคาปญหาคาเริ่มตน (Initial value problem) คือ
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การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน (Solution of linear system of equations) นั้นก็
สามารถใชจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) มาคํ านวณหาคาแดมพดวยวิธีนิวตัน (Newton’s 
method) โดยการแกปญหาสมการ (2.174) แตจะทํ าการจัดเรียงใหมดังนี้คือ
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ตอไปก็ทํ าการหาคาแมตริกซทแยง (Orthogonal factorization matrix) nnRQ 44
0

×∈  นั่นคือ
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เมื่อ nnRR 22
0

×∈  จะเปนแมตริกซสามเหลี่ยมบน (Upper triangular matrix) ทํ าการคูณทั้ง
สองขางของสมการ (2.178) ดวย ),( 0 IQT  จงึท ําใหไดสมการเปนดังนี้
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ในท ํานองเดียวกันโดยใช 1,,2,1  ,
~

1

−=








+

Mi
A
C

i

i K  ท ําใหเราไดสมการใหมเปน
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ดังนัน้เมือ่ท ําการลดสมการ (2.178) ไปเปนแมตริกซสามเหลี่ยมบน ดวยการทํ าเชนนี้ จะทํ า
ใหสามารถหาคา s∆  ดวยการแทนคากลับ (Back substitution) นั่นเอง

2.2.9.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary Constraints)
ในหัวขอนี้จะทํ าการพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control 

problem) ทีม่อีีควอลตีิคอนสเทรนท (Equality constraints) เขามาเกี่ยวของกับสเตตวาริเอเบิลและ
คอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) โดยเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
conditions) ทีเ่ขยีนอยูในรูปของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุดที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและสม
การพชีคณิต (Boundary-value problem involving differential and algebraic equations: BVP-
DAE) โดยเราจะท ําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ที่ทํ าใหคอส
ฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี้

( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,  (2.181)

โดยสอดคลองกับ

( )uxtx ,,ƒ=&  (2.182)
( )uxtc ,,0 =  (2.183)
( ) 000 xx −=  (2.184)
( )( )ftxψ=0  (2.185)

เมื่อ ( ) nRtx ∈ คือสเตตเวกเตอร (State vector), ( ) pRuxtc ∈,,  คือกลุมของอีควอลิตี
คอนสเทรนท(Equality constraints) ของสเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control 
variables) จ ํานวน )0( mnp +≤≤ , และ ( )( ) fn

f Rtx ∈ψ  คือชวงสุดทายที่หลากหลายของสภาวะ 
nn f ≤≤0  ในสมการคอสฟงกชันนอล (Cost functional) (2.181) ประกอบไปดวย สเกลาร

เทอรมนิอลเวตติ้งฟงกชัน (Scalar terminal weighting function) Φ , และสเกลารเพอรฟอมานซ
ฟงกชัน (Scalar performance function) L  สวนเวลาสุดทาย ft  ถกูก ําหนดไวตายตัว
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โดยทัว่ไปแลวปญหาการหาคาควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control problem) สามารถทํ า
ใหอยูในรูปสมการ (2.181-2.185) สวนกรณีที่มีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) จะ
มกีารเพิม่สแลกวาริเอเบิล (Slack variables) เขาไปเพื่อเปลี่ยนใหเปนเงื่อนไขเชิงเทากับ (Equality 
constraints) จากนัน้กใ็ชแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) มีเทอมฮามิลตันเนียน 
(Hamiltonian) คือ ),,(),,(),,(),,,,( uxtcuxtuxtLuxtH TT µλµλ +ƒ+=  เมื่อ nR∈λ  และ 

pR∈µ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrance multiplier) ดวยการใชฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) 
ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังนี้

( )uxtHx ,,ƒ== λ
&  (2.186)

xH−=λ&  (2.187)
uH=0  (2.188)

( )uxtcH ,,0 == µ  (2.189)
( ) 000 xx −=  (2.190)
( )( )ftxψ=0  (2.191)

( ) ( )f
T
xxft υψλ −Φ−=0  (2.192)

เมื่อ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multipliers) ที่ถูกใสเพิ่ม

เขาไปในสมการ (2.186-2.192) เพื่อบอกลักษณะของปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิง
อนพุนัธและสมการพีชคณิต (BVP-DAE) โดยที่สมการเชิงอนุพันธคือสมการ (2.186-2.187) สวนสม
การพีชคณิตคือสมการ (2.188-2.189) และสมการเงื่อนไขขอบเขตคือสมการ (2.190-2.192) สมการ
ดังกลาวสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมของสเตตวาริเอเบิล (State variables) )(x , โคสเตตวาริ
เอเบิล (Costate variables) )(λ , คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) )(u และลากรานซมัลติ
ไพลเออร ( Lagrange multipliers) )(µ  ซึง่เขียนดังนี้
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และ ( )zythy ,,=&  (2.193)
( )zytg ,,0 =  (2.194)
( ) ( )( )ftyyr ,00 =  (2.195)

สมการปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต (BVP-
DAE) สมการ (2.193-2.195) จะลดรูปลงเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
เทานัน้ดวยการใชสมการพีชคณิตสมการ (2.194) มาหาคา )(yGz =  ดังนัน้สมการ (2.193) สามารถ
เขียนเปน ( ))(,, yGythy =&  รวมกบัสมการ (2.195) จะมีลักษณะเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุดที่
เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต (Boundary-value problem involving 
differential equations: BVP-DE)

2.2.9.3.1 ผลเฉลยมัลติเปลชูดต้ิงของบีวีพี-ดีเออี (Multiple Shooting Solution 
to the BVP-DAE)

เพื่อใหใชวิธีนี้แกปญหาไดกับระบบดีเออี (DAE system) สมการ (2.193-
2.195) ได จะทํ าการแบงชวงเวลา ],0[ ftt ∈  ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt =<<<= K100  และ
ในแตละชวงเวลาให ),;( z

i
y

i ssty , ),;( z
i

y
i sstz เปนผลเฉลยปญหาคาเริ่มตน (Initial value DAE) คือ

( )zythy ,,=& , ( )1, +∈ ii ttt  (2.196)
( ) ikzytg −= ,,0 , ( )1, +∈ ii ttt , tcons)s,s(t;gk z

i
y

ii tan==  (2.197)
( ) ( ) 1,,1,0  ,tz  , i −=== Missty z

i
y

ii K  (2.198)

เมื่อ y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.193-2.195) 
ณ ที่โหนด Miti ,,2,1,0 , K=  และเพื่อใหแนใจวา y

is  และ z
is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพี-ดีเออี 

(BVP-DAE) สมการ (2.193-2.195) จะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ

( ) 1,,2,1,0  ,0,; 11 −==− ++ Misssty y
i

z
i

y
ii K

( ) Misstg z
i

y
ii ,,2,1,0  ,0,; K==

( ) 0,0 =y
M

y ssr
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สภาวะแรกก็คือผลเฉลยที่โหนด it  ซึ่ง y
is ตองมีความตอเนื่อง, สภาวะที่สองคือสมการ

พชีคณติ (2.194) จะตองสอดคลองกับทุกโหนดและสภาวะที่สามคือจะตองเปนไปตามเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) ถาสอดคลองกับสภาวะที่สองจะทํ าให 0=ik  ( ik  คือแฟกเตอรคลาย 
(Relaxation factor)) ในสมการ (2.197) สภาวะเหลานี้จะทํ าใหเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear 
equations) ข้ึนมาจํ านวน )1)(2( +++ Mpmn  และมีตัวไมรูคา s จ ํานวน )1)(2( +++ Mpmn

ดวย และสามารถเขียนสมการไดเปน
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 (2.199)

นอนลเินยีรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ (2.199) สามารถหาคาไดโดยการทํ าซํ้ า 
(Iterative) ดวยวธินีวิตัน (Newton’s method) ดังนั้นถาเดาคาเริ่มตน (initial gauss) ks  เพื่อใหไดคํ า
ตอบทีม่คีาใกลเคียงกับผลเฉลยของสมการ (2.193-2.195) จะตองทํ าการพัฒนาผลเฉลยที่ได 1+ks  ดัง
ตอไปนี้

]1,0( ,1 ∈∆+=+ αα sss kk  (2.200)
( ) ( ) econvergenc,until,,, ksFs∆sJ kk  21 K=−=  (2.201)

เมื่อจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) คือ ssFsJ ∂∂= )()(  มีขนาดมิติ 
)1)(2( +++ Mpmn  ซึง่จะมีรูปแบบดังนี้
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จะทํ าซํ้ าสมการ (2.200-2.202) ไปจนกระทั่งลูเขาหาคํ าตอบ (Convergence) นั่นคือ 
ε≤∆s  หรือ ε≤+ )( 1ksF  เมื่อ ε  เปนคาบวกที่มีคานอย สวนแดมปงแฟกเตอร (Damping 

factor) α  จะเปนตัวที่ควบคุมการทํ าซํ้ าแตละครั้งวา )()( 1 kk sFsF ≤+  ซึง่เมื่อคาการคํ านวณลูเขา
หาคํ าตอบ คา 1+ks  กจ็ะเปนผลเฉลยของปญหาบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE) สมการ (2.193-2.195) จาก
หลกัการดังกลาวสามารถเขียนอยางสรุปไดดังนี้

กอนอื่นตองกํ าหนดคา 0
110 ,,,, , stttM M −K  และคา 0>ε  แตเปนคานอยๆ แลวเริ่มดวย

1. คํ านวณคา ( )0sF

2. ถา ( ) ε≤0sF  คา 0s  ก็คือผลเฉลย
3. คํ านวณคา )()( 001 sFsJs −−=∆

ถา ε≤∆s  คา 0s  ก็คือผลเฉลย
4. คนหาคา 0* >α  ทีท่ํ าให ( ) ( )0*0 sFssF <∆+α

5. ก ําหนด sss ∆+= *00 α

ก ําหนด ( ) ( )ssFsF ∆+= *00 α

ยอนกลับไปทํ าซํ้ าขั้นตอนที่ 2
สรุปไดวาวิธีมัลติเปลชูคติ้งเทคนิค (Multiple shooting technique) จะตองกระทํ าดังนี้คือ

1. หาผลรวมของปญหาคาเริ่มตน (Initial value) สมการ (2.196) ในแตละชวงของ
เวลา M  เพือ่น ํามาใชคํ านวณหาฝงขวามือของสมการ (2.201)

2. คํ านวณคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) สมการ (2.202)
3. หาผลเฉลยของระบบเชิงเสน สมการ (2.201) เพื่อใหได s∆
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ซึ่งแตละขั้นตอนลวนแตเปนนัยสํ าคัญของปญหาทั้งสิ้น ทั้งนี้ในการแกปญหาคาเริ่มตน 
(Initial value problem) กม็หีลายวธิกีารเชนกันแตวิธีที่ไดผลดีก็คือวิธีรัง-กัตตาอันดับ 4(3) (Runge-
Kutta method of order 4(3)) การหาคาจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) จะใชสมการ (2.196) 
และสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของ iA  ในจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain matrix) ไดโดยการแกคา
ปญหาคาเริ่มตน (Initial value problem) คือ
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( ) ( ) 0  , =
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( ) ( ) I
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สมการ (2.203-2.207) คือกลุ มของสมการอนุพันธ-พีชคณิตแบบเชิงเสน (Linear 
differential-algebraic equations)

2.2.9.4 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)
จะใชเทคนิคฟงกชันถวงนํ้ าหนัก (Penalty function technique) เปลี่ยนใหไมมีอิน

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) โดยเราจะทํ าการพิจารณาปญหาการคนหาคา
คอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ทีท่ ําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ
สมการดังนี้

( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,  (2.209)

โดยสอดคลองกับ
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( )uxtx ,,ƒ=&  (2.210)
( ) 0,, ≤uxtc  (2.211)
( ) 00 xx =  (2.212)

เมื่อ  ( ) pRuxtc ∈,,    คือกลุมของอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) 
ของสเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) และกระจายดวยการใช
ฟงกชันถวงนํ้ าหนัก (Penalty function) คือ

( )( ) pi
cifcc
cifc

C
iii

ii
i ,,2,1  

 33
 1

2 K=




<−++
≥−−

=
σσσσ
σ  (2.213)

เมื่อ σ  คือพารามิเตอร  ดวยการใชสมการ (2.213) ทํ าใหเปลี่ยนอินอีควอลิตีคอนสเทรนท 
(Inequality constraints) ใหเปนแบบไมมีเงื่อนไข (Unconstraint) ได โดยเราจะทํ าการพิจารณา
ปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ทีท่ ําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคา
นอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี้

( ) ( )( ) ( ) ( )dtuxtCuxtLtxI
p

i
ik

t

fk
f ,,,,

1
0 ∑∫

=

++Φ= ρρ  (2.214)

โดยสอดคลองกับ

( )uxtx ,,ƒ=&  (2.215)
( ) 00 xx =  (2.216)

เมื่อ kρσ = , 0>kρ , 1+> kk ρρ
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2.2.9.4.1 ผลเฉลยมัลติเปลชูดต้ิงตอเนื่อง (Multiple Shooting-Continuation 
Solution)

การควบคมุเหมาะที่สุด (Optimal control) ของปญหาสมการ (2.209) สามารถ
ทีจ่ะหาค ําตอบไดโดยการทํ าใหอยูรูปของสมการ (2.214) ดวยการเพิ่มคาเพียงเล็กนอยของ kρ  และ
เนคเซสเซอรคีอนดิซันของปญหานี้สามารถทํ าใหอยูในเทอมของฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) คือ

( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( )( ) ( ) f
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&&  (2.217)

เมื่อ nR∈λ  และ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) บีวีพี-ดีเอ

อี (BVP-DAE) สมการ (2.217) สามารถเขียนใหกระชับไดเปน
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= λρ , ( ) m
uk RHzytg ∈=ρ;,,

และ
( )kzythy ρ;,,=&  (2.218)
( )kzytg ρ;,,0 =  (2.219)
( ) ( )( )ftyyr ,00 =  (2.220)

สมการ (2.217) จํ านวน fnn +2  จะลดลงเปน n2  ในสมการ (2.220) ดวยการตัด fn  ออก 
เพราะเกี่ยวของกับลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) fυ

วธิมีลัติเปลชูดติ้งตอเนื่อง (Multiple shooting-continuation method) จะถูกนํ ามาใชแก
ปญหาโดยการกํ าหนดคา 0→kρ  และท ําการแบงชวงเวลา ],0[ ftt ∈  ออกเปน M  ชวงคือที่ 
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fM tttt =<<<= K100  โดยในแตละชวงเวลาจะให );,;( k
z

i
y

i ssty ρ , );,;( k
z

i
y

i sstz ρ  เปนผล
เฉลยของปญหาคาเริมตน (Initial value DAE) ดังนี้

( )kzythy ρ;,,=& , ( )1, +∈ ii ttt  (2.221)
( ) ik kzytg −= ρ;,,0 , tcons)s,s(t;gk z

i
y

ii tan==  (2.222)
( ) ( ) 1,,1,0  ,tz  , i −=== Missty z

i
y

ii K  (2.223)

เมื่อ y
is  และ z

is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.218-2.220) 
ณ ที่โหนด Miti ,,2,1,0 , K=  เพือ่ใหแนใจวา y

is  และ z
is  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพี-ดีเออี (BVP-

DAE) จะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ
- มคีวามสืบเนื่องของผลเฉลยที่โหนด คือ ( ) 1,,2,1,0  ,0;,; 11 −==− ++ Misssty y

ik
z

i
y

ii Kρ

- เปนไปตามสมการพีชคณิตที่โหนด คือ ( ) Misstg k
z

i
y

ii ,,2,1,0  ,0;,; K==ρ

- เปนไปตามสมการเงื่อนไขขอบเขต คือ ( ) 0,0 =y
M

y ssr

จากเงื่อนไขทั้งสามทํ าใหระบบเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) ข้ึนมา
จ ํานวน )1)(2( +++ Mpmn  และมีตัวไมรูคา s  และ kρ  จ ํานวน )1)(2( +++ Mpmn  ดวย และ
สามารถเขียนสมการไดเปน

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )























==





























−

−

=

−−

−−−

z
M

y
M

z

y

k
y

M
y

k
z
M

y
MM

y
Mk

z
M

y
MM

k
z
M

y
MM

y
k

zy
k

zy

s
s

s
s

s

ssr
sstg

sssty
sstg

sssty
sstg

sF M

M 0

0

0

11

111

1001

000

  ;0

;,
;,;

;,;
;,;

;,;
;,;

ρ
ρ
ρ

ρ

ρ
ρ

 (2.224)

เมือ่กํ าหนดคา kρ  กจ็ะไดผลเฉลยของนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equation) สมการ 
(2.224) เปนผลเฉลยโดยประมาณของสมการ (2.214) ที่โหนด Miti ,,2,1,0 , K=
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2.2.9.4.2 วธิีตอเนื่อง (Continuation Method)
ในการหาผลเฉลยของปญหาสมการ (2.214) ที่มีระบบสมการ (2.224) จะตอง

ท ําการแกปญหาดวยการกํ าหนดคา kρ  ดวยการ 0lim =→∞ kk ρ  ซึง่สามารถทํ าไดโดยใชข้ันตอนของ
วธิตีอเนือ่ง (Continuation or homotopy procedure) โดยเริ่มจากทํ าการแกสมการ (2.224) ดวยการ
กํ าหนดคา kρ  ซึ่งผลที่ไดจากการแกสมการจะเปนคาเดาเริ่มตนใหกับพารามิเตอรถวงนํ้ าหนัก 
(Penalty parameter) kk ρρ <+1  และขัน้ตอนของวิธีตอเนื่อง (Continuation procedure) จะทํ าไปจน
กระทั่ง kρ  เขาใกลศูนย ซึ่งมีข้ันตอนดังนี้
ขั้นตอนที่ 1 ประมาณคาโพลีโนเมียลนอกชวง (Prediction via Polynomial Extrapolation)

ในการหาคาของ );( 1
1

−
−

k
ks ρ   และ   );( 2

2
−

−
k

ks ρ    จะตองทํ าการประมาณคา  kρ   โดย
การใชวิธีการใดวิธีการหนึ่งดังนี้คือ
1. ตัวท ํานายกํ าหลังศูนย (Zeroth-order predictor)
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=
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2. ตัวท ํานายกํ าหลังหนึ่ง (First-order predictor (secant))
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เมื่อ kŝ  เปนผลเฉลยโดยประมาณที่ kρ  และ )1,0(1 ∈−kh  เปนแฟกเตอรปรับ
ขั้นตอนที่ 2 แกคาแดมพของการทํ าซํ้ าแบบนิวตัน (Correction via Damped Newton’s Iteration)

วธิกีารเหมอืนกับในหัวขอ (2.1.9.3.1) ณ ชวงสุดทายของขั้นตอนนี้ กํ าหนดให corN  เปน
จ ํานวนครั้งของการทํ าซํ้ า
ขั้นตอนที่ 3 ปรับขนาดชวง (Stepsize adjustment)

ขนาดชวง kh  ทีเ่หมาะสมจะมีขนาดใกลกับหนึ่ง ณ ที่ทุกๆ k  แตก็สามารถทํ าการปรับขนาด
ชวงไดเชนกัน คือ

10 max1min

11

<≤≤<

=

−

−−

hhh

N
Nhh

new
k

opt

corold
k

new
k

ข้ันตอนการทํ าตอเนื่อง (Continuation procedure) จะสิ้นสุดเมื่อ ( ) ( ) ερρ <− −1kk II

หรือ ρερ <k

2.2.9.5 ปญหาการควบคุมเหมาะที่สุดที่มีพารามิเตอร (Optimal Control 
Problems with Parameters)
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โดยเราจะทํ าการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  และ
มพีารามเิตอร (Parameters) ที่ทํ าใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสม
การดังนี้

( )( ) ( )dtpuxtLptxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,,,  (2.225)

โดยสอดคลองกับ

( )puxtx ,,,ƒ=&  (2.226)
( )puxtc ,,,0 ≥  (2.227)
( ) 000 xx −=  (2.228)

( )( )ptx f ,0 ψ=  (2.229)

เมือ่ใชฟงกชันถวงนํ้ าหนัก (Penalty function) จะทํ าใหเขียนสมการไดเปน

( ) ( )( ) ( ) ( ) dtpuxtCpuxtLptxI ft p

i
ikfk ∫ ∑ 








++Φ=

=
0

1
,,,,,,,, σρρ  (2.230)

โดยสอดคลองกับ

( )puxtx ,,,ƒ=&  (2.231)
( ) 000 xx −=  (2.232)

( )( )ptx f ,0 ψ=  (2.233)
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เมื่อ 0>kρ , 1+> kk ρρ  และ 0lim =→∞ kk ρ  ทํ าใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 
conditions) ดังนี้
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 (2.234)

โดยฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) คือ

( ) ( ) ( ) ( )puxtpuxtCpuxtLpuxtH T
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i
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=

λρσρρλ

เมื่อ nR∈λ  และ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) สวน

pnR∈γ  คือผลเฉลยอยางงายของปญหา (Facilitate) สมการ (2.234) สามารถเขียนใหกระชับไดเปน
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( )kzytg ρω ;,,,0 =  (2.236)
( ) ( )( )ω,,00 ftyyr=  (2.237)

2.2.9.5.1 ผลเฉลยมัลติเปลชูดต้ิงตอเนื่อง (Multiple Shooting-Continuation 
Solution)

การแกปญหาสมการ (2.235-2.237) สามารถที่จะหาคํ าตอบไดโดยใชข้ันตอน
เหมอืนกบัในหัวขอ (2.1.9.4.1) แตตองเพิ่มเติมในสวนของตัวไมทราบคา ω  และท ําการแบงชวงเวลา 

],0[ ftt ∈  ออกเปน M  ชวงคือที่ fM tttt =<<<= K100  โดยในแตละชวงเวลาจะให 
);,,;( k
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i ssty ρω , );,,;( k

z
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y
i sstz ρω  เปนผลเฉลยของปญหาคาเริมตน (Initial value DAE) ดังนี้

( )kzythy ρω ;,,,=& , ( )1, +∈ ii ttt  (2.238)
( ) tcons);ρω,s,s(t;gk, k;ρω,z,yt,g k
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( ) ( ) 1,,1,0  ,tz  , i −=== Missty z
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ii K  (2.240)

เมื่อ y
is , z

is  และ ω  เปนผลเฉลยของปญหาบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE) ของสมการ (2.235-
2.237) ณ ที่โหนด Miti ,,2,1,0 , K=  และจะตองสอดคลองกับสภาวะเหลานี้ดวย คือ

- มคีวามสืบเนื่องของผลเฉลย y
is  ทีโ่หนด

- เปนไปตามสมการพีชคณิต สมการ (2.236) ที่แตละโหนด
- เปนไปตามสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) สมการ (2.237)
จากเงื่อนไขทั้งสามทํ าใหระบบเกิดนอนลิเนียรอีเควชัน (Nonlinear equations) ข้ึนมา

จ ํานวน fp nnMpmn +++++ )1)(2(  และมีตัวไมรูคา ( )ω,s  และ kρ  และเขียนสมการไดเปน
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ในการหาผลเฉลยของปญหาสมการ (2.241) จะตองทํ าการแกปญหาดวยการกํ าหนดคา 
kρ  ดวยการ 0lim =→∞ kk ρ  และมข้ัีนตอนเหมือนกับหัวขอ (2.1.9.4.2) แตข้ันตอนแกคาแดมพของ

การท ําซํ้ าแบบนิวตัน (Correction via Damped Newton’s Iteration) หาจากสมการนี้คือ
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จากสมการ (2.238-2.240) สามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของจาโคเบียนแมตริกซ (Jacobain 
matrix) ไดโดยการแกปญหาคาเริ่มตน (Initial value DAE) ในชวงเวลา ( )1, +∈ ii ttt  ดังนี้
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2.2.10 สรปุเกี่ยวกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization Conclusion)
ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการการ

เคลื่อนที่ก็คือ ∑ == xmmaF &&  แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นไมสะดวกถาสม
การมรูีปแบบเปนสมการกํ าลังสองดังกลาว ดังนั้นจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกํ าลังหนึ่งคือ 21 xx =&  และ 

mFx ∑=2&  ดังสมการ (2.50) คือ

( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=

ปญหาไดนามกิออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้น จะมีการกํ าหนดเงื่อนไขเริ่มตนและเงื่อน
ไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกํ าหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคานอยสุด
หรือมากสุด ดังนี้

( ) ( ) tduuxxtLxxtJ f

f

t

t mntn ∫+Φ=
0

,,,,,,,,, 111 KKK

โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )
ftnxxt ,,, 1 KΦ  ซึง่เรียกวา 

เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11 KK  ซึง่เรยีกวา อินทิกรัลเทอม  
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(Integral term) ซึง่หากกํ าหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

2  จะเรยีกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum energy), 

หากกํ าหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1
 จะเรยีกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หากกํ าหนด ft=Φ  จะ

เรียกวาปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกํ าหนด ( )ftx2=Φ  จะเรยีกวาปญหาความเร็ว
สูงสดุ (Maximum velocity) เปนตน ซึ่ง Φ  และ L  จะเรยีกวา สภาวะของปญหา (State of the 
problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical techniques) มีสองลักษณะ
ใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) โดยอาศัยหลักการของ
แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทํ าใหสามารถเขียนคอสฟงกชันนอล (Cost 
functional) โดยทัว่ไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) lυ , iλ  และ iµ  เขามาเกี่ยว
ของไดดังนี้คือ

( ) ( )

dtLJ

tdscgxLsJ

f

f

t

t

t

t

n

i

r

i

p

i
iiiiiiii

q

l
ll

∫

∫ ∑ ∑ ∑∑

′+Φ′=′

+++ƒ−+++Φ=
= = ==

0

0 1 1 1

2

1
µµλυ &

เมื่อ

( ) ( )∑ ∑ ∑

∑

= = =

=

+++ƒ−+=′

+Φ=Φ′

n

i

r

i

p

i
iiiiiiii

q

l
ll

scgxLL

s

1 1 1

2

1

µµλ

υ

&

สมการดงักลาวนี้นํ าไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ไดทุก
ปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and inequality 
constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูปสมการตามโจทย
ของปญหานั้นๆ นั่นเอง

2.3 แบบจํ าลองทางคณิตศาสตร (Mathematical Model)
ในการวิเคราะหและสรางแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรของระบบไดนามิกยานยนตนั้น สวน

ใหญแลวนยิมใชระบบแกนอางอิงตามมาตรฐาน SAE J670e แบบจํ าลองทางคณิตศาสตรถูกสรางขึ้น
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มาเพือ่เอาไปใชกับการศึกษาและวิเคราะหพฤติกรรมดานตางๆ ของยานยนต โดยเริ่มต้ังแตระบบสอง
ระดบัข้ันความเสรี (2 DOFs) ข้ึนไป สวนแบบจํ าลองที่จะใชกับการศึกษาวิจัยครั้งนี้จะใชหาระดับข้ัน
ความเสร ี(5 DOFs) และเปนแบบจํ าลองของยานยนตในลักษณะจักรยานหรือสองมิติ เนื่องจากวาเปน
ทีน่ยิมและบริษัทผลิตยานยนต (Tahari S. 1990: Thesis) เชน ฮอนดา (Honda) ไดนํ าไปใชในการ
วเิคราะหและวิจัยดวย

2.3.1 ระบบแกนอางอิงของยานยนต (Vehicle Axis System)
ระบบแกนอางอิงที่นํ ามาใชกับตัวยานยนตมักจะนิยมใชระบบแกนอางอิงตามมาตรฐาน 

SAE J670e ซึง่อาศยักฎของมือขวาดังภาพประกอบ 1 ดังนี้ โดย

ทศิทางตามแนวแกน x  แทนการเคลื่อนที่ไปทางตรง (Longitudinal direction)
ทศิทางตามแนวแกน y  แทนการเคลื่อนที่ไปทางขวาง (Lateral direction)
ทศิทางตามแนวแกน z  แทนการเคลื่อนที่ข้ึน-ลง (Vertical direction)
การหมุนรอบแนวแกน x  แทนการโครงตัว (Roll)
การหมุนรอบแนวแกน y  แทนการกระดอน (Pitch)
การหมุนรอบแนวแกน z  แทนการสาย (Yaw)
ภาพประกอบ  1 ระบบแกนอางอิงของยานยนต (Body axis) ตามมาตรฐาน SAE J760e
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ในการเคลื่อนที่ของยานยนตโดยทั่วไปแลวจะพรรณนาไดดวยความเร็วในการเคลื่อนที่ของ
ระบบแกนของยานยนตเปรียบเทียบกับระบบแกนของโลก พิจารณาจากภาพประกอบ 2

ภาพประกอบ  2 การเคลือ่นที่ของยานยนตในระบบแกนโลก (Global coordinate)

โดยการใชกฎขอที่สองของนิวตันพิจารณาการเคลื่อนที่ทั้งสองระบบคือเชิงเสนและเชิงหมุน
จะไดสมการในการเคลื่อนที่อยางงายของรถ ดังนี้

ระบบการเคลื่อนที่เชิงเสน (Translational Systems) คือ
∑ = xx maF ,∑ = yy maF ,∑ = zz maF

และระบบการเคลื่อนที่เชิงหมุน (Rotational Systems) คือ
∑ = xxxx IT α ,∑ = yyyy IT α ,∑ = zzzz IT α

โดยที่  
gdrrrfarf RRRRRFFm

g
W

dt
xdm −−−−−+==2

2   และ a
dt

xd
=2

2

เมื่อ Ff คือแรงขับเคลื่อนลอหนา (Tractive effort of the front tire), Fr คือแรงขับเคลื่อนที่ลอ
หลงั (Tractive effort of the rear tire), Ra คือแรงตานจากอากาศ (Aerodynamic resistance), Rrf คือ
แรงตานการเคลื่อนที่ของลอหนา (Resistance of the front tire), Rrr คือแรงตานการเคลื่อนที่ของลอ
หลงั (Resistance of the rear tire), Rd คือแรงตานการลาก (Drawbar load), Rg คือแรงตานทางชัน  
(Grade resistance) ตามลํ าดับ เปนตน

สวนระบบแกนอางอิงของยางมักนิยมใชระบบแกนอางอิงของ Milliken ดังภาพประกอบ 3
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ภาพประกอบ  3 ระบบแกนอางอิงของยาง

ในการเคลือ่นทีข่องยานยนตนั้นจะมีลักษณะการเลื่อน (Slip) เกิดขึ้นดวย ซึ่งประกอบไปดวย
การเลือ่นของยาง (Tire slip angle) ดังภาพประกอบ 4 และมีการเลื่อนของตัวยานยนตดวย ดังแสดง
ในภาพประกอบ 5 ตามลํ าดับ

ภาพประกอบ  4 ลัก

ภาพประกอบ  5 ลักษณ
ษณะการเลื่อนของยาง (Tire slip angle)
ะการเลื่อนของตัวยานยนต (Body slip angle)
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2.3.2 ลกัษณะแบบจํ าลองของยานยนต (Vehicle Model Characteristic)
แบบจํ าลองดานไดนามิกยานยนตมักจะเริ่มตนจากแบบจํ าลองอยางงายกอนโดยมีต้ัง

แตสองระดบัข้ันความเสรีข้ึนไป แบบจํ าลองที่เปนที่รูจักกันทั่วไปก็คือแบบจํ าลองยานยนตแบบจักรยาน
สองระดบัข้ึนความเสรี (Two degree of freedom bicycle model) เชนการเคลื่อนที่ไปทางขวางและ
การสาย (Lateral and yaw motion) เพื่อทํ าการศึกษาผลกระทบตอความเสถียรของยานยนต ดังแสดง
ในภาพประกอบ 6 เปนตน

ภาพประกอบ  6 ลักษณะของแบบจํ าลองยานยนตสองระดับข้ันความเสรี

สวนแบบจํ าลองยานยนตแบบจักรยานสามระดับข้ึนความเสรี (Three degree of freedom 
bicycle model) ท ําโดยเพิม่เติมการเคลื่อนที่ในทางตรง (Longitudinal Motion) เขาไป เพื่อทํ าการ
ศึกษาการเคลื่อนที่ของยานยนตในระนาบ YX − อยางสมบูรณ โดยเพิ่มตัวแปรความเร็วทางตรง 
(Longitudinal velocity) และแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal force) เขาไปในแบบจํ าลอง ดังแสดง
ในภาพประกอบ 7
ภาพประกอบ  7 ลักษณะของแบบจํ าลองยานยนตสามระดับข้ันความเสรี
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ในบางการศึกษาจะทํ าการเพิ่มระดับข้ันความเสรีการหมุนของลอหนาและลอหลังเขาไปใน
แบบจ ําลองและเพิ่มผลกระทบการเลื่อนจากทางทรง (Longitudinal slip) ดังแสดงในภาพประกอบ 8

ภาพประกอบ  8 ลักษณะของแบบจํ าลองการหมุนของลอ

ซึ่งแบบจํ าลองนี้จะเรียกวาแบบจํ าลองยานยนตแบบจักรยานหาระดับข้ันความเสรี (Five 
Degree of Freedom Bicycle Model) และจะถกูน ํามาใชกับการศึกษาวิจัยในครั้งนี้ และจะกลาวใน
รายละเอียดในหัวขอถัดไป

ทั้งนี้ความแตกตางของระดับข้ันความเสรีของแบบจํ าลองจะขึ้นอยูกับวัตถุประสงคของแตละ
การศกึษาวจิยั การศึกษาวิจัยบางงานอาจจะมีระดับข้ันความเสรีถึง 8 ระดับข้ันซึ่งวัตถุประสงคของการ
ศึกษาวจิยักเ็พือ่ศึกษาการเคลื่อนที่แบบไมสมมาตรกันของฝงขวาและฝงซายของยานยนต เพื่อทํ าการ
ออกแบบระบบรองรับเปนตน ดังแสดงในภาพประกอบ 9
ภาพประกอบ  
9 แบบจํ าลองยานยนตแบบ 8 ระดับข้ันความเสรี
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2.3.3 แบบจ ําลองยานยนตหาระดับขั้นความเสรี (Five Degree of Freedom Model)
แบบจํ าลองยานยนตที่จะใชสํ าหรับการศึกษาวิจัยครั้งนี้ใชแบบจักรยานหาระดับข้ัน

ความเสรี (Tahari S. 1990: Thesis) ประกอบไปดวยการหมุนของลอหนาและลอหลัง, การเคลื่อนที่ไป
ทางตรง, การเคลื่อนที่ไปทางขวาง และการเคลื่อนที่หมุนรอบแกน z (การสาย) ซึ่งแบบจํ าลองลักษณะ
นี้จะคลอบคลุมการควบคุมยานยนตใหเคลื่อนที่ไปไดทั้งทางตรงและทางโคงในระนาบ YX − (แกน
โลก) อยางสมบูรณ

ตอไปเรามาศึกษาสมการการเคลื่อนที่ของแบบจํ าลองของยานยนตแบบหาระดับข้ันความ
เสรี (Five Degree of Freedom Model) ซึง่มรีายละเอียดดังนี้

ภาพประกอบ  10 ผังวัตถุยานยนต 5 ระดับข้ันความเสรี (มุมมองดานขาง)

B A

Mg

CG

Fxr

Fzr

Fxf

Fzf

h

AB
ภาพประกอบ  11 ผังวัตถุอิสระยานยนต 5 ระดับข้ันความเสรี (มุมมองดานบน)
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ภาพประกอบ  12 ผังวัตถุอิสระ (Free body diagram) ของลอ (มุมมองดานขาง)

ผังวตัถอิุสระ (Free body diagram) มุมมองดานขางและมุมมองดานบนในภาพประกอบ 
2.10-2.12 นีจ้ะถกูน ํามาใชหาสมการการเคลื่อนที่ของยานยนต โดยที่ไมนํ าเอาผลกระทบจากมุมแคม
เบอร (Camber angle), โมเมนตทรงตัว (Self aligning moment) และผลกระทบเนื่องจากระบบรองรับ
มาเกีย่วของ ทํ าใหสามารถหาสมการการเคลื่อนที่ไดดังตอไปนี้ คือ

ผลรวมของแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal force) ตามแนวแกน x , ผลรวมของแรงกระทํ า
ดานขาง (Lateral force) ตามแนวแกน y , ผลรวมของโมเมนตจากการสาย (Yaw moment) รอบจุด 
CG (รอบแกน z ), ผลรวมของแรงบิดรอบแกนของลอหนาและลอหลังมีคาดังนี้คือ

( ) xryfxf FFFyxM +−=− δδθ sincos&&&&  (2.253)
( ) yryfxf FFFxyM ++=+ δδθ cossin&&&&  (2.254)

( ) yryfxfz BFFFAI −+= δδθ cossin&&  (2.255)
wxffw RFI =ω&  (2.256)

wxrrw RFI =ω&  (2.257)

เมื่อ xfF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหนาตามแนวแกน x

xrF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหลังตามแนวแกน x

yfF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหนาตามแนวแกน y

yrF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหลังตามแนวแกน y

M  คือมวลของยานยนต (Mass)
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x&   คือความเร็วในแนวแกน x  (Longitudinal component of vehicle velocity)
y&  คือความเร็วในแนวแกน y   (Lateral component of vehicle velocity)
θ&  คืออัตราการสาย (Yaw rate)
δ  คือมุมเลี้ยว (Steering angle) ของลอหนา
θ  คือมมุสาย (Yaw angle) ของยานยนต

zI  คือโมเมนตความเฉื่อยจากการสาย (Yaw Moment of Inertia)
fω คือความเร็วเชิงมุมของลอหนา (Angular velocity for front wheel)
rω คือความเร็วเชิงมุมของลอหลัง (Angular velocity for rear wheel)

wI คือความเฉื่อยของลอรอบแกนหมุน (Inertia of the wheel about the axle)
wR คือรัศมีของลอ (Wheel radius)

A  คือระยะจากจุดศูนยถวงถึงลอหนา (Vehicle center of gravity location from front tire)
B  คือระยะจากจุดศูนยถวงถึงลอหลัง (Vehicle center of gravity location from rear tire)

และเราสามารถหาคาความเร็วในเคลื่อนที่ของยานยนตในระบบแกนโลก (Global 
Coordinate) ไดดังตอไปนี้

θψ && =  (2.258)
ψψ sincos yxX &&& −=  (2.259)
ψψ cossin yxY &&& +=  (2.260)

เมื่อ X& คือองคประกอบความเร็วของยานยนตในแนวแกน X ของระบบแกนโลก
Y&  คือองคประกอบความเร็วของยานยนตในแนวแกน Y ของระบบแกนโลก
ψ&  คืออัตราการสาย (Yaw rate) รอบแกน Z ของระบบแกนโลก
x&   คือองคประกอบความเร็วในแนวแกน x ของระบบแกนยานยนต
y&   คือองคประกอบความเร็วในแนวแกน y ของระบบแกนยานยนต
ψ  คือมมุสาย (Yaw angle) ของยานยนตในแนวแกน Z ของระบบแกนโลก
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2.3.3.1 การค ํานวณหาแรงยาง (Tire Force Calculation)
เราสามารถหาแรงกระทํ าตั้งฉากกับยาง (Normal Loads) ของลอหนาและลอ

หลังไดโดยอาศัยความสัมพันธที่สอดคลองกับการเปลี่ยนแปลงของความเรงทางตรง (Longitudinal 
acceleration) เนื่องจากแรงกระทํ าตั้งฉาก (Normal forces) จะมีคาตามการเปลี่ยนแปลงของ
ความเรงทางตรง (Longitudinal acceleration) โดยไมนํ าผลกระทบเนื่องจากระบบรองรับมาเกี่ยวของ 
ทํ าใหเราสามารถหาแรงตั้งฉากของลอหนาและลอหลังไดจากผลรวมของโมเมนตรอบจุดสัมผัสที่วัด
จากจดุศนูยถวงไปหาลอทั้งสองขาง (Contact patch) ดังแบบจํ าลองในภาพประกอบ 10

ดังนัน้จะไดแรงกระทํ าตั้งฉากของลอหนา (Normal load of front tire) และไดแรงกระทํ าตั้ง
ฉากของลอหลัง (Normal load of rear tire) ตามลํ าดับดังตอไปนี้

( )
BA

hFFMgB
F xrxf

zf +

+−
=  (2.261)

( )
BA

hFFMgA
F xrxf

zr +

++
=  (2.262)

เมื่อ zfF คือแรงกระทํ าตั้งฉากกับลอหนา (Normal load of front tire)
zrF คือแรงกระทํ าตั้งฉากกับลอหลัง (Normal load of rear tire)

h  คือความสงูจากพื้นถึงจุดศูนยถวงของยานยนต (Height of the CG from the ground)

 และเราสามารถหามุมเลื่อนของยาง (Slip angle) คือ fα และ rα ไดโดยทํ าการพิจารณา
ภาพประกอบ 13 โดยที่ไมมีการนํ าเอาผลกระทบจากการเปลี่ยนเกียร (Lateral weight shift), แรงตาน
การเลีย้ว (Roll steer and steering compliance) และมุมแคมเบอร (Camber angle) ทํ าใหเรา
สามารถหาคาความเร็วของลอหนา ( )tfV  ไดดังนี้คือ

iakVVtf
ˆˆ×+= θ&

rr  (2.263)
iakjyixVtf
ˆˆˆˆ ×++= θ&&&

r  (2.264)
( ) jayixVtf

ˆˆ θ&&&
r

++=  (2.265)
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เมื่อ tfV
r  คือเวกเตอรความเร็วของยางหนา, V

r  คือเวกเตอรความเร็วของยานยนตที่จุด CG, 
k̂θ&  คือความเร็วเชิงมุมของการสายของรถ (Yaw angular velocity), î , ĵ และ k̂ คือเวกเตอรหนึ่งหนวย

ภาพประกอบ 13 มุมเลื่อน (Slip angle) ของลอหนา (มุมมองดานบน)

จากสมการดงักลาวทํ าใหไดมุมเลื่อนของลอหนา (Front tire slip angle) fα และดวยหลัก
การเดยีวกันทํ าใหไดมุมเลื่อนของลอหลัง (Rear tire slip angle) rα ดังนี้ คือ

δθα −






 +
= −

x
Ay

f &

&&1tan  (2.266)








 −
= −

x
By

r &

&& θα 1tan  (2.267)

และสามารถหาขนาดความเร็วขอบของลอหนาและลอหลัง (Magnitude of the front and 
rear tire axle velocity) แทนดวย tfV  และ trV ตามลํ าดับ ไดดังนี้ คือ

A

θ&A

θ&& Ay +

δ

fα

x&

θ&

fα

δ
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( ) 22
xAyVtf &&& ++= θ  (2.268)

( ) 22
xByVtr &&& +−= θ  (2.269)

และเราสามารถคํ านวณหาขนาดของความเร็วในการเคลื่อนที่ไปทางตรงของลอหนาและลอ
หลงั (Magnitude of the front and rear tire longitudinal velocity) แทนดวย wxfv  และ wxrv ตาม
ลํ าดับ ไดดังนี้ คือ

ftfwxf Vv αcos=  (2.270)
rtrwxr Vv αcos=  (2.271)

ดังนัน้ท ําใหเราสามารถหาคามุมเลื่อนทางตรง (Longitudinal slip) ของลอหนาและลอหลัง
เมื่อมีการเบรกขึ้นไดดังนี้ คือ










 −
=

wxf

wfwxf
af v

Rv
S

ω  (2.272)








 −
=

wxr

wrwxr
ar v

RvS ω  (2.273)

สมการ 2.253-2.273 คือสมการตางๆ ที่เกิดขึ้นของแบบจํ าลองของยานยนตแบบหาระดับ
ข้ันความเสรี (Five Degree of Freedom Model) ทีม่กีารควบคมุการเลี้ยวที่สองลอหนา โดยสมการทั้ง
หมดไดจากแบบจํ าลองที่มีลักษณะแบบไมเชิงเสน (Non-linear vehicle model)

แตเนื่องจากแบบจํ าลองของยานยนตแบบไมเชิงเสนมีความซับซอนมาก ดังนั้นเพื่อหาคา
บางคา เชน yfF  และ yrF จะมคีวามซบัซอนตามไปดวย ดังนั้นเพื่อลดความซับซอนลง จึงตองทํ าการ
ท ําการวเิคราะหพฤติกรรมดานไดนามิก ของยานยนตเปนแบบเชิงเสน (Linear vehicle model) ซึ่งเรา
สามารถท ําการเปลี่ยนแบบจํ าลองของยานยนตแบบไมเชิงเสน (Non-linear vehicle model) ใหเปน
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แบบจํ าลองแบบเชิงเสน (Linear vehicle model) ได โดยกํ าหนดใหคาความเร็วทางตรง 
(Longitudinal velocity) มคีาคงที ่ และตองทํ าแบบจํ าลองของยางใหเปนแบบเชิงเสน (Tire linear 
model) ดวย นัน่คอืตองสมมุติใหมุมเลี้ยวมีคานอยๆ และจากการที่คาความเร็วทางตรงคงที่จะทํ าให
คาของแรงตามแนวแกน x เปนศูนย ทํ าใหสมการ (2.254-2.255) มีคาดังนี้

θ&&&& x
m

FF
y yryf −

+
=  (2.274)

z

yr

z

yf

I
BF

I
AF

−=θ&&  (2.275)

จากสมการทัง้สองทํ าใหสามารถหาคาของแรงกระทํ าดานขาง (Linear lateral tire force) ได
จากสมการตอไปนี้

fyf f
CF αα−=  (2.276)

ryr r
CF αα−=  (2.277)

เมื่อ δθα −






 +
=

x
Ay

f &

&&  (2.278)








 −
=

x
By

r &

&& θα  (2.279)

และ
f

Cα คือ Front tire cornering stiffness
rCα คือ Rear tire cornering stiffness

โดย 
f

Cα และ rCα หาคาไดจากกราฟระหวางแรงกระทํ าดานขางกับมุมเลื่อน (Lateral force 
vs. slip angle plot) สวนคาของแรงกระทํ าตามทางตรง (Longitudinal forces) สามารถหาไดจากสม
การดังตอไปนี้
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zffxf FF µ=  (2.280)
zrrxr FF µ=  (2.281)

( )
W

FFg
a zrzf

x

+
=  (2.282)

เมื่อ fµ คือคาสัมประสิทธิ์ความฝดของถนน (Friction coefficient) ของลอหนา
rµ คือคาสัมประสิทธิ์ความฝดของถนน (Friction coefficient) ของลอหลัง

g คือความเรงเนื่องจากแรงดึงดูดของโลก
W คือนํ ้าหนักรวมของยานยนต

สํ าหรบักรณทีีย่านยนตขับเคลื่อนดวยลอหลังสามารถคํ านวณหาแรงขับตามแนวแกน x ไดจาก

Lh
LamgFx /1

/
µ

µ
−

=  (2.283)



บทที่ 3
วิธีดํ าเนินการวิจัย

ในการวจิยัครั้งนี้ ผูวิจัยไดดํ าเนินการตามขั้นตอนดังนี้
1. การก ําหนดปญหา (State of the problem)
2. การแกปญหาเชิงตัวเลข (Numerical methods)
3. การออกแบบโปรแกรมคอมพิวเตอร (Computer Programming)

3.1 การกํ าหนดปญหา (State of the Problem)
3.1.1 สเตตอีเควชัน (State Equations)

อางองิจากบทที่ 2 มีสมการการเคลื่อนที่ของยานยนต อยูทั้งหมด 5 สมการ คือ

( ) xryfxf FFFyxM +−=− δδθ sincos&&&&      (3.1)

( ) yryfxf FFFxyM ++=+ δδθ cossin&&&&      (3.2)

( ) yryfxfz BFFFAI −+= δδθ cossin&&      (3.3)

wxffw RFI =ω&      (3.4)

wxrrw RFI =ω&      (3.5)

สมการทั้ง 5 สมการนี้ ตองแปลงใหอยูรูปสมการทางคณิตศาสตรที่ใชไดกับออปติไมซเซชัน 
(Optimization) เสยีกอน ดวยการเปลี่ยนตัวแปรตางๆ ในสมการเสียใหมดังนี้ โดยกํ าหนดให
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5

4

3

2

1

x
x
x
xy
xx

r

f

&&

&&

&&&&

&&&&

&&&&

=

=
=

=
=

ω

ω
θ            (3.6)

ท ําใหเขียนสมการ (3.1-3.5) ไดเปน

( ) xryfxf FFFxxxM +−=− δδ sincos321 &&&&      (3.7)

( ) yryfxf FFFxxxM ++=+ δδ cossin312 &&&&      (3.8)

( ) yryfxfz BFFFAxI −+= δδ cossin3&&      (3.9)

wxfw RFxI =4&    (3.10)

wxrw RFxI =5&    (3.11)

สามารถแปลงสมการ (3.7-3.11) ใหเปนสมการอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order differential 
equation) ซึง่จะสอดคลองกับสมการ (2.50) ไดดังนี้ โดยกํ าหนดให

38

27

16

83

72

61

xx
xx
xx
xx
xx
xx

&&&

&&&

&&&

&

&

&

=
=
=
=
=
=

     (3.12)
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ดังนั้นเราจึงเขียนสมการ (3.7-3.12) ในรูปสมการอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order 
differential equation: iix ƒ=& ) ไดดังนี้

61 xx =&      (3.13)

72 xx =&      (3.14)

83 xx =&      (3.15)

w

wxf

I
RF

x =4&    (3.16)

w

wxr

I
RFx =5&     (3.17)

876

sincos
xx

M
FFF

x xryfxf +
+−

=
δδ

&    (3.18)

867

cossin
xx

M
FFF

x yryfxf −
++

=
δδ

&    (3.19)

( )
z

yryfxf

I
BFFFA

x
−+

=
δδ cossin

8&    (3.20)

ท ําใหสรุปไดวามีสเตตอีเควชัน (State Equations) ทั้งหมดจํ านวน 8 สมการดวยกัน
3.1.2 ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)

จากสมการการเคลื่อนที่ของยานยนตตัวแปรบางตัวตองจัดใหเปนพารามิเตอร 
(Parameter) ซึง่ประกอบไปดวย M , zI , wI , wR , A  และ B  ซึง่จะตองมีคาคงที่ตลอดการคํ านวณ
ในแตละครัง้ และในการศึกษาวิจัยครั้งนี้จะใชแบบจํ าลองของยานยนต 2 แบบจํ าลองดวยกัน ดังนี้
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ตาราง 1 แสดงพารามิเตอรของยานยนตแบบ A และแบบ B (ขอมูลจากรถฮอนดา ซิตี)

  ยานยนต   โมเมนตความเฉื่อยของมวล          ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)
แบบ   ช้ินสวน รูปทรง     สมการ    M       A        B       h          zI       wI

    (kg)        (m)         (m)       (m)      (kg.m2)   (kg.m2)

a
(m)

b
(m)

bl
(m)

1.7 1.5 4.3

ตัวถัง ( )22

12
1 lamI zz +=

wm
(kg)

wR
(m)

wl
(m)

20 0.2 0.185

A

ลอ 2

2
1

www RmI =

1000 1.4 1.4 0.3 1782 0.4

a
(m)

b
(m)

bl
(m)

1.7 1.5 4.3

ตัวถัง ( )22

12
1 lamI zz +=

wm
(kg)

wR
(m)

wl
(m)

20 0.2 0.185

B

ลอ 2

2
1

www RmI =

800 1.4 1.4 0.3 1425 0.4
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3.1.3 คอนโทรลอินพุต (Control input)
ตัวแปรที่ตองจัดใหเปนคอนโทรลอินพุต (Control input) ประกอบไปดวย xfF , yfF ,

xrF , yrF ,δ  โดยจะถูกจํ ากัดคาอยูระหวางขีดจํ ากัดบนและขีดจํ ากัดลาง ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้จะ
ศึกษาเฉพาะยานยนตที่ขับเคลื่อนดวยลอหลังเทานั้น ซึ่งสามารถหาคาแรงขับเคลื่อนและแรงเบรกสูง
สุด รวมทั้งมุมเลี้ยวไดดังนี้

ตาราง 2 แสดงคอนโทรลของยานยนตแบบ A และแบบ B (อางอิงคา µ  จากกรมการขนสงทางบก)

 ยานยนต สมการ คอนโทรลอินพุต (Control input)
คาตํ่ าสุด คาสูงสุด

µ xfF          yfF          xrF          yrF            δ          xfF       yfF      xrF      yrF       δ
 (N)            (N)          (N)              (N)            deg.         (N)         (N)        (N)        (N)        deg.

A -3145 -3145 -3145 -3145 -45 3145 3145 3145 3145 45
B

BA
h

BA
AMg

F

+−

+=
µ

µ

1
0.6

-2516 -2516 -2516 -2516 -45 2516 2516 2516 2516 45

3.1.4 เงื่อนไขบังคับ (Constraints)
เร่ิมดวยการพิจารณากํ าหนดรูปรางของสนามแขง ซึ่งในการศึกษาวิจัยครั้งนี้กํ าหนด

ลักษณะรปูรางของสนามแขงขันโดยตั้งอยูบนสมมุติฐานที่ใหพื้นถนนเปนแบบราบเรียบ และไมซับซอน
มาก และบงัคบัใหยานยนตวิ่งไปบนสนามแขงนี้เทานั้น โดยที่สนามแขงขันเปนอีควอลิตีคอนสเทรนท 
(Equality constraints) ( )xgi  ก ําหนดใหสนามเปนเสนตรงทํ ามุม 45 องศากับแกน x

3.1.5 เงือ่นไขเริ่มตนและเงื่อนไขขอบเขต (Initial and Boundary Conditions)
เพื่อใหเปนปญหาบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE: Two-point boundary value problem 

involving differential and algebraic equations) จงึตองกํ าหนดเงื่อนไขเริ่มตน (Initial conditions)
และเงือ่นไขขอบเขต (Boundary conditions) โดยพิจารณาใหยานยนตเร่ิมตนเคลื่อนที่ในสนามแขงขัน 
ณ จุดสตารท ( ( ) ( ) 00 0 ,0 xxxx && == ) และกลับเขาเสนชัย ณ จุดสตารท ( ( ) ( ) ffff xtxxtx && ==  , )
โดยกํ าหนดคาไวดังตอไปนี้
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ตาราง 3 แสดงเงื่อนไขเริ่มตนและเงื่อนไขขอบเขตของยานยนตแบบ A และแบบ B

  สนาม  สมการสนามที่ใช       เงื่อนไขเริ่มตน       เงือ่นไขขอบเขต

1 12 xx =

( ) ( ) 00 ,00 11 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 22 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 33 == xx &

( ) 004 =x&
( ) 00 5 =x&

( ) ( ) ( )fff txtxtx 111  ,000,1 && ==

( ) ( ) ( )fff txtxtx 222  ,000,1 && ==

( ) ( ) ( )fff txtxtx 333  ,0 && ==

( ) ( )ff txtx 44 && = ( ) ( )ff txtx 55 && =

2
12 xx =

( ) ( ) 00 ,00 11 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 22 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 33 == xx &

( ) 004 =x&
( ) 00 5 =x&

( ) ( ) ( )fff txtxtx 111  ,500,1 && ==

( ) ( ) ( )fff txtxtx 222  ,500,1 && ==

( ) ( ) ( )fff txtxtx 333  ,0 && ==

( ) ( )ff txtx 44 && = ( ) ( )ff txtx 55 && =

3.1.6 คอสฟงกชันนอล (Cost Functional)
เมื่อเราทํ าการวิเคราะหปญหาไดแลว ข้ันตอไปก็คือตองกํ าหนดปญหาใหอยูในรูปของ

ปญหาออปตไิมซเซชนั (Optimization) อางอิงจากบทที่ 2 ทํ าใหเราสามารถกํ าหนดปญหาใหอยูในรูป
ของปญหาออปติไมซเซชัน (Optimization) โดยจะเปนการคนหาคาคอนโทรลอินพุต (Control input)
( ( )tu ) ซึง่ก็คือ yryfxrxf FFFF ,,, ทีท่ ําใหไดเวลาสุดทาย ( ft ) นอยสุด สามารถเขียนปญหาการหาคา
ความเร็วสูงสุดของรถแขงในรูปแบบปญหาออปติไมซเซชัน (Optimization) ไดเปน

3.1.6.1 คอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ของยานยนตแบบ A สนามที่ 1

หาคานอยที่สุดของ ∫
ft

dt
0

   (3.23)

โดยสอดคลองกับเงื่อนไข 61 xx =&     (3.24)
72 xx =&    (3.25)
83 xx =&    (3.26)

4.0
2.0

4
xfFx =&    (3.27)

4.0
2.0

5
xrFx =&     (3.28)
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876 1000
sincos

xx
FFF

x xryfxf +
+−

=
δδ

&    (3.29)

867 1000
cossin

xx
FFF

x yryfxf −
++

=
δδ

&    (3.30)
( )

1782
4.1cossin4.1

8
yryfxf FFF

x
−+

=
δδ

&    (3.31)
0: 121 =− xxg    (3.32)

4545 ,3145,,,3145 ≤≤−≤≤− δyryfxrxf FFFF      (3.33)

       ( ) ( ) 00 ,00 11 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 22 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 33 == xx &

( ) 00 4 =x&
      ( ) 00 5 =x&    (3.34)

        ( ) ( ) ( )fff txtxtx 111  ,000,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 222  ,000,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 333  ,0 && ==

       ( ) ( )ff txtx 44 && =

       ( ) ( )ff txtx 55 && =    (3.35)

3.1.6.2 คอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ของยานยนตแบบ A สนามที่ 2

หาคานอยที่สุดของ ∫
ft

dt
0

   (3.36)

โดยสอดคลองกับเงื่อนไข 61 xx =&     (3.37)
72 xx =&    (3.38)
83 xx =&    (3.39)

4.0
2.0

4
xfFx =&    (3.40)

4.0
2.0

5
xrFx =&     (3.41)
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876 1000
sincos

xx
FFF

x xryfxf +
+−

=
δδ

&    (3.42)

867 1000
cossin

xx
FFF

x yryfxf −
++

=
δδ

&    (3.43)
( )

1782
4.1cossin4.1

8
yryfxf FFF

x
−+

=
δδ

&    (3.44)
0: 121 =− xxg    (3.45)

4545 ,3145,,,3145 ≤≤−≤≤− δyryfxrxf FFFF      (3.46)

       ( ) ( ) 00 ,00 11 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 22 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 33 == xx &

( ) 00 4 =x&
      ( ) 00 5 =x&    (3.47)

        ( ) ( ) ( )fff txtxtx 111  ,500,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 222  ,500,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 333  ,0 && ==

       ( ) ( )ff txtx 44 && =

       ( ) ( )ff txtx 55 && =    (3.48)

3.1.6.3 คอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ของยานยนตแบบ B สนามที่ 1

หาคานอยที่สุดของ ∫
ft

dt
0

   (3.49)

โดยสอดคลองกับเงื่อนไข 61 xx =&     (3.50)
72 xx =&    (3.51)
83 xx =&    (3.52)

4.0
2.0

4
xfFx =&    (3.53)

4.0
2.0

5
xrFx =&     (3.54)
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876 800
sincos

xx
FFF

x xryfxf +
+−

=
δδ

&    (3.55)

867 800
cossin

xx
FFF

x yryfxf −
++

=
δδ

&    (3.56)
( )

1425
4.1cossin4.1

8
yryfxf FFF

x
−+

=
δδ

&    (3.57)
0: 121 =− xxg    (3.58)

4545 ,2516,,,2516 ≤≤−≤≤− δyryfxrxf FFFF      (3.59)

       ( ) ( ) 00 ,00 11 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 22 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 33 == xx &

  ( ) 00 4 =x&
       ( ) 00 5 =x&    (3.60)

( ) ( ) ( )fff txtxtx 111  ,000,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 222 000, ,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 333  ,0 && ==

       ( ) ( )ff txtx 44 && =

       ( ) ( )ff txtx 55 && =    (3.61)

3.1.6.4 คอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ของยานยนตแบบ B สนามที่ 2

หาคานอยที่สุดของ ∫
ft

dt
0

   (3.62)

โดยสอดคลองกับเงื่อนไข 61 xx =&     (3.63)
72 xx =&    (3.64)
83 xx =&    (3.65)

4.0
2.0

4
xfFx =&    (3.66)



98

4.0
2.0

5
xrFx =&     (3.67)

876 800
sincos

xx
FFF

x xryfxf +
+−

=
δδ

&    (3.68)

867 800
cossin

xx
FFF

x yryfxf −
++

=
δδ

&    (3.69)
( )

1425
4.1cossin4.1

8
yryfxf FFF

x
−+

=
δδ

&    (3.70)
0: 121 =− xxg    (3.71)

4545 ,2516,,,2516 ≤≤−≤≤− δyryfxrxf FFFF      (3.72)

       ( ) ( ) 00 ,00 11 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 22 == xx &

( ) ( ) 00 ,00 33 == xx &

  ( ) 00 4 =x&
       ( ) 00 5 =x&    (3.73)

( ) ( ) ( )fff txtxtx 111  ,500,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 222 500, ,1 && ==

          ( ) ( ) ( )fff txtxtx 333  ,0 && ==

       ( ) ( )ff txtx 44 && =

       ( ) ( )ff txtx 55 && =    (3.74)

3.2 การแกปญหาเชิงตัวเลข (Numerical methods)
ตอไปกท็ํ าการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary condition) อางอิงจากสมการหลัก (หัว

ขอ 2.1.10) ของปญหาออปติไมซเซชัน (Optimization) ดังนี้

( ) ( ) tdscgxLsJ ft

t

n

i

r

i

p

i
iiiiiiii

q

l
ll ∫ ∑ ∑ ∑∑

= = ==

+++ƒ−+++Φ=′
0 1 1 1

2

1
µµλυ &    (3.75)

หรือ dtLJ ft

t∫ ′+Φ′=′
0
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เมื่อ 0=Φ′  และ 1=L  ท ําการแทนคาตางๆ  ในสมการ (3.83) จะไดดังนี้
3.2.1 เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ยานยนตแบบ A สนามที่ 1

            

( ) ( ) ( )

( ) ( )

td

xx
FFF

x

xx
FFF

x

xx
FFF

xFx

F
xxxxxxx

J ft

t

yryfxf

yryfxf

xryfxfxr

xf

∫



































−+






 −+
−+









+

++
−+









−

+−
−+






 −+









−+−+−+−+

=′
0

12188

8677

876655

44833722611

1782
4.1cossin4.1

1000
cossin

1000
sincos

4.0
2.0

4.0
2.0

1

µ
δδ

λ

δδ
λ

δδ
λλ

λλλλ

&

&

&&

&&&&

 (3.76)

ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้

1. 0
11

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 011 =−− λµ &

2. 0
22

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 021 =−λµ &

3. 0
33

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 3 =− λ&

4. 0
44

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 4 =−λ&

5. 0
55

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 5 =− λ&

6. 0
66

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 06871 =−+− λλλ &x

7. 0
77

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 07862 =−−− λλλ &x

8. 0
88

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 0867763 =−+−− λλλλ &xx

9. 0
1

=
∂

′∂
λ
L ได 061 =− xx&
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10. 0
2

=
∂

′∂
λ
L ได 072 =− xx&

11. 0
3

=
∂

′∂
λ
L ได 083 =− xx&

12. 0
4

=
∂

′∂
λ
L ได 05.04 =− xfFx&

13. 0
5

=
∂

′∂
λ
L ได 05.05 =− xrFx&

14. 0
6

=
∂

′∂
λ
L ได 0

1000
sincos

876 =−
+−

− xx
FFF

x xryfxf δδ
&

15. 0
7

=
∂

′∂
λ
L ได 0

1000
cossin

867 =+
+−

− xx
FFF

x yryfxf δδ
&

16. 0
8

=
∂

′∂
λ
L ได ( )

0
1782

4.1cossin4.1
8 =

−+
− yryfxf FFF

x
δδ

&

17. 0=
∂

′∂

xfF
L ได 05.0

1782
sin4.1

1000
sin

1000
cos

4876 =−−−− λδλδλδλ

18. 0=
∂

′∂

yfF
L ได 0

1782
cos4.1

1000
cos

1000
sin

876 =−−
δλδλδλ

19. 0=
∂

′∂

xrF
L ได 05.0

1000 5
6 =−− λ

λ

20. 0=
∂

′∂

yrF
L ได 0

1782
4.1

1000
87 =+−

λλ

21. 0
1

=
∂

′∂
µ
L ได 012 =− xx

22. 0=
∂
′∂
δ
L ได

( )
0

1782
sincos4.1

1000
sincos

1000
cossin

876 =
−

−
−

−
+ δδ

λ
δδ

λ
δδ

λ yfxfyfxfyfxf FFFFFF
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3.2.2 เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ยานยนตแบบ A สนามที่ 2

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

td

xx
FFF

x

xx
FFF

x

xx
FFF

xFx

F
xxxxxxx

J ft

t

yryfxf

yryfxf

xryfxfxr

xf

∫



































−+






 −+
−+









+

++
−+









−

+−
−+






 −+









−+−+−+−+

=′
0

12188

8677

876655

44833722611

1782
4.1cossin4.1

1000
cossin

1000
sincos

4.0
2.0

4.0
2.0

1

µ
δδ

λ

δδ
λ

δδ
λλ

λλλλ

&

&

&&

&&&&

(3.77)

ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้

1. 0
11

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 011 =−− λµ &

2. 0
22

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 021 =−λµ &

3. 0
33

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 3 =− λ&

4. 0
44

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 4 =−λ&

5. 0
55

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 5 =− λ&

6. 0
66

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 06871 =−+− λλλ &x

7. 0
77

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 07862 =−−− λλλ &x

8. 0
88

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 0867763 =−+−− λλλλ &xx

9. 0
1

=
∂

′∂
λ
L ได 061 =− xx&

10. 0
2

=
∂

′∂
λ
L ได 072 =− xx&
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11. 0
3

=
∂

′∂
λ
L ได 083 =− xx&

12. 0
4

=
∂

′∂
λ
L ได 05.04 =− xfFx&

13. 0
5

=
∂

′∂
λ
L ได 05.05 =− xrFx&

14. 0
6

=
∂

′∂
λ
L ได 0

1000
sincos

876 =−
+−

− xx
FFF

x xryfxf δδ
&

15. 0
7

=
∂

′∂
λ
L ได 0

1000
cossin

867 =+
+−

− xx
FFF

x yryfxf δδ
&

16. 0
8

=
∂

′∂
λ
L ได ( )

0
1782

4.1cossin4.1
8 =

−+
− yryfxf FFF

x
δδ

&

17. 0=
∂

′∂

xfF
L ได 05.0

1782
sin4.1

1000
sin

1000
cos

4876 =−−−− λδλδλδλ

18. 0=
∂

′∂

yfF
L ได 0

1782
cos4.1

1000
cos

1000
sin

876 =−−
δλδλδλ

19. 0=
∂

′∂

xrF
L ได 05.0

1000 5
6 =−− λ

λ

20. 0=
∂

′∂

yrF
L ได 0

1782
4.1

1000
87 =+−

λλ

21. 0
1

=
∂

′∂
µ
L ได 012 =− xx

22. 0=
∂
′∂
δ
L ได

( )
0

1782
sincos4.1

1000
sincos

1000
cossin

876 =
−

−
−

−
+ δδ

λ
δδ

λ
δδ

λ yfxfyfxfyfxf FFFFFF
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3.2.3 เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ยานยนตแบบ B สนามที่ 1

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

td

xx
FFF

x

xx
FFF

x

xx
FFF

xFx

F
xxxxxxx

J ft

t

yryfxf

yryfxf

xryfxfxr

xf

∫



































−+






 −+
−+









+

++
−+









−

+−
−+






 −+









−+−+−+−+

=′
0

12188

8677

876655

44833722611

1425
4.1cossin4.1

800
cossin

800
sincos

4.0
2.0

4.0
2.0

1

µ
δδ

λ

δδ
λ

δδ
λλ

λλλλ

&

&

&&

&&&&

(3.78)

ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้

1. 0
11

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 011 =−− λµ &

2. 0
22

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 021 =−λµ &

3. 0
33

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 3 =− λ&

4. 0
44

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 4 =−λ&

5. 0
55

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 5 =− λ&

6. 0
66

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 06871 =−+− λλλ &x

7. 0
77

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 07862 =−−− λλλ &x

8. 0
88

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 0867763 =−+−− λλλλ &xx

9. 0
1

=
∂

′∂
λ
L ได 061 =− xx&

10. 0
2

=
∂

′∂
λ
L ได 072 =− xx&
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11. 0
3

=
∂

′∂
λ
L ได 083 =− xx&

12. 0
4

=
∂

′∂
λ
L ได 05.04 =− xfFx&

13. 0
5

=
∂

′∂
λ
L ได 05.05 =− xrFx&

14. 0
6

=
∂

′∂
λ
L ได 0

800
sincos

876 =−
+−

− xx
FFF

x xryfxf δδ
&

15. 0
7

=
∂

′∂
λ
L ได 0

800
cossin

867 =+
+−

− xx
FFF

x yryfxf δδ
&

16. 0
8

=
∂

′∂
λ
L ได ( )

0
1425

4.1cossin4.1
8 =

−+
− yryfxf FFF

x
δδ

&

17. 0=
∂

′∂

xfF
L ได 05.0

1425
sin4.1

800
sin

800
cos

4876 =−−−− λδλδλδλ

18. 0=
∂

′∂

yfF
L ได 0

1425
cos4.1

800
cos

800
sin

876 =−−
δλδλδλ

19. 0=
∂

′∂

xrF
L ได 05.0

800 5
6 =−− λ

λ

20. 0=
∂

′∂

yrF
L ได 0

1782
4.1

800
87 =+−
λλ

21. 0
1

=
∂

′∂
µ
L ได 012 =− xx

22. 0=
∂
′∂
δ
L ได

( )
0

1425
sincos4.1

800
sincos

800
cossin

876 =
−

−
−

−
+ δδ

λ
δδ

λ
δδ

λ yfxfyfxfyfxf FFFFFF
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3.2.4 เนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ยานยนตแบบ B สนามที่ 2

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

td

xx
FFF

x

xx
FFF

x

xx
FFF

xFx

F
xxxxxxx

J ft

t

yryfxf

yryfxf

xryfxfxr

xf

∫



































−+






 −+
−+









+

++
−+









−

+−
−+






 −+









−+−+−+−+

=′
0

12188

8677

876655

44833722611

1425
4.1cossin4.1

800
cossin

800
sincos

4.0
2.0

4.0
2.0

1

µ
δδ

λ

δδ
λ

δδ
λλ

λλλλ

&

&

&&

&&&&

(3.79)

ท ําใหเราไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้

1. 0
11

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 011 =−− λµ &

2. 0
22

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 021 =−λµ &

3. 0
33

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 3 =− λ&

4. 0
44

=
∂

′∂
−

∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 4 =−λ&

5. 0
55

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 00 5 =− λ&

6. 0
66

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
 ได 06871 =−+− λλλ &x

7. 0
77

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 07862 =−−− λλλ &x

8. 0
88

=
∂
′∂

−
∂
′∂

x
L

dt
d

x
L

&
ได 0867763 =−+−− λλλλ &xx

9. 0
1

=
∂

′∂
λ
L ได 061 =− xx&

10. 0
2

=
∂

′∂
λ
L ได 072 =− xx&
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11. 0
3

=
∂

′∂
λ
L ได 083 =− xx&

12. 0
4

=
∂

′∂
λ
L ได 05.04 =− xfFx&

13. 0
5

=
∂

′∂
λ
L ได 05.05 =− xrFx&

14. 0
6

=
∂

′∂
λ
L ได 0

800
sincos

876 =−
+−

− xx
FFF

x xryfxf δδ
&

15. 0
7

=
∂

′∂
λ
L ได 0

800
cossin

867 =+
+−

− xx
FFF

x yryfxf δδ
&

16. 0
8

=
∂

′∂
λ
L ได ( )

0
1425

4.1cossin4.1
8 =

−+
− yryfxf FFF

x
δδ

&

17. 0=
∂

′∂

xfF
L ได 05.0

1425
sin4.1

800
sin

800
cos

4876 =−−−− λδλδλδλ

18. 0=
∂

′∂

yfF
L ได 0

1425
cos4.1

800
cos

800
sin

876 =−−
δλδλδλ

19. 0=
∂

′∂

xrF
L ได 05.0

800 5
6 =−− λ

λ

20. 0=
∂

′∂

yrF
L ได 0

1782
4.1

800
87 =+−
λλ

21. 0
1

=
∂

′∂
µ
L ได 012 =− xx

22. 0=
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3.3 การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร (Computer Programming)
ในการออกแบบโปรแกรมตองการใชงานโดยเชื่อมโยงกับกลองเครื่องมือ (Toolbox) ตาง ๆ 

ของ MATLAB โดยนํ าเอาความสามารถของออปติไมตเซชันโซลเวอร (Optimization solver) มาใชคือ
ฟงกชันเอฟมินคอน (fmincon) ซึง่เปนกลองเครื่องมือออปติไมตเซชัน (Optimization toolbox) ที่มีอยู
แลวใน MATLAB เปนฟงกชันหลักในการแกปญหา (T. Veeraklaew. 1999: Thesis) ซึง่ฟงกชันตางๆ 
ภายในเอฟมินคอน (fmincon) จะท ําหนาที่ดังนี้
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ข้ันแรก เมือ่รับอินพุต (Input) มาแลวจะคืนคาของเงื่อนไขบังคับที่เปนอีควอลิตีคอนสเทรนท 
(Equality constraints) และอนิอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ซึ่งแทนคาออปติไมต
เซชนัพารามิเตอร (Optimization parameter) a  ลงไปแลว

ข้ันทีส่อง เปนการแทนคาของ )(aF

ข้ันทีส่าม เปนการรับคาจากสองขั้นตอนแรกนํ ามาคํ านวณจนกวาจะไดคํ าตอบ *a

โดยทัว่ไปการหาคํ าตอบของนอนลิเนียโปรแกรมมิ่ง (Nonlinear programming) จะมีการ 
ปรับเปลี่ยนคาเกรเดียน (Gradient) ของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) และจาโคเบียน 
(Jacobian) ของเงือ่นไขบังคับ (Constraints) อยูตลอดเวลาซึ่งในที่นี้ใชการคํ านวณแบบแบงชวงตรง
กลาง (Central difference) ดังนั้นถามีการกํ าหนดเกรเดียน (Gradient) และจาโคเบียน (Jacobian) 
ไวแลวการคํ านวณจะรวดเร็วขึ้น



บทที่ 4
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ

ในการวจิยัศกึษาครั้งนี้ ผูวิจัยนํ าเสนอผลงาน ดังนี้
1. ผลการทดสอบ
2. วเิคราะหผลการทดสอบ

4.1 ผลการทดสอบ
4.1.1 ยานยนตแบบ A สนามที่ 1

ตาราง 4  ผลการทดสอบ (มาตราสวน 1:100)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,000 เมตร
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ตาราง 4  (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,000 เมตร
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ตาราง 4  (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,000 เมตร
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4.1.2 ยานยนตแบบ A สนามที่ 2
ตาราง 5 ผลการทดสอบ (มาตราสวน 1:100)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,500 เมตร
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ตาราง 5 (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,500 เมตร
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ตาราง 5 (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,500 เมตร
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4.1.3 ยานยนตแบบ B สนามที่ 1
ตาราง 6 ผลการทดสอบ (มาตราสวน 1:100)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,000 เมตร
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ตาราง 6 (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,000 เมตร
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ตาราง 6 (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,000 เมตร
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4.1.3 ยานยนตแบบ B สนามที่ 2
ตาราง 7 ผลการทดสอบ (มาตราสวน 1:100)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,500 เมตร
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ตาราง 7 (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,500 เมตร
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ตาราง 7 (ตอ)

สนามเปนทางตรง ออกสตารทที่ x=y=0 และเขาเสนชัยที่พิกัด x=y=1,500 เมตร
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4.2 วิเคราะหผลการทดสอบ
4.2.1 ยานยนตแบบ A สนามที่ 1

ยานยนตแบบ A มีมวล 1,000 kg สนามแขงขันเปนทางตรง และกํ าหนดใหรถออกส
ตารทจากจุดเริ่มตนในพิกัด x=y=0 และเคลื่อนที่ออกไปตามสนามที่เปนทางตรงตามความสัมพันธ 
x=y แลวไปเขาเสนชัยยังพิกัด x=y=1,000 เมตร ดังนัน้สนามจะมีความยาวประมาณ 1,414 เมตร โดย
ปอนแรงขับเคลื่อนที่ลอของรถ โดยคาสงูสดุเทากับ 3,145 N และมแีรงเบรกสูงสุดเทากับ –3,145 N 
และมแีรงกระท ําตามแนวดานขางตามแนวแกน y ของรถสูงสุดเทากับ 3,145 N ต่ํ าสุดเทากับ –3,145 
N ตามลํ าดับ

จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรคํ านวณหาคาเวลานอยที่สุดที่ใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่ม
ตนไปจนถึงจุดสุดทาย และไดแสดงออกมาในลักษณะของกราฟทั้งหมด 13 กราฟ ประกอบไปดวย 
ระยะขจัดในแนวแกน x แกน y และแกน z ความเรว็ของลอหนาและลอหลัง ความเร็วในการเคลื่อนที่
ในแนวแกน x แกน y และแกน z แรงกระทํ าในแนวแกน x แกน y ทีก่ระท ํากับลอหนาและลอหลัง และ
กราฟสดุทายคือมุมเลี้ยวของลอหนา ตามลํ าดับ โดยสเกลของกราฟทั้งหมดคือ 1:100

และจากกราฟจะพบวาคาเวลาที่เหมาะสมที่สุดที่รถใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตนไปยัง
เสนชัยจะใชเวลาโดยประมาณเทากับ 125 วนิาที 

และเมื่อวิเคราะหความถูกตองของคํ าตอบที่ได โดยการพิจารณาความสอดคลองและความ
สมเหตสุมผลกบัเงื่อนไขเริ่มตน และเงื่อนไขขอบ รวมทั้งเงื่อนไขบังคับ ก็จะพบวามีความสมเหตุสมผล 
นัน่คอืสังเกตระยะขจัดของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x และแนวแกน y จะพบวารถแขงเคลื่อนที่ไปใน
สนามแขงขนัทีเ่ปนทางตรง ความเร็วของรถแขงเพิ่มข้ึนไปเรื่อยๆ จนกระทั่งถึงจุดๆ หนึ่งก็จะมีความเร็ว
คงที ่ โดยสอดคลองกับความเร็วของลอรถ โดยมีความสัมพันธกับแรงกระทํ าที่ลอ ซึ่งพยายามใหการ
เคลือ่นทีใ่ชเวลานอยที่สุด โดยจะสังเกตไดจากการที่ใชแรงสูงสุดที่เรียกวา แบง-แบง โซลูชัน (Bang-
Bang Solution)

4.2.2 ยานยนตแบบ A สนามที่ 2
ยานยนตแบบ A มีมวล 1,000 kg สนามแขงขันเปนทางตรง และกํ าหนดใหรถออกส

ตารทจากจุดเริ่มตนในพิกัด x=y=0 และเคลื่อนที่ออกไปตามสนามที่เปนทางตรงตามความสัมพันธ 
x=y แลวไปเขาเสนชัยยังพิกัด x=y=1,500 เมตร ความยาวของสนามเพิ่มข้ึนกวาสนามเดิม ดังนั้น
สนามจะมีความยาวประมาณ 2,121 เมตร โดยปอนแรงขับเคลื่อนที่ลอของรถเทาเดิม โดยคาสงูสุดเทา
กับ 3,145 N และมแีรงเบรกสงูสดุเทากับ –3,145 N และมีแรงกระทํ าตามแนวดานขางตามแนวแกน y 
ของรถสูงสุดเทากับ 3,145 N ต่ํ าสุดเทากับ –3,145 N ตามลํ าดับ
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จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรคํ านวณหาคาเวลานอยที่สุดที่ใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่ม
ตนไปจนถึงจุดสุดทาย และไดแสดงออกมาในลักษณะของกราฟทั้งหมด 13 กราฟเชนกัน ประกอบไป
ดวย ระยะขจัดในแนวแกน x แกน y และแกน z ความเรว็ของลอหนาและลอหลัง ความเร็วในการ
เคลื่อนที่ในแนวแกน x แกน y และแกน z แรงกระทํ าในแนวแกน x แกน y ทีก่ระท ํากับลอหนาและลอ
หลงั และกราฟสุดทายคือมุมเลี้ยวของลอหนา ตามลํ าดับ โดยสเกลของกราฟคือ 1:100

และจากกราฟจะพบวาคาเวลาที่เหมาะสมที่สุดที่รถใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตนไปยัง
เสนชัยจะใชเวลาโดยประมาณเทากับ 180 วนิาที 

และเมือ่วิเคราะหความถูกตองของคํ าตอบที่ได โดยการพิจารณาความสอดคลองและสมเหตุ
สมผลกบัเงือ่นไขเร่ิมตน และเงื่อนไขขอบ รวมทั้งเงื่อนไขบังคับ ซึ่งพบวามีความสมเหตุสมผล นั่นคือ
สังเกตระยะขจัดของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x และแนวแกน y จะพบวารถแขงเคลื่อนที่ไปในสนาม
แขงขนัทีเ่ปนทางตรง ความเร็วของรถแขงเพิ่มข้ึนไปเรื่อยๆ จนกระทั่งถึงจุดๆ หนึ่งก็จะมีความเร็วคงที่ 
โดยสอดคลองกบัความเร็วของลอรถ โดยมีความสัมพันธกับแรงกระทํ าที่ลอ ซึ่งพยายามใหการเคลื่อน
ทีใ่ชเวลานอยที่สุด โดยจะสังเกตไดจากการที่ใชแรงสูงสุดที่เรียกวา แบง-แบง โซลูชัน (Bang-Bang 
Solution)

4.2.3 ยานยนตแบบ B สนามที่ 1
ยานยนตแบบ B มีมวล 800 kg สนามแขงขันเปนทางตรง และกํ าหนดใหรถออกส

ตารทจากจุดเริ่มตนในพิกัด x=y=0 และเคลื่อนที่ออกไปตามสนามที่เปนทางตรงตามความสัมพันธ 
x=y แลวไปเขาเสนชัยยังพิกัด x=y=1,000 เมตร ดังนัน้สนามจะมีความยาวประมาณ 1,414 เมตร โดย
ปอนแรงขับเคลื่อนที่ลอของรถ โดยคาสงูสดุเทากับ 2,516 N มีแรงเบรกสูงสุดเทากับ –2,516 N และมี
แรงกระท ําตามแนวดานขางตามแนวแกน y ของรถสูงสุดเทากับ 2,516 N ต่ํ าสุดเทากับ –2,516 N ตาม
ลํ าดับ

จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรคํ านวณหาคาเวลานอยที่สุดที่ใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่ม
ตนไปจนถึงจุดสุดทาย และไดแสดงออกมาในลักษณะของกราฟทั้งหมด 13 กราฟ ประกอบไปดวย 
ระยะขจัดในแนวแกน x แกน y และแกน z ความเรว็ของลอหนาและลอหลัง ความเร็วในการเคลื่อนที่
ในแนวแกน x แกน y และแกน z แรงกระทํ าในแนวแกน x แกน y ทีก่ระท ํากับลอหนาและลอหลัง และ
กราฟสดุทายคือมุมเลี้ยวของลอหนา ตามลํ าดับ โดยสเกลของกราฟคือ 1:100

และจากกราฟจะพบวาคาเวลาที่เหมาะสมที่สุดที่รถใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตนไปยัง
เสนชัยจะใชเวลาโดยประมาณเทากับ 132 วนิาที 

และเมือ่วิเคราะหความถูกตองของคํ าตอบที่ได โดยการพิจารณาความสอดคลองและสมเหตุ
สมผลกบัเงือ่นไขเร่ิมตน และเงื่อนไขขอบ รวมทั้งเงื่อนไขบังคับ ซึ่งพบวามีความสมเหตุสมผล นั่นคือ
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สังเกตระยะขจัดของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x และแนวแกน y จะพบวารถแขงเคลื่อนที่ไปในสนาม
แขงขนัทีเ่ปนทางตรง ความเร็วของรถแขงเพิ่มข้ึนไปเรื่อยๆ จนกระทั่งถึงจุดๆ หนึ่งก็จะมีความเร็วคงที่ 
โดยสอดคลองกบัความเร็วของลอรถ โดยมีความสัมพันธกับแรงกระทํ าที่ลอ ซึ่งพยายามใหการเคลื่อน
ทีใ่ชเวลานอยที่สุด โดยจะสังเกตไดจากการที่ใชแรงสูงสุดที่เรียกวา แบง-แบง โซลูชัน (Bang-Bang 
Solution)

4.2.4 ยานยนตแบบ B สนามที่ 2
ยานยนตแบบ B มีมวล 800 kg สนามแขงขันเปนทางตรง และกํ าหนดใหรถออกส

ตารทจากจุดเริ่มตนในพิกัด x=y=0 และเคลื่อนที่ออกไปตามสนามที่เปนทางตรงตามความสัมพันธ 
x=y แลวไปเขาเสนชัยยังพิกัด x=y=1,500 เมตร ดังนัน้สนามจะมีความยาวประมาณ 2,121 เมตร โดย
ปอนแรงขับเคลื่อนที่ลอของรถ โดยคาสงูสดุเทากับ 2,516 N มีแรงเบรกสูงสุดเทากับ –2,516 N และมี
แรงกระท ําตามแนวดานขางตามแนวแกน y ของรถสูงสุดเทากับ 2,516 N ต่ํ าสุดเทากับ –2,516 N ตาม
ลํ าดับ

จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรคํ านวณหาคาเวลานอยที่สุดที่ใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่ม
ตนไปจนถึงจุดสุดทาย และไดแสดงออกมาในลักษณะของกราฟทั้งหมด 13 กราฟ ประกอบไปดวย 
ระยะขจัดในแนวแกน x แกน y และแกน z ความเรว็ของลอหนาและลอหลัง ความเร็วในการเคลื่อนที่
ในแนวแกน x แกน y และแกน z แรงกระทํ าในแนวแกน x แกน y ทีก่ระท ํากับลอหนาและลอหลัง และ
กราฟสดุทายคือมุมเลี้ยวของลอหนา ตามลํ าดับ โดยสเกลของกราฟคือ 1:100

และจากกราฟจะพบวาคาเวลาที่เหมาะสมที่สุดที่รถใชในการเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตนไปยัง
เสนชัยจะใชเวลาโดยประมาณเทากับ 180 วนิาที 

และเมือ่วิเคราะหความถูกตองของคํ าตอบที่ได โดยการพิจารณาความสอดคลองและสมเหตุ
สมผลกบัเงือ่นไขเร่ิมตน และเงื่อนไขขอบ รวมทั้งเงื่อนไขบังคับ ซึ่งพบวามีความสมเหตุสมผล นั่นคือ
สังเกตระยะขจัดของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x และแนวแกน y จะพบวารถแขงเคลื่อนที่ไปในสนาม
แขงขนัทีเ่ปนทางตรง ความเร็วของรถแขงเพิ่มข้ึนไปเรื่อยๆ จนกระทั่งถึงจุดๆ หนึ่งก็จะมีความเร็วคงที่ 
โดยสอดคลองกบัความเร็วของลอรถ โดยมีความสัมพันธกับแรงกระทํ าที่ลอ ซึ่งพยายามใหการเคลื่อน
ทีใ่ชเวลานอยที่สุด โดยจะสังเกตไดจากการที่ใชแรงสูงสุดที่เรียกวา แบง-แบง โซลูชัน (Bang-Bang 
Solution)

4.2.5 วเิคราะหโดยรวมทั้งหมด
จากขอมูลที่ไดจากการทดลองใชโปรแกรมคอมพิวเตอรมาใชหาคาเวลาในการ

เคลือ่นที่ทั้ง 4 กรณีดังกลาว จะพบวามปีจจยัหรือตัวแปรที่มีผลตอความเร็วของรถแขงอยูอยางมาก
มายหลายตวัแปร เชน มวลของรถกับแรงขับเคลื่อน การบังคับเลี้ยว แรงกระทํ าดานขาง เปนตน
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ดังนั้น การที่จะทํ าการหาคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงใหไดอยางถูกตองแมนยํ า
นัน้ มใิชเร่ืองงายเลย เพราะมีปจจัยตางๆ มากมายที่สงผลตอความเร็วในการเคลื่อนที่

จากการศกึษาครั้งนี้ ดวยการใชวิธีการมีนนิมัมไทมออปติไมตเซซันมาเปนเครื่องมือ ซึ่งจาก
ผลการทดลองดังกลาวจะพบวา วิธีการนี้สามารถนํ ามาใชในการหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขงได 
และใหผลของค ําตอบที่ทวนสอบได  ซึ่งกระทํ าการทวนสอบความนาเชื่อถือของวิธีการมีนนิมัมไทมออ
ปติไมตเซซัน และโปรแกรมการคํ านวณไดดวยการพิจารณาผลของคํ าตอบวามีความสอดคลองกับ
สภาวะเงื่อนไขเริ่มตน สภาวะเงื่อนไขขอบ เปนไปตามเงื่อนไขบังคับหรือไม

และจากผลการทดลอง เมื่อทํ าการทวนสอบความถูกตองและนาเชื่อถือในวิธีการและ
โปรแกรมการคํ านวณแลว จะพบวาผลการทดลองทุกกรณี มีความสอดคลองและเปนไปตามเงื่อนไข
เร่ิมตน เงื่อนไขขอบเขต และเงื่อนไขบังคับ ตามลํ าดับ

เมือ่พจิารณาผลการทดลองวามีความสอดคลองกับขอบเขตของการศึกษาก็จะพบวา
- วิธีการมีนนิมัมไทมออปติไมตเซซันนั้นสามารถนํ ามาใชหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขงที่เปน

แบบจํ าลองได
- เมื่อทํ าการทดลองปรับเปลี่ยนสนามแขงขันและตัวรถแขง ก็พบวาวิธีการมีนนิมัมไทมออปติ

ไมตเซซนั และโปรแกรมคํ านวณก็ใหผลของคํ าตอบที่ไปไปในทํ านองเดียวกัน กลาวคือ ผลของ
คํ าตอบทีไ่ดเมื่อทวนสอบกับสภาวะเงื่อนไขเริ่มตน สภาวะเงื่อนไขขอบ และเงื่อนไขบังคับ ก็พบ
วามคีวามสอดคลองกัน สังเกตกราฟของคาตางๆ กับเวลา ทํ าใหสรุปไดวา วิธีการมีนนิมัมไทม
ออปติไมตเซซันสามารถนํ ามาใชหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขงได และผลของคํ าตอบที่ไดก็มี
ความนาเชือ่ถอืได เพราะเมื่อทวนสอบกับสภาวะเงื่อนไขเริ่มตน สภาวะเงื่อนไขขอบ และเงื่อน
ไขบงัคบั แลวพบวามีความสอดคลองกับเงื่อนไขตางๆ ดังกลาว

- และพบวาเมื่อรถแขงเคลื่อนที่ไปในสนามแขงขันที่เปนทางตรง ความเร็วของรถแขงจะเพิ่มข้ึน
ไปเร่ือยๆ จนกระทั่งถึงจุดๆ หนึ่งก็จะมีความเร็วคงที่ โดยสอดคลองกับความเร็วของลอรถ โดย
มคีวามสมัพนัธกบัแรงกระทํ าที่ลอ ซึ่งพยายามใหการเคลื่อนที่ใชเวลานอยที่สุด โดยจะสังเกต
ไดจากการที่ใชแรงสูงสุดที่เรียกวา แบง-แบง โซลูชัน (Bang-Bang Solution)



บทที่ 5
สรุปและวิจารณ

5.1 สรุปและวิจารณ
วิธีการมีนนิมัมไทมออปติไมตเซซันนั้นสามารถนํ ามาใชหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขงที่เปน

แบบจํ าลองได และเมื่อทํ าการทดลองปรับเปลี่ยนสนามแขงขันและตัวรถแขง ก็พบวาวิธีการมีนนิมัม
ไทมออปติไมตเซซัน และโปรแกรมคํ านวณก็ใหผลของคํ าตอบที่ไปไปในทํ านองเดียวกัน กลาวคือ ผล
ของค ําตอบทีไ่ดเมื่อทวนสอบกับสภาวะเงื่อนไขเริ่มตน สภาวะเงื่อนไขขอบ และเงื่อนไขบังคับ ก็พบวามี
ความสอดคลองกนั ทํ าใหสรุปไดวา วิธีการมีนนิมัมไทมออปติไมตเซซันสามารถนํ ามาใชหาคาความเร็ว
สูงสดุของรถแขงได และผลของคํ าตอบที่ไดก็มีความนาเชื่อถือได เพราะเมื่อทวนสอบกับสภาวะเงื่อนไข
เร่ิมตน สภาวะเงื่อนไขขอบ และเงื่อนไขบังคับ แลวพบวามีความสอดคลองกับเงื่อนไขตางๆ ดังกลาว
ซึง่สงัเกตไดจากกราฟที่แสดงไวในบทที่ 4 ซึง่ไดอธิบายรายละเอียดของกราฟไวดวยแลว

ทั้งนี้หากตองการเพิ่มความละเอียดในการคํ านวณก็สามารถทํ าได ดวยการเพิ่มความ
ละเอียดของสเต็บไซด (Step size) แตกต็องใชคอมพิวเตอรที่มีประสิทธิภาพสูงขึ้นดวย

ผลจากการนํ าเอาวิธีมีนนิมัมไทมออบติไมตเซซันมาใชเพื่อคํ านวณหาคาเวลาในการเคลื่อนที่
ที่เหมาะสมที่สุดของรถแขงหาระดับข้ันความเสรี พบวาการคนหาคํ าตอบจะมีความยากและตองใช
เวลามาก โดยจํ าเปนตองกํ าหนดคาเริ่มตนเวลาใหใกลเคียงกับคํ าตอบใหมากที่สุดจึงจะทํ าใหไดคํ า
ตอบที่ยอมรับได  แตกส็ามารถท ําใหปญหาลดความยากลงไดดวยการสเกลปญหาใหเล็กลงมา อาจจะ
ดวยวธิกีารแปลงหนวยใหใหญข้ึน เปนตน  สํ าหรับวิธีการมีนนิมัมไทมออบติไมตเซซันจากการศึกษา
วิจัยครั้งนี้สามารถนํ าไปปรับปรุงและพัฒนาใชกับปญหาที่มีลักษณะใกลเคียงกับการศึกษาวิจัยนี้ได 
ตัวอยางเชน การแขงขันรถประหยัดพลังงาน ซึ่งอาจจะนํ าไปใชหาความเร็วที่เหมาะสมที่ทํ าใหประหยัด
พลงังานมากที่สุด เปนตน

และจากการศึกษาวิจัยครั้งนี้พบวาวิธีการแกปญหาแบบไดเรคทมีความสะดวกในการหาคํ า
ตอบมากกวาวิธีการแบบอินไดเรคทมาก โดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีการแกปญหาของมีนนิมัมไทมออ
ปติไมตเซซนันี ้เนือ่งจากวิธีการไดเรคทมีความซับซอนนอยกวา เพราะในการแกปญหาเดียวกัน วิธีการ
ไดเรคทจะมีตัวที่ไมรูคานอยกวาวิธีการแบบอินไดเรคทหนึ่งเทาตัว จึงเปนเหตุผลทํ าใหการหาคํ าตอบ
ดวยวิธีไดเรคทมีความรวดเร็วกวาวิธีอินไดเรคทมาก แตผลของคํ าตอบที่ไดก็จะมีความหยาบมากกวา
เชนกนั แตก็ยังเปนคาคํ าตอบที่ยอมรับได



125

5.2 ขอเสนอแนะ
ในการพัฒนาในขั้นตอไปอาจจะตองหาวิธีการที่ชวยใหการกํ าหนดคาเริ่มตนไมจํ าเปนจะ

ตองก ําหนดคาใหใกลเคยีงกับคํ าตอบมากนัก ซึ่งจะเปนการชวยประหยัดเวลาในการหาคํ าตอบไดมาก 
หรือหาวิธีการใหลูเขาสูคํ าตอบไดเร็วขึ้น และอาจเพิ่มความซับซอนของปญหาใหมากขึ้น โดยคิดผล
กระทบทีเ่กดิจากอากาศพลศาสตร ซึ่งจะตองคํ านึงถึงรูปทรงของรถแขงดวย รวมถึงเพิ่มความซับซอน
ของสนามแขงขัน



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

บรรณานุกรม 



บรรณานุกรม

ธีระยุทธ สุวรรณประทีบ. (2538). วศิวกรรมยานยนต: ภาคคํ านวณ. กรุงเทพฯ: ฟสิกสเซ็นเตอรการพิมพ.
Arthur E Bryson Jr, Yu-Chi Ho. (1975). Applied Optimal Control Optimization Estimation and
             Control. USA: John Wiley & sons Inc.
Biral F, Da Lio M. Modelling Drivers with the Optimal Manoeuvre Method. University of Trento.

       Italy. [serial online] 2001. Available from: URL:
       http://pdmec4.mecc.unipd.it/~cos/DINAMOTO/articoli%20moto/30articolo.pdf.
       Accessed September 12, 2002.

Casanova D, Sharp RS, Symonds P. Minimum Time Manoeuvring: The Significance of Yaw Inertia.
 [abstract]. [serial online] Vehicle System Dynamics 2000; Vol.34: No.2: pp. 77-115.
 Available from: URL: http://www.szp.swets.nl/szp/journals/vs342077.htm.
 Accessed August 4, 2002.

Casanova D, Sharp RS, Symonds P. On minimum time optimization of Formula One Cars:
              The influence of vehicle mass. [abstract]. ICTAM 2000 Chicago. Available from:
              URL: http://www.tam.uiuc.edu/ICTAM2000/Program/Abstracts/RF1.html.
              Accessed August 4, 2002.
Casanova D, Sharp RS, Symonds P. On the Optimisation of the Longitudinal Location of the Mass
              Centre of a Formula One Car for Two Circuits. School of Engineering. Cranfield University.
              Bedford. United Kingdom. [serial online] 2002. Available from:
              URL: http://www.ee.ic.ac.uk/CAP/Reports/2002/avec2002_paper.pdf. Accessed

       September  12, 2002.
Ellis JR. (1994).  Vehicle Handling Dynamics. 1st ed. London: Page Bros Norwich.
Eric J Rossetter, J Christian Gerdes. A Study of Lateral Vehicle Control under a Virtual Force
              Framework. Stanford University. USA. Available from: URL:

       http://www-cdr.stanford.edu/dynamic/PF/papers/AVEC2002_v2.pdf
       Accessed December 12, 2003.

Peeroon Ramanata. (1998). Optimal Vehicle Path Generator Using Optimization Methods.
              [thesis]. USA: Virginia Polytechnic Institute and State University.
Singiresu S Rao. (1996). Engineering Optimization Theory and Practice. 3rd ed. USA: John
             Wiley & sons Inc.



127

Sunil Kumar Agrawal, Brian C Fabien. (1999). Optimization of Dynamic Systems. Netherlands:
             Kluwer Academic Publishers.
Thomas D Gillespie. (1992). Fundamentals of Vehicle Dynamics. 4th ed. USA: Society of
             Automotive Engineers Inc.
Taheri S. (1990). An Investigation and Design of Slip Control Braking Systems Integrated with Four
            Wheel Steering, Dissertation Ph.D (Mechanical Engineering). South Carolina:
              Graduate School of Clemson University. Photocopied.
T. Veeraklaew. (1999). Extensions of Optimization Theory and New Computational Approaches for
              Higher-order Dynamic Systems, Dissertation Ph.D (Mechanical Engineering). Delaware:
             Graduate School of University of Delaware. Photocopied.
William F Milliken, Douglas L Milliken. (1995). Race Car Vehicle Dynamics. 2nd ed. USA:
             SAE International.
Wong JY. (2001). Theory of Ground Vehicles. 3rd ed. USA: John Wiley & sons Inc.



128

อภิธานศัพท

g คือความเรงเนื่องจากแรงดึงดูดของโลก
h  คือความสงูจากพื้นถึงจุดศูนยถวงของยานยนต (Height of the CG from the ground)
bl คือความยาวตัวถังรถ
wl คือหนากวางยาง
x&   คือความเร็วในแนวแกน x  (Longitudinal component of vehicle velocity)
y&  คือความเร็วในแนวแกน y   (Lateral component of vehicle velocity)
A  คือระยะจากจุดศูนยถวงถึงลอหนา (Vehicle center of gravity location from front tire)
B  คือระยะจากจุดศูนยถวงถึงลอหลัง (Vehicle center of gravity location from rear tire)

f
Cα คือ Front tire cornering stiffness

rCα คือ Rear tire cornering stiffness
H เรียกวา เฮสเซียนแมตริกซ (Hessian matrix)
xfF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหนาตามแนวแกน x
xrF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหลังตามแนวแกน x
yfF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหนาตามแนวแกน y
yrF คือแรงกระทํ าทางตรง (Longitudinal component) ของลอหลังตามแนวแกน y
zfF คือแรงกระทํ าตั้งฉากกับลอหนา (Normal load of front tire)
zrF คือแรงกระทํ าตั้งฉากกับลอหลัง (Normal load of rear tire)

Ff คือแรงขับเคลื่อนลอหนา (Tractive effort of the front tire)
Fr คือแรงขับเคลื่อนที่ลอหลัง (Tractive effort of the rear tire)
zI  คือโมเมนตความเฉื่อยจากการสาย (Yaw Moment of Inertia)
wI คือความเฉื่อยของลอรอบแกนหมุน (Inertia of the wheel about the axle)
M  คือมวลของยานยนต (Mass)
Ra คือแรงตานจากอากาศ (Aerodynamic resistance)
Rrf คือแรงตานการเคลื่อนที่ของลอหนา (Resistance of the front tire)
Rrr คือแรงตานการเคลื่อนที่ของลอหลัง (Resistance of the rear tire)
Rd คือแรงตานการลาก (Drawbar load)
Rg คือแรงตานทางชัน  (Grade resistance)
wR คือรัศมีของลอ (Wheel radius)
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X& คือองคประกอบความเร็วของยานยนตในแนวแกน X ของระบบแกนโลก
Y&  คือองคประกอบความเร็วของยานยนตในแนวแกน Y ของระบบแกนโลก
W คือนํ ้าหนักรวมของยานยนต
tfV
r  คือเวกเตอรความเร็วของยางหนา
V
r  คือเวกเตอรความเร็วของยานยนตที่จุด CG
θ  คือมมุสาย (Yaw angle) ของยานยนต
θ&  คืออัตราการสาย (Yaw rate)
δ  คือมมุเลี้ยว (Steering angle) ของลอหนา
fω คือความเร็วเชิงมุมของลอหนา (Angular velocity for front wheel)
rω คือความเร็วเชิงมุมของลอหลัง (Angular velocity for rear wheel)

ψ  คือมมุสาย (Yaw angle) ของยานยนตในแนวแกน Z ของระบบแกนโลก
ψ&  คืออัตราการสาย (Yaw rate) รอบแกน Z ของระบบแกนโลก
k̂θ&  คือความเร็วเชิงมุมของการสายของรถ (Yaw angular velocity)
î , ĵ , k̂ คือเวกเตอรหนึ่งหนวย
fµ คือคาสมัประสิทธิ์ความฝดของถนน (Friction coefficient) ของลอหนา
rµ คือคาสัมประสิทธิ์ความฝดของถนน (Friction coefficient) ของลอหลัง
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