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   ปญหาของเครื่องจักรที่ใชงานจริงในปจจุบัน จะคํานึงถึงการประหยัดพลังงานหรือ

ประหยัดเวลาอยางเดียวโดยไมคํานึงถึงความนิ่มนวลซึ่งผลที่ตามมาก็คือเกิดการกระชากอยางรุนแรง  

ซึ่งการประหยัดพลังงานและประหยัดเวลาใหผลดีในทางทฤษฎี แตอาจกอความเสียหายไดในทาง

ปฏิบัติในการหาคาความนิ่มนวลที่สุดมีการหาคาของคําตอบไดหลายวิธีในที่นี้ไดเสนอการหาคาความ

นิ่มนวลที่สุดดวยการพิจารณาโดยออมในการแกปญหาพลศาสตร ความเหมาะสมที่สุดที่เปนสมการ

อนุพันธอันดับสูงปญหาที่นํามาวิเคราะหจะเปนปญหาเชิงเสน โดยมี มวล สปริง และตัวหนวง โดยเริ่ม

จาก มวล 2 กอน  และเปนระบบที่มีแรงกระทํากับมวลทุกกอน  มีขอบเขตของเวลาเริ่มตนและเวลา

สุดทายคงที่ไมแปรผัน  ในการแกปญหาสมการอนุพันธอันดับสูงในที่นี้ไดเลือกวิธีเศษตกคางมา

แกปญหา  สมการอนุพันธอันดับสูงมีคาถึงอันดับที่ 6 จึงไดเลือกคาเศษตกคาง ( ) ( ) 2
0
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เปนตัวเศษตกคางทําใหหาคาผลเฉลยของสมการไดอยางรวดเร็ว  
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Both the minimum energy consumption and smoothness, which is quantified as a 

function of jerk, are generally needed in many dynamic systems such as the automobile and 

the pick-and-place robot manipulator that handles fragile equipments.  Nevertheless, many 

researchers come up with either solely concerning on the minimum energy consumption or 

minimum jerk trajectory. This research paper  considers the indirect minimum Jerk method 

for higher order differential equation in dynamics optimization   proposes a simple yet very 

interesting indirect jerks approaches in designing the time-dependent system yielding an 

alternative optimal solution.  Extremal solutions for the cost functions of indirect jerks are 

found using the dynamic optimization methods together with the numerical approximation.  

This case considers the linear equation of a simple system, for instance, mass, spring and 

damping.  The simple system uses two mass connected together by springs. The boundary 

initial is defined the fix end time and end point. The higher differential order is solved by 

Galerkin’s methods weight residual. As the result, the 6th higher differential order shows the 

faster solving time. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



ประกาศคุณูปการ 
 

 ปริญญานิพนธฉบับนี ้    สําเร็จไดดวยความกรุณาของ พันโท ผูชวยศาสตราจารย ดร. ทวิ

วัชร วีระแกลว  ประธานกรรมการควบคุมการทาํปริญญานพินธ  และ พนัโท  ผูชวยศาสตราจารย ดร. 

อโณทัย สุขแสงพนมรุง กรรมการควบคมุการทาํปริญญานพินธ ที่กรุณาใหคําปรึกษา แนะนาํและให

ความชวยเหลอื และแกไขความบกพรอง อีกทั้งใหกาํลังใจขณะดําเนนิการทาํปริญญานพินธ ผูวิจยัขอ

กราบขอบพระคุณเปนอยางสูงตลอดไป 

 ขอขอบพระคุณ   ผูชวยศาสตราจารย วิชิต บัวแกว ที่ชวยตรวจแกปริญญานพินธ และให

ขอเสนอแนะทีเ่ปนประโยชนตองานวิจัย 

 ขอขอบพระคุณบิดา มารดา  ภรรยา ตลอดจนเพือ่นรวมงานทกุทาน ในความสนับสนุน 

ชวยเหลือและใหกําลงัใจ เปนอยางดีตลอดเวลา 

 ขอขอบคุณเพื่อนรวมชัน้รุนที่ 3 และรุนพี่รุนนองในโครงการความรวมมือหลักสูตรปริญญาโท 

มศว. และ รร.จปร. สาขาวชิาวิศวกรรมเครื่องกล  ทุกทานที่ใหความชวยเหลือและเปนกําลงัใจตลอด

มา 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 

 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
การเคลื่อนที่ของวัตถุจากจุดเริ่มตนไปยังจุดสุดทายมีการเคลื่อนที่ไดหลายรูปแบบ  จากทฤษฎี

ของพลศาสตร ความเหมาะสมที่สุด  สามารถแบงออกไดทั้งการเคลื่อนที่แบบใชเวลานอยที่สุด  และ

เคลื่อนที่แบบใชพลังงานนอยที่สุด  ไมวาจะเปนการเคลื่อนที่แบบใด ผลที่ตามมาคือเกิดปญหาใหม  

นั่นคือเกิดความหยาบกระดางนั่นเองซึ่งในทางปฏิบัติแลวอาจตองการความนิ่มนวลมากกวาการ

ประหยัดพลังงานหรือการประหยัดเวลา  แตปญหาทางความนิ่มนวลสามารถแกปญหาไดหลายวิธี แต

ในบทความนี้ผูเขียนไดเสนอถึงวิธีการวิเคราะหและประยุกตใชความนิ่มนวลที่สุดดวยการพิจารณาโดย

ออมในการแกปญหาพลศาสตรความเหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธอันดับสูงเพื่อเปนแนวทางให

ผูสนใจนําไปประยุกตใชเขียนโปรแกรมควบคุมเครื่องจักรหรือหุนยนตไดในอนาคต 

 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 
 1.2.1 เพื่อวิเคราะหและประยุกตใชทฤษฎี Minimum indirect Jerk มาแกปญหาพลศาสตรที่

เหมาะสมที่สุดของระบบการเคลื่อนที่แบบเชิงเสน ของระบบสปริง มวลและตัวหนวง (Spring-mass-

damper linear motion system) 

 1.2.2 เพื่อศึกษาและนําทฤษฎี Weighted Residual Principle มาใชแกปญหา  

 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
 1.3.1 กําหนดรูปแบบการเคลื่อนที่ของระบบสปริง มวลและตัวหนวงเปนแบบเชิงเสน 

(Spring-mass-damper linear motion system)  

 1.3.2 ระบบเปนแบบ Fully actuated system 

               1.3.3 กําหนดสมการใหอยูในรูปอนุพนัธอันดับสูง (High order derivative) 

               1.3.4 หาคาของ Minimum Indirect Jerk  

 1.3.5 หาผลเฉลยของสมการโดยวธิี Weighted Residual Principle 

     

 



 2 

1.4 วิธีดําเนินการวิจัยโดยยอ 
 1.4.1 ศึกษาวธิีการแบบ Minimum Indirect Jerk Method 

 1.4.2 ศึกษาวธิีการ Numerical weight residual แบบ Galerkin method  

 1.4.3 กําหนดระบบการเคลือ่นที่แบบเชงิเสนแบบสองมติิของระบบสปริง มวลสองกอน 

และตัวหนวงโดยมีแรงภายนอกกระทํากบัมวลทกุกอน 

 1.4.4 ทาํการคํานวณและแกไขปญหาเพือ่หาคําตอบ 

 1.4.5 ทําการวเิคราะหและสรุปผลคําตอบของปญหา 

 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 1.5.1 ผลการวิจัยครั้งนี้จะเปนแนวทางสําหรับนักวิจัยรุนใหม 

 1.5.2 ผูพัฒนาหุนยนตนําวิธีการนี้ไปประยุกตใชเขียนโปรแกรมเพื่อควบคุมหุนยนต  

 1.5.3 ผลการวิจัยครั้งนี้จะใหขอมูลสําหรับการใชเปนฐานขอมูลเพื่อเปรียบเทียบกับวิธีการ

แบบอื่นๆ  

 

 



บทที่ 2 
งานวิจัยและทฤษฎีที่เกี่ยวของ 

 

 ในการวิจัยครั้งนี้ ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตามหัวขอตอไปนี้ 

 1.  ทบทวนงานวิจยัที่เกี่ยวของ 

 2.  ทฤษฎีออปติไมซเซชัน (Optimization) 

 3.  ทฤษฎวีิธีเวจนเรซิดวล ( Weighted Residual Principle)  
 

2.1 ทบทวนงานวิจัยทีเ่กี่ยวของ 
 ในการออกแบบมีงานวิจัยของผูอ่ืนที่ไดทําการศึกษามากอนที่ไดมีการนําเอาวิธีการหาคาของ

ความนิ่มนวล ที่สุด (Minimum indirect jerk) มาใชที่มีลักษณะใกลเคียงและเกี่ยวของกับการ

ศึกษาวิจัยในครั้งนี้ดังตอไปนี้  

Sunil K. Agrawal และ พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว (1998)  ศึกษาเรื่องการออกแบบหุนยนตที่มี

ความเหมาะสมสูงสุดกับการเคลื่อนที่แบบซ้ําๆ โดยนําเสนอถึงวิธีการในการหาคาตัวแปรตางๆใหไดผล

ถึงความเหมาะสมสูงสุดระหวางการเคลื่อนที่จากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่งในระยะเวลาที่กําหนด วิธีการ

ที่นําเสนอเปนวิธีการใหมที่ไมมีการคิดคนมากอนและจะไมมีการใชตัวแปรที่ชื่อวาตัวคูณลากรานจ 

(Lagrange Multiplier) ตัวอยางของระบบหุนยนตไดถูกนําเสนอในบทความนี้ยังแสดงใหเห็นวาวิธีการ

นี้สามารถนํามาใชคํานวณหาคําตอบไดอยางรวดเร็วมาก ทําใหไดผลที่ดีอีกประการหนึ่งนั่นคือ คาตัว

แปรของระบบหุนยนตจะสามารถถูกปรับเปลี่ยนในขณะที่ หุนยนตกําลังเคลื่อนที่อยูได 

 Sunil K. Agrawal, พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว และ B.C. Fabien (1998) ศึกษาการแกปญหา

เพื่อหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่คงที่แบบทางตรงและทางออมโดยอาศัยการ

เปลี่ยนรูป โดยทําการวิเคราะหและหาคําตอบของระบบสมการการเคลื่อนที่ที่เปนเสนตรงและ

สัมประสิทธิ์ในสมการการเคลื่อนที่เปนคาคงที่ซึ่งถูกกําหนดใหเคลื่อนที่ระหวางจุดสองจุดที่กําหนดให

ในระยะเวลาที่กําหนด จากทฤษฎีที่มีอยูเดิมคําตอบที่ไดจะตองทําใหสมการการเคลื่อนที่และสมการ

ควบคูเปนจริงในรูปของสมการอนุพันธุอันดับที่หนึ่ง แตในบทความฉบับนี้ผูเขียนไดเสนอถึงวิธีการใหม

โดยการเปลี่ยนรูปที่สามารถแทนคาตัวแปรสเตทและควบคุม ไปใชในฟงกชันที่ตองการหาคาสูงสุดหรือ

ตํ่าสุดได ผลที่ไดสามารถที่จะนําวิธีการทางตรงและทางออม มาแกปญหาไดเปนอยางดี ผูเขียนได

เปรียบเทียบถึงขอดีและขอเสียของการคํานวณไวพรอมกับตัวอยางของระบบการเคลื่อนที่ 

พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว และ Sunil K. Agrawal (1998)  ศึกษาการแกปญหาเพื่อหาความ

เหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่มีขอบเขตดวยฟงกชันเพนัลตี โดยกลาวถึงปญหาของการหา
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คาความเหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่มีขอบเขต ทั้งที่เปนสมการและอสมการ วิธีการใหมนี้

อาศัยหลักการในการเปลี่ยนรูปที่สามารถแทนคาตัวแปรสเตทและตัวแปรควบคุม เขาไปในฟงกชั่นที่

ตองการหาคาสูงสุดหรือตํ่าสุดได ถึงกระนั้น ทั้งสมการและอสมการที่เปนขอบเขต ไมสามารถแทนคา

ในฟงกชั่นดังกลาวได จึงตองอาศัยฟงกชั่น เพนัลตี ซึ่งเปนที่นิยมในการวิเคราะหทางคณิตศาสตร 

โดยเฉพาะกับขอบเขตที่เปนอสมการสุดทายในภาพรวมผูเขียนไดกลาวถึงขอเปรียบเทียบดวยการ

นําเสนอตัวอยางในดานกลศาสตรวิศวกรรม 

พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว  สุพจน ศรีนุตาพงษและพันตรี เศรษฐพงษ มะลิสุวรรณ (2000)  

ศึกษากฎการควบคุมแบบยอนกลับขางเคียงของระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปอันดับสูงสําหรับการ

ประยุกตใชกับระบบหุนยนต โดยกลาวถึงทฤษฎีที่เปนเชิงเสนและไมเปนเชิงเสน เปลี่ยนรูปแบบของ

สมการการเคลื่อนที่ จากสมการอนุพันธอันดับที่หนึ่ง ไปเปนสมการอนุพันธอันดับสูง ไดถูกนํามาใช

อยางแพรหลายและมีขอไดเปรียบในการควบคุมแบบเวลาจริง ดังนั้นในบทความผูศึกษาจึงไดนําเสนอ

ถึงการคนควาอยางตอเนื่องถึงกฎการควบคุมแบบยอนกลับขางเคียง ที่จะสามารถถูกนํามาใชกับระบบ

การเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการอนุพันธุอันดับสูงได 

 พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว  (2000)  ศึกษาระบบการเคลื่อนที่แบบเชิงเสนอยางเหมาะสมสําหรับ

ปญหาที่มีคาขอบเขตสองตําแหนงในสมการอันดับที่ส่ี สูตรสมการหาคําตอบแบบเวจนเรซิดวล โดย

บทความดังกลาวไดถูกนําเสนอดวยระบบ สปริง มวลและตัวหนวง ที่สามารถถูกจัดใหอยูในรูปสมการ

อนุพันธุอันดับที่ส่ีได เนื่องจากสมการที่มีชื่อวาสมการโคสเตท (Costate equations) ในทฤษฎีของการ

หาคาความเหมาะสมสูงสุดสามารถถูกกําจัดออกจากระบบได สมการอนุพันธุอันดับที่ส่ีนี้จะอยูในรูป

ของสมการที่สามารถถูกแกปญหาหาคําตอบไดดวยวิธีเวจนเรซิดวล (Weight residual) เชนวิธีกัลเลอร

คิน (Galerkin methods) วิธีการที่ถูกนําเสนอนี้มีขอไดเปรียบกวาวิธีเดิมที่นักวิจัยนิยมใชแกปญหาใน

การหาคาความเหมาะสมสูงสุดที่มีชื่อวามัลติชูตติ้ง (Multiple shooting) ในเชิงของการคํานวณในเวลา

ที่เปนจริง 

พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว และ Sunil K. Agrawal (2001)   เสนอวิธีการใหมในการแกปญหา

เพื่อหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธุอันดับสูง โดย

กลาวถึงการใชทฤษฎีของระบบวิเคราะหปญหาของการหาคาต่ําสุดหรือสูงสุดของระบบสมการการ

เคลื่อนที่ที่อยูในรูปของสมการอนุพันธุอันดับสูงมีขอไดเปรียบเปนอยางมากในเรื่องของการคํานวณเมื่อ

เปรียบเทียบกับระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการอันดับที่หนึ่ง โดยเฉพาะสมการการเคลื่อนที่ทาง

วิศวกรรมเครื่องกลจะอยูในรูปของสมการอนุพันธุอันดับที่สองเสมอเนื่องจากเปนผลมาจากการใชกฎ

ขอที่สองของนิวตัน โดยในบทความนี้ไดแสดงขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจนในดานการคํานวณ 

ระหวางสมการการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปอนุพันธุชั้นสูงและสมการอนุพันธุอันดับที่หนึ่งโดยการสราง
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ซอฟทแวรข้ึนมาดวยวิธีการทางตรงและทางออม เพื่อสามารถยืนยันไดวา ไมวาสมการการเคลื่อนที่จะ

อยูในรูปแบบใด ก็จะสามารถที่จะใชซอฟทแวรเดียวกันภายใตสภาวะเดียวกันหาคําตอบ เพื่อใชในการ

เปรียบเทียบ 

พันตรี ทวิวัชร วีระแกลว (2001)  เสนอการแกปญหาเพื่อหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบ

การเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธุอันดับสูงและหลักการพัฒนาหาคาต่ําสุด โดยนําเสนอถึง

ทฤษฎีที่สําคัญมากทฤษฎีหนึ่งในการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของสมการอนุพันธุอันดับสูงมีชื่อวา

ทฤษฎีความต่ําสุด ทฤษฎีดังกลาวที่นําเสนอถูกพิสูจนจากสองวิธีการซึ่งเปนที่รูจักกันอยางแพรหลาย

คือทฤษฎีฮารมิลตัน-จาโคบี ซึ่งจะนําไปสูการพัฒนาทฤษฎีของพอนทรียากินและทฤษฎีความต่ําสุดที่มี

ความสําคัญเปนอยางยิ่งและสนับสนุนทฤษฎีตางๆใหกับระบบการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการอนุพันธุ

อันดับสูง และวาริเอชั่นแคลคูลัส ซึ่งเปนวิธีที่ใชตรวจสอบทฤษฎีของ พอนทรียากินและทฤษฎีความ

ตํ่าสุดอีกครั้งหนึ่งซึ่งทั้งสองวิธีใหคําตอบตรงกัน และไดนําเสนอพรอมตัวอยางเพื่อแสดงความ

สอดคลองกัน 

 สรุป   จากการศึกษาเอกสาร โครงงาน งานที่เกี่ยวของทําใหทราบวามีการพยายามที่จะหา

วิธีการในการแกปญหาสมการการเคลื่อนที่ที่เปนสมการอนุพันธุอันดับสูงใหมีความถูกตองแมนยําและ

งายตอการคํานวณวิธีการหนึ่งที่ผูทําวิจัยสนใจคือการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีการหาคา

ความนิ่มนวลที่สุดโดยออม(Minimum indirect jerk) แกปญหาสมการอนุพันธุอันดับสูงแลวจึงใชวิธี

เวจนเรซิดวล (Weight residual method) แบบกัลเลอรคิน (Galerkin method) ในการหาคําตอบซึ่ง

วิธีการนี้ยังไมมีใครไดทําการศึกษามากอนหุนยนตจะตองมีการคํานวณหาสวนตางๆมากมาย หนึ่งใน

นั้นมีการหาสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนต ซึ่งถือวาสํา 
 

2.2 ทฤษฎีออปติไมซเซชัน (Optimization)  
 ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่นํามาใชโดยมี

จุดประสงคเพื่อหาคาที่เหมาะสมที่สุด ซึ่งคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ ตํ่าสุดหรือคาสูงสุด 

เปาหมายของการออปติไมซเซชัน (Optimization goal) ทําเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดานการลงทุน 

พลังงาน การใชประโยชนและความปลอดภัยนั่นเอง กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซชัน 

(Optimization) ไปประยุกตเพื่อใชงาน เราจะตองทําการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน      

ออปติไมซเซชัน (Optimization) นั้นสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา แตในการคนหา

คําตอบของปญหาโดยเทคนิควิธีออปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่จะตองทําการพรรณนาถึง

ลักษณะของปญหาใหออกมาในรูปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรเสียกอน ซึ่งมีองคประกอบ

โครงสรางของปญหา (Elements of problem formulation) ในเทอมทางคณิตศาสตรที่สําคัญและ
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จําเปนตองทําความเขาใจสามเทอมดวยกัน คือ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables), ดีไซน

พารามิเตอร (Design parameters) และดีไซนฟงกชัน (Design functions) ซึ่งมีรายละเอียดปลีกยอย

ดังนี้ 
 2.2.1 ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 
     คือตัวแปรหรือส่ิงที่ระบุชี้ชัดถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรแลวตัวแปร

ของการออกแบบก็คือตัวไมทราบคาที่จะตองถูกคนหาคานั่นเอง ยกตัวอยางเชน ปญหาการหาขนาดที่

เหมาะสม คือ ดีไซนวาริเอเบิลก็คือความยาวและความสูง ในการกําหนดหรือเลือกวาสิ่งไหนคือดีไซน

วาริเอเบิล (Design variables) นั้น ผูออกแบบจําเปนจะตองใชสัญชาตญาณ, ความชํานาญ และพื้น

ความรูมาเปนองคประกอบการตัดสินใจ แตก็มีหลักการพื้นฐานเชนกันคือดีไซนวาริเอเบิล (Design 

variables) จะตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear independent) หมายความวาดีไซนวาริเอเบิล 

(Design variables) จะไมสามารถถูกกําหนดขึ้นมาจากการใชความสัมพันธทางเลขคณิตได 

ตัวอยางเชน การออกแบบหนาตัดของสี่เหลี่ยมผืนผาที่เหมาะสม เราจะไมสามารถกําหนดดีไซนวาริเอ

เบิล (Design variables) เปนความยาว, ความกวางและพื้นที่ได เพราะถาหากเรากําหนดดีไซนวาริเอ

เบิล (Design variables) เปนความยาวและความกวางแลว ตัวแปรที่สามคือพื้นที่จะเกิดขึ้นมาเองโดย

อัตโนมัติ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) สามารถมีไดหลายตัวเพื่อที่จะใหการออกแบบนั้นมี

ความสมบูรณ และกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) เหลานี้จะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร 

(Design vector: matrix) และใชอักษร n แทนจํานวนใดๆ ของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 

และในเทอมทางคณิตศาสตรนั้นมักจะใชอักษร x และมีตัวเลขหอยเพื่อระบุลําดับที่ของตัวแปรของการ

ออกแบบนั้นๆ มักมีการเขียนสัญลักษณของดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะดังนี้ คือ [ ]X , X  หรือ x , 

[ ]Tnxxx ,...,, 21  และ nixi ,...,2,1, =    
 2.2.2 ดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) 
     คือส่ิงที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบใน

ลักษณะที่แตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํา, คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน

พารามิเตอร (Design parameters) สามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิล (Design 

variables) และเปน เวกเตอร (Vector: matrix) เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณไดคลายๆ กันดังนี้ คือ 

[ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  
 2.2.3 ดีไซนฟงกชัน (Design functions)  
  คือขอมูลสําคัญเกี่ยวกับการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) และ

ดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) มาประเมินคา และเปนตัวพิสูจนแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวย ดีไซนฟงกชัน (Design functions) นี้สามารถแสดงออกมาใน
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รูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเงื่อนไขบังคับ (Design objectives and/or constraints) ซึ่งจะ

เปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสมขึ้นมาและตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับดวยจึง

จะถือวาเปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได (Feasible) ตัวอยางเชน ตองการออกแบบให

โครงสรางมีมวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) โดยที่ความเคนใน

วัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก (Yield strength) นี่ก็จะเปนคอนสเทรนทฟงกชัน 

(Constraint functions) ซึ่งมีรายละเอียดปลีกยอยดังตอไปนี้ 
   2.2.3.1 ออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function)  
  เปนดีไซนฟงกชัน (Design function) ตัวหนึ่งของออปติไมซเซชัน (Optimization) โดยทั่วไป

จะเปนแบบฟงกชันเดี่ยว รูปแบบของวัตถุประสงคจะเปนการหาปริมาณที่นอยที่สุดหรือปริมาณที่มาก

ที่สุด และปริมาณที่วานี้ก็เปนปริมาณสเกลาร ในเทอมทางคณิตศาสตรนั้นจะเขียนสัญลักษณไดหลาย

แบบดังนี้ คือ ( )Xƒ  และ ( )qxxx ,...,, 21ƒ  
   2.2.3.2 คอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint functions)  
  เปนดีไซนฟงกชัน (Design function) ตัวหนึ่งที่มีอิทธิพลตอการออกแบบเปนอยางมาก และ

สามารถมีไดมากกวาหนึ่งฟงกชันได (เปนไดทั้งสมการและอสมการ) ดังนั้นจึงเปนเวกเตอร (Vector: 

matrix) และจะใชเครื่องหมายดําเนินการเปรียบเทียบสามตัวคือ ≥≤  ,  และ = ซึ่งเงื่อนไขบังคับนี้จะมี

ไดสามรูปแบบดวยกันคือ อันคอนสเทรนท (Unconstraint), อีควอลิตีคอนสเทรนท(Equality 

constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraint) มีรายละเอียดดังนี้ 
    2.2.3.2.1 อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints)  
   เปนเงื่อนไขที่บังคับใหการออกแบบตองเปนไปตามเงื่อนไขอยางเครงครัดโดยจะตองไม

ขาดและไมเกินจากเงื่อนไข มีลักษณะเปนสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร g เงื่อนไขบังคับนี้

สามารถมีไดหลายตัวและเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ  [ ]G , 

[ ]lggg ,...,, 21  และ mlgl ,...,2,1, =  จํานวนดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) n จะตองมีขนาดที่

มากกวาจํานวน m อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) จึงจะสามารถทําการออปติไมซเซชัน 

(Optimization) ไดโดยจะตองสอดคลองกับออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เครื่องหมายที่

เขามาเกี่ยวของคือเครื่องหมายเทากับ โดยฝงขวามือของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ 

( ) ( ) 0500:1 =−ƒ XXg  เปนตน 
    2.2.3.2.2 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints)  
   เปนเงื่อนไขบังคับที่มีความยืดหยุนในการออกแบบ เพราะจะบังคับในลักษณะเปนชวง

ใหเปรียบเทียบ มีลักษณะเปนอสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร c เงื่อนไขบังคับนี้สามารถมีได

หลายตัวและจะเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ ][C , ],...,,[ 21 mccc  และ 

mlcl ,...,2,1, =  เครื่องหมายที่เขามาเกี่ยวของคือเคร่ืองหมายมากกวาหรือเทากับและนอยกวาหรือ
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เทากับแตจะนิยมแบบนอยกวาหรือเทากับในงานดานวิศวกรรมมากกวา โดยฝงขวามือของเครือ่งหมาย

จะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ ( ) ( ) 01:1 ≤−ƒ XXc  เปนตน 
    2.2.3.2.3 ไซดคอนสเทรนท (Side constraints)  
   เปนเงื่อนไขบังคับที่นํามาใชเพื่อกําหนดตัวเลขชวงใหกับดีไซนวาริเอเบิล (Design 

variables) และมักมีการกําหนดเปนลักษณะขีดจํากัดบนและขีดจํากัดลาง 
    2.2.3.2.4 ดีไซนสเปส (Design space)  
   ก็คือปริภูมิที่จะถูกใชเพื่อการออกแบบที่เหมาะสมนั่นเอง เปนปริภูมิที่เกิดขึ้นจาก

หลักการของปริภูมิยูคลิดเดียนหรือปริภูมิคารทีเชียน (Euclidean or cartesian n-dimensional 

space) ที่มีมิติใดๆ ซึ่งมิติใดๆ นี้เกิดขึ้นจากกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) แตจะไม

เหมือนกับระบบปริภูมิอางอิงทั่วไปที่มีสามมิติตามที่เราคุนเคยกัน เพราะจะมีความซับซอนกวา 

ยกตัวอยางเชน มีดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 10 ตัว ก็จะมีมิติของปริภูมิเปน 10 มิติ เปนการ

ยากมากที่จะอธิบายโดยการวาดภาพหรือเขียนกราฟออกมา ดวยเหตุนี้จึงใชไซดคอนสเทรนท (Side 

constraints) มาเปนตัวจํากัดขอบเขตของปริภูมิ ซึ่งหากผลเฉลยอยูในชวงขอบเขตนี้ก็ถือวายอมรับได 

(Feasible)  
 2.2.4 ฟอรมมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The standard format optimization)  
  จากที่กลาวมานั้นลวนแตเปนองคประกอบทั่วไปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรของการใช

เทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization) ทั้งสิ้น และมีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดหลายๆ แบบ

ดังนี้ 

 

 หาคานอยที่สุดของ   ( )nxxx ,...,, 21ƒ               (2.1) 

 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) 0,...,, 211 =nxxxg  

        ( ) 0,...,, 212 =nxxxg                           (2.2) 

        ( ) 0,...,, 21 =nl xxxg  
 

        ( ) 0,...,, 211 ≤nxxxc  
        ( ) 0,...,, 212 ≤nxxxc                      (2.3) 

        ( ) 0,...,, 21 ≤nl xxxc  
        njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤                     (2.4) 

 

หรือเขียนสั้นๆ ไดดังนี้ 
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 หาคานอยที่สุดของ   ( )nxxx ,...,, 21ƒ           (2.5) 

 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==                    (2.6) 

        ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤                    (2.7) 

        njxxx u
jj

l
j ,...,2,1 , =≤≤                     (2.8) 

 

หรือเขียนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังนี้ 

 หาคานอยที่สุดของ   ( ) [ ]nXX  ,ƒ           (2.9) 

 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( )[ ] 0=lXg                     (2.10) 

        ( )[ ] 0≤lXc                     (2.11) 

         uplow XXX ≤≤                   (2.12) 

 

 จากฟอรมมาตรฐานของปญหาการออปติไมซเซชัน (Optimization) ที่อยูในรูปแบบเทอมทาง

คณิตศาสตรที่เปนภาษาสากลนั้นสามารถสื่อสารออกมาเปนภาษาพูดไดดังนี้ คือ หาคานอยที่สุด 

(Minimize) ของออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) f โดยจะตองสอดคลองกับเงื่อนไข 

(Subject to) บังคับเชิงเทากับ (Equality constraints) จํานวน l เงื่อนไข และตองสอดคลองกับอิน

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) จํานวน i เงื่อนไข ทั้งนี้ดีไซนวาริเอเบิล (Design 

variables) ทั้งหมดจํานวน n ตัวแปร ตองอยูในชวงขอบเขตลางและขอบเขตบนของไซดคอนสเทรนท 

(Side constraints) เทานั้น 
 2.2.5 ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวิศวกรรม  
  ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ไมข้ึนกับเวลาและมีการนําเอา

ออปติไมซเซชัน (Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน (Static 

optimization) สวนปญหาที่ข้ึนกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 

ดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of optimization) คือ

การคนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 

function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซึ่งมีอยูสองลักษณะคือ โกลบอล 

(Global) และโลคอล (Local)  

 กรณีนอยสุด (Minimum) กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  

เปนโกลบอลมีนิมัม (Global minimum) ไดถา 
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               ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111        (2.13) 

 

 เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวทําใหเกิดคา

ของฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มี

คานอยที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลมีนนิมัม 

(Local minimum)  

 กรณีมากสุด (Maximum) กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชนั ( )nxx ,...,1ƒ  

เปนโกลบอลเม็กซิมัม (Global maximum) ไดถา 

    

                           ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111       (2.14) 

 

 เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวก็ยังทําให

คาของฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มี

คามากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลเม็กซิมัม 

(Local maximum)  
  2.2.5.1 ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization)  
 ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆ (Variables) ข้ึนกับเวลา (Time-dependent) จะถูก

เรียกวาไดนามิก (Dynamics) และมักจะใชสมการเชิงอนุพันธ (Differential equations) มาเปนตัว

แสดงระบบไดนามิก (Dynamic systems) ดังนี้ 

 

                            ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                  (2.15) 

 

 เมื่อ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทั่วไปหรือ

อนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต (Control 

inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) 

และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control inputs) 

( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการคํานวณวิถี (Trajectory) 

ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )txi  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิงตัวเลข (Analytical or 

numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของอนุภาค (Particle) หนึ่งหนวย
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มวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายไดดวยสมการเชิงอนุพันธ (Differential 

equation) เปน ux =&&  เมื่อ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ u  คือแรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการ

เชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-order differential equation) แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการ

เชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First-order differential equation) ดังสมการ (2.15) ได นั่นคือให 21 xx =&  

และ ux =2&    สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ (2.15) นั้น โดยปกติแลวจะตองมีการ

กําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial state) จากนั้นก็ทําการเลือกชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต 

(Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เพื่อใหออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุด

หรือมากสุด ปญหาไดนามิกจะเรียกออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล 

(Cost functional) และเขียนเปนสมการดังนี้ 

 

 ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK      (2.16) 

 

 เมื่อ 0t  คือเวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 

ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซึ่งจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และ

สภาวะสุดทาย (Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนที่

ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล 

(Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอ

เบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)  

 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้นนอกจากจะอาศัยพื้น

ความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจ

ทางดานแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) อยางมากอีกดวย ระบบไดนามิก 

(Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกันตามระดับข้ันความเสรี (Degree 

of freedom) นั่นก็คือ ระบบข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ัน

ความเสรี (Multistage systems) สวนดานวิธีการหาคําตอบของปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน 

(Dynamic optimization) นั้นแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน คือ วิธีไดเรคท (Direct methods) 

และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ซึ่งวิธีไดเรคท (Direct methods) จะใหผลคําตอบที่หยาบ

มากกวาแตก็มีความซับซอนนอยกวาวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ในการวิจัยศึกษาในครั้งนี้จะ

ใชวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) เขามาเปนเครื่องมือสําหรับหาคําตอบ 

 ดังนั้นจึงตองทําการศึกษาและทําความเขาใจวิธีการแบบอินไดเรคท (Indirect methods) ซึ่ง

จะเริ่มตนจากการศึกษาและทําความเขาใจแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) โดยเริ่ม
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จากระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage 

systems) เพราะตองใชเปนฐานในการใชงานกับวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) จากนั้นก็จะลงลึก

ในรายละเอียดของวิธีการอินไดเรคท (Indirect methods) โดยจะเนนหนักลงไปเกี่ยวกับมีนนิมัมไทม

ออปติไมซเซชัน (Minimum time optimization)  
 2.2.6 แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations)  
 โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ัน

ความเสรี (Multistage systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of 

variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 

 

                                           [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &                                               (2.17) 

 

 ซึ่งเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) ( )tx  ใหเปนจํานวนจริง นั่นคือถา

กําหนด ( )tx  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิง

ตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับหลายๆฟงกชัน

ตอเนื่อง (Continuous functions) ก็ไดดังเชน 

 

                [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121 &K&&KK      (2.18) 

 

ฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.18) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) 

หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 K  ใหเปนจํานวนจริงนั่นเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอ

เบิล (Calculus of variations) มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 

optimization) นั่นก็คือ คนหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 

(Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หาได

เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 

of variations) มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเกี่ยวของกับจุดเริ่มตน

และจุดสุดทาย ซึ่งมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
  2.2.6.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเด่ียว (Functionals of a single function)  
  เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) โดยมี

รายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
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   2.2.6.1.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed end time and end 
points)  
   ถาฟงกชัน ( )xxtF &,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยางตอเนื่องโดยอยู

ระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  

และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ( )tx  ที่

เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  นั่นเอง ซึ่งมี

วิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม 

(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้นเพื่อใหยังคง

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) อยู ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fthth  ก็จะพบการ

เปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 

 

 [ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=Δ
0

,,,, &&&       (2.19) 

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

 

                                   dth
x
Fh

x
FJ ft

t∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
0

&
&

δ                   (2.20) 

 

เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.20) ก็จะพบวา 

 

                 
0

0
tt

t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫ &&&
δ      (2.21) 

 

เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fthth  จึงจะ

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเนื่องสองครั้ง นั่นก็หมายความวา 
x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเมื่อ 0=Jδ  ซึ่ง

พบวา 
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                                                    0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
       (2.22) 

 

 ซึ่งสมการ (2.22) นี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทํา

ใหผลเฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  และ 

( ) ff xtx =  ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย

เลอร-ควอชี (Euler-cauchy) ได 
   2.2.6.1.2 กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end time, 
variable end points)  
   แตกตางกับกรณี (2.1.6.1.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ (2.19-2.21) 

ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตัว และ 

( ) ( )fthth ,0  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) 

เปน 

 

                                            0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
        (2.23) 

                                                 0
0
=

∂
∂

tx
F
&

        (2.24) 

                                                  0=
∂
∂

ftx
F
&

        (2.25) 

 

 ซึ่งสมการ (2.23-2.25) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะ

ทําใหผลเฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ซึ่ง

สามารถหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
   2.2.6.1.3 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end 
points)  
   กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มีวิธีการหา

คําตอบคลายๆ กับกรณี (2.1.6.1.1) ถา ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กท

รีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้นก็จะพบ

การเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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[ ] [ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )∫∫

∫

∫ ∫
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dthxhxtFdthxhxtF

dtxxtFhxhxtF

dtxxtFdthxhxtF

xJhxJJ

ff

f

f

ff f

δδ

δ

δ

&&&&

&&&

&&&

    (2.26) 

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

 

                 
( )
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⎝
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∂
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+
∂
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= ∫      (2.27) 

 

เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.27) ก็จะพบวา 
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     (2.28) 

 

เมื่อ ( ) 00 00
txxth tt δδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ &−=  ดังนั้นสมการ (2.28) เขียนไดเปน 
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      (2.29) 

 

 เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )th , 
ftxδ , 

0t
xδ , 

ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิ

ชัน (Necessary conditions) และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 
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                                           0=
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F
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        (2.30) 

          0 ,0 ,0 ,0
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F

ff
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&&&
     (2.31) 

 

 ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
  2.2.6.2 ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of n functions)  
  เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage systems) 

โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
   2.2.6.2.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed end times and 
end points)  
   ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF &K&K ,,,,, 11  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยาง

ตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 

(Desire function) ( ) nitxi ,,1, K=  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค 

(Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) คือ 

 

                     [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK       (2.32) 

 

 ถา  ( ) nitxi ,,1, K=   ถูกเพิ่มคาดวย  ( ) nithi ,,1, K=  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับ

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fii thth  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของ

ฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
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เมื่อ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.34) ก็จะพบวา 
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เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fii thth จึงจะ

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเนื่องสองครั้งนั่นก็หมายความวา 
ii x

F
dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเมื่อ 0=Jδ  ดังนั้น

พบวา 

 

                                       ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂                   (2.36) 

 

ซึ่งสมการ (2.36) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลย

ของ ( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ซึ่ง

เราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-cauchy) ได 
   2.2.6.2.2 กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end time 
and variable end points)  
   แตกตางกับกรณี (2.1.6.2.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ (2.33-2.35) 

ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตัว 

และ ( ) ( )fii thth ,0  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary 

condition) เปน 
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                                          ni
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 ซึ่งสมการ (2.37-2.39) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะ

ทําใหผลเฉลยของ ( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  

ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-cauchy) ไดเชนกัน 
   2.2.6.2.3 เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end 
points)  
   กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มีวิธีการหา

คําตอบคลายๆ กับกรณี (2.1.6.2.1) ถา ( ) nitxi ,,1 , K=  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) 

ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )txi  ถูกเพิ่มคาดวย 

( )thi  ดังนั้นก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
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 เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้น

เมื่อทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2.41) ก็จะพบวา 
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เมื่อ ( ) 00 00
txxth titii δδ &−=  และ ( ) ftitifi txxth

ff
δδ &−=  ดังนั้นสมการ (2.42) จะเปน 
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เมื่อ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) เปน 
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และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
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 ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
  2.2.6.3 ฟงกชันนอลมีเงื่อนไขบังคับ  (Functionals with constraints)   
  เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเงื่อนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซึ่งอาจจะเปนไดทั้ง

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) 

ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)  
   2.2.6.3.1 ฟงกชันคอนสเทรนท (Function constraints)  
   ทําการพิจารณาฟงกชนันอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งจะตองเกีย่วของหรือมีความ

สอดคลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรน (Equality constraints) 

mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  และ nm <  เสมอ เมื่อเราใชเทคนคิวิธีการแบบลากรานซ

มัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชนันอลใหมเปน 
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 เมื่อ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ ซึ่ง

จะเปน F  ตัวใหมของเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) เพื่อใชสําหรับเอ็กทรีมัม 

(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) นั่นเอง โดยจะนําไปใชกับลักษณะของเวลาและจุดสุดทาย

ทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว นั่นก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed end time 

and end points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end time, variable 

end points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ซึ่ง

กระทําไดเพียงแคเปลี่ยนจาก F  เปน F ′  ก็สามารถทําการหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary 

conditions) ซึ่ง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําใหสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ได 
   2.2.6.3.2 ฟงกชันเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point function value 
constraints)  
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   เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งฟงกชัน )( fi tx  จะตอง

สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย การหา

ผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
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 เมื่อ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant lagrange multiplier) ทําใหสามารถ

ดัดแปลงสมการ (2.43) ไดเปน 
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 เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , 

ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน 

(Necessary conditions) เปน 

 

                                              ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂        (2.49) 

 

โดยที่ 0=ks  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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   2.2.6.3.3 ฟงกชันเงื่อนไขบังคับทั่วไป (General constraints)  
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   จากหัวขอ (2.1.6.3.1 และ 2.1.6.3.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชัน

นอล (Functional) [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอดคลอง

กับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  

เมื่อ mj ,...,1 = โดย nm <  เสมอ และสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point 

constraints) ( ) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังนั้นเมื่อใชเทคนิควิธีลากรานซ

มัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล (Functional) ใหมเปน 
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 เมื่อ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังนั้นหากกรณี

ปญหาเปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะ

สามารถดัดแปลงสมการ (2.43) ไดเปน 
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เมื่อ ∑
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λ  

 

ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังนี้ 
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โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 
  2.2.6.4 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions 
for minimum and maximum)  
  จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) สําหรับใช

เอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะเปนการ

ตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการตรวจหาคานอย

สุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการหาคาสเกลาร 

( )tx  ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional) ( )[ ] ( )dttxxFtxJ ft

t∫= 0

,, &  นี้มีคานอยสุด เมื่อ 0t  และ ft  ถูก

กําหนดไวตายตัว และ F  สามารถทําอนุพันธอยางตอเนื่องไดอยางนอยสองครั้งเทียบกับ xx &,  และ t  

ตอไปหากเรากําหนดให ( )tx  เปนคาที่ทําใหฟงกชันมีคานอยสุด ตอไปลองทําการเพิ่มคา ( )tx  ดวย 

( ) ( ) 00 == fthth  เราจะพบการเปลี่ยนแปลงของคอสฟงกชันนอล  (Cost functional) ที่สอดคลองกับ

การเพิ่มคา ( )th  เปน [ ] [ ]xJhxJJ −+=Δ  แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) กระจายเทอมก็

จะได  
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ซึ่งจากในหัวขอที่ผานๆ มา เราพบวา ( )tx  จะเปนคานอยสุดก็ตอเมื่อ 02 >=Δ JJ δ  (คามากสุดก็คือ 

02 <=Δ JJ δ ) และเราสามารถเขียนใหกระชับไดเปน 
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 ซึ่งถาคาของ F~  เปนบวก (Positive definite) ก็จะทําให ( )tx  เปนคานอยสุด แตหากคา F~  

เปนลบ (Negative definite) ก็จะทําให ( )tx  เปนคามากสุด 
 2.2.7 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 
of variation with dynamic optimization)  
  จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) นั้นพบวามี

ประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 

ดังนั้นตอไปนี้เราจะมาดูวิธีการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) มาใชแกปญหา

ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังนี้ 
  2.2.7.1 เวลาสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed final time)  
  ลักษณะเชนนี้ถือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขายดังนี้คือ มี

รูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.15), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ดัง

สมการ (2.16), เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed end time) 

และระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามลําดับ ตัวอยางเชน รถไฟที่วิ่งระหวางเมืองสอง

เมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลว ซึ่งออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 

function) อาจจะเปนการสิ้นเปลืองพลังงานเชื้อเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซึ่งเราจะกลาวถึงลักษณะของ

ปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ 

สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนด

ไวตายตัวแตมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล 

(Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับตลอดเวลา ดังรายละเอียด

ตอไปนี้ 
   2.2.7.1.1 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final states are prescribed)  
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   ปญหานี้มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตัวแลวทําใหเทอม ( )nxxt ,,, 1 KΦ ใน

สมการ (2.16) ไมมีความเกี่ยวของกับการออปติไมซเซชัน (Optimization) ลักษณะของปญหานี้จะ

คลายกับหัวขอ (2.1.6.3.1) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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 เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดังนั้นมีการเปลี่ยนแปลงของ

ฟงกชันดังนี้ 
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 แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่ 0t  และ ft , 0
0
== txtx jfj

hh  ทําใหเรา

เขียนเทอมตางๆ ของสมการ (2.57) แยกสวนยอยไดเปน 
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 เมื่อทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jxh และ 

kuh , 0=′Jδ  ถา 0=
∂

′∂
−

∂
′∂

jj x
L

dt
d

x
L

&
 และ 

0=
∂

′∂
−

∂
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kk u
L

dt
d

u
L

&
สําหรับ nj ,,1K=  และ mk ,,1K=  ดวยการแทนสมการ (2.58) กลับเขาไปใน

สมการดังกลาวทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  

(บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  สามารถหาคาไดโดย

การใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, สมการโคสเตต 

(Costate equations) คือสมการ (2.59) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional 

optimality equations) คือสมการ (2.60) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง 

(First order different equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) 

จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย ซึ่งสมการเชิงอนุพันธ 

(Different equations) ที่มีการระบุเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ที่เวลาตางกันสองเวลา

แบบนี้จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (TPBVP: Two point boundary value 

problems) สวน ∑
=

ƒ+=
n

i
iiLH

1

λ  เรียกวาฮามิลตันเนียนของระบบ (Hamiltonian of  system)  

    2.2.7.1.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final states lie on a 
constraint surface)  
    ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 01 ,,, =ns xxt

ftl K  เมื่อ 

pl ,,1K=  ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับหัวขอ (2.1.6.3.2) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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 เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant lagrange multipliers) และ L′  

เขียนเปน 
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 เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เมื่อ

ทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
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 เมื่อทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh  และคาขอบ (Boundary values) 
fj txh    จะทําให  
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 ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) เปน 

 

                         nj
xx

L n

i j

i
i

j
j ,,1 ,

1
K& =

∂
∂ƒ

−
∂
∂

−= ∑
=

λλ        (2.64) 

                          mk
uu

L n

i k

i
i

k

,,1 ,0
1

K==
∂
∂ƒ

+
∂
∂ ∑

=

λ        (2.65) 

                   nj
x
s

x
f

f

t

p

l j

l
l

j
tj ,,1 ,

1
K=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
Φ∂

= ∑
=

υλ        (2.66) 

 

 ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  

และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State 

equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ 

(2.64) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน (Additional optimality equations) คือสมการ 

(2.65) จํานวน m  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) อยู

จํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน m  สมการ ในการหาผลเฉลย

นี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และ

ตองกําหนดสภาวะสุดทาย ( )fj tx  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจาก

สมการ (2.66) สวนคา lυ  สามารถหาไดโดยการแทนคาในผลเฉลย ณ ft  ในสมการ 0=
ftls  
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   2.2.7.1.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary constraints)  
   สําหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control 

variables) จําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ซึ่งเขียนในเทอมทางคณิตศาสตร

เปน ( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซึ่งที่

สภาวะสุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน ( ) 0,,, 1 =
ftnl xxts K  

และ pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant lagrange multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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 เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trμ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชัน

ของเวลา เมื่อทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
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                เ มื่อทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 
jxh , 

kuh และคาขอบ (Boundary values) 
fj txh จะทําให

เกิดคาการเปลี่ยนแปลงของ 0=′Jδ  ถา 0=
∂
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dt
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 ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) เปน 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรลอินพุต (Control 

inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlμ  และ lυ สามารถหาคาไดโดย

การใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน 

(Costate equations) คือสมการ (2.70) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.71) 

จํานวน m สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) ( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  

จํานวน p′  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย (End-point constraint equations) จํานวน 

p  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) อยูจํานวน n2  สมการ และมีสมการ

สามัญ (Ordinary equations) จํานวน ppm +′+  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่ 0t  และโคสเตต (Costate) ( )fj tλ  

สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.72)  

 
  2.2.7.2 เวลาสุดทายแปรผัน (Variable final time)  
  ลักษณะเชนนี้มีลักษณะคลายกับหัวขอ (2.1.7.1) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผันได แต

ตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.15), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ดัง

สมการ (2.16), เวลาเริ่มตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลาสุดทาย ft  มีการ

แปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามลําดับ เชน 

การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 

optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะ
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สุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือ

คอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับ

เงื่อนไขบังคับตลอดเวลาการเคลื่อนที่ ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
   2.2.7.2.1 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final states are prescribed)  
   ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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 เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและ

สภาวะเริ่มตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
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 เมื่อเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.74) ก็จะทําใหเราสามารถหาเนสเซสเซอรี

คอนดิชัน (Necessary conditions) ไดดังนี้ 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  

(บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  

สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, 

โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.75) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชัน

คือสมการ (2.76) จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) คือสมการ 

(2.77) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) อยูจํานวน n2  สมการ 

และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  สมการ ในการหาผลเฉลยนี้มีความ

จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตอง

กําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  
   2.2.7.2.2 สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final states lie on a 
constraint surface)  
   ปญหานี้ใหอยูในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts K เมื่อ pl ,,1K=  

ปญหานี้มีรูปแบบคลายกับ (2.1.7.1.2) ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant lagrange multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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 เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา เมื่อ

เวลาสุดทายแปรผัน (Variable end time) ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน และได เนสเซส

เซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ดังนี้ 
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 ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , โคสเตต (Costates) ( )tjλ , คอนโทรลอินพุต (Control 

inputs) ( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือ

สมการ (2.15) จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.81) จํานวน n  

สมการ และเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ (2.82) จํานวน m  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) คือสมการ (2.84) มีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations) อยูจํานวน n2  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  สมการ การหาผลเฉลยนี้มีความ

จําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตอง

กําหนดสภาวะเริ่มตนที่เวลา 0t  ดวย สวน โคสเตต (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ 

(2.83)  
   2.2.7.2.3 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary constraints)  
   สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) จําเปนจะตอง

สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ  (Constraints) ซึ่ ง เขียนในเทอมทางคณิตศาสตร เปน 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  และ pr ′= ,,1K  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซึ่งที่สภาวะ

สุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน ( ) 0,,, 1 =
ftnl xxts K  และ 

pl ,,1K=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant lagrange multipliers) และ L′  เขียนเปน 
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 เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trμ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ซึ่งเปนฟงกชัน

ของเวลา เมื่อเวลาสุดทายมีการแปรผัน (Variable end time) ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน

นอล (Functional) ดังนี้ 
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 เมื่อเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ (2.87) ก็จะทําใหเราสามารถหาเนสเซสเซอรี

คอนดิชัน (Necessary conditions) ไดดังนี้ 
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 ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรล

อินพุต (Control inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlμ  และเวลา

สุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  

สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.88) จํานวน n  สมการ  และเอดดิชัน

นอลอีเควชันคือสมการ (2.89) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.91)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations)  อยูจํานวน n2  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+′+ pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต 

(Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.90)  
   2.2.7.2.4 การเคลื่อนที่ดวยเวลานอยที่สุด (Minimum time motion)  
   ลักษณะของปญหาแบบนี้ในทางวิศวกรรมถือวาเปนประโยชนอยางมากตอการนําไปใช

ในการหาเวลาที่นอยที่สุดในขบวนการทํางานตางๆ สวนมากแลวการเคลื่อนที่แบบนี้จะทําใหคา 1=L  

และ 0=Φ  ดังนั้นจากหัวขอที่ (2.1.7.2.3) จะทําใหไดสมการเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary 

conditions) ดังนี้        
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 ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )tx j , โคสเตต (Costate) ( )tjλ ,คอนโทรล

อินพุต (Control inputs) ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tlμ  และเวลา

สุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.15) จํานวน n  

สมการ, โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.92) จํานวน n  สมการ, เอดดิชันนอลอี

เควชันคือสมการ (2.93) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน (Constraint equations) 

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg KK  จํานวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions)  คือสมการ (2.95)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ (Different equations)  อยูจํานวน n2  

สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+′+ pm  สมการ มีเงื่อนไขขอบเขต 

(Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และโคสเตต 

(Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.94)  
   2.2.7.3 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient 
conditions for minimum and maximum)  
   จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) สําหรับ

ใชเอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะเปนการ

ตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการตรวจหาคานอย

สุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการหาคา ( ) mRtu ∈  

ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional) นี้มีคานอยสุด  

 

                               [ ] ( ) ( )dtuxtLxtuxJ f

f

t

tt ∫+Φ=
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,,,,                  (2.96) 

 

โดยสอดคลองกับ  ( )uxtx ,,ƒ=&  และ  ( ) 00 xtx =  เมื่อ ( ) nRtx ∈ , 0t และ ft ถูกกําหนดไวตายตัว 

ตอไปหากเรากําหนดให ( ) n
x Rth ∈  และ ( ) m

u Rth ∈  เปนคาที่เพิ่มเขาไปในฟงกชัน จะพบการ

เปลี่ยนแปลงของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ดังนี้ 

 

                                    [ ]uxJhuhxJJ ux ,],[ −++=Δ        (2.97) 

 

แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) กระจายเทอมก็จะได  

 

                               termsorderhigherJJJ −−++=Δ 2δδ       (2.98) 

 



 

 

36 

เมื่อ 

              dt
u
Hh

x
Hh

x
hJ f

f

t

t

T
u

T
xt

T
x ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
∂
Φ∂

=
0

λλδ &  

                     

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
∂∂

∂
∂
∂

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
Φ∂

= ∫

2

22

2

2

2

2

2
2

~

 ~ 
2
1

2
1

0

u
H

xu
H

xu
H

x
H

H

dt
h
h

Hhhh
x

hJ

T

u

xt

t

T
u

T
xtx

T
x

f

f
δ

                (2.99) 

 

 ซึ่งโคสเตตเวกเตอร (Costate vector) แสดงอยูในรูปของสเกลารฮามิลตันเนียนฟงกชัน 

(Scalar Hamiltonian function) ƒ+= λ
T

LH  และ ( ) nRt ∈λ เรียบรอยแลว 

 เมื่อ ( )tx  และ ( )tu  เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) นั่นคือ 0=Jδ  ทําใหสมการ (2.98) เขียน

ไดเปน termsorderhigherJJ −−+=Δ 2δ  ซึ่งเราจะพบวาคาของ ( )tx  และ ( )tu  จะเปนคา

นอยสุดเมื่อ J2δ  มีคาเปนบวกทั้งหมด (Positive definite) นั่นก็คือ 
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 2.2.8 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints)  
  ในหัวขอนี้จะกลาวถึงปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ที่มีอินอีควอ

ลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของการคนหาคา ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหฟงกชันนอล 

(Functional) มีคานอยสุด (Minimum) ดังสมการนี้คือ 

 

                                            [ ] ( ) ( )dtuxtLxtuxJ f
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โดยสอดคลองกับ 

 

                                                ( )uxtx ,,ƒ=&       (2.102) 

                                     ( ) pituxci ,,2,1 ,0,, K=≤      (2.103) 

                                                    ( ) 00 xtx =       (2.104) 
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 เมื่อ ( ) nRtx ∈ , เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทาย ( 0t  และ ft ) ตางก็ถูกกําหนดไวตายตัวแลว 

สมการอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) คือ ( ) pituxci ,,1 ,,, K=  จะตองประกอบ

ไปดวยตัวแปรอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Variable inequality constraints) และสเตตวาริเอเบิลอิน

อีควอลิตีคอนสเทรนท (State variable inequality constraints) และเมื่อใชวิธีการเติมสแลกวาริเอเบิล 

(Slack variables) คือ ( )tsi  เขาไปในคอนสเทรนทอีเควชัน (Constraints) จะไดสมการเปน 

 

                                 ( ) ( ) pitstuxc ii ,,1 ,0,, 2 K==+      (2.105) 

 

 ซึ่งสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) ในสมการ (2.105) จะเปนคอนโทรลวาริเอเบิล 

(Control variables) ตัวใหมในปญหา เมื่อทําการเพิ่มสมการ (2.102) และสมการ (2.105) เขาไปใน

สมการฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.101) ดวยการใชลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange 

multipliers) nR∈λ  และ pR∈μ  ทําใหไดสมการใหมเปน 
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เมื่อ 0=′Jδ  ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ 

 

                                         nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=      (2.107) 
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                                   pisii ,,2,1 ,20 K== μ       (2.110) 

                                  pisc ii ,,2,1 ,0 2 K=+=       (2.111) 

                                  ( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==       (2.112) 

                               ( ) ni
x

t
ft

i
fi ,,2,1 , K=

∂
Φ∂

=λ      (2.113) 

 

 ซึ่งสมการ (2.107-2.113) คือลักษณะของบีวีพี-ดีเออี (BVP-DAE: Two point boundary 

value problem involving differential and algebraic equations) เมื่อสมการ (2.107 และ 2.108) 
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คือสมการอนุพันธ (Differential equations) สวนสมการ (2.109-2.111) คือสมการพีชคณิต 

(Algebraic equations) และสมการ (2.112 และ 2.113) คือสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) สําหรับกรณีที่เปนการหาคานอยสุด (Minimum) เราสามารถหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน 

(Necessary conditions) ได เมื่อ 0=′′Jδ  นั่นก็คือ 
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เมื่อ 0=′′Jδ  ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ดังตอไปนี้ คือ 

 

                                           nix ii ,,2,1 , K& =ƒ=      (2.115) 
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                                          picii ,,2,1 ,0 K== μ      (2.118) 

                                            pii ,,2,1 ,0 K=≤ μ      (2.119) 

                                             pici ,,2,1 ,0 K=≥                 (2.120) 

                                         ( ) nixtx ii ,,2,1 ,00 K==                 (2.121) 

                                      ( ) ni
x

t
ft

i
fi ,,2,1 , K=
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=λ      (2.122) 

 
 2.2.9 การหาผลเฉลยดวยวิธีอินไดเรคท (Indirect solution)  
  วิธีการหาผลเฉลยวิธีนี้จะใชหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) 

โดยจะทําการคนหาคาของสเตต (State), โคสเตตวาริเอเบิล (Costate variables) และ คอนโทรลวาริ

เอเบิล (Control variables) ดวยการแกปญหาคาขอบ (Boundary value problems) ซึ่งเทคนิควิธีที่ให

ความแมนยําในการแกปญหาคาขอบที่เกี่ยวของกับสมการอนุพันธก็คือมัลติเปลชูดติ้งเทคนิค 

(Multiple shooting techniques) ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
  2.2.9.1 ปญหาคาขอบของการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control boundary value 
problems) 
  ในหัวขอนี้จะทําการพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control problem) ที่

อันคอนสเทรนท โดยจะเปนการหาเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ที่เขียนอยูในรูป
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ของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point boundary-value problem) ที่เกี่ยวของเฉพาะกับ

สมการเชิงอนุพันธ (Differential equations) โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล 

(Control) ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี้ 

 

                                           ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,                (2.123) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

                                        ( )uxtx ,,ƒ=& , ],0[ ftt ∈     (2.124) 

                                                     ( ) 00 xx =       (2.125) 

                                                   ( )( ) 0=ftxψ       (2.126) 

 

 เมื่อ ( ) nRtx ∈ คือสเตตเวกเตอร (State vector), 0x  คือกลุมของเงื่อนไขเริ่มตน (Set of initial 

conditions), และ ( )( ) fn
f Rtx ∈ψ  คือเงื่อนไขบังคับที่สภาวะสุดทาย (Final state constraint) ซึ่งเปน

กรณีเดียวกับหัวขอ 2.1.7.1.2 คือสภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ (Final states lie on a 

constraint surface) ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ดังนี้ 

 

                                            ( )uxtHx ,,ƒ== λ
&                 (2.127) 

                                                    xH−=λ&                  (2.128) 

                                                     uH=0       (2.129) 

                                                  ( ) 000 xx −=       (2.130) 

                                                  ( )( )ftxψ=0       (2.131) 

                                          ( ) f
T
xxft υψλ −Φ−=0                 (2.132) 

 

 เมื่อ ( ) nRt ∈λ  คือโคสเตตวาริเอเบิล (State variables), สเกลาร ƒ+= TLH λ , 

xHH x ∂∂= , uHHu ∂∂= , xx ∂Φ∂=Φ  ตามลําดับ สวน fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร 

(Constant Lagrange multipliers) ที่ถูกใสเพิ่มเขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost functional) เพื่อใหลด

ความซับซอนลงเราจะทําการสมมุติใหอยูในสภาวะคงที่ (Stationary condition) คือ 0=uH  และทํา

การจัดรูปของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) u  ในเทอมของสเตตวาริเอเบิล (State) และ

โคสเตตวาริเอเบิล (Costate) นอกจากนี้เราจะทําการสมมุติใหสมการ (2.130-2.132) มีจํานวน 
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fnn +2  เพื่อใชสําหรับสรางเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  เงื่อนไขเพื่อใหอยูใน

เทอมของ x  และ λ  ดวยการกําจัด fυ  ออก สวนปญหาที่ไมมีการกําจัด fυ  และ u  ออกจะกลาวใน

หัวขอตอไป 

 จากการกําจัด fυ และ u  ออกจะทําใหไดปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด (Two-point 

boundary-value problem) ที่กําหนดรูปแบบตามสมการ (2.127-2.132) กลายเปน 

 

                                                ( )ythy ,=&       (2.133) 

                                           ( ) ( )( )ftyyr ,00 =       (2.134) 

 

 เมื่อ [ ] nTTT Rxy 2, ∈= λ , ( ) [ ] nTT
x

T RHHyth 2,, ∈−= λ  และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) จํานวน n2  เงื่อนไข ไดจากสมการ (2.130-2.132)  

   2.2.9.2 ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท (Auxiliary constraints) 

   ในหัวขอนี้จะทําการพิจารณาปญหาการควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control 

problem) ที่มีอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) เขามาเกี่ยวของกับสเตตวาริเอเบิลและ

คอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) โดยเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary 

conditions) ที่เขียนอยูในรูปของปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุดที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและ

สมการพีชคณิต (Boundary-value problem involving differential and algebraic equations: BVP-

DAE) โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหคอส

ฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี้ 

 

                             ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,      (2.135) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

                                                 ( )uxtx ,,ƒ=&       (2.136) 

                                                  ( )uxtc ,,0 =       (2.137) 

                                                   ( ) 000 xx −=       (2.138) 

                                                   ( )( )ftxψ=0       (2.139) 
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 เมื่อ ( ) nRtx ∈ คือสเตตเวกเตอร (State vector), ( ) pRuxtc ∈,,  คือกลุมของอีควอลิตี

คอนสเทรนท(Equality constraints) ของสเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control 

variables) จํานวน )0( mnp +≤≤ , และ ( )( ) fn
f Rtx ∈ψ  คือชวงสุดทายที่หลากหลายของสภาวะ 

nn f ≤≤0  ในสมการคอสฟงกชันนอล (Cost functional) (2.135) ประกอบไปดวย สเกลาร

เทอรมินอลเวตติ้งฟงกชัน (Scalar terminal weighting function) Φ , และสเกลารเพอรฟอมานซ

ฟงกชัน (Scalar performance function) L  สวนเวลาสุดทาย ft  ถูกกําหนดไวตายตัว  

 โดยทั่วไปแลวปญหาการหาคาควบคุมเหมาะที่สุด (Optimal control problem) สามารถทํา

ใหอยูในรูปสมการ (2.135-2.139) สวนกรณีที่มีอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) จะ

มีการเพิ่มสแลกวาริเอเบิล (Slack variables) เขาไปเพื่อเปลี่ยนใหเปนเงื่อนไขเชิงเทากับ (Equality 

constraints) จากนั้นก็ใชแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) มีเทอมฮามิลตันเนียน 

(Hamiltonian) คือ ),,(),,(),,(),,,,( uxtcuxtuxtLuxtH TT μλμλ +ƒ+=  เมื่อ nR∈λ  และ 
pR∈μ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrance multiplier) ดวยการใชฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) 

ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ดังนี้  

 

                                               ( )uxtHx ,,ƒ== λ
&      (2.140) 

                                                       xH−=λ&       (2.141) 

                                                        uH=0       (2.142) 

                                              ( )uxtcH ,,0 == μ      (2.143) 

                                                    ( ) 000 xx −=       (2.144) 

                                                    ( )( )ftxψ=0       (2.145) 

                                       ( ) ( )f
T
xxft υψλ −Φ−=0      (2.146) 

 

 เมื่อ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Constant lagrange multipliers) ที่ถูกใสเพิ่มเขา

ไปในสมการ (2.140-2.146) เพื่อบอกลักษณะของปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิง

อนุพันธและสมการพีชคณิต (BVP-DAE) โดยที่สมการเชิงอนุพันธคือสมการ (2.140-2.141) สวน

สมการพีชคณิตคือสมการ (2.142-2.143) และสมการเงื่อนไขขอบเขตคือสมการ (2.144-2.145) 

สมการดังกลาวสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมของสเตตวาริเอเบิล (State variables) )(x , โคส

เตตวาริเอเบิล (Costate variables) )(λ , คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables) )(u และลากรานซ

มัลติไพลเออร ( Lagrange multipliers) )(μ  ซึ่งเขียนดังนี้ 
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                             nR
x

y 2∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

λ
, pmR

u
z +∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

μ
 

                  ( ) n

x

R
H

H
zyth 2,, ∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= λ , ( ) pmu R
H
H

zytg +∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

μ
,,  

และ                                                ( )zythy ,,=&       (2.147) 

                                                 ( )zytg ,,0 =       (2.148) 

                                             ( ) ( )( )ftyyr ,00 =       (2.149) 

 

 สมการปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต (BVP-

DAE) สมการ (2.147-2.149) จะลดรูปลงเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ

เทานั้นดวยการใชสมการพีชคณิตสมการ (2.148) มาหาคา )(yGz =  ดังนั้นสมการ (2.147) สามารถ

เขียนเปน ( ))(,, yGythy =&  รวมกับสมการ (2.149) จะมีลักษณะเปนปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุดที่

เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต (Boundary-value problem involving differential 

equations: BVP-DE) 
   2.2.9.3 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
   จะใชเทคนิคฟงกชันถวงน้ําหนัก (Penalty function technique) เปลี่ยนใหไมมีอินอีควอ

ลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล 

(Control) ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี้ 

 

                                    ( )( ) ( )dtuxtLtxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,      (2.150) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

                                            ( )uxtx ,,ƒ=&       (2.151) 

                                             ( ) 0,, ≤uxtc       (2.152) 

                                                ( ) 00 xx =       (2.153) 

 

 เมื่อ  ( ) pRuxtc ∈,,    คือกลุมของอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) ของส

เตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and control variables) และกระจายดวยการใชฟงกชัน

ถวงน้ําหนัก (Penalty function) คือ 
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          ( )( ) pi
cifcc
cifc

C
iii

ii
i ,,2,1  

 33
 1

2 K=
⎩
⎨
⎧

<−++
≥−−

=
σσσσ
σ

   (2.154) 

 

 เมื่อ σ  คือพารามิเตอร  ดวยการใชสมการ (2.154) ทําใหเปลี่ยนอินอีควอลิตีคอนสเทรนท 

(Inequality constraints) ใหเปนแบบไมมีเงื่อนไข (Unconstraint) ได โดยเราจะทําการพิจารณาปญหา

การคนหาคาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด 

ซึ่งมีรูปแบบสมการดังนี้ 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )dtuxtCuxtLtxI
p

i
ik

t

fk
f ,,,,

1
0 ∑∫

=

++Φ= ρρ      (2.155) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

                                                      ( )uxtx ,,ƒ=&      (2.156) 

                                                          ( ) 00 xx =      (2.157) 

 

 เมื่อ kρσ = , 0>kρ , 1+> kk ρρ   
   2.2.9.4 ปญหาการควบคุมเหมาะที่สุดที่มีพารามิเตอร (Optimal control problems 
with parameters)  
   โดยเราจะทําการพิจารณาปญหาการคนหาคาคอนโทรล (Control) ( ) mRtu ∈  และมี

พารามิเตอร (Parameters) ที่ทําใหคอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีคานอยสุด ซึ่งมีรูปแบบ

สมการดังนี้ 

 

                            ( )( ) ( )dtpuxtLptxJ ft

f ∫+Φ=
0

,,,,      (2.158) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

                                        ( )puxtx ,,,ƒ=&       (2.159) 

                                       ( )puxtc ,,,0 ≥       (2.160) 
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                                                 ( ) 000 xx −=       (2.161) 

                                              ( )( )ptx f ,0 ψ=       (2.162) 

 

 เมื่อใชฟงกชันถวงน้ําหนัก (Penalty function) จะทําใหเขียนสมการไดเปน 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) dtpuxtCpuxtLptxI ft p

i
ikfk ∫ ∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++Φ=

=
0

1
,,,,,,,, σρρ    (2.163) 

 

โดยสอดคลองกับ 

 

                                                 ( )puxtx ,,,ƒ=&      (2.164) 

                                                    ( ) 000 xx −=       (2.165) 

                                                  ( )( )ptx f ,0 ψ=      (2.166) 

 

เมื่อ 0>kρ , 1+> kk ρρ  และ 0lim =→∞ kk ρ  ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary 

conditions) ดังนี้ 

 

    
( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) f
T
ppff

T
xxf
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p,txxxH
HHpuxtHx

υψγυψλ

ψγ

γλλ

+Φ+=−Φ−=

==−==

=−=ƒ==

0

 000
 ; ;,,,

0

&&&

    (2.167) 

 

โดยฮามิลตันเนียน (Hamiltonian) คือ 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )puxtpuxtCpuxtLpuxtH T
k

l

i
ikk ,,,,,,,,,,,;,,,,

1
ƒ++= ∑

=

λρσρρλ  

 

 เมื่อ nR∈λ  และ fn
f R∈υ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) 

สวน pnR∈γ  คือผลเฉลยอยางงายของปญหา (Facilitate) สมการ (2.167) สามารถเขียนใหกระชับได

เปน 
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และ 

 

                                            ( )kzythy ρω ;,,,=&      (2.168) 

                                            ( )kzytg ρω ;,,,0 =      (2.169) 

                                           ( ) ( )( )ω,,00 ftyyr=      (2.170) 

 
                       2.2.10 สรุปเกี่ยวกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization 
conclusion) 
   ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการการ

เคลื่อนที่ก็คือ ∑ == xmmaF &&  แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นไมสะดวกถา

สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังนั้นจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหนึ่งคือ 21 xx =&  

และ mFx ∑=2&  ดังสมการ (2.15) คือ 

 

                            ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=   
 

ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้น จะมีการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนและ

เงื่อนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเงื่อนไขบังคับ 

(Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกําหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคานอยสดุหรอื

มากสุด ดังนี้ 

 



 

 

46 

                ( ) ( ) tduuxxtLxxtJ f

f

t

t mntn ∫+Φ=
0

,,,,,,,,, 111 KKK     

 

 โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )
ftnxxt ,,, 1 KΦ  ซึ่งเรียกวา 

เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11 KK  ซึ่งเรียกวา อินทิกรัลเทอม  

(Integral term) ซึ่งหากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

2  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum energy), 

หากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

 จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หากกําหนด ft=Φ  จะ

เรียกวาปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกําหนด ( )ftx2=Φ  จะเรียกวาปญหาความเร็ว

สูงสุด (Maximum velocity) เปนตน ซึ่ง Φ  และ L  จะเรียกวา สภาวะของปญหา (State of the 

problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical techniques) มีสองลักษณะ

ใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) โดยอาศัยหลักการของ

แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทําใหสามารถเขียนคอสฟงกชันนอล (Cost 

functional) โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) lυ , iλ  และ iμ  เขามา

เกี่ยวของไดดังนี้คือ 

 

     
( ) ( )

dtLJ

tdscgxLsJ

f

f

t

t

t

t

n

i

r

i

p

i
iiiiiiii

q

l
ll

∫

∫ ∑ ∑ ∑∑

′+Φ′=′

+++ƒ−+++Φ=
= = ==
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1
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เมื่อ  

 

                  
( ) ( )∑ ∑ ∑

∑

= = =

=

+++ƒ−+=′

+Φ=Φ′

n

i

r

i

p

i
iiiiiiii

q

l
ll

scgxLL

s

1 1 1

2

1

μμλ

υ

&

 

 

 สมการดังกลาวนี้นําไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ไดทุก

ปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and inequality 

constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูปสมการตามโจทย

ของปญหานั้นๆ นั่นเอง 
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2.3 ทฤษฎีวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง ( Weighted Residual Principle) 
             วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Weighted Residual Methods)  เกี่ยวของกับการอินทิเกรต  

เปนวิธีที่ผลเฉลยโดยประมาณถูกนํามาแทนคาในสมการเชิงอนุพันธ แตเนื่องจากผลเฉลยโดยประมาณ

นั้นไมสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธ จึงทําใหเกิดเศษตกคางหรือผลของความคลาดเคลื่อนขึ้น   

เพื่อใหงายตอการเขาใจ    พิจารณาฟงกชันตอไปนี้ 

 

                     Π      =    ∫
H

0

 dxQT
dx
dtD

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

2
                                                  (2.171 ) 

 

สมมุติ ( )xhT =  เปนผลเฉลยโดยประมาณของสมการเชิงอนุพันธ(2.171)  แทนคา ( )xhT =  ลงใน

สมการ (2.171) จะได 

 

                      D 0)()(
2

2

≠=+ xRQ
dx

xhd                                                                       (2.172) 

 

โดยที่ R (X)  เปนเศษตกคาง  (Residual error) 

เนื่องจาก ( )xhT = ไมสอดคลองกับสมการ(2.171)วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางจึงกําหนดขึ้นโดย 

 

                        0)()(
0

=∫ dxXRxW
H

i                                                                              (2.173) 

 

กลาวคือเศษตกคาง R(X)คูณกับฟงกชันถวงน้ําหนัก(Weighting function) )(xWi  แลวอินทิเกรตผล

คูณนี้ไดคาเปนศูนย   โดยจํานวนพจนของฟงกชันถวงน้ําหนักจะเทากับจํานวนสัมประสิทธของตัวไมรู

คาของผลเฉลยโดยประมาณ  วิธีการเลือกฟงกชันถวงน้ําหนักมีมากมาย  แตวิธีที่พบกันบอยที่สุดไดแก  

วิธีจัดตําแหนงจุด(Point collocation method)  วิธีจัดโดเมนยอย (Subdomain method)วิธีกําลังสอง

นอยสุด (Least squares method)  และวิธีแกเลอรคิน (Galerkin’s method)  แตในที่นี้จะกลาวถึง

เฉพาะวิธีแกเลอรคินเทานั้น 

                 วิธีแกเลอรคิน 

                 วิธีแกเลอรคินที่ใชในวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง    ฟงกชันทดลอง )(xiΦ       ซึ่งตัว มัน

เองจะถูกใชเปนฟงกชันถวงน้ําหนัก กลาวคือ 
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                            ( ) ( )xxW ii Φ=                                                                                     (2.174) 

 

สมการ(2.173) เมื่อใชวิธีกาเลอรคินจะกลายเปน 

 

                          ( ) ( ) ,0,...,,, 21 =Φ∫
Ω

dxaaaxRx ni     สําหรับ    i   =   1  ถึง n                 (2.175) 

 

เนื่องจากมีฟงกชันทดลองเพียงฟงกชันเดียวสําหรับแตละตัวแปรไมรูคา   ดังนั้นสมการ(2.175)จึงให n  

สมการ  และสามารถแกสมการไดตัวแปรไมรูคา naaa ,...,, 21  

                       จากการศึกษาทฤษฎีวิธกีารถวงน้ําหนกัเศษตกคางแบบแกเลอรคิน เพื่อใหงาย ตอ

การทาํความเขาใจ พิจารณาฟงกชนัตอไปนี ้

                                                         01000 2
2

2

=+ x
dx

Td                                                  (2.176) 

โดยมีเงื่อนไขขอบ                       ( ) 00 =T      และ   ( ) 01 =T       

เมื่อ    T  มหีนวยเปน  oc    และ  x   มีหนวยเปน m 

                      วิธกีารถวงน้ําหนกัเศษตกคางจงึกาํหนดขึ้นโดย 

                                                       ( ) ( ) 0
0

=∫ dxxRxW
H

i                                                    (2.177) 

จากสมการ(2.176) สามารถแกปญหาไดโดย สมมุติฟงกชันทดลอง  ( )xΦ  ( )21 xx −=  ดวยวิธีของแก

เลอรคินฟงกชนัถวงน้ําหนกั ( )xWi   จะมีคาเทากบั      ( )xΦ    สมการผลเฉลยโดยประมาณในรปูทั่วไป

คือ 

                                   ( ) == naaaxTT ,...,,, 21 ( )xa
n

i
iΦ∑

=1
                                              (2.178) 

เนื่องจากกําหนดฟงกชนัทดลองเพียงฟงกชันเดียวจึงมีตัวแปร  1a   เพียงตัวเดียว สมการผลเฉลย

โดยประมาณคือ 

                                ( ) ( ) ( )2
11 1 xxaxaxT −=Φ=                                                             (2.179) 

ข้ันตอนตอไป  หาสมการเศษตกคาง โดยการแทนคา ( )xT  จากสมการ(2.179) ลงในสมการ

(2.176)จะได 

                                  ( ) 2
11 10006, xxaaxR +−=                                                             (2.180) 

ข้ันตอนตอไปเมื่อไดคาของ iW ( )x  และ R ( )x  แลว ทาํการแทนคาลงในสมการ(2.177)จะได 
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                                  ( )[ ] 0100061 2
1

1

0

2 =+−−∫ dxxxaxx                                                (2.181) 

คูณเทอมภายในอินทิกรัลเขาดวยกนั  จะได 

                                [ ] 01000100066
1

0

534
1

2
1 =−++−∫ dxxxxaxa                                 (2.182) 

ผลการอินทิเกรต  พบวา 

                                0
6

1000
4

1000
5

6
3

6
1

0

645

1

3

1 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−

xxxaxa                          (2.183) 

และหาคา  1a   ดวยการแกสมการไดคา      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

48
510001a  

แทนคา 1a  ลงในสมการ (2.179)  ผลเฉลยโดยประมาณ จึงเปน ( ) ( ) 48/15000 2xxxT −=  
 

2.4  แบบจําลองทางคณิตศาสตร (Mathematical model) 

 
ภาพประกอบ 1 Two degree of-freedom of spring mass and damper system 

 

การควบคุมจดุตอจุดของระบบสปริง-กอนมวล-ตัวหนวง พิจารณาดังแสดงตามรูป สมการการเคลื่อนที่

ของระบบดังนี ้             

 

                                                          Mx Cx Kx Bu+ + =&& &                                                (2.183) 

 

จากสมการ(2.183) สามารถเขียนสมการอนุพนัธอันดับทีส่องไดตามกฎขอที่สองของนวิตัน (Second 

law of newton) สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ เมตริกดังนี ้
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เมื่อ  1 2x x>    และ จากรูปกําหนดใหมีคา   11 =c             11 =k                  21 =m        

                                                               22 =c               12 =k                12 =m  

                                                        13 =c              13 =k  
โดยมีเงื่อนไขการเคลื่อนที่คือ      21 XX 〉   

จากกฎขอที่สองของนวิตัน                       maF =∑                                             (2.184) 

พิจารณามวลกอนที ่  1  จะไดสมการดังนี ้
 
           ⎯→⎯+     ( ) ( ) 1121211212111 xmxxkxkxxcxcU &&&&& =−−−−−−                             (2.185) 
 
ทําการจัดรูปสมการใหมจะได                   
 
                     ( ) ( ) 1221212212111 Uxkxkkxcxccxm =−++−++ &&&&                         (2.186) 

 
พิจารณามวลกอนที ่ 2  จะไดสมการดังนี ้

 
               ⎯→⎯+       ( ) ( ) 2223212232122 xmxkxxkxcxxcU &&&&& =−−+−−+          (2.187) 

 

ทําการจัดรูปสมการใหมจะได 

 
                        ( ) ( ) 2232122321222 Uxkkxkxccxcxm =++−++− &&&&               (2.188) 
 
แทนคาของ  mkc ,,    ลงในสมการ   (2.186  และ  2.188) 

 
                        121211 2232 Uxxxxx =−+−+ &&&&                                       (2.189) 
                         221212 232 Uxxxxx =+−+− &&&&&                                      (2.190) 
 

=x     ตําแหนงของวัตถ ุ

=x&     ความเร็วของวัตถ ุ

=x&&     ความเรงของวัตถ ุ

=x&&&     ความหยาบกระดาง 
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UxJerk &&&& ==  
UU ~=&  

 
ปญหาทางออปติไมซเซชัน ที่มีการวิเคราะหกัน ไดแก การเลือกใชเวลานอยสุด การเลือกใชพลังงาน

นอยสุด  แตในที่นี้จะศึกษาถึงการใชความนิ่มนวลมากที่สุด เพราะในความเปนจริงแลวการประหยัด

พลังงานมากที่สุดเปนสิ่งที่ดีแตในการใชงานจริงนั้นทําไมไดเนื่องจากเกิดความหยาบกระดางมาก  เมื่อ 

Jerk   คือคาของความหยาบกระดาง จึงตองทําการ Minimum jerk 

 

                                       ∫=
ft

t

J
0

dtUU 2
2

2
1

~~ +                                     (2.191) 

 
โดยที่   2

2
2

1
~~ UUF +=   นําคา F มาเขาสมการ Euler equation 

 

                            0
32

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

iiii x
F

dt
d

x
F

dt
d

x
F

dt
d

x
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&&&&&&
                    (2.192) 

 
  จากสมการ(2.191)  เมื่อแทนคา 1

~U และ 2
~U   จะได 

 

            ( ) ( ) dtxxxxxxxxxxJ
ft

t

2
21212

2
21211 2322232

0

&&&&&&&&&&&&&&&&&& +−+−+−+−+= ∫          (2.193) 

 

เมื่อพิจารณาสมการ(2.192) จะพบวา  0=
∂
∂

ix
F                                                                             

ix
F
&∂
∂   จะมี 2 สมการคือ 

                                       222111
1

814210168 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&

−−−++=
∂
∂                        (2.194) 

                                        

                                 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

1x
F

dt
d

&
  22

4
211

4
1 814210168 xxxxxx &&&&&&&&&&&&&& −−−++                  (2.195) 

                                       222111
2

101648144 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&

+++−−−=
∂
∂                     (2.196) 
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                            22
4
211

4
1

2

101648144 xxxxxx
x
F

dt
d

&&&&&&&&&&&&&&
&

+++−−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂                  (2.197) 

 
ix

F
&&∂

∂    จะมี 2 สมการคือ 

                            222111
1

14244162612 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&&

−−−++=
∂
∂                  (2.198) 

                        2
4
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5
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14244162612 xxxxxx
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∂              (2.199) 

                       222111
2

1626614248 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&&

+++−−−=
∂
∂                      (2.200) 

                           2
4
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5
21

4
1

5
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2

1626614248 xxxxxx
x
F
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d

&&&&&&&&&&&&&&
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+++−−−=⎟⎟
⎠
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⎛
∂
∂              (2.201) 
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พิจารณามวลกอนที ่1 นําคาสมการ(2.195,2.199 และ 2.203) แทนลงในสมการ (2.193) จะได 
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พิจารณามวลกอนที ่2 นําคาสมการ(2.197, 2.201 และ 2.205) แทนลงในสมการ (2.193) จะได 

 

                            0101828184 2
4
2

6
21

4
1

5
1 =−+−+−− xxxxxx &&&&&&&&&&&&                       (2.207) 

 
 
 

                    



 

 

53 

 



 

บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 

 ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยไดดําเนินการตามขั้นตอนดังนี้ 

1.  การกาํหนดปญหา (Problem statement) 

2.  เงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา (Necessary condition) 

3.  กําหนดสมการ Two degree-of-freedom ของสปริง มวลและตัวหนวง Spring-

mass-damper 

4. ปญหาความนิม่นวลที่สุดโดยวิธทีางออม (Minimum indirect jerk problem) 

  

3.1 การกําหนดปญหา (Problem statement) 
ในระบบพลศาสตรที่เปนเชงิเสน (Linear) และไมเปนเชงิเสน (Nonlinear) นั้นสามารถเขียนให

อยูในรูปของสมการอนพุนัธอันดับทีห่นึง่ (First order derivative function) ไดดังนี ้
 

                                          1 1( ,..., , ,... , );      1,...,i i n mx f x x u u t i n= =&                          (3.1) 
 

โดยที่  nx R∈  ,  mu R∈   เปนตัวแปรที่เรียกวา  States , Control  input และ เวลา ตามลําดับ 

รูปแบบของปญหาในที่นี้ก็คือการหาคาของ Control input ( )u t  และ ตัวแปร State ( )x t  ที่ทําให

วัตถุประสงคที่ตองการพลังงานนอยที่สุดหรือความนิ่มนวลสูงสุดเปนจริง ในการศึกษาวิจัยนี้ใชกรณีที่มี

เวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed end time and fixed end points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ 

Control  Input ตองมีเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0( )x t x= , 0t  คือเวลา

เร่ิมตน และเวลาสุดทาย ( )f fx t x= , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 

 ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดเขียนอยูในรูปดังนี้ 

 

                                                    dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0 1

2                                                               (3.2) 

 

ในรูปแบบที่คลายกันกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดนั้น ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดไดมีขอ

แตกตางกันดังนี้ เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของแรงที่เทียบกับเวลา คือ อนุพันธอันดับที่สามที่เทียบกับ
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เวลา หรือ ตัวแปรที่เปนอนุพันธอันดับที่หนึ่งของ Control  input (u) ดังนั้น Jerk สามารถถูกเขียนในรูป

ของตัวแปรใหมไดดังนี้ 

 

                                                               Jerk x u= ∝&&& &                                                         (3.3) 

 

กําหนดให 

 

                                                                    u u=& %                                                                (3.4) 

 

จากสมการที่ (3.1) จึงเขียนใหมไดวา 

 

                                     1 1( ,..., , ,... , );    1,...,i i n m mx f x x u u t i n m+= = +& % %                                (3.5) 

 

ในที่นี้ u~  คือคาตัวแปร Control  input ของระบบพลศาสตร เมื่อเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา การใช

พลังงานนอยที่สุด (3.2) สามารถเขียนฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธี

ทางออม (Minimum indirect jerk problem) ไดดังนี้ 

 

                                                    dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0

1

2~                                                        (3.6) 

 

ในลักษณะคลายกัน เมื่อเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา การใชพลังงานนอยที่สุด (3.2) สามารถเขียน

ฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum direct jerk problem) ได

ดังนี้ 

 

                                                  
0

2

1

ft n

i
it

J x dt
=

= ∑∫ &&&                                                         (3.7) 

 

J  เปน Cost function ของความกระดาง (Jerks) 
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3.2 เงื่อนไขที่จาํเปนในการแกปญหา (Necessary condition) 
 ในการศึกษางานวิจัยนี้ใชหลกัการของแคลคูลัสความแปรปรวน (Calculus of variations) หา

เงื่อนไขของคาต่ําที่สุดและสงูที่สุด ซึ่งเปนวิธีออมของปญหาทางการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรบัระบบ

ควบคุมในระบบทางพลศาสตร ข้ึนกับการตั้งสมมุติฐานเกี่ยวกับสมรรถนะเงื่อนไขจํากัดทางกายภาพ

หรือปลายทางของระยะทางการทาํงานใหฟงกชันนอลเปนฟงกชนัพืน้ฐานซึง่สมการที่สามารถ

ครอบคลุมปญหาทั้งหมดคอื 

 

                                                                      =J  
ftnxxt ),...,,( 1φ + dtuuxxtL

ft

t
mn∫

0

),...,,,...,,( 11                             (3.8) 

 

ซึ่ง 

 

                                                                                                                             
ftnxxt ),...,,( 1φ                                                       (3.9) 

 

จะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และ สภาวะสุดทาย (Final states) ของระบบ 

และ 

 

                                                                                                     dtuuxxtL
f

i

t

t
mn∫ ),...,,,...,,( 11                                              (3.10) 

 

เปนสวนที่ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and 

control variables) 

 ในการหาคาความเหมาะสมของฟงกชันในระบบพลศาสตรไดเพิ่มตัวคูณลากรานซมลัติไพล

เออร (Lagrange multipliers) เขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost functional) จะไดสมการดังนี ้

 

                                         ),...,,,...,(' 11 mn uuxxJ = dtuuxxtL
f

i

t

t
mn∫ ),...,,,...,,(' 11                                (3.11) 
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ซึ่ง 

 

                                           ),...,,,...,,(' 11 mn uuxxtL = )(
1
∑
=

+
n

i
ii fL λ                                      (3.12) 

 

โดยที ่ )(tiλ  คือตัวคูณลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ดังนัน้ สมการ(3.11) เขียนใหม

ไดดังนี้ 

 

),...,,,...,(' 11 mn uuxxJ = ∫
ft

it
mn uuxxtL ),...,,,...,,([ 11  

     1 1
1

( )[ ( , ,..., , ,..., )]]
n

i i i n m
i

t x f t x x u u dtλ
=

+ −∑ &     (3.13) 

 

 การเลือกใชเงือ่นไขใดนั้นขึ้นอยูกับปญหาที่ตองการพิจารณาโดยฟงกชันนอล ในการศึกษานี้ใช

กรณีที่มีเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed end time and end points) ซึ่งเปนฟงกชนัทีก่ําหนดเวลา

เร่ิมตน 0t  และเวลาสุดทาย ft  รวมทัง้คาของฟงกชัน x(t0) และ x(tf) ไวแลว ความสามารถในการ

แบงแยกกนัของฟงกชนั (Differentiable functions) เปนไปตามสภาวะขอบเขตของ x(t0)= x0, x(tf)= xf 

, u(t0)= u0 and u(tf)= uf  โดยเวลาที่ใชจะอยูระหวาง fi ttt ≤≤  

 

 ใหฟงกชนั ( )1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,n m nL t x x u u x x& &  แสดงฟงกชนันอลไดวา 

 

                       [ ]=mn uuxxJ ,...,,,..., 11 ( )
0

1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,
ft

n m n
t

L t x x u u x x dt∫ & &                   (3.14) 

 

 ถาให )( 0tx  ถูกเพิม่คาขึ้นโดย )( 0thxj , u(t0) ถูกเพิ่มคาขึ้นโดย )( 0thuk  แตยังคงอยูในเงื่อนไข

ขอบเขต ทําให )( 0thxj  )( fxj th=  )( 0thuk=  )( fuk th=  0=  ดังนัน้การเปลี่ยนแปลงในฟงกชันนอล 

JΔ  เปน 

 

=ΔJ [ ]ukmuxjnx huhuhxhxJ ++++ ,...,,,..., 1111  
      
                                                          [ ]

    
,...,,,..., 11 mn uuxxJ−                                                 (3.15) 
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⎢ ⎥
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∫

& && &

& && &

& & & &

                           (3.16) 

 

 และเมื่อใชอนกุรมเทยเลอร (Taylor’s series) กระจายสมการและตัดเทอมที่มีดีกรีต้ังแตสอง

ข้ึนไป (Higher order terms) ทิ้ง จะไดวา 

 

δ 'J =
1

' '( )   
t nf

jti

L d L h dtxjx dt xj j=

∂ ∂
−

∂ ∂∑∫ &
+

1

' '(   
t mf

kti

L d L )h dtuku dt uk k=

∂ ∂
−

∂ ∂∑∫ &
 

 

                                  
1

' '( | | )
m

t tf i
k

L Lh hu uk ku uk k=

∂ ∂
+ −

∂ ∂∑ & &
+

1

' '( | | )
m

t tf i
j

L Lh hx xj jx xj j=

∂ ∂
−

∂ ∂∑
& &

                          (3.17) 

 

 แตวามีการกําหนดสภาวะสดุทายไวตายตวัแลวที่ 
itft jxhjxh |  | = = 0  ทําใหเราเขยีนเทอม

ตางๆของ สมการ(3.17) แยกสวนยอยไดเปน 

 

                                                           
dt
d

jx
L
−

∂
∂ ' 'L

x j

∂
∂&

 = 0                                                  (3.18) 

 

และ 

 

                                                           
dt
d

ku
L

−
∂
∂ ' 'L

uk

∂
∂ &

 = 0                                                 (3.19) 

 

สําหรับ j = 1, …, n  และ k = 1, …, m. 

 สมการ(3.18) และ สมการ(3.19) เปนเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ที่จะ

นําไปแกปญหารวมกับตัวคูณลากรานซมลัติไพลเออร (Lagrange multipliers) )(tjλ , และ Control 

inputs uk(t) เราสามารถหาความสัมพันธของตัวแปรที่ไมทราบคาของเนสเซสเซอรีคอนดิชัน 

(Necessary conditions) ไดหลายทาง 

สําหรับ 
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                                         1 1( ,..., , ,... , ),      1,...,i i n mx f x x u u t i n= =&                                  (3.20) 

 

เนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ของสมการ(3.20) 

 

                                             
1

,      1,...,
n

i

L fi j nij x xj j
λ λ

=

∂ ∂
= − − =

∂ ∂∑&                                    (3.21) 

 

                                              ∑
=

==
∂
∂

+
∂
∂ n

i

mk
ku
ifi

ku
L

1

,...,1     ,0λ                                      (3.22) 

 

จาก เนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions)  ที่อยูในรูปของสมการเชงิอนพุันธ และ สมการ

พีชคณิต (Differential and algebraic equations) ที่มีการระบุเงื่อนไขขอบเขตที่เวลาตางกันสองเวลา

แบบนี้ จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขของเขตสองจดุ (TPBVP : Two point boundary valued 

problem) 

 

3.3 กําหนดสมการ Two degree-of-freedom ของสปริง มวลและตัวหนวง Spring-
mass-damper 

 
ภาพประกอบ 2 Two degree of-freedom of spring mass and damper system 
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 ในงานศึกษาวจิัยนี้สําหรับการหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรไดนําตัวอยาง

ของสมการการเคลื่อนที่ของ สปริง กอนมวล และ ตัวหนวง A spring – mass – damper system  

ของการเคลื่อนที ่ Two degree-of-freedom ซึ่งจะไดสมการดังนี ้

 

                                                                   Ax Bu=&                                                          (3.23) 

 

จัดรูปใหอยูในเมตริกซ A  และB  
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A                                             (3.24) 
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B                                                     (3.25) 

 

จัดรูปเมตริกซของM  ,  C  และ K  เปน 

 

                                                             1

2

0
0
m

M
m

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                                    (3.26) 

 

                                                        1 2 2

2 2 3

c c c
C

c c c
+ −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− +⎣ ⎦
                                              (3.27) 

 

                                                       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

=
322

221

kkk
kkk

K                                               (3.28) 

 

จากสมการ(3.23) สามารถเขียนสมการอนุพนัธอันดับทีส่องไดตามกฎขอที่สองของนวิตัน (Second 

law of newton) สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ เมตริกดังนี ้

จากรูปกาํหนดใหมีคา   11 =c             11 =k              21 =m        

                                    22 =c          12 =k              12 =m  
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                                       13 =c           13 =k  
 

เงื่อนไขขอบเขต(Boundary conditions) 

 ( ) 201 =x                                                         ( ) 102 =x  

         ( ) 001 =x&                                                        ( ) 002 =x&  

            ( ) 001 =x&&                                          ( ) 002 =x&&  

           ( ) 011 =x                                          ( ) 012 =x  

           ( ) 011 =x&                                          ( ) 012 =x&  
          ( ) 011 =x&&                                                          ( ) 012 =x&&  
 

3.4 ปญหาความนิ่มนวลทีสุ่ดโดยวิธีทางออม (Minimum indirect jerk problem) 
จากภาพประกอบ 2 กาํหนดใหมีคา   

11 =c             11 =k           21 =m  

22 =c           12 =k             12 =m  
13 =c            13 =k  

โดยมีเงื่อนไขการเคลื่อนที่คือ      21 XX 〉  

จากกฎขอที่สองของนวิตัน                       maF =∑                                                            (3.29) 

พิจารณามวลกอนที ่  1  จะไดสมการดังนี ้

 

                   ⎯→⎯+     ( ) ( ) 1121211212111 xmxxkxkxxcxcU &&&&& =−−−−−−                        (3.30) 

 

ทําการจัดรูปสมการใหมจะได                   

 

                               ( ) ( ) 1221212212111 Uxkxkkxcxccxm =−++−++ &&&&                           (3.31) 

 

พิจารณามวลกอนที ่ 2  จะไดสมการดังนี ้

 

               ⎯→⎯+       ( ) ( ) 2223212232122 xmxkxxkxcxxcU &&&&& =−−+−−+                        (3.32) 

 

ทําการจัดรูปสมการใหมจะได 
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                            ( ) ( ) 2232122321222 Uxkkxkxccxcxm =++−++− &&&&                            (3.33) 

 

แทนคาของ  mkc ,,    ลงในสมการ   (3.31  และ  3.33) 

 

                        121211 2232 Uxxxxx =−+−+ &&&&                                                                (3.34) 

                         221212 232 Uxxxxx =+−+− &&&&&                                                                (3.35) 

 

                                                   =x     ตําแหนงของวัตถ ุ

                                                   =x&     ความเร็วของวัตถ ุ

                                                   =x&&     ความเรงของวัตถ ุ

                                                   =x&&&     ความหยาบกระดาง 

                                                    UxJerk &&&& ==  

                                                         UU ~=&  
 

ปญหาทางออปติไมซเซชัน ที่มีการวิเคราะหกนั ไดแก การเลือกใชเวลานอยสุด การเลือกใชพลังงาน

นอยสุด  แตในทีน่ี้จะศึกษาถึงการใชความนิ่มนวลมากที่สุด เพราะในความเปนจริงแลวการประหยัด

พลังงานมากที่สุดเปนสิง่ทีดี่แตในการใชงานจริงนั้นทําไมไดเนื่องจากเกิดความหยาบกระดางมาก  

เมื่อ Jerk คือคาของความหยาบกระดาง จงึตองทําการ Minimum jerk 

 

                                       .                     ∫=
ft

t

J
0

dtUU 2
2

2
1

~~ +                                               (3.36) 

 

โดยที่   2
2

2
1

~~ UUF +=   นําคา F มาเขาสมการ Euler equation 

 

                                     0
32

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

iiii x
F

dt
d

x
F

dt
d

x
F

dt
d

x
F

&&&&&&
                                (3.37) 

 

  จากสมการ(3.36)  เมื่อแทนคา 1
~U และ 2

~U   จะได 
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            ( ) ( ) dtxxxxxxxxxxJ
ft

t

2
21212

2
21211 2322232

0

&&&&&&&&&&&&&&&&&& +−+−+−+−+= ∫                  (3.38) 

 

เมื่อพิจารณาสมการ(3.37) จะพบวา  0=
∂
∂

ix
F                                                                             

ix
F
&∂
∂   จะมี 2 สมการคือ 

                                   222111
1

814210168 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&

−−−++=
∂
∂                                   (3.39) 

                              =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

1x
F

dt
d

&
  22

4
211

4
1 814210168 xxxxxx &&&&&&&&&&&&&& −−−++                            (3.40) 

                                   222111
2

101648144 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&

+++−−−=
∂
∂                                (3.41) 

                             22
4
211

4
1

2

101648144 xxxxxx
x
F

dt
d

&&&&&&&&&&&&&&
&

+++−−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂                             (3.42) 

 
ix

F
&&∂

∂    จะมี 2 สมการคือ 

                                    222111
1

14244162612 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&&

−−−++=
∂
∂                             (3.43) 

                               2
4
2

5
21

4
1

5
1

1

2

14244162612 xxxxxx
x
F

dt
d

&&&&&&&&&&&&&&
&&

−−−++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂                       (3.44) 

                                   222111
2

1626614248 xxxxxx
x
F

&&&&&&&&&&&&
&&

+++−−−=
∂
∂                             (3.45)  

                             2
4
2

5
21

4
1

5
1

2

2

1626614248 xxxxxx
x
F

dt
d

&&&&&&&&&&&&&&
&&

+++−−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂                        (3.46) 

ix
F
&&&.∂

∂    จะม ี 2  สมการคือ 

                                             21211
1

488128
.

xxxxx
x
F

&&&&&&&&&
&&&

−+−+=
∂
∂                                     (3.47) 

                                       4
2

4
1

5
2

5
1

6
1

1

3

488128
.

xxxxx
x
F

dt
d

&&&&&&&&&&
&&&

−+−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂                               (3.48) 

                                             21212
2

42642
.

xxxxx
x
F

&&&&&&&&&
&&&

+−+−=
∂
∂                                     (3.49) 

                                       4
2

4
1

5
2

5
1

6
2

2

3

42642
.

xxxxx
x
F

dt
d

&&&&&&&&&&
&&&

+−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂                                (3.50) 

 

พิจารณามวลกอนที ่1 นําคาสมการ(3.40, 3.44 และ 3.48) แทนลงในสมการ (3.36) จะได 
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                                    0818410108 2
4
2

5
21

4
1

6
1 =+−−−+− xxxxxx &&&&&&&&&&&&                                (3.51) 

 

พิจารณามวลกอนที ่2 นําคาสมการ(3.42, 3.46 และ 3.50) แทนลงในสมการ (3.36) จะได 

 

                                   0101828184 2
4
2

6
21

4
1

5
1 =−+−+−− xxxxxx &&&&&&&&&&&&                                  (3.52) 

 

พิจารณาเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) 

                           ( ) 201 =x                                                         ( ) 102 =x  

                           ( ) 001 =x&                                                         ( ) 002 =x&  

                           ( ) 001 =x&&                                                         ( ) 002 =x&&  

                           ( ) 011 =x                                                          ( ) 012 =x  

                           ( ) 011 =x&                                                          ( ) 012 =x&  

                           ( ) 011 =x&&                                                          ( ) 012 =x&&  
  

TPBVP  Weighted Residual Methods 

คาของผลเฉลยโดยประมาณคือ     

 

                                                     ( ) ( ) ( )tLttX i

n

i
iΦ+Φ= ∑

=1
0                                            (3.53) 

                                                        i

n

i
iLX 1

1
1101 Φ+Φ= ∑

=

                                                (3.54) 

                                                       i

n

i
iLX 2

1
2202 Φ+Φ= ∑

=

                                                (3.55) 

                             โดยที่    5
5

4
4

3
3

2
21010 tatatatataa +++++=Φ                                (3.56) 

ที่ เวลา 00 =t   และเวลา  1=ft  

( ) 201 =x      จะได   ( ) 5
5

4
4

3
3

2
21010 0 tatatatataa +++++=Φ                                     (3.57) 

แทนคาเวลา   t =0   ลงในสมการ (3.57) 

                                                                ( ) 010 0 a=Φ                                                        (3.58) 

( ) 001 =x&        จะได   ( ) 4
5

3
4

2
32110 54320 tatatataa ++++=Φ&                                     (3.59) 

แทนคาเวลา   t =0   ลงในสมการ (3.59) 

                                                                 ( ) 110 0 a=Φ&                                                        (3.60) 
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( ) 001 =x&&        จะได  ( ) 3
5

2
43210 2012620 tatataa +++=Φ&&                                             (3.61) 

แทนคาเวลา   t =0   ลงในสมการ (3.61) 

                                                                 ( ) 210 20 a=Φ&&                                                     (3.62) 

( ) 011 =x         จะได  ( ) 5
5

4
4

3
3

2
21010 1 tatatatataa +++++=Φ                                    (3.63) 

แทนคาเวลา   t =1   ลงในสมการ (3.63) 

                                               ( ) 54321010 1 aaaaaa +++++=Φ                                   (3.64) 

( ) 011 =x&        จะได  ( ) 4
5

3
4

2
32110 54321 tatatataa ++++=Φ&                                        (3.65) 

แทนคาเวลา   t =1   ลงในสมการ (3.65) 

                                                 ( ) 5432110 54321 aaaaa ++++=Φ&                                 (3.66) 

( ) 011 =x&&        จะได   ( ) 3
5

2
43210 2012621 tatataa +++=Φ&&                                             (3.67) 

แทนคาเวลา   t =1   ลงในสมการ (3.67) 

                                                  ( ) 543210 2012621 aaaa +++=Φ&&                                   (3.68) 

 

มีตัวแปรไมรูคา 6ตัวแปร  มี 6 สมการสามารถแกสมการหาคาตวัแปรไดดวยวิธีแมทริต 
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⎢
⎢
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎡

×

⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
0
0
0
2

20126200
543210
111111
000200
000010
000001

5

4

3

2

1

0

a
a
a
a
a
a

 

 

     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

5

4

3

2

1

0
1

0
0
0
0
0
2

20126200
543210
111111
000200
000010
000001

a
a
a
a
a
a

 

 

ผลของการแกสมการคือ    12,30,20,0,0,2 543210 −==−==== aaaaaa  

นําผลที่ไดไปแทนคาในสมการ (3.56) ไดคา  

                                                      543
10 1230202 ttt −+−=Φ                                       (3.69) 
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                                            5
5

4
4

3
3

2
21020 tbtbtbtbtbb +++++=Φ                              (3.70) 

ที่ เวลา 00 =t   และเวลา  1=ft  

 

( ) 102 =x      จะได      5
5

4
4

3
3

2
21020 tbtbtbtbtbb +++++=Φ                                        (3.71) 

แทนคาเวลา   t =0   ลงในสมการ (3.71) 

                                                                     020 b=Φ                                                        (3.72) 

( ) 002 =x&     จะได      4
5

3
4

2
32120 5432 tbtbtbtbb ++++=Φ&                                           (3.73) 

แทนคาเวลา   t =0   ลงในสมการ (3.73) 

                                                           120 b=Φ&                                                                   (3.74) 

( ) 002 =x&&     จะได       3
5

2
43220 201262 tbtbtbb +++=Φ&&                                                (3.75) 

แทนคาเวลา   t =0   ลงในสมการ (3.75) 

                                    220 2b=Φ&&                                                                 (3.76) 

( ) 012 =x       จะได       5
5

4
4

3
3

2
21020 tbtbtbtbtbb +++++=Φ                                      (3.77) 

แทนคาเวลา   t =1   ลงในสมการ (3.77) 

                                             54321020 bbbbbb +++++=Φ                                          (3.78) 

( ) 012 =x&      จะได       4
5

3
4

2
32120 5432 tbtbtbtbb ++++=Φ&                                         (3.79) 

แทนคาเวลา   t =1   ลงในสมการ (3.79) 

                                             5432120 5432 bbbbb ++++=Φ&                                          (3.80) 

( ) 012 =x&&      จะได        3
5

2
43220 201262 tbtbtbb +++=Φ&&                                               (3.81) 

แทนคาเวลา   t =1   ลงในสมการ (3.81) 

                                              543220 201262 bbbb +++=Φ&&                                            (3.82) 

มีตัวแปรไมรูคา 6ตัวแปร  มี 6 สมการสามารถแกสมการหาคาตวัแปรไดดวยวิธีแมทริต 
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b
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ผลของการแกสมการคือ   6,15,10,0,0,1 543210 −==−==== bbbbbb  

นําผลที่ไดไปแทนคาในสมการ (3.70) ไดคา  

 

                                                        543
20 615101 ttt −+−=Φ                                        (3.83) 

 

จากสมการ  (3.53)  ที ่mode 0  คา 21 , XX  มีคาเทากับ 2010 ,ΦΦ  

 

                                                      543
1 1230202 tttx −+−=  

                                                       543
2 615101 tttx −+−=  

                                                       
( )
( ) ∑

=

Φ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ
Φ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ n

i
iiL

tx
tx

120

10

2

1                                         (3.84) 

 

โดยเลือกคา   ( ) 23 +−=Φ i
fi ttt                                                                                           (3.85) 

 

Mode  1    1=→ i  

จากสมการ   (3.84,3.85) จะได 

 

                                     ( )( ){ }33
11

543
1 1*1230202 −+−+−= ttLtttx                            (3.86) 

                             ( ) ( )( ){ }2332
11

432
1 1313*6012060 −+−+−+−= ttttLtttx&                (3.87) 

                 ( ) ( ) ( )( ){ }1611816*240360120 3223
11

32
1 −+−+−+−+−= ttttttLtttx&&       (3.88) 

               ( ) ( ) ( )( ){ }3223
11

2
1 615415416*720720120 ttttttLttx +−+−+−+−+−=&&&    (3.89) 

                                 ( ) ( )( ){ }22
11

4
1 721216172*1440720 ttttLtx +−+−+−=&&               (3.90) 

                                                ( ){ }360720*1440 11
5
1 −+−= tLx&&                                      (3.91) 

                                                                { }720*11
6
1 Lx =&&                                                  (3.92) 
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                                         ( )( ){ }33
21

543
2 1*615101 −+−+−= ttLtttx                           (3.93) 

                              ( ) ( )( ){ }2332
21

432
2 1313*306030 −+−+−+−= ttttLtttx&               (3.94) 

                    ( ) ( ) ( )( ){ }1611816*12018060 3223
21

32
2 −+−+−+−+−= ttttttLtttx&&      (3.95) 

                 ( ) ( ) ( )( ){ }3223
21

2
2 615415416*36036060 ttttttLttx +−+−+−+−+−=&&&    (3.96) 

                              ( ) ( )( ){ }22
21

4
2 721216172*720360 ttttLtx +−+−+−=&&                    (3.97) 

                                                 ( ){ }360720*720 21
5
2 −+−= tLx&&                                      (3.98) 

                                                                 { }720*21
6
2 Lx =&&                                                 (3.99) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.86-3.99)  แทนคาในสมการ (3.51)ผลที่ไดคือ 

 

         ( ) ( ) 22
1111

2
1111 2160720121601720720360057600 ttLtLtLtL −+−+−+−+−=  

       ( ) ( ) ( ) ( ) tLtLttLttLttLt 2121
3

11
22

11
3

11
3 14401144016011801601440 −−−−−−−−−+  

       ( ) ( ) ( ) ( )22
21

3
21

2
2121

2
21 114414812961388811296 −+−+−−−−− ttLttLtLttLtL  

                                                             ( )148 3
21 −+ ttL                                                    (3.100) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.100)คูณดวย 1Φ ซึ่งมคีาเทากับ ( )33 1−tt แลวอินทิเกรตจาก ftt −0  

 

                                                          ( ) ( ){ } 01100.3
1

0

33 =−×∫ dttt                                    (3.101) 

ผลที่ไดคือ                                                
7

144
77
80

11
459

2111 =− LL                                     (3.102) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.86-3.99)  แทนคาในสมการ (3.52)ผลที่ไดคือ 

 

        ( ) ( ) ( )1388811296126001440114407200 11
2

111111 −−−−+−−−−= ttLtLttLtL  

        ( ) ( ) ( )148114414872010801296 3
11

22
11

3
11

322
11 −+−+−+−+− ttLttLttLtttL  

             ( ) ( ) ( )321
2

2121
2

2121 160129613888112961440 −−+−+−+− ttLtLttLtLL  
                                             ( ) ( )1601180 3

21
22

21 −−−− ttLttL                                       (3.103) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.103)คูณดวย 1Φ ซึ่งมคีาเทากับ ( )33 1−tt แลวอินทิเกรตจาก ftt −0  
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                                                     ( ) ( ){ } 01103.3
1

0

33 =−×∫ dttt                                         (3.104) 

ผลที่ไดคือ                                         
7

288
55
623

77
80

2111 =+− LL                                        (3.105) 

จะเหน็ไดวาสมการ(3.102 และ 3.105)มีตัวแปรอยู 2 ตัวคือ 2111, LL  

     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

7
288
7

144

55
623

77
80

77
80

11
459

21

11

L
L

 

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

21

11

1

7
288
7

144

55
623

77
80

77
80

11
459

L
L

 

 

ไดคา 5847.011 =L  และ 6858.321 =L  

นําคาของ  11L  และ 21L   แทนลงในสมการ(3.84) 

 

                                ( ) ( ){ }33543
1 1*5847.01230202 −+−+−= ttttttx                       (3.106) 

                                 ( ) ( ){ }33543
2 1*6858.3615101 −+−+−= ttttttx                         (3.107) 

 

Mode  2   2=→ i  

จากสมการ   (3.84,3.85) จะได 

                           ( ) ( ){ }43
12

33
11

543
1 1*1*1230202 −+−+−+−= ttLttLtttx            (3.108) 

          ( ) ( ) ( )42
12

23
11

32
11

432
1 1313136012060 −+−+−+−+−= ttLttLttLtttx&  

                                                                ( )33
12 14 −+ ttL                                                 (3.109) 

              ( ) ( ) ( )1611816240360120 3
11

22
11

3
11

32
1 −+−+−+−+−= ttLttLttLtttx&&    

                                       ( ) ( ) ( )23
12

32
12

4
12 11212416 −+−+−+ ttLttLttL                      (3.110) 

        ( ) ( ) ( ) 3
11

2
11

2
11

3
11

2
1 615415416720720120 tLttLttLtLttx +−+−+−++−+−=&&&  

                          ( ) ( ) ( ) ( )124110817216 3
12

22
12

3
12

4
12 −+−+−+−+ ttLttLttLtL          (3.111) 

           ( ) ( ) ( )312
2

1111
2

11
4
1 1967212161721440720 −++−+−++−= tLtLttLtLtx&&                              

                                         ( ) ( ) 3
12

2
12

2
12 2412881432 tLttLttL +−+−+                          (3.112) 

    ( ) ( ) ( ) 2
1212

2
121111

5
1 36011440172036013601440 tLttLtLtLtLx +−−++−++−=&& )  (3.113) 

                                        ( ) tLtLLx 121211
6
1 216012880720 +−+=&&                                 (3.114) 
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                                 ( ) ( )43
22

33
21

543
2 11615101 −+−+−+−= ttLttLtttx                  (3.115) 

                ( ) ( ) ( )42
22

23
21

32
21

432
2 131313306030 −+−+−+−+−= ttLttLttLtttx&  

                                               ( )33
22 14 −+ ttL                                                      (3.116) 

               ( ) ( ) ( )161181612018060 3
21

22
21

3
21

32
2 −+−+−+−+−= ttLttLttLtttx&&  

                                    ( ) ( ) ( )23
22

32
22

4
22 11212416 −+−+−+ ttLttLttL                        (3.117) 

                ( ) ( ) ( )1541541636036060 2
21

2
21

3
21

2
2 −+−+−+−+−= ttLttLtLttx&&&  

                ( ) ( ) ( ) ( )1241108172166 3
22

22
22

3
22

4
22

3
21 −+−+−+−++ ttLttLttLtLtL     (3.118) 

            ( ) ( ) ( )322
2

2121
2

21
4
2 196721216172720360 −++−+−+−= tLtLttLtLtx&&  

                                   ( ) ( ) 3
22

2
22

2
22 2412881432 tLttLttL +−+−+                                (3.119) 

     ( ) ( ) ( ) 2
2222

2
222121

5
2 3601144017203601360720 tLttLtLtLtLx +−+−++−+−=&&   (3.120) 

                                       ( ) tLtLLx 222221
6
2 216012880720 +−+=&&                                 (3.121) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.108-3.121)  แทนคาในสมการ (3.51)ผลที่ไดคือ 

 

          ( ) ( ) ( )22
21

3
21

3
2221 11441484321144012036000 −+−+−−−−= ttLttLtLtLt  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )138881961192148148 21
23

22
32

22
4

22
3

21 −−−+−+−+−+ ttLttLttLttLttL  

       ( ) ( ) ( ) ( ) 2
21

2
2122

2
22

2
22 129611296157601518417776 tLtLttLttLttL −−−−−−−−−  

               ( ) ( ) ( )311
2

22
2

2221
3

22 160144012880144011728 −−−−−−−− ttLtLtLtLtL  

                    ( ) ( ) ( ) ( )32
1211

3
11

22
11 1240121601601180 −−−+−−−− ttLttLttLttL  

                ( ) ( ) 2
11

2
11

23
11

23
12 72017202160144057601120 tLtLttLttL +−+−+−−−  

            ( ) ( ) ( ) ( )12304012880143202401960 12
2

12
2

12
3

12
3

12 −−−+−++−+ tLttLttLtLtL  
                                                         ( )4

1212 16017280 −−− ttLtL                                    (3.122) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.122)คูณดวย 1Φ ซึ่งมคีาเทากับ ( )33 1−tt แลวอินทิเกรตจาก ftt −0  

 

                                                             ( ) ( ){ } 01122.3
1

0

33 =−×∫ dttt                            (3.123) 

ผลที่ไดคือ                              
7

144
77
4

77
80

22
459

11
459

22211211 =−−− LLLL                       (3.124) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.122)คูณดวย 2Φ ซึ่งมคีาเทากับ ( )43 1−tt แลวอินทิเกรตจาก ftt −0  
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                                                          ( ) ( ){ } 01122.3
1

0

43 =−×∫ dttt                            (3.125) 

ผลที่ไดคือ                     
77
818

5005
1888

11
12

1001
18516

22
459

22211211 −=−++− LLLL                   (3.126) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.108-3.121)  แทนคาในสมการ (3.52)ผลที่ไดคือ 

 

             ( ) ( )22
21

3
2121

3
22 11801601440432126007200 −−−−−++−= ttLttLLtLt  

                   ( ) ( ) ( ) ( )23
22

32
22

4
22

3
21 11201240160160 −−−−−−−− ttLttLttLttL  

                 ( ) ( ) ( ) ( )2
21

2
22

2
2221 11296151841777613888 −+−+−+−+ tLttLttLttL  

              ( ) ( ) ( )2
122222

3
22

2
21 12880432015760117281296 −−−−−−++ tLtLtLtLtL  

                    ( ) ( ) ( ) ( )138881481144148 11
3

11
22

11
3

11 −−−+−+−+ ttLttLttLttL  

       ( ) ( ) ( ) 2
11

2
11

2323
12

32
12 12961129610807201961192 tLtLttttLttL −−−+−−+−+  

               ( ) ( ) ( )2
12

3
12

3
121111 1777643211728144011440 −−−−−−−− ttLtLtLtLtL  

                         ( ) ( ) ( )4
12

2
1212

2
12 14814401576015184 −+−−−−− ttLtLttLttL            (3.127) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.127)คูณดวย 1Φ ซึ่งมคีาเทากับ ( )33 1−tt แลวอินทิเกรตจาก ftt −0  

 

                                                       ( ) ( ){ } 01127.3
1

0

33 =−×∫ dttt                                       (3.128) 

 

ผลที่ไดคือ                        
7

288
110
623

55
623

77
4

77
80

22211211 =−+−− LLLL                          (3.129) 

 

นําคาที่ไดจากสมการ(3.127)คูณดวย 2Φ ซึ่งมคีาเทากับ ( )43 1−tt แลวอินทิเกรตจาก ftt −0  

 

                                                          ( ) ( ){ } 01127.3
1

0

43 =−×∫ dttt                                    (3.130) 

 

ผลที่ไดคือ                         
77

1384
455

2252
110
623

5005
1888

11
12

22211211 −=+−− LLLL                  (3.131) 

 

จะเหน็ไดวาสมการ(3.124,3.126,3.129และ3.131)มีตัวแปรอยู 4 ตัวคือ 22211211 ,,, LLLL  



 

 

71 

 

    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−

−−

−−−

77
1384
7

288
77
818
7

144

455
2252

110
623

5005
1888

11
12

110
623

55
623

77
4

77
80

5005
1888

11
12

1001
18516

22
459

77
4

77
80

22
459

11
459

22

21

12

11

L
L
L
L

 

 

    
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
×

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−

−−

−−−
−

22

21

12

11

1

77
1384
7

288
77
818
7

144

455
2252

110
623

5005
1888

11
12

110
623

55
623

77
4

77
80

5005
1888

11
12

1001
18516

22
459

77
4

77
80

22
459

11
459

L
L
L
L

 

 

 

ไดคา                        0491.1,1972.4,2868.0,4554.0 22211211 ==−== LLLL  

นําคาของ  22211211 ,,, LLLL แทนลงในสมการ(3.84) 

 

                    ( ) ( ) ( ){ }4333543
1 1*2868.01*4554.01230202 −−−+−+−= ttttttttx   (3.132) 

                      ( ) ( ) ( ){ }4333543
2 1*0491.11*1972.4615101 −+−+−+−= ttttttttx    (3.133) 

 



บทที่ 4 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 

 ในการวิจัยศึกษาครั้งนี้ ผูวิจัยนําเสนอผลงาน ดังนี้ 

1. ผลการทดสอบ 

2. วิเคราะหผลการทดสอบ 

 

4.1 ผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบในงานวิจัยนีไ้ด หาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธทีางออม (Minimum indirect 

Jerk) โดยกําหนดใหระบบการเคลื่อนที่ม ี 2 องศาอิสระ (Two degree-of-freedom) ของระบบ สปริง 

มวล และ ตัวหนวง (Spring-mass-damper) ในรูปแบบของ Fully actuators โดยกําหนดสมการใหอยู

ในรูปอนุพนัธอันดับสูง (Higth order derivative) ของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear of 

dynamic systems) ดังที่จะนํามาสูผลการทดลองดังนี ้
 4.1.1 การทดสอบของการแกปญหาความนิม่นวลที่สุดโดยวิธทีางออม (Minimum 
indirect jerk problem) 

 
ภาพประกอบ 3 Two degree of-freedom of spring mass and damper system 

 

เร่ิมตนจากการคํานวณหาสมการการเคลื่อนที่ของระบบ (Equation of motion : EOM) 

1 2x x>  
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       1u           
2

u  

1 1k x    2 1 2( - )k x x   2 1 2( )k x x−     3 2k x   

     
1 1c x&  2 1 2( )c x x−& &   2 1 2( )c x x−& &     3 2c x&  

 

จากกฎขอที่สองของนวิตัน (Newton’s law) 

 

                                                                 F ma=∑                                                          (4.1) 

 

                                                                  F mx=∑ &&                                                         (4.2) 

พิจารณาที่มวล 1m    

 

              ⎯→⎯+     ( ) ( ) 1121211212111 xmxxkxkxxcxcU &&&&& =−−−−−−                               (4.3) 

 

พิจารณาที่มวล 2m  

 

              ⎯→⎯+     ( ) ( ) 2223212232122 xmxkxxkxcxxcU &&&&& =−−+−−+                            (4.4) 

 

จากสมการ(4.3) 

 

                    ( ) ( ) 1221212212111 Uxkxkkxcxccxm =−++−++ &&&&                                 (4.5) 

 

จากสมการ(4.4) 

 

                         ( ) ( ) 2232122321222 Uxkkxkxccxcxm =++−++− &&&&                                (4.6) 

 

กําหนดใหตัวแปรใชหนวยของเมตริก ดังนี ้

                                          11 =c             11 =k              21 =m        

     1m       2m  
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                                          22 =c            12 =k             12 =m  
                                          13 =c             13 =k  

 

จะไดสมการการเคลื่อนที ่(Equation of motion : EOM) ของระบบ Two degree of-freedom of  

spring mass and damper system ดังนี ้

 

                                       121211 2232 Uxxxxx =−+−+ &&&&                                                 (4.7) 

 

                                       221212 232 Uxxxxx =+−+− &&&&&                                                   (4.8) 

 

 

เรากําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition)  โดยกาํหนดใหเวลาและ

ตําแหนงที่แนนอน (Fixed end time and fixed end points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ Control  

input ตองมีเงื่อนไขที่จาํเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0( )x t x= , 0t  คือเวลาเริ่มตน 

และเวลาสุดทาย ( )f fx t x= , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 

 

Boundary condition 

              ( ) 201 =x                                                         ( ) 102 =x  

                           ( ) 001 =x&                                                         ( ) 002 =x&  
                           ( ) 001 =x&&                                                         ( ) 002 =x&&                          (4.9) 

                           ( ) 011 =x                                                          ( ) 012 =x  

                           ( ) 011 =x&                                                          ( ) 012 =x&  

                           ( ) 011 =x&&                                                          ( ) 012 =x&&  
  

 

ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดอยูในรูป สมการดังนี ้

 

                                                             
1

2 2
1 2

0

J u u dt= +∫ % %                                                     (4.10) 

เมื่อทําการหาคําตอบจากบทที ่3 แลวจะไดคําตอบดังนี ้
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ผลเฉลยของเสนวิถ ีณโหมดฟงกชนัที่ 0 

                                                      543
1 1230202 tttx −+−=  

543
2 615101 tttx −+−=  

 

ผลเฉลยของเสนวิถ ีณโหมดฟงกชนัที่ 1 

( ) ( ){ }33543
1 1*5847.01230202 −+−+−= ttttttx  

( ) ( ){ }33543
2 1*6858.3615101 −+−+−= ttttttx  

 

ผลเฉลยของเสนวิถ ีณโหมดฟงกชนัที่ 2 

( ) ( ) ( ){ }4333543
1 1*2868.01*4554.01230202 −−−+−+−= ttttttttx  

( ) ( ) ( ){ }4333543
2 1*0491.11*1972.4615101 −+−+−+−= ttttttttx  

 
            4.1.2 ผลการทดสอบการเปรยีบเทียบวธิีการหาคาความนิ่มนวลทีสุ่ดโดยวธิีทางออม 
  กราฟเปรียบเทียบ Minimum indirect jerk mode function 0 กับ 1 

 
time 

ภาพประกอบ 4 เปรียบเทยีบ ( )txtx 21 ),( ที่ไดจากโหมดฟงกชัน 0 และโหมดฟงกชนั 1 
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จากภาพประกอบ 4  กําหนดเวลาเริ่มตน = 0 และเวลาที่จุดสุดทาย = 1 ระยะทางเริ่มตนของ ( )tx1  

เร่ิมตนที่ 2 และระยะทางที่จุดสุดทาย = 0 ไดทําการเขียนกราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum 

indirect jerk ของทั้งสองโหมดฟงกชันไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา First state variables 

)(1 tx  ของเสนวิถี Minimum indirect jerk เกือบจะซอนทับกันพอดี และ ( )tx2  เวลาเริ่มตนที่ 0 และ

เวลาสุดทายที่ 1 ระยะทางเริ่มตนของ ( )tx2 เร่ิมตนที่ 1และระยะทางสุดทายสิ้นสุดที่ 0ซึ่งผลจากการ

เขียนกราฟของผลเฉลยที่โหมดฟงกชัน 0 และโหมดฟงกชัน 1 มีวิถีทางเดินที่ตางกันพอสมควรไมถึงกับ

ซอนทับกันพอดี 

 

กราฟเปรียบเทียบ Minimum indirect jerk mode function 1 กับ 2 

 
time 

ภาพประกอบ 5 เปรียบเทยีบ ( )txtx 21 ),( ที่ไดจากโหมดฟงกชัน 1 และโหมดฟงกชนั 2 

 

จากภาพประกอบ 5  กําหนดเวลาเริ่มตน = 0 และเวลาที่จุดสุดทาย = 1 ระยะทางเริ่มตนของ ( )tx1  

เร่ิมตนที่ 2 และระยะทางที่จุดสุดทาย = 0 ไดทําการเขียนกราฟของผลเฉลยของปญหา Minimum 

indirect jerk ของทั้งสองโหมดฟงกชันไวในกราฟเดียว ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา First state variables 

)(1 tx  ของเสนวิถี Minimum indirect jerk ซอนทับกันพอดี และ ( )tx2  เวลาเริ่มตนที่ 0 และเวลา
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สุดทายที่ 1 ระยะทางเริ่มตนของ ( )tx2 เร่ิมตนที่ 1และระยะทางสุดทายสิ้นสุดที่ 0ซึ่งผลจากการเขียน

กราฟของผลเฉลยที่โหมดฟงกชัน 1 และโหมดฟงกชัน 2 มีวิถีทางเดินทางเดียวกันพอสมควรซอนทับ

กันพอดี ทําใหดูเหมือนเปนเสนทางเดินเดียวกัน 

 

4.2 วิเคราะหผลการทดสอบ 
จากการพล็อตกราฟ )(1 tx , )(2 tx  เทียบกับเวลา โดยเปรียบเทียบวิธี Minimum indirect jerk 

ของแตละโหมดฟงกชัน จะเห็นไดวาวิถีของเสนกราฟในระหวางโหมดฟงกชันที่ศูนยกับโหมดฟงกชันที่

หนึ่งนั้นวิถีของเสนกราฟยังไมซอนทับกันพอดีมีคาความแตกตางกัน แตที่โหมดฟงกชันที่หนึ่งกับโหมด

ฟงกชันที่สองจะเห็นไดวาวิถีเสนกราฟของทั้งสองโหมดฟงกชันจะซอนทับกันมากขึ้นแทบจะดูเหมือน

เปนเสนเดียวกัน ซึ่งแสดงใหเห็นวา การหาคาผลเฉลยดวยวิธี Minimum indirect jerk นั้นสามารถหา

คําตอบของผลเฉลยไดอยางรวดเร็ว  
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บทที่ 5 
สรุปและวิจารณ 

 

5.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

 ในงานวิจัยครั้งน้ีไดทําการหาคาความนิ่มนวลที่สุดดวยการพิจารณาโดยออม ในการ
แกปญหาพลศาสตรความเหมาะสมที่สุดที่เปนสมการอนุพันธอันดับสูง ในการแกปญหาไดนํา
ระเบียบวิธีการทางตัวเลข ดวยวิธี Weighted Residual Principle มาใชแกปญหาเพื่อหาคาผลเฉลย

ของสมการ  ปญหาที่ไดนํามาวิเคราะหในงานวิจัยนี้คือ ระบบของมวล สปริงและตัวหนวงที่มีลําดับข้ัน

ความเสรีของการเคลื่อนที่เทากับ 2 มาวิเคราะห เพื่อหาคาความนิ่มนวลที่สุดดวยการพิจารณาโดย

ออม 

 ผลจากการใชระเบียบวิธีทางตัวเลขเพื่อนํามาแกปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออม 

(Minimum indirect jerk ) ไดผลของการหาคาความนิ่มนวลที่สุด ไดผลอยางรวดเร็ว เพราะในการ

เปรียบเทียบที่โหมดฟงกชันศูนยกับโหมดฟงกชันหนึ่งเสนวิถีทางเดินของผลเฉลยสมการก็มีผลตางกัน

เพียงเล็กนอยเทานั้น แตเมื่อพิจารณาที่โหมดฟงกชันกหนึ่งกับโหมดฟงกชันสองเสนวิถีทางเดินของผล

แลยสมการมีคาผลที่แตกตางกันนอยมากหรือจะเรียกวาซอนทับกันพอดี ซึ่งแสดงใหเห็นวาการใช

วิธีการทางตัวเลขดวยวิธี Weighted Residual Principle สามารถนํามาแกปญหาทางพลศาสตรความ

เหมาะสมที่สุดไดและวิธีการทางตัวเลขดวยวิธี Weighted Residual Principle นั้นเหมาะสําหรับการ

แกสมการอนุพันธอันดับสูง  ในการแกปญหาจํานวนของตัวแปร Control input ในระบบพลศาสตร 

ตองเทากับจํานวนของตัวแปร State variables เพราะฉะนั้นตัวแปรซึ่งถูกใชใน ฟงกชันวัตถุประสงค 

(Cost function) ของปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออม เมื่อพิจารณาระบบพลศาสตรที่เปน 

Fully actuator หรือระบบการเคลื่อนที่ของหุนยนต (Robotic systems) 

 

5.2 ขอเสนอแนะ 
 จากผลงานวิจัยนี้ไดแสดงใหเห็นวา การหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออม (Minimum 

indirect jerk ) สําหรับระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear dynamic systems) ไดอยางแนนอน โดย

ใชระยะเวลาในการหาคาผลเฉลยของสมการไดอยางรวดเร็ว และสามารถตัดสวนที่เปนลากรางนมัลติ

ไพลเออรออกไดดวย   อยางไรก็ตามในปญหาของระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear 

dynamic systems) สามารถนํามาใชเปรียบเทียบผลในอนาคตและเพิ่มความซับซอนของปญหาขึน้อกี 

ซึ่งคาดวาผลการทดลองของ Minimum indirect jerk ที่แกปญหาดวยระเบียบวิธีการทางตัวเลขดวยวิธี 

Weighted Residual Principle มาใชแกปญหาได 
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ประมวลศัพท 
 

Algebraic equation    สมการทางพีชคณิต 

Boundary condition    เงื่อนไขขอบเขต 

Calculus of variation    แคลคูลัสความแปรปรวน 

Constraints     เงื่อนไขบังคับ 

Continuous derivatives    อนุพนัธตอเนือ่ง 

Continuous time    เวลาตอเนื่อง 

Control input     คอนโทรลอินพุท 

Control variable    คอนโทรลวาริเอเบิล 

Cost functional     คอสฟงกชนันอล 

Differential equation    แบงแยกกนัของฟงกชนั 

Direct method     วิธีตรง 

Displacement     การเคลื่อนที ่

Dynamics constraints    ขอบเขตทางพลศาสตร 

Dynamic equation    สมการทางพลศาสตร 

Dynamic optimization problem   ปญหาการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดของระบบควบคุม 

          ทางพลศาสตร 

Dynamic system    ระบบพลศาสตร 

Equality constraints    เงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ 

Extremize     คําตอบที่เหมาะสมที่สุด 

Extremum     คาเหมาะสมสงูสุด 

Final time     เวลาสุดทาย 

First order condition    เงื่อนไขอันดับหนึง่ 

First-order forms    รูปแบบของลําดับทีห่นึง่ 

Functional     ฟงกชันนอล 

Independent variable    ตัวแปรอิสระ 

Indirect method    วิธีออม 

Inequality constraints    เงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ 

Initial condition     เงื่อนไขเริ่มตน 



Initial time     เวลาเริ่มตน 

Interval      ชวงเวลา 

Initial guess     คาเริ่มตน 

Jacobian     จาโคเบียน 

Jacobian matrix    จาโคเบียนเมตริกซ 

Jerk      ความกระดาง 

Lagrange method    วิธีของลากรางจ 

Lagrange multipliers    ตัวคูณลากรางจ 

Linear dynamics    พลศาสตรที่เปนเชิงเสน 

Maximum trajectories    คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาสงูสุด 

Minimum trajectories    คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาต่าํสุด 

Minimum direct jerk    ความนิ่มนวลที่สุดทางตรง 

Minimum indirect jerk    ความนิ่มนวลที่สุดทางออม 

Minimum principle    หลักการการหาคาที่ตํ่าที่สุด 

Mobile robot     หุนยนตชนิดทีเ่คลื่อนที่ได 

Necessary condition    เงื่อนไขของคาต่ําสุดและสูงสุด 

Nonlinear dynamics    พลศาสตรที่ไมเปนเชงิเสน 

Nonlinear programming    โปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 

Nonlinear systems    ระบบไมใชเชิงเสน 

Numerical method    วิธีเชงิตัวเลข 

Objective     เปาหมายที่ตองการ 

Objective function    ฟงกชันเปาหมายที่ตองการ 

Optimality conditions    สภาวะที่เหมาะสมที่สุด 

Optimal control problem   ปญหาการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดสําหรับระบบ  

      ควบคุม  

Optimization     ออฟติไมเซชัน 

Optimum     คาที่เหมาะสมที่สุด 

Optimum solution    คําตอบที่เหมาะสมที่สุด 

Pick-and-Place     งานที่ตองหยบิยกชิน้งาน 

Pontriyakin’s principle    หลักการของพอนทริยากนิ 

Second variation    ความแปรปรวนที่สอง 



State equation     สมการแสดงสถานะ 

Statement of problem    สเตทเมนทออฟพรอบเบิ้ม 

State variable     สเตทวาริเอเบลิ 

Sufficient condition    สภาวะที่เพยีงพอ 

Terminal condition    สภาวะที่ปลายทาง 

Time derivative     อนุพนัธของเวลา 

Time variant     ฟงกชันของเวลา 

Upper bounded    ขอบเขตบน   
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