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คำนำ 
 

 ว ิชา วศค271 คณิตศาสตร สำหรับว ิศวกรรมเคมี 2 (CHE271 MATHEMATICS FOR CHEMICAL 

ENGINEER II) เปนวัชาที่มีจำนวนหนวยกิต 3 หนวยกิต (3-0-6) โดยตองเรียนวิชาคณ117 แคลคูลัสสำหรับ

วิศวกรรมศาสตร มากอน วิชานี้เปนรายวิชาของหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมเคมี ชุดวิชา

คณิตศาสตรสำหรับวิศวกรรมเคมี โดยมีคำอธิบายรายวิชา ดังนี้ สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง สมการเชิงอนุพันธ

อันดับสองสมการเอกพันธและไมเอกพันธ การแปลงลาปลาซ ลำดับ อนุกรม การทดสอบดวยปริพันธ การทดสอบ

ดวยการเปรียบเทียบ การทดสอบดวยอัตราสวน อนุกรมสลับ การลูเขาสัมบูรณ การกระจายทวินาม อนุกรมกำลัง 

สูตรเทยเลอร ฟงกชันเปนคาบ อนุกรมฟูเรียร ผลการแปลงฟูเรียร โดยมีจุดปมุงหมายของรายวิชา ดังนี้ 

 1. สามารถใชเทคโนโลยใีนการสืบคนและขอมูลพ้ืนฐานทางสมบัติของสารสำหรับทำสมดุลมวล (ELO01) 
 2 สามารถสมดุลมวลโดยการนำเสนอในรูปแบบเอกสาร ปากเปลา วิดีทัศนได (ELO02) 
 3 ใชความรูทางดานคณิตศาสตร (ELO03) สำหรับ 

  3.1. สามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและสมการเชิงอนุพันธอันดับสองได 
  3.2. สามารถหาผลเฉลยของสมการเอกพันธและไมเอกพันธ 
  3.3. สามารถใชวิธีการแปลงลาปลาซเพ่ือหาผลเฉลยของสมการอนุพันธได 
  3.4. สามารถหาอนุกรมฟูเรียร ผลการแปลงฟูเรียได 
  3.5. เขาใจลำดับและอนุกรม การหาอนุกรมเทยเลอร  
  3.6 การใชอนุกรมกำลังสำหรับหาผลเฉลยของสมการเอกพันธและไมเอกพันธ 
 4. สามารถทำงานของตนในฐานะผูรวมทีมและผูนำทีมเพ่ือจัดทำรายงานสมดุลมวล (ELO02) 
 หนังสือประกอบรายวิชา วศค271 คณิตศาสตรสำหรับวิศวกรรมเคมี 2 ไดรวบรวมเน้ือหามาจากหนังสือ
ตาง ๆ เพ่ือประกอบการเรียนการสอนวิชานี้ 
 
        สิทธินันท ทอแกว 
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บทที่ 1 บทนำ 
ในบทนี้อธิบายการประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธในงานวิศวกรรมของในดานตาง ๆ โดยไดอธิบายแนวคิด

การสรางสมการพ้ืนฐานสำหรับการออกแบบ การจำแนกสมการเชิงอนุพันธ  

1.1 แบบจำลองทางคณิตศาสตร 
หลักการพื้นฐานหรือกฎไดถูกสรางขึ้นมาเพื่ออธิบายพฤติกรรมของธรรมชาติ โดยอาศัยความสัมพันธของ

ตัวแปรที่เก่ียวของเพ่ืออธิบานอัตราการเปลี่ยนแปลงที่สิ่งที่เกิดขึ้น โดยอาศัยแบบจำลองทางคณิตศาตร ทั้งที่อยูใน

รูปสมการพีชคณิตและอยูในสมการเชิงอนุพันธ (Differential Equations) ตัวอยางเชน สมการสมดุลพลังงาน 

สมการสมดุลมวล เปนตน ตัวอยางการประยุกตแบบจำลองคณิตศาสตร เชน การออกแบบโครงสรางเครื่องบิน 

การออกแบบเรือ การถายเทเครื่องถายเทความรอน การตรวจหาและพยากรณแผนดินไหว การแพรกระจายคลื่น 

การควบคุมการบินของเครื่องบินและจรวด พยากรณอากาศ การอธิบายพฤติกรรมของระบบเศรษฐกิจ การกำหนด

ราคาของตราสารอนุพันธทางการเงิน การคาดการณและการจัดการการเก็บเก่ียวของประชากรปลา เปนตน 

ตัวอยางสมการเชิงอนุพันธ 

' 1
y

y r y
K

   
 

  สมการการเปลี่ยนแปลงประชากร 

'' ' 0my y ky     สมการการเคลื่อนท่ีของสปรงิ 

'' sin 0
g

l
     สมการการเคลื่อนท่ีของเพนดูลัม 

 

1.1.1 กฎการเย็นตัวของนิวตัน 
กฎการเย็นตัวของนิวตัน (Newton’s law of cooling) กลาววา ถาวัตถุรอนหรือเย็นกวาสภาพแวดลอม

โดยรอบอุณหภูมิของวัตถุจะเขาใกลอุณหภูมิของสิ่งแวดลอม หากวัตถุมีอุณหภูมิสูงกวาอุณหภูมิสิ ่งแวดลอม 

อุณหภูมิของวัตถุจะมีคาลดลง แตถาวัตถุมีอุณหภูมิต่ำกวาอุณหภูมิสิ่งแวดลอมอุณหภูมิ อุณหภูมิของวัตถุจะมีคา

เพิ่มขึ้น จากกฎการเย็นตัวของนิวตันสามารถบอกไดวา อัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิของวัตถุแปรผันตรงกับ

ความแตกตางระหวางอุณหภูมิของสิ่งแวดลอมกับอุณหภูมิของวตัถุ เมื่อกำหนดให ( )u t  หมายถึงอุณหภูมิของวัตถุ

ที่เวลา t  และ T  เปนอุณหภูมขิองวัตถุ (รูปท่ี 1.1) เมื่อ dT
dt

 คืออัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมภิายในวัตถุ เมื่อมี

การพาหรือการนำความรอนเกิดขึ้น เมื่อ 0T  คืออุณหภูมิสิ่งแวดลอม k  คือสัมประสิทธิ์การถายเทความรอน ซึ่ง

สามารถเขียนเปน (1-1) ดังนี้ 
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 0

dT
k T T

dt
    หรือ  0'T k T T        (1-1) 

 

 
 

รูปที่ 1.1 การเปล่ียนแปลงอุณหภูมิของวัตถ ุ(T ) กับเวลา ( t ) 

 

ตัวอยางท่ี 1.1 กาแฟที่มีอุณหภมู ิ200 ◦F เทใสในถวยกาแฟ เมื่อทิ้งไวเปนเวลา 1 min และอุณหภูมิอากาศเทากับ 

70 ◦F พบวา กาแฟมอีุณหภูมิเหลือเปน 190 ◦F จงหาวาถาตองการใหกาแฟมีอุณหภูมิเปน 170 ◦F จะตองปลอย

ใหกาแฟเย็นลงเปนเวลาก่ีนาที 

วิธีทาํ 

จากสมการกฎการเย็นตัวของนิวตัน (1-1) ดังนี้ 

 0

dT
k T T

dt
            (1-1) 

ซึ่งสามารถอนิทเิกรตสมการ (1-1) ไดเปน (E1.1-1)  

 0
dT

k dt
T T

 
   

 0ln T T kt C             (E1.1-1) 

หรือ 

0 0exp( ) exp( )T T kt C C kt       

เมื่อแทนคา เวลา 0 min กาแฟมีอุณหภูมิ 200 ◦F เพื่อหาคา 0C  

0 0200 70 exp( 0)C k C      

0 130C  oF 

เพื่อหาคา k  เมื่อแทนคา เวลา 1 min กาแฟมีอุณหภูมิ 190 ◦F  

190 70 130exp( 1)k     
120

exp( ) 0.9231
130

k    

ln 0.9231 0.08k     min-1 

ดังนั้นสมการแสดงอุณหภูมิของกาแฟดังสมการ (E1.1-2) 
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70 130exp( 0.08 )T t            (E1.1-2) 

ถาแทนอุณหภูมิของกาแฟเปน 170◦F  

170 70 130exp( 0.08 )t    
100

exp( 0.08 ) 0.7692
130

t    

0.08 ln 0.7692 0.2624t     
0.2624

3.28
0.08

t


 


min 

ดังน้ันถาตองการใหกาแฟมีอุณหภูมิเปน 170◦F ตองใชเวลา 3 min 17 sec 

 

1.1.2 การทำนายจำนวนประชากร (Population model) 
การทำนายจำนวนประชากร เชน การทำนายจำนวนประชากรของหนูนาในสวนผลไม เพื ่อควบคุมจำนวน

ประชากรของหนู เกษตรกรไดติดตั้งรังนก เพื่อใหนกฮูกมาทำรังและจับหนูนากินเปนอาหาร ในกรณีที่ไมมีนกฮูก 

อัตราการเพิ่มจำนวนของหนูนาแปรผันตรงกับจำนวนของหนูนา กำหนดให p  หรือ ( )p t  เปนจำนวนประชากร

ของหนูนาที่เวลา t  ซึ่งสามารถเขียนไดตาม (1-2) และในกรณีที่มีนกฮูกเปนผูลา และมีอัตราในการจับกินหนูนา

ของนกฮูกเทากับ a  ตัวตอนาที ซึ่งจะไดเปน (1-3) 
dp

rp
dt

           (1-2) 

dp
rp a

dt
            (1-3) 

เมื่อ r  เปนคาคงที่ในการเกิด (min-1)  

 

ตัวอยางที่ 1.2 จำนวนประชากรหนูนาสามารถเขียนไดเปน 0.5 450
dp

p
dt

   ตัวตอเดือน ถาจำนวนประชากร

หนูนาเริ่มตนเทากับ 850 ตัว จงหาวาจะตองใชเวลาเทาไรจึงจะทำใหประชากรหนนูาสูญพันธุ 

วิธีทำ 

จากสมการ 0.5 450
dp

p
dt

   สามารถอินทิเกรตไดเปน (E1.2-1) 

0.5 450

dp
dt

p



        

1

0.5 450 900 2

dp dp
dt

p p
 

     

 ln 900
2

t
p c             (E1.2-1) 
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หรือ 
/2900 tp Ce   หรือ /2900 tp Ce   

โจทยกำหนด จำนวนประชากรหนูเริ่มตนเทากับ 850 ตัว 

0/2850 900 Ce   

850 900 50C      
/2900 50 tp e   

 โจทยตองการทราบวาจะตองใชเวลาเทาไรจึงจะทำใหประชากรหนนูาสูญพันธุ หมายถึง จำนวนประชากร

หนูนาเหลือเปน 0 ตัว 

/20 900 50 te   
900

ln( ) 2.89
2 50

t
   

2.89 2 5.78t     เดือน หรือ 5 เดือน 23 วัน 

 

1.2 คำนิยาม การจำแนกและคำศัพท 
สมการเชิงอนุพันธ หมายถึง สมการที่ประกอบดวยอนุพันธของหนึ่งหรือมากกวาของฟงกชันที่ขึ้นกับตัวแปรอิสระ

อยางนอยหนึ่งตัวแปร ตัวอยางสมการเชิงอนุพันธ เชน สมการ (1-2)  

0( )
dT

k T T
dt

            (1-2) 

จากสมการ (1-2) เห็นไดวา T  เปนฟงกชันท่ีแปรตามตัวแปร t  

 จากนิยามสมการเชิงอนุพันธสามารถแบงประเภทของสมการเชิงอนุพันธไดโดยอาศัย 

 1. จำนวนตวัแปรตน (independent variables) 

 2. จำนวนฟงกชัน 

 3. อันดับสูงสุดของอนุพันธท่ีปรากฏในสมการเชิงอนุพันธ 

1.2.1 สมการเชิงอนุพันธสามัญและยอย (Ordinary and Partial Differential Equations) 
สมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary Differential Equation, ODE) หมายถึงสมการเชิงอนุพันธที ่มี

ฟงกชันไมทราบคาของตัวแปรอิสระเพียงตัวเดียว ตัวอยางดังสมการตอไปนี ้
2

2
( )

d y dy
a b cy g t
dt dt

     

2
2 5

2
(sin ) (1 ) yd y dy

y y y e
dt dt

    

(4) 10 ''' 4 ' 2 cosy y y y t     
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สมการเชิงอนุพันธยอย (Partial Differential Equation, PDE) หมายถึงสมการเชิงอนุพันธที่มีฟงกชันไม

ทราบคาของตัวแปรอิสระมากกวาหนึ่งตัวแปร ตัวอยางของสมการเชิงอนุพันธยอยดังตอไปนี ้

สมการความรอน 
2

2

u u
D

t x

 


 
 เมื่อ t  และ x  เปนตัวแปรอิสระ 

สมการคลื่น 
2 2

2
2 2

y y
c

t x

 


 
 เมื่อ t  และ x  เปนตัวแปรอิสระ 

สมการลาปลาซ (Laplace’s equation) 
2 2

2 2
0

V V

x y

 
 

 
 เมื่อ x และ y  เปนตัวแปรอิสระ 

 

1.2.2 ระบบสมการเชงิอนพัุนธ  
ระบบสมการเชิงอนุพันธ (system of differential equations) เปนระบบที่ประกอบดวยสมการเชิง

อนุพันธที่เปนสมการเดี่ยว (single equation) หลายสมการ และเปนสมการเชิงอนุพันธที่มีตัวแปรตามมากกวา

หนึ่งตัวและตางก็เปนฟงกชันของตัวแปรอิสระหนึ่งตัวเดียวกัน ระบบสมการเชิงอนุพันธ โดยทั่วไปสามารถจำแนก

ระบบสมการเชิงอนุพันธออกเปน ระบบสมการเชิงเสน (system of linear differential equations) และระบบ

สมการไมเชิงเสน (system of nonlinear differential equations) การหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนทำ

ไดยาก ในบางครั้งอาจหาผลเฉลยที่ชัดเจนไมได และบอยครั้งที่จำเปนตองใชเครื่องคอมพิวเตอรหาผลเฉลยเชิง

ตัวเลขโดยประมาณ ตัวอยางเชน สมการของ Lotka–Volterra predator–prey ดังน้ี 
dx

ax xy
dt

            

dy
cy xy

dt
    

เมื่อ x  และ y  เปนจำนวนเหยื่อและจำนวนนักลา ตามลำดับ เมื่อคาคงตัว เมื่อ a    c และ   เปนคาคงที่ได

จากการทดลองและขึ้นกับสายพันธุที่กำลังศึกษา  

1.2.3 อันดับของสมการเชิงอนุพันธและดีกรีของสมการเชิงอนุพนัธ 
อันดับของสมการเชิงอนุพันธ (order) คืออันดับของอนุพันธอันดับสูงสุดที่ี่ปรากฏในสมการเชิงอนุพันธ 

ดีกรีของสมการเชิงอนุพันธ (degree) คือเลขชี้กำลังของอนุพันธอันดับสูงสุดที่ปรากฏในสมการเชิงอนุพันธ โดย

พิจารณาหลังจากทำใหอนุพันธอันดับตาง ๆ เลขชี้กำลังเปนจำนวนเต็มบวก  
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ตัวอยางที่ 1.3 จงหาอันดับและดีกรขีองสมการเชิงอนุพันธดังตอไปนี ้

-  
43 2

3
3 2 2

1
sin

1

d x d x dx
x x x

dt dt dt x
      

 

- 
22 2

2 2
2

u u u
u

x y t

   
      

 

- 
1/32

2 3
2

cos
d x dx

x x x y x
dt dt

    
 

 

วิธีทำ 

 
43 2

3
3 2 2

1
sin

1

d x d x dx
x x x

dt dt dt x
      

 

อันดับของสมการเชิงอนุพันธ เทากับ 3 เนื่องจาก 
3

3

d x

dt
 อันดับของอนุพันธอันดับสูงสุดที่ี่ปรากฏในสมการเชิง

อนุพันธ และดีกรขีองสมการเชิงอนุพันธเทากับ 1 เนื่องจาก 
3

3

d x

dt
 ยกกำลัง 1 

22 2

2 2
2

u u u
u

x y t

   
      

 

อันดับของสมการเชิงอนุพันธ เทากับ 2 เนื่องจาก 
2

2

u

x




 อันดับของอนุพันธอันดับสูงสุดที่ี่ปรากฏในสมการเชิง

อนุพันธ และดีกรขีองสมการเชิงอนุพันธเทากับ 2 เนื่องจาก 
2

2

u

x




 ยกกำลัง 2 

1/32
2 3

2
cos

d x dx
x x x y x

dt dt
    
 

. 

อันดับของสมการเชิงอนุพันธ เทากับ 2 เนื่องจาก 
2

2

d x

dt
 อันดับของอนุพันธอันดับสูงสุดที่ี่ปรากฏในสมการเชิง

อนุพันธ 

เนื่องจากพจน 
1/3

dx

dt
 
 
 

ยกกำลัง 1
3

 ดังน้ันตองทำใหเปนจำนวนเต็มกอน โดยการยกกำลัง 3 ท้ังสมการ 

1/32
2 3

2
cos

d x dx
x x x y x

dt dt
    
 

 

 
31/32

32 3
2

cos
d x dx

x x x y x
dt dt

         
 

ดีกรขีองสมการเชิงอนุพันธเทากับ 3 เนื่องจาก 
2

2

d x

dt
 ยกกำลัง 3 
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1.2.4 สมการเชิงอนุพันธเชงิเสนและไมเชิงเสน  
สมการเชิงอนุพันธเชิงเสน (linear equation) สามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปดังสมการ (1-4) 

( ) ( 1) ( 2) '
0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n

n na t y a t y a t y a t y a t y g t 
         (1-4) 

และตองเปนสมการเชิงอนุพันธที่มีสมบัติดังตอไปนี ้

1. เปนสมการเชิงอนุพันธมีตัวแปรตามและอนุพันธของตัวแปรตามมีเลขชี้กำลังเปน 1 เทานั้น 

2. เปนสมการเชิงอนุพันธที่ไมมีพจนในรูปผลคูณของตัวแปรตาม และ/หรือ อนุพันธของตัวแปรตาม

ปรากฏในสมการ  

3. เปนสมการเชิงอนุพันธที่ไมมีพจนในรูปฟงกชันอดิสัยของตัวแปรตามหรืออนุพันธของตัวแปรตาม

ปรากฏในสมการ เชน sin y  ye  21 y เปนตน  

สวนสมการที่ไมเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนถือวาเปนสมการเชิงอนุพันธที่ไมเปนเชิงเสน (nonlinear 

equation) 

ตัวอยางที่ 1.4 จงบอกวาสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน หรือ สมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสน 

1.4.1 
2

2 3
2

cos
d y dy

x x x y x
dx dx

     

1.4.2 
2

2 3
2

cos
d y dy

x y x y x
dx dx

    

1.4.3 dy xy
dx

  

1.4.4 dy
xy

dx
  

1.4.5 
2 2

2 2

u u
u

x y

 
 

 
 

1.4.6 
2 2

2 2
uu u
e

x y

 
 

 
 

1.4.7 
2 2 2

2 2 2
2

u u u

x y t

  
 

  
 

1.4.8 
2 2 2

2 2 2
2

u u u u u

x x y y t

    
  

    
 

วิธีทำ 

1.4.1 
2

2 3
2

cos
d y dy

x x x y x
dx dx

    จัดรูปสมการใหมเปน 
2

2 3
2

cos
d y dy

x x x y x
dx dx

    ซึ่งตรงกับรูปแบบ

สมการ (1.4) ดังนั้นเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน 
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1.4.2 
2

2 3
2

cos
d y dy

x y x y x
dx dx

   จัดรูปสมการใหมเปน 
2

2 3
2

cos
d y dy

x y x y x
dx dx

    ซึ่งไมตรงกับรูปแบบ

สมการ (1.4) เน่ืองจากมีพจนของ dy
y
dx

 ดังน้ันเปนสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสน 

1.4.3 dy xy
dx

  จัดรูปสมการใหมเปน 0
dy

xy
dx

   ซึ่งตรงกับรูปแบบสมการ (1.4) ดังน้ันเปนสมการเชิงอนุพันธ

เชิงเสน 

1.4.4 
dy

xy
dx

  จัดรูปสมการใหมเปน 0
dy

xy
dx

   ซึ่งไมตรงกับรูปแบบสมการ (1.4) เนื่องจากมีพจนของ 

dy

dx
 ซึ่งยกกำลัง 

1

2
 ดังนั้นเปนสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสน 

1.4.5 
2 2

2 2

u u
u

x y

 
 

 
 จัดรูปสมการใหมเปน 

2 2

2 2
0

u u
u

x y

 
  

 
 ซึ่งตรงกับรูปแบบสมการ (1.4) ดังนั้นเปน

สมการเชิงอนุพันธเชิงเสน 

1.4.6 
2 2

2 2
uu u
e

x y

 
 

 
 จัดรูปสมการใหมเปน 

2 2

2 2
0uu u

e
x y

 
  

 
 ซึ่งไมตรงกับรูปแบบสมการ (1.4) เนื่องจาก

มีพจนของ ue  อยู ดังนั้นเปนสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสน 

1.4.7 
2 2 2

2 2 2
2

u u u

x y t

  
 

  
 ซึ่งตรงกับรูปแบบสมการ (1.4) ดังน้ันเปนสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน 

1.4.8 
2 2 2

2 2 2
2

u u u u u

x x y y t

    
  

    
 ซึ่งไมตรงกับรูปแบบสมการ (1.4) เนื่องจากมีพจนของ 

u u

x y

 
 

 อยู (ผิดกฎ

ขอ 2) ดังนั้นเปนสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสน 
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1.3 การบาน 
ขอที่ 1 จงพิสูจนวาสมการเชิงอนุพันธคอไปนี้มีอันดับและดีกรีดังนี ้

1.1 
2

1
dy dy

y x a
dx dx

     
 

 มีอันดับของสมการเชิงอนุพันธ เทากับ 1 และดีกรีของสมการเชิงอนุพันธเทากับ 

2  

1.2 

7
3 23

2
1 7

dy d y

dx dx

     
   

 มีอันดับของสมการเชิงอนุพันธ เทากับ 2 และระดับขั้นของสมการเชิงอนุพันธ

เทากับ 3  
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แผนการสอนครั้งท่ี 2 
หัวขอ สมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงและดีกรีหนึ่ง (คร้ังที่ 2) 

ผูสอน ผศ. สิทธนิันท ทอแกว 

เวลา 3 ชั่วโมง 

วัตถุประสงค 

 1. เพ่ือใหนิสิตสามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและดีกรีหนึ่งแบบตางๆ 

 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

 1. บอกวัตถุประสงคและเนื้อหา     10 นาท ี

 2. สอนบรรยายเนื้อหาในหัวขอตางๆ    150 นาที 

 3. ใหนิสิตซักถามปญหา      20 นาที 

สื่อการสอน 

 1. เอกสารประกอบการสอน 

 2. Power point 

การประเมินผล 

 ขอสอบอัตนัยแสดงวิธีการทำ 

หนังสืออางอิง 

1.  Richard Bronson and Gabriel B.  Costa, DIFFERENTIAL EQUATIONS in Schaum's Outline 

Series, Third Edition, McGRAW-HILL 

2. James R. Brannan, William E. Boyce, and Mark A. McKibben, DIFFERENTIAL EQUATIONS 

An Introduction to Modern Methods and Applications, Third Edition, John Wiley & Sons 
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บทที่ 2 สมการเชิงอนุพันธอนัดบัหนึง่และดีกรีหนึ่ง 
 

2.1 บทนำ 
 สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและดีกรีหนึ่ง (differential equations of First order and First Degree) 

มีรูปแบบสมการทั่วไปดัง (2-1)  

( , )
dy

f x y
dx

  หรือ  , ( , ) 0M x y dx N x y dy        (2-1)  

เมื่อ  ,M x y  ( , )N x y และ  ,f x y  เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ y   

สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและดีกรีหนึ่งสามารถหาผลเฉลยดวยวิธีตอไปนี้ 1. สมการแบบแยกตัวแปร

ได (separable equations) 2. สมการเอกพันธ ุ  (homogeneous equations) 3. สมการแมนตรง (exact 

equations) และ 4. สมการเชิงเสน (linear equations)  

 

2.2 ความหมายของผลเฉลย 
 ผลเฉลย (solusion) ของสมการเชิงอนุพันธ หมายถึง ความสัมพันธใด ๆ ของสมการที่ไมอยูในรูปอนุพันธ 

เมื่อนําไปแทนคาในสมการเชิงอนุพันธแลว ทําใหสมการนั้นเปนจริง ตัวอยางเชน ถา xy e  เปนผลเฉลยของ

สมการเชิงอนุพันธ " 2 ' 0y y y    แลว เมื่อแทนคา xy e  ' xy e  และ " xy e  ลงในสมการอนุพันธ

ดังกลาว พบวา 2 0x x xe e e    เปนจริง แสดงวา xy e  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธนี้ 

 ถา   , , ', ",..., 0nF x y y y y   เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับ n  ถาฟงกชัน ( )y f x  เปนผล

เ ฉลย ช ั ดแจ  ง ข อ ง ส ม กา รน ี ้ บน ช  ว ง เ ป  ด  I  ถ  า แท นค  า  ( )y f x  ล ง ใ นส มกา ร เ ช ิ ง อน ุ พ ั น ธ  
  , , ', ",..., 0nF x y y y y   ทำใหสมการน้ีเปนจริงทุกคาของ x  เม่ือ x I  

 ถ  า  ( , ) 0g x y   เ ป  น ผ ล เ ฉ ลย โ ด ยป ร ิ ย า ย  ( implicit solution) ขอ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อน ุ พ ั น ธ  
  , , ', ",..., 0nF x y y y y   บนชวงเปด I  ถา 1( )y f x  บนชวงเปด I  ไดอยางนอยหนึ่งฟงกชันจาก ความ

ส ั มพ ั นธ   ( , ) 0g x y   แล  วทำ ให   1( )y f x  เป  นผล เฉลยช ั ดแจ  ง ของของสมการ เช ิ ง อน ุ พ ั น ธ  
  , , ', ",..., 0nF x y y y y   และ ความส ัมพ ันธ ของ ( , ) 0g x y   สอดคล องก ับสมการเช ิงอน ุพ ันธ  

  , , ', ",..., 0nF x y y y y   บนชวงเปด I  

นี้ โดย 1( )f x  เปนผลเฉลยโดยชัดแจงของสมการเชิงอนุพันธ   , , ', ",..., 0nF x y y y y   บน ชวง I  
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ก ําหนดให     , , ', ",..., 0nF x y y y y   เป นสมการเช ิ งอน ุพ ันธ อ ันด ับ n  ผลเฉลยท ั ่ ว ไปของสมการ 

  , , ', ",..., 0nF x y y y y   หมายถึงผลเฉลยท่ีประกอบดวยตัวคงคา n  คา 

ก ําหนดให    , , ', ",..., 0nF x y y y y   เป นสมการเช ิงอน ุพ ันธ อ ันด ับ n  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ 

  , , ', ",..., 0nF x y y y y   หมายถึงผลเฉลยที ่ไดจากการแทนท่ีคาคงตัวลงในผลเฉลยทั่วไปดวยคาคงตัวท่ี

ทราบคาแนนอนท n  คา 

 

ตัวอยางที่ 2.1 จงแสดงวา sin cosy x x   เปนผลเฉลยชัดแจงของสมการเชิงอนุพันธ " 0y y   สำหรับทุก

คาของจำนวนจริง 

วิธีทำ 

ถา sin cosy x x   เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ " 0y y   ดังนั้น 

' cos siny x x   และ " sin cosy x x    

เมื่อนำไปแทนคาลงในสมการอนุพันธ " 0y y   ไดดังนี้ 

   sin cos sin cos 0x x x x      สำหรับทุกจำนวนจริง x   

ดังน้ันสรุปไดวา sin cosy x x   เปนผลเฉลยชัดแจงของสมการเชิงอนุพันธ " 0y y   

 

ตัวอยางที่ 2.2 จงแสดงวา 2 2 1x y   เปนผลเฉลยโดยปริยายบนชวงเปด  1,1  ของสมการเชิงอนุพันธ 

dy x

dx y
   

วิธีทำ 

ถา 2 2 1x y   เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ dy x

dx y
    

ดังน้ัน    2 2 1
d d

x y
dx dx

   

2 2 0
dy

x y
dx

   หรือ dy x

dx y
   ซึ่งจะเห็นวาตรงกับสมการเชิงอนุพันธ dy x

dx y
   ที่โจทยกำหนดมา 

แตสมการ 2 2 1x y   พบวาคาของ 21y x    ดังนั ้นคาของ y  มีได 2 คา ดังนี ้ 2
1 1y x   และ

2
2 1y x   ซึ่งคาของ x  อยูในชวง  1,1  ซึ่งไมไดเปน สำหรับ x  ทุกคาของจำนวนจริง ดังนั้นจึงจัดเปน 

ผลเฉลยโดยปริยายบนชวงเปด  1,1  



17 

 

ถ  า แ ท น  2
1 1y x   ล ง ใ น ส ม ก า ร  2 2 1x y   พ บ ว  า   22 21 1x x    แ ล ะ 

     2 1 2

221

2
1

1 1 2
1

2 2 1

d x d xdy x x
x

dx dx dx yx

   
    


 

แ ล ะ ถ  า แ ท น  2
2 1y x   ล ง ใ น ส ม ก า ร  2 2 1x y   พ บ ว  า   22 21 1x x     แ ล ะ 

     2 1 2

221

2
2

1 1 2
1

2 2 1

d x d xdy x x
x

dx dx dx yx

  
     


 

ดังน้ันสรุปไดวา 2 2 1x y   เปนผลเฉลยโดยปริยายของสมการอนุพันธ 
dy x

dx y
   

 

2.3 สมการเชิงอนุพันธแบบแยกกนัได 
 สมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันได (Separable Equations) เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและดีกรี

หนึ่งเปนสมการท่ีสามารถเขียนใหรูปดังนี้  

( , ) ( ) ( )
dy

f x y p x q y
dx

   

โดยท่ี ( )p x  เปนฟงกชันของ x  อยางเดียว และ ( )q y เปนฟงกชันของ y  อยางเดียว 

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแยกกันโดยหาปริพันธตลอดทั้งสมการ 

( )
( )

dy
p x dx

q y
  

( )
( )

dy
p x dx

q y
   

 

ตัวอยางที่ 2.3 จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 
2

21

dy x

dx y



 

วิธีทำ 
2

21

dy x

dx y



 

ทำการแยกพจนของ x  และ y  ใหอยูคนละฝงของสมการ 
2 2(1 )y dy x dx   

หาปริพันธทั้งสองขางของสมการ 
2 2(1 )y dy x dx    
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3 3

3 3

y x
y C    

หรือ 
3 3

13y y x C    เมื่อ 1 3C C  

ตัวอยางที่ 2.4 จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 
23 4 2

2( 1)

dy x x

dx y

 



 เมื่อ (0) 1y    

วิธีทำ 
23 4 2

2( 1)

dy x x

dx y

 



 

ทำการแยกพจนของ x  และ y  ใหอยูคนละฝงของสมการ 
22( 1) (3 4 2)y dy x x dx     

หาปริพันธทั้งสองขางของสมการ 
22 ( 1) (3 4 2)y dy x x dx      

2 3 23 4
2 2

2 3 2

y x x
y x C

 
     

 
 

2 3 22 2 2y y x x x C      
เพื่อหาคา C  เมื่อโจทยกำหนด (0) 1y     

2 3 2( 1) 2( 1) (0) 2(0) 2(0) C        

3C   
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธดังน้ี 

2 3 22 2 2 3y y x x x      
2 3 22 ( 2 2 3) 0y y x x x       

แกสมการเพ่ือหาคา y  
2 3 2( 2) ( 2) 4(1)( ( 2 2 3))

2(1)

x x x
y

        
  

3 2 3 22 4 4( 2 2 3) 2 2 1 ( 2 2 3)

2 2

x x x x x x
y

         
   

3 2 3 21 1 2 2 3 1 2 2 4y x x x x x x            

จะเห็นไดวา คา y  มีได 2 คา คือ 3 21 1 2 2 3y x x x       และ 3 21 1 2 2 3y x x x       แต

โจทยกำหนดวา (0) 1y    ดังน้ัน ผลเฉลยของสมการคอื 3 21 1 2 2 3y x x x       
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ตัวอยางที่ 2.5 จงหาผลเฉลยชัดแจงของสมการเชิงอนุพันธ 
3

21

dy xy

dx x



 เมื่อ (0) 1y   

วิธีทำ 
3

21

dy xy

dx x



 

ทำการแยกพจนของ x  และ y ใหอยูคนละฝงกันของสมการ 

3 21

dy xdx

y x



 

  0.52
3

1
dy

x x dx
y


   

หาปริพันธทั้งสองขางของสมการ 

  0.52
3

1
dy

x x dx
y


    

  0.53 21y dy x x dx
     

2
2

1
1

2
x C

y
     

จากโจทยกำหนดใหที่ (0) 1y    เพื่อหาคา C  

2
2

1
1 (0)

2( 1)
C   


 

1
1

2
C    ดังน้ัน 3

2
C    

จะไดผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 

2
2

1 3
1

2 2
x

y
     

แกสมการเพ่ือหาคา y 

2
2

1
3 2 1 x

y
    

2

2

1

3 2 1
y

x


 
 

2

1

3 2 1
y

x
 

 
 

โจทยกำหนดวา (0) 1y    ดังนั้น ผลเฉลยชัดแจงของสมการคือ 
2

1

3 2 1
y

x
 

 
และคา x  ตองอยู

ระหวางคา 5 5

2 2
x    จึงจะหาคำตอบของ y  ได 
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ตัวอยางที่ 2.6 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ  2 4ydy
e x

dx
   เม่ือ (5) 0y   

วิธีทำ 

 2 4ydy
e x

dx
   

ทำการแยกพจนของ x  และ y ใหอยูคนละฝงกันของสมการ 

 2 4ye dy x dx   

หาปริพันธทั้งสองขางของสมการ 

 2 4ye dy x dx    

2 4ye x x C    
แทนคา (5) 0y   เพ่ือหาคา C  

0 2(5) 4(5)e C   จะได 4C    

จะไดผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 

2 4 4ye x x    
แกสมการเพ่ือหาคา y   

2ln( ) ln( 4 4)ye x x    
2ln( 4 4)y x x    

ผลเฉลยชัดแจงของสมการคือ 2ln( 4 4)y x x    และคา x  ตองอยู ระหวางคา 2 2 x    จึงจะหา

คำตอบของ y  ได 

 

2.4 สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 
สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ (Homogeneous Differential Equations) เปนสมการเชิงอนุพันธ

อันดับหนึ่งและมีดีกรีเทากับหนึ่ง ถาสามารถแทน    , ,kf tx ty t f x y  แลวถือวาเปนฟงกชันเอกพันธที่มีดีกรี

เทากับ k  เมื่อสมการเชิงอนุพันธเปน  ,
dy

f x y
dx

   

 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธสามารถทำไดโดยการเปลี่ยนตัวแปร y vx  หรือ 

x vy  โดยมีหลักการดังนี ้

 1. ถาสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธที่กำหนดมาเขียนฟงกชันในรูป y
f

x
 
 
 

 ได ใหกำหนดให y vx  

 2. ถาสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธที่กำหนดมาฟงกชันในรูป x
f

y

 
 
 

 ได ใหกำหนดให x vy  
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 3. ถาสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธที่กำหนดมาไมอยูในรูปฟงกชันในรูป 
y

f
x

 
 
 

 หรือ x
f

y

 
 
 

  

กำหนดให y vx  หรือ x vy  ขึ้นกับรูปแบบใดใหความซับซอนนอยกวา จะทำใหสามารถหาผลเฉลยไดงาย

กวา  

สมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ  , ( , ) 0M x y dx N x y dy    

จัดรูปสมการไดเปน 
 
 
,

0
,

N x ydy

dx M x y
    

โดย  ,M x y  และ ( , )N x y  เปนสมการเอกพันธท่ีมีดีกรีเทากัน ทำใหสามารถจัดสมการไดดังนี ้

 
 
,

,

N x yy
F

x M x y
   
 

  

แทนคาจะไดเปน (2-2) 

0
dy y

F
dx x

   
 

         (2-2) 

เมื่อ y vx  ดังนั้น dy dv
v x

dx dx
   

แทนลงใน (2-2) ไดเปน (2-3) 

  0
dv

v x F v
dx

            (2-3) 

จัดรูปสมการแบบแยกตัวแปรไดไดเปนสมการ (2-4) 

  dv
x v F v
dx

    

 
dv dx

v F v x
 


         (2-4) 

จากสมการ (2-4) สามารถหาปริพันธทั้งสองขางของสมการได เชนเดียวกับสมการเชิงอนุพันธแบบแยกตัวแปรได 

แลวแทนคา y
v

x
  กลับลงไปในผลเฉลยอีกครั้ง 

ตัวอยางที่ 2.7 จงพิจารณาฟงกชัน  
2 2

,
x xy y

f x y
xy

 
  จัดเปนฟงกชันเอกพันธหรือไม 

วิธีทำ 

แทน  ,f tx ty  ลงในฟงกชัน  
2 2

,
x xy y

f x y
xy

 
  

      
  

22( )
,

tx tx ty ty
f tx ty

tx ty

 
  
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     2 2 2 22 2

2 2

( )
,

t x xy ytx t xy ty
f tx ty

t xy t xy

  
   

     
2 2

0, ,
x xy y

f tx ty t f x y
xy

 
   

ดังน้ัน  
2 2

,
x xy y

f x y
xy

 
  จัดเปนฟงกชันเอกพันธที่มีดีกรเีทากับ 0 

 

ตัวอยางที่ 2.8 จงพิจารณาฟงกชัน  , ln lnf x y x x x y   จัดเปนฟงกชันเอกพันธหรือไม 

วิธีทำ 

แทน  ,f tx ty  ลงในฟงกชัน  , ln lnf x y x x x y   

     , ln lnf tx ty tx tx tx ty   

        , ln ln ln ln ln lnf tx ty tx tx ty tx t x t y       

        , ln ln ln lnf tx ty tx tx ty tx x y     

     , ln ln ,f tx ty tx x y tf x y    

ดังน้ัน  , ln lnf x y x x x y   จัดเปนฟงกชันเอกพันธท่ีมดีีกรเีทากับ 1 

ตัวอยางที่ 2.9 จงพิจารณาฟงกชัน  
2

3
,

x y
f x y

x


  จัดเปนฟงกชันเอกพันธหรือไม 

วิธีทำ 

แทน  ,f tx ty  ลงในฟงกชัน  
2

3
,

x y
f x y

x


  

   
 

2

3,
tx ty

f tx ty
tx


  

   
 

2 2 2 2

3 3 3 2 3
,

tx ty t x ty tx y
f tx ty

t x t xtx

  
    

   , ,nf tx ty t f x y  

ดังน้ัน  
2

3
,

x y
f x y

x


  ไมเปนฟงกชันเอกพันธ 

ตัวอยางที่ 2.10 จงพิจารณาสมการเชิงอนุพันธ  3 3 23 0y x dx xy dy    จัดเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอก

พันธหรือไม 

วิธีทำ 
3 3

23

dy x y

dx xy


  หรือ 

3 3

2
( , )

3

x y
f x y

xy


  
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แทน  ,f tx ty  ลงในฟงกชัน 
3 3

2
( , )

3

x y
f x y

xy


  

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 3 2 2

( ) ( ) ( )
( , )

3( )( ) 3 (3 ) 3

tx ty t x t y t x y x y
f tx ty

tx ty txt y t xy xy

   
     

ดังนั ้น 
3 3

2
( , )

3

x y
f x y

xy


  จัดเปนฟงกชันเอกพันธ ดังนั ้น สมการเชิงอนุพันธ  3 3 23 0y x dx xy dy    

จัดเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 

 

ตัวอยางที่ 2.11 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ dy y x

dx x


   

วิธีทำ 

เนื่องจากเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ ดังนั้นแทน y vx  และ dy dv
v x

dx dx
   dy y x

dx x


  

dv vx x
v x

dx x


   

 1
1

x vdv vx x
v x v

dx x x


      

1
dv

v x v
dx

    ดังน้ัน 1
dv

x
dx

  

dx
dv

x
   

ln lnv x C Cx    

แทนคากลับดวย y
v

x
  

ln
y

Cx
x
  

ผลเฉลยทั ่วไปของสมการคือ lny x Cx  หรือ lny x Cx  เมื ่อ 0C   สำหรับ 0x   และเมื ่อ 0C   

สำหรับ 0x   

 

ตัวอยางที่ 2.12 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 
4 4

3

2dy y x

dx xy


   

วิธีทำ 

เน ื ่ องจากเป นสมการเช ิงอน ุพ ันธ แบบเอกพันธ   ด ั งน ั ้นแทน y vx  และ dy dv
v x

dx dx
   dy y x

dx x


  

4 4

3

2dy y x

dx xy


  
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4 4 4 4 4 4

3 3 3 3

2( ) 2 2 1

( )

dv vx x v x x v
v x

dx x vx xv x v

  
     

4

3

2 1dv v
v x

dx v


   ดังน้ัน 

4 4 4 4

3 3 3

2 1 2 1 1dv v v v v
x v
dx v v v

   
     

3

4 1

v dx
dv

v x



 

3

4 1

v dx
dv

v x


   

41
ln 1 ln ln

4
v x C Cx     

4ln 1 4lnv Cx   หรือ    44ln 1 lnv Cx   
4 41 ( )v Cx   

แทนคา y
v

x
  

4
41 ( )

y
Cx

x
    
 

 

4 4 8 4 8 4
1y C x x C x x     เมื่อ 4

1C C  

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 
4 4

3

2dy y x

dx xy


  คือ 4 4 8 4 8 4

1y C x x C x x      

2.5 สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 
 สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง (Exact Differential Equations) เปนสมการเชิงอนุพันธท่ีสามารถจัดรูป

ของ  , ( , ) 0M x y dx N x y dy   เมื่อ  ,M x y  และ ( , )N x y  เปนอนุพันธของฟงกชัน ( , )F x y   

2.5.1 การทดสอบสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง  

 สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงจะมีสมบัติดังตอไปนี้ 
   , ,M x y N x y

y x

 


 
 

ตัวอยางที ่ 2.13 สมการเชิงอนุพันธ  2 23 2 0x y dx xydy    นี้จัดเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง

หรือไม 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ  2 23 2 0x y dx xydy    

จะได   2 2, 3M x y x y   และ  , 2N x y xy  

ดังน้ัน 

   2 23,
2

x yM x y
y

y y

 
 

 
 และ 

   , 2
2

N x y xy
y

x x

 
 

 
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เนื่องจาก 
   , ,M x y N x y

y x

 


 
 แสดงวาสมการเชิงอนุพันธ  2 23 2 0x y dx xydy    จัดเปนสมการเชิง

อนุพันธแบบแมนตรง 

 

ตัวอยางที่ 2.14 สมการเชิงอนุพันธ 0ydx xdy   นีจั้ดเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงหรือไม 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 0ydx xdy   

จะได  ,M x y y  และ  ,N x y x   

ดังน้ัน 
 ,

1
M x y y

y y

 
 

 
 และ 

 , ( )
1

N x y x

x x

  
  

 
 

ดังน้ัน 
   , ,M x y N x y

y x

 


 
 แสดงวาสมการเชิงอนุพันธ 0ydx xdy   ไมเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมน

ตรง 

2.5.2 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง  
 จ า ก   , ( , ) 0M x y dx N x y dy   เ ป  น ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ  แ บ บ แ ม  น ต ร ง  เ มื่ อ 

   , ,M x y N x y

y x

 


 
 ทำใหมีผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง คือ ( , )F x y C  

ดังน้ันถาอนุพันธของสมการ ( , )F x y C  จะได 
( , ) ( , )

( , ) 0
F x y F x y

dF x y dx dy
x y

 
  

 
 

( , ) ( , ) ( , )dF x y M x y dx N x y dy   
เมื่อเทียบสมการ  , ( , ) 0M x y dx N x y dy   พบวา 

( , )
( , )

F x y
M x y

x





 และ 

( , )
( , )

F x y
N x y

y





 

หาปริพันธของ ( , )
( , )

F x y
M x y

x





  

( , ) ( , )F x y M x y dx   

หาปริพันธ 

( , ) ( , ) ( )F x y M x y dx g y     เมื่อ ( )g y  เปนฟงกชันไมเจาะจงของคาคงท่ี 

( , ) ( , ) ( )F x y M x y dx g y   

อนุพันธ ( , )F x y เทียบกับ y  
( , )

( , ) '( )
F x y

M x y dx g y
y y

 
 

    
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เนื่องจาก ( , )
( , )

F x y
N x y

y





 

ดังน้ัน 

( , ) ( , ) '( )N x y M x y dx g y
y


 
   

เพื่อหาคา '( )g y  โดยจัดรูปสมการใหมจะได 

'( ) ( , ) ( , )g y N x y M x y dx
y


 

   

หาปริพันธของ '( )g y  เทียบกับ y  เพ่ือหาคา ( )g y  

( ) ( , ) ( , )g y N x y M x y dx dy
y

 
   
   

แทนคา ( )g y  จะไดเปนสมการของผลเฉลยทั่วไป 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x y M x y dx N x y M x y dx dy C
y

 
     
    

 

ตัวอยางที่ 2.15 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ  2 23 2 0x y dx xydy    

วิธีทำ 

เนื่องจากเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ดังนั้น   2 2, 3M x y x y   และ  , 2N x y xy  

ขั้นท่ี 1 หาคาของ ( , )F x y  จากหาปริพันธ ( , )
( , )

F x y
M x y

x





  

( , ) ( , ) ( )F x y M x y dx g y   
2 2 3 2( , ) (3 ) ( ) ( )F x y x y dx g y x xy g y       

ขั้นท่ี 2 หาอนุพันธ ( , )F x y  เทียบกับ y  

 3 2( , )
( ) 2 '( )

F x y d
x xy g y xy g y

y dy


    


 

เนื่องจาก ( , )
( , ) 2

F x y
N x y xy

y


 


 

ดังน้ัน 2 '( ) 2xy g y xy   หรือ '( ) 0g y   

ดังน้ัน 1( )g y C  เมื่อ 1C  คือคาคงตัวใดๆ 
3 2 3 2

1( , ) ( )F x y x y x g y x y x C        

เนื่องจากผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแมนตรงคอื ( , )F x y C  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของ  2 23 2 0x y dx xydy    เทากับ 3 2x y x C   
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ตัวอยางที่ 2.16 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง    2 23 4 2 2 0x xy dx x y dy     

วิธีทำ 

  2, 3 4M x y x xy   และ   2, 2 2N x y x y   

ขั้นท่ี 1 หาคาของ ( , )F x y  จากการหาปริพันธ ( , )
( , )

F x y
M x y

x





  

( , ) ( , ) ( )F x y M x y dx g y   
2( , ) (3 4 ) ( )F x y x xy dx g y    

3 2( , ) 2 ( )F x y x x y g y    

ขั้นท่ี 2 หาอนุพันธ ( , )F x y  เทียบกับ y  

 3 2 2( , )
2 ( ) 2 '( )

F x y d
x x y g y x g y

y dy


    


 

เนื่องจาก 2( , )
( , ) 2 2

F x y
N x y x y

y


  


 

ดังน้ัน 2 22 '( ) 2 2x g y x y    หรือ '( ) 2g y y  

ดังน้ัน 2
1( ) 2g y ydy y C    เม่ือ 1C  คือคาคงตัวใดๆ 

3 2 3 2 2
1( , ) 2 ( ) 2F x y x x y g y x x y y C         

เนื่องจากผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแมนตรงคอื ( , )F x y C  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของ    2 23 4 2 2 0x xy dx x y dy     เทากับ 3 2 22x x y y C    

 

ตัวอยางที่ 2.17 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 
2

cos 2

sin 1

y

y

dy y x xe

dx x x e


 

 
 

วิธีทำ 

จัดรูปสมการใหม    2sin 1 cos 2 0y yx x e dy y x xe dx      

เมื่อ  , cos 2 yM x y y x xe   และ   2, sin 1yN x y x x e    

ดังน้ัน 

ขั้นท่ี 1 หาคาของ ( , )F x y  หาปริพันธจาก ( , )
( , )

F x y
M x y

x





  

2( , ) ( cos 2 ) ( ) sin ( )y yF x y y x xe dx g y y x x e g y       

ขั้นท่ี 2 หาอนุพันธของ ( , )F x y  เมื่อเทียบกับ y  

 2 2( , )
sin ( ) sin '( )y yF x y d

y x x e g y x x e g y
y dy


     


 

เนื่องจาก 
( , )

( , ) cos 2 yF x y
N x y x xe

y


  


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ดังน้ัน 2 2sin '( ) sin 1y yx x e g y x x e      หรือ '( ) 1g y    

ดังน้ัน 1( )g y dy y C      เม่ือ 1C  คือคาคงตัวใดๆ 
2 2

1( , ) sin ( ) siny yF x y y x x e g y y x x e y C         

เนื่องจากผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแมนตรงคอื ( , )F x y C  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของ    2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy      เทากับ 2sin yy x x e y C    

ต ั ว อ ย  า ง ท ี ่  2. 18 จ ง ห า ผ ล เ ฉ ล ย ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ  แ บ บ แ ม  น ต ร ง 

   2 3 22 cos 3 sin 0x y x y dx x x y y dy      เมื่อ  0 2y   

วิธีทำ 

เนื่องจาก   2, 2 cos 3M x y x y x y   และ   3 2, sinN x y x x y y    

ขั้นท่ี 1 หาคาของ ( , )F x y  จากการหาปริพันธ ( , )
( , )

F x y
M x y

x





  

2 2 3( , ) (2 cos 3 ) ( ) cos ( )F x y x y x y dx g y x y x y g y       

ขั้นท่ี 2 หาอนุพันธ ( , )F x y เทียบกับ y  

 2 3 2 3( , )
cos ( ) sin '( )

F x y d
x y x y g y x y x g y

y dy


      


 

เนื่องจาก 3 2( , )
( , ) sin

F x y
N x y x x y y

y


   


 

ดังน้ัน 2 3 3 2sin '( ) sinx y x g y x x y y       หรือ '( )g y y   

ดังน้ัน 
2

1( )
2

y
g y ydy C      เมื่อ 1C  คือคาคงตัวใดๆ 

2 3 2 3 2
1

1
( , ) cos ( ) cos

2
F x y x y x y g y x y x y y C         

เนื่องจากผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแมนตรงคอื ( , )F x y C  

ด ั ง น ั ้ น ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง     2 3 22 cos 3 sin 0x y x y dx x x y y dy      เ ท  า กั บ 

2 3 21
cos

2
x y x y y C    

เนื่องจาก  0 2y   แทนคาลงใน 2 3 21
cos

2
x y x y y C    เพื่อหาคา C  

2
2 3 2

(0) cos 2 (0) 2
2

C    

ดังน้ัน 2C    

ด ั ง น ั ้ น ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง     2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy      เ ท  า กั บ 

2 3 21
cos 2

2
x y x y y     เม่ือ  0 2y   
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2.5.3 ตัวประกอบอินทิเกรต 
 สมการเชิงอนุพันธบางสมการสามารถเปลี่ยนใหเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงไดโดยการคูณดวยตัว

ประกอบอินทิเกรต (Integration factor) หรือ  , 0I x y    

สมการเชิงอนุพันธ  , ( , ) 0M x y dx N x y dy   เม่ือคูณดวยตวัประกอบอินทิเกรต  ,I x y  ดังสมการ 

       , , , , 0I x y M x y dx I x y N x y dy   

สมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 

   ( , ) , ( , ) ,I x y M x y I x y N x y

y x

 


 
 

หาอนุพันธโดยใชกฎลูกโซ 

       ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
, , , ,

I x y M x y I x y N x y
M x y I x y N x y I x y

y y x x

   
  

   
 

จัดรูปสมการใหมไดเปน 

     ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
, , ,

I x y I x y N x y M x y
M x y N x y I x y

y x x y

    
       

 

ตัวประกอบอินทิเกรต  ,I x y  สามารถแบงออกเปน 2 กรณี คือ  ,I x y  เปนฟงกชันกับ x  อยางเดียว หรือ 

 ,I x y  เปนฟงกชันกับ y  อยางเดียว 

กรณี 1 กำหนดให  ,I x y  เปนฟงกชันกับ x  ดังนั้นสามารเขียนตัวประกอบอินทิเกรตไดเปน  I x  

ดังน้ัน 
( )

0
I x

y





 และ ( ) ( )I x dI x

x dx





 ทำให    ( ) ( , ) ( , )

0 ,
dI x N x y M x y

N x y I x
dx x y

  
     

 

จัดรูปสมการใหม 

     
1 ( ) 1 ( , ) ( , ) 1 ( , ) ( , )

, ,

dI x N x y M x y M x y N x y

I x dx N x y x y N x y y x

      
             

 

ถากำหนดให 
 
1 ( , ) ( , )

( )
,

M x y N x y
f x

N x y y x

  
    

 ดังนั้น 
 
1 ( )

( )
dI x

f x
I x dx

  

หาปริพันธเพ่ือหาคา  I x  

 
( )

( )
dI x

f x dx
I x

    

ln ( ) ( )I x f x dx   หรือ 
( )

( )
f x dx

I x e  

 

กรณี 2 กำหนดให  ,I x y  เปนฟงกชันกับ y  ดังน้ันสามารเขียนตวัประกอบอินทิเกรตไดเปน  I y  

ในกรณนีี้พบวา ( )
0

I y

x





 และ ( ) ( )I y dI y

y dy





 ดังน้ันสมการจะเปน  
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   ( ) ( , ) ( , )
, 0

dI y N x y M x y
M x y I y

dy x y

  
     

 

จัดรูปสมการใหม 

   ( ) ( , ) ( , )
,

dI y N x y M x y
M x y I y

dy x y

  
    

 

   
1 ( ) 1 ( , ) ( , )

,

dI y N x y M x y

I y dy M x y x y

  
    

 

กำหนดให 
 
1 ( , ) ( , )

( )
,

N x y M x y
g y

M x y x y

  
    

 

หาปริพันธเพ่ือหาคา  I y  

 
( )

( )
dI y

g y dy
I y

    

ln ( ) ( )I y g y dy   หรือ 
( )

( )
g y dy

I y e  

 สำหรับการหาผลเฉลยสามารถใชวิธีการหาแบบเดียวกับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบแมน

ตรง 

 

ตัวอยางที่ 2.19 จงหาตัวประกอบอินทิเกรตของ    2 23 0xy y dx x xy dy     เพื่อเปลี่ยนใหเปนสมการ

เชิงอนุพันธแบบแมนตรง 

วิธีทำ 

เมื่อ   2, 3M x y xy y   และ   2,N x y x xy   

กรณี 1 เม่ือตัวประกอบอินทิเกรต  I x  เปนฟงกชันกับ x  

 
1 ( , ) ( , )

( )
,

M x y N x y
f x

N x y y x

  
    

 

เมื่อ 
   23,

3 2
xy yM x y

x y
y y

 
  

 
 และ 

   2
,

2
x xyN x y

x y
x x

 
  

 
 

ดังน้ัน    2 2

1 1 1
( ) (3 2 ) (2 )f x x y x y x y

x xy x xy x
      

 
 

1
ln( )

dx xxI x e e x    

ดังน้ัน ตัวประกอบอินทิเกรตของ    2 23 0xy y dx x xy dy     คือ x  

 

กรณี 2 เม่ือตัวประกอบอินทิเกรต  I y  เปนฟงกชันกับ y  
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 
1 ( , ) ( , )

( )
,

N x y M x y
g y

M x y x y

  
    

 

เมื่อ 
   23,

3 2
xy yM x y

x y
y y

 
  

 
 และ 

   2
,

2
x xyN x y

x y
x x

 
  

 
 

ดังน้ัน    1 1
( ) (2 ) (3 2 )

3 2 3 2 3 2

x y
g y x y x y x y

x y x y x y


        

  
 

( )
( )

g y dy
I y e  
ฟ  งก  ช ัน ของ  ( )g y  เม ื ่ อนำ ไปหาปร ิพ ัน ธพบว  าทำ ได  ยาก  ด ั งน ั ้ น  ต ั วประกอบอ ินท ิ เ ก รตของ 

   2 23 0xy y dx x xy dy     จึงเลือกใชตัวประกอบอินทิเกรต  I x  เปนฟงกชันกับ x  

 

ตัวอยางที่ 2.20 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของ    2 23 0xy y dx x xy dy     เมื่อใชตัวประกอบอินทิเกรต 

วิธีทำ 

จากตัวอยางท่ี 2.19 ตัวประกอบอินทิเกรต  I x x  ดังนั้น    2 23 0xy y dx x xy dy     

ไดเปน 

   2 23 0x xy y dx x x xy dy     

   2 2 3 23 0x y xy dx x x y dy     

เมื่อ   2 2, 3M x y x y xy   และ   3 2,N x y x x y   

   2 2

2
3,

3 2
x y xyM x y

x xy
y y

 
  

 
 และ 

   3 2

2,
3 2

x x yN x y
x xy

x x

 
  

 
 

ดังน้ัน    2 2 3 23 0x y xy dx x x y dy     เปนสมการเชิงอนพัุนธแบบแมนตรง 

ขั้นท่ี 1 หาคาของ ( , )F x y จากการหาปริพันธ ( , )
( , )

F x y
M x y

x





  

2 2 3 2 21
( , ) (3 ) ( ) ( )

2
F x y x y xy dx g y x y x y g y       

ขั้นท่ี 2 หาอนุพันธ ( , )F x y  เทียบกับ y  

3 2 2 3 2( , ) 1
( ) '( )

2

F x y d
x y x y g y x x y g y

y dy

          
 

เนื่องจาก 3 2( , )
( , )

F x y
N x y x x y

y


  


 

ดังน้ัน 3 2 3 2'( )x x y g y x x y     หรือ '( ) 0g y   

ดังน้ัน 1( ) 0g y dy C   เมื่อ 1C  คอืคาคงตัวใดๆ 

3 2 2 3 2 2
1

1 1
( , ) ( )

2 2
F x y x y x y g y x y x y C        
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ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแมนตรงคือ ( , )F x y C  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของ    2 23 0xy y dx x xy dy     เทากับ 3 2 21

2
x y x y C   

 

 ในการหาตัวประกอบอินทิเกรตอาจจะใชวิธีสังเกตกลุมเทอม โดยการจัดกลุมเทอมดังตารางที่ 2.1 

ตารางท่ี 2.1 ตัวอยางของตัวประกอบอินทิเกรต 

 

กลุมเทอม ตัวประกอบอินทิเกรต ตัวอยางสมการเชงิอนุพันธ 

xdy ydx  
2

1

x
 

2

xdy ydx y
d

x x

    
 

 

xdy ydx  
2

1

y
 

2

xdy ydx x
d

y y

  
  

 
 

xdy ydx  1

xy
 ln

xdy ydx y
d

xy x

    
 

 

xdy ydx  
2 2

1

x y
 

2 2
arctan

xdy ydx y
d

x y x

      
 

ydx xdy  1

xy
  ln

xdy ydx
d xy

xy


  

ydx xdy  
 
1

, 1
n
n

xy
  

    1

1

( 1)
n n

ydy xdx
d

xy n xy


    
  

 

ydx xdy  
2 2

1

x y
  2 2

2 2

1
ln

2

ydy xdx
d x y

x y

      
 

ydx xdy  
 2 2

1
, 1

n
n

x y



 

    12 2 2 2

1

2( 1)
n n

ydy xdx
d

x y n x y


    
    

 

 

ตัวอยางที่ 2.21 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของ 2(1 ) 0xdy y x dx     เม่ือใชตัวประกอบอินทิเกรต 

วิธีทำ 

จากตารางที่ 2.1 จัดรูปสมการเชิงอนุพันธไดเปน 2(1 ) 0xdy ydx x dx     ซึ่งเทอม xdy ydx  สามารถใช 

ตัวประกอบอินทิเกรตเปน 
2

1

x
 ดังน้ัน 

2

2 2

(1 )
0

xdy ydx x dx

x x

     
 

 



33 

 

เปลี่ยนใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธ 
2

xdy ydx y
d

x x

    
 

 

2

2

(1 )
0

y x dx
d

x x

    
 

 

2

2 2 2

(1 ) 1 1
1 1

y x dx
d dx dx

x x x x

                
     

 

หาปริพันธ 

2

1
1

y
d dx

x x
       
      

1y
x C

x x
    หรือ 2 1y x Cx    

ผลเฉลยท่ัวไปของ 2(1 ) 0xdy y x dx     คือ 2 1y x Cx    

 

ตัวอยางที่ 2.22 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของ 2 2 2( ) ( ) 0y xy dx x x y dy     เมื่อใชตัวประกอบอินทิเกรต 

วิธีทำ  

จากตารางที ่ 2.1 จัดรูปสมการเชิงอนุพันธไดเปน 2 2 2 0ydx xy dx xdy x y dy     ซึ ่งเทอม xdy ydx  

สามารถใช ตัวประกอบอินทิเกรตเปน 1

xy
 ดังนั้น 

2 2 2

0
ydx xdy xy x y

dx dy
xy xy xy


    หรือ 0

ydx xdy
ydx xydy

xy


    ซึ่งยังไมเปนรูปแบบที่หาปริพันธได 

ดังน้ันเปลี่ยน ตัวประกอบอินทิเกรตเปน 
 2
1

xy
 

     

2 2 2

2 2 2
0

ydx xdy xy x y
dx dy

xy xy xy


    หรือ 

 2
1

0
ydx xdy

dx dy
xxy


     

 2 1

1 1
0

(2 1)
d dx dy

xxy


 
    
  

 หรือ 
1 1

d dx dy
xy x

 
   

 
 

หาปริพันธ 

1 1
d dx dy

xy x

 
   

 
    

1
ln x y C

xy
      

ผลเฉลยท่ัวไปของ 2 2 2( ) ( ) 0y xy dx x x y dy     คือ 
1

ln x y C
xy

     

 



34 

 

2.6 สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่ง 
 สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ ่ง (Linear First Order Differential Equations) เปนสมการเชิง

อนุพันธท่ีสามารถเขียนในรูปทั่วไปดัง (2-5)  

( ) ( ) ( )
dy

a x b x y c x
dx

          (2-5) 

เมื่อหาร (2-5) ดวย  a x  เมื่อ   0a x   

( ) ( )

( ) ( )

dy b x c x
y

dx a x a x
   

กำหนดให 
( )

( )
( )

b x
p x

a x
  และ 

( )
( )

( )

c x
q x

a x
  ดังนั้น (2-5) ไดเปน (2-6) 

( ) ( )
dy

p x y q x
dx

           (2-6) 

จัดรูป (2-6) ใหมไดเปน (2-7) 

( ) ( ) 0
dy

p x y q x
dx

            (2-7) 

รูปแบบ (2-7) เหมือนกับรูปแบบสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ผลเฉลยของสมการเชิงอนพัุนธสามารถหาไดดวย

วิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรงได  

 ( ) ( ) 0dy p x y q x dx    

เมื่อ ( , ) ( ) ( )M x y p x y q x   และ ( , ) 1N x y   

   , ( ) ( )
( )

M x y p x y q x
p x

y y

  
 

 
 และ 

   , 1
0

N x y

x x

 
 

 
 

จะเห็นวา 
   , ,M x y N x y

y x

 


 
 ซึ่งไมจัดเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง ดังนั้นจำเปนตองใชตัวประกอบ

อินทิเกรต  I x  เมื่อ 
 
1 ( , ) ( , )

( )
,

M x y N x y
f x

N x y y x

  
    

 

เมื่อ 
 ,

( )
M x y

p x
y





 

 ,
0

N x y

x





 และ   0

d
I x

dy
  

 1
( ) ( ) 0 ( )

1
f x p x p x    

ดังน้ัน  
( ) ( )

( )
f x dx p x dx

I x e e    
 

เมื่อนำตัวประกอบอินทิเกรตไปคูณในสมการ  ( ) ( ) 0dy p x y q x dx    
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 ( ) ( )
( ) ( ) 0

p x dx p x dx
e dy e p x y q x dx     หรือ  ( ) ( )

( ) ( ) 0
p x dx p x dxdy

e e p x y q x
dx

     

กระจายเทอมและยายขางสมการ 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
p x dx p x dx p x dxdy

e e p x y e q x
dx

     

เมื่อ 
( ) ( ) ( )

( )
p x dx p x dx p x dxd dy

e y e e p x y
dx dx

     
 

 

( ) ( )
( )

p x dx p x dxd
e y e q x

dx
   
 

 หรือ 
( ) ( )

( )
p x dx p x dx

d e y e p x ydx   
 

  

หาปริพันธ 
( ) ( )

( )
p x dx p x dx

d e y e q x dx   
    

( ) ( )
( )

p x dx p x dx
e y e q x dx C    

( )

( )

1
( )

p x dx

p x dx
y e q x dx C

e

       หรือ 
( ) ( )

( )
p x dx p x dx

y e e q x dx C
     

   

ด ั ง น ั ้ น  ผ ล เ ฉ ล ยท ั ่ ว ไ ป ข อ งส ม ก า ร เ ช ิ ง อน ุ พ ั น ธ  เ ช ิ ง เ ส  น อ ั น ด ั บหน ึ ่ ง  ( ) ( )
dy

p x y q x
dx

   คื อ 

( ) ( )
( )

p x dx p x dx
y e e q x dx C

     
   

 

ตัวอยางที่ 2.23 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่ง 2' 2 4xy y x   เมื่อ (1) 2y   

วิธีทำ  

สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่ง 22 4 0
dy

x y x
dx

     

ปรับสมการใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งเชิงเสน 
2

4 0
dy

y x
dx x

    

เมื่อ 2
( )p x

x
  และ ( ) 4q x x  และมผีลเฉลยท่ัวไปของสมการคือ 

( ) ( )
( )

p x dx p x dx
y e e q x dx C

     
   

โดย 

 
2 2

2ln 2ln4 4
dx dx x xx xy e e xdx C e e xdx C

        
 
   

       
2 2ln ln 2 2 2 3 2 44 4 4

x xy e e xdx C x x xdx C x x dx C x x C


             

2
2

C
y x

x
   
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เนื่องจากโจทยกำหนดให (1) 2y   ดังนั้นคา C หาไดดังน้ี 

2
2

2 1
1

C
   

2 1 1C     

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งเชิงเสน 2' 2 4xy y x   เทากับ 2
2

1
y x

x
   

 

ตัวอยางที่ 2.24 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน อันดับหน่ึง 22 1
' xx

y y e
x

   
 

 

วิธีทำ  

จัดรูปแบบ 22 1 xdy x
y e

dx x


   ใหตรงกับสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่ง ( ) ( ) 0
dy

p x y q x
dx

    ดัง 

(E2.24-1) 

22 1
0xdy x

y e
dx x

    
 

        (E2.24-1) 

เ ม ื ่ อ  2 1
( )

x
p x

x


  แ ล ะ  2( ) xq x e  แ ล ะ มี ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร คื อ 

( ) ( )
( )

p x dx p x dx
y e e q x dx C

     
   

2 1
( ) 2 2 ln

x dx
p x dx dx dx x x

x x


         

    2 ln 2 ln 2x x x x xy e e e dx C      

เมื่อ   12 ln 2 ln 2 ln 2 ln 2 1
2

1x x x x x x x x x
x

e e e e e e e x
xe

              และ  2 ln 2x x xe xe   

   2 2
2 2

1 1x x
x x

y xe e dx C xdx C
xe xe

      

2
2

2

1

2 2
x

x

x x C
y C e

xe x
         

  
 

ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปของ 
2

22 1
' ( ) xx

y y e
x


   เทากับ 2

2
xx C

y e
x

   
 

  

2.7 สมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลล ี
 สมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลลี (Bernoulli Equations) เปนสมการเชิงอนพันธอันดับหนึ่งที่มีรูปแบบ

เฉพาะและสามารถเขียนในรูปทั่วไปดังสมการ (2-8) และสามารถจัดรูปแบบสมการใหมไหอยูในรูปสมการเชิง

อนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่งไดดังน้ี 
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  ( ) ( ) ndy
a x b x y c x y

dx
           (2-8) 

เมื่อหาร (2-8) ดวย  a x  และ   0a x   

( ) ( )

( ) ( )

ndy b x c x y
y

dx a x a x
          (2-9) 

กำหนดให 
( )

( )
( )

b x
p x

a x
  และ 

( )
( )

( )

c x
q x

a x
  ดังนั้น (2-9) ไดเปน (2-10) 

( ) ( ) ndy
p x y q x y

dx
           (2-10)  

หาร (2-10) ดวย ny  ไดเปน (2-11) 

1( ) ( ) 0n ndy
y p x y q x

dx
            (2-11)  

กำหนดให 1 nv y   ดังนั้น 
   

1

1
n

n
d ydv dy

n y
dx dx dx


    หรือ 

1

ndy y dv

dx n dx



 

แทนลงใน (2-11) 

1( ) ( ) 0
1

n
n ny dv

y p x y q x
n dx

   


 

1
( ) ( ) 0

1

dv
p x v q x

n dx
  


 

   1 ( ) 1 ( ) 0
dv

n p x v n q x
dx

            (2-12)  

ถาแทน  ( ) 1 ( )P x n p x   และ  ( ) 1 ( )Q x n q x   ใน (2-12) พบวาเปนรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ

เชิงเสน อันดบัหนึ่ง ดัง (2-13) 

( ) ( )
dv

P x v Q x
dx

           (2-13)  

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ 
( ) ( )

( )
P x dx P x dx

v e e Q x dx C
     

   เมื่อแทนคาของ 1 nv y   จะไดผลเฉลยทั่วไป

ของสมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลลี 

 

ตัวอยางที่ 2.25 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลลี 3'y y xy   

วิธีทำ 

จัดรูปแบบใหเปนสมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลลี 1( ) ( ) 0n ndy
y p x y q x

dx
      

3 2 0
dy

y y x
dx

     

เมื่อ 3n   ดังนั้น 1 3 2v y y    
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   
1

3 31 3 2
nd ydv dy dy

y y
dx dx dx dx


       หรือ 31

2

dy dv
y

dx dx
   

แทนคาลงในสมการ 3 2 0
dy

y y x
dx

     ใหอยูในรูปของ v  เมื่อ 2v y  

 3 3 21

2

dv
y y y x

dx
     

 
 

1
0

2

dv
v x

dx
      

2 2 0
dv

v x
dx

            (E2.25-1) 

จะเห ็นวา (E2.25-1) เปนรูปแบบของสมการเช ิงอนุพันธเช ิงเส นอันดับหน ึ ่ง ด ังน ั ้นผลเฉลยหาได จาก 
( ) ( )

( )
P x dx P x dx

v e e Q x dx C
     

   เม่ือ ( ) 2P x    และ ( ) 2Q x x    

ดังน้ัน ( ) 2 2P x dx dx x       

   ( 2 ) 2 2 2( 2 ) 2x x x xv e e x dx C e xe dx C              (E2.25-2) 

 2 2 2 2 21
2

2
x x x x xxe dx xe e dx xe e C                (E2.25-3) 

แทนคา (E2.25-3) ลงใน (E2.25-2)  

2 2 2 21 1

2 2
x x x xv e xe e C x Ce        
 

 

แทนคา 2v y  

2 21

2
xy x Ce     

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของ 3'y y xy   คือ 2 21

2
xy x Ce     

 

ตัวอยางที่ 2.26 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลลี 'y y x y    

วิธีทำ 

จัดรูป 'y y x y   ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลลี 1( ) ( ) 0n ndy
y p x y q x

dx
      

1/2 1/2 0
dy

y y x
dx

     

เมื่อ 0.5n   ดังนั้น 1 0.5 0.5v y y   

 0.5

0.50.5
d ydv dy

y
dx dx dx

          (E2.26-1) 

จัดรูป (E2.26-1) ใหมดัง (E2.26-2) 
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0.52 2
dy dv dv

y v
dx dx dx

          (E2.26-2) 

แทนคา dy
dx

ในรูปของ dv
dx

ลงในสมการ 1/2 1/2 0
dy

y y x
dx

     

1/2 1/22 0
dv

y v y x
dx

     
 

 

หรือ 

1 2 0
dv

v v v x
dx

      
 

 หรือ 2 0
dv

v x
dx

    

1
0

2 2

dv v
x

dx
            (E2.26-3) 

จะเห ็นวา (E2.26-3) เป นร ูปแบบของสมการเช ิงอนุพันธอ ันดับหนึ ่งเช ิงเส น ด ังน ั ้นผลเฉลยหาไดจาก 
( ) ( )

( )
P x dx P x dx

v e e Q x dx C
     

    

เมื่อ 1
( )

2
P x   และ 1

( )
2

Q x x   

1
( )

2 2

x
P x dx dx     

แทนคา 

0.5 0.5 1

2
x xv e e xdx C    
          (E2.26-4) 

 0.5 0.5 0.5 0.5 0.50.5 2x x x x xxe dx xe e dx xe e C           (E2.26-5) 

แทนคา (E2.26-5) ลงใน (E2.26-4)  

 0.5 0.5 0.5 0.52 2x x x xv e xe e C x Ce        

แทนคา 0.5v y  
0.5 0.52 xy x Ce     

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของ 'y y x y   คือ 0.5 0.52 xy x Ce     
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2.8 แบบฝกหัด 
ขอที่ 2.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบแยกตัวแปรได 

1. 
4

'
x

y
y

  

2. 
27 1

'
7 5

x
y

y





 

3.   2 2' sin 2 cosy x y  

4.   22' xyy x xy e   

5. 
2

2
'

x

y

x e
y

y e





 

6. 
2

2
'

1

x
y

y



 

7. ' 4y xy  

8.  2'y x y y   

 

ขอที่ 2.2 จงหาผลเฉลยทั่วไปหรือผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 

1.  / /'x y x yy xe y ye   

2. 
4 3 2 2 3

2 2 3 4

2 3 2
'

2 2 2

y xy x y x y
y

x y x y x

  


 
 

3. 3 2' 2 sin
y

xy y x
x

    
 

 เม่ือให y vx  

4.  2' 4y y x  เมื่อให 4y x v   

5. 'xy x y   เม่ือให y vx  

6.  4' 3 cos /xy y x y x   เม่ือ (1) 0y    

7.  2' 2y x y   เมื่อ (0) 2y    

8. 
2 2

'
x y

y
xy


 เมื่อ (2) 1y   

ขอที่ 2.3 จงหาผลเฉลยทั่วไปหรือผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธแบบแมนตรง 

1.  2 2 21
2 0

2
x xy y dx x xy dy

      
 

 

2.  sin 0xy xyye dx xe y dy   เม่ือ (0)y   
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3.  2 33 ln 6 0
y

y x dx x xy dy
x

      
 

 

4.    2 2 34 2 3 4 0x y y dx x xy dy     

5.    2 2 0x y dx y x dy     เมื่อ (1) 3y   

6.    29 1 4 0x y dx y x dy      เมื่อ (1) 0y   

ขอที่ 2.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปหรือผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธดวยการหาตัวประกอบอินทิเกรต  

1.  2 0y y dx xdy    

2.    2 2 2 0y xy dx x x y dy     

3.  1 0y dx xdy    

4.  4 2 2 42 0x x x y y dx ydy      

5.  4 2 0y x y dx xdy    

6.  2 0xy x dx dy    

 

ขอที่ 2.5 จงหาผลเฉลยทั่วไปหรือผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่ง 

1. 
2 2

2 1

1 1

dx y
x

dy y y

 
    

 

2.  2 2cos sin cos 1
dy

x x x y
dx

   

3. 3' xxy xy x e   

4. 4' 4 8xy y x   เมื่อ (1) 2y   

5. 2

2
1

xdy e
y

dx x x
    
 

 

6.  21 3 6
dy

x xy x
dx

    

 

ขอที่ 2.6 จงหาผลเฉลยทั่วไปหรือผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธแบบแบรนูลล ี

1. 4dy
xy y

dx
   

2. 2 33 xdy
y y e

dx
   

3. 2 32 0
dy

x xy y
dx

    เม่ือ 0x   

4. 5/33 9 2
dy

x y xy
dx

   
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5.    2 35 1 4 1
dy

x xy y
dx

    

6. 2 3dx
xy x y

dy
    
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แผนการสอนครั้งท่ี 7 
หัวขอ สมการเชิงอนุพันธอันดับสองเชิงเสน 

ผูสอน ผศ. สิทธนิันท ทอแกว 

เวลา 3 ชั่วโมง 

วัตถุประสงค 

 1. เพ่ือใหนิสิตสามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งแบบตางๆ 

 2. เพ่ือใหนิสิตสามารถหาประยุกตสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งแบบตางๆ ในปญหาทางวิศวกรรมเคม ี

เนื้อหา 

 1. วิธีการแกสมการสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งแบบตางๆ 

 2.  

การจัดประสบการณการเรียนรู 

 1. บอกวัตถุประสงคและเนื้อหา     10 นาท ี

 2. สอนบรรยายเนื้อหาในหัวขอตางๆ    150 นาที 

 3. ใหนิสิตซักถามปญหา      20 นาที 

สื่อการสอน 

 1. เอกสารประกอบการสอน 

 2. Power point 

การประเมินผล 

 ขอสอบอัตนัยแสดงวิธีการทำ 

หนังสืออางอิง 

1.  Richard Bronson and Gabriel B.  Costa, DIFFERENTIAL EQUATIONS in Schaum's Outline 

Series, Third Edition, McGRAW-HILL 

2. James R. Brannan, William E. Boyce, and Mark A. McKibben, DIFFERENTIAL EQUATIONS 

An Introduction to Modern Methods and Applications, Third Edition, John Wiley & Sons 
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บทที่ 3 สมการเชงิอนุพันธเชงิเสนอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว 
3.1 บทนำ 
 สมการเชิงอนุพันธเช ิงเสนอันดับสอง (Linear second order ordinay differential equations) มี

รูปแบบสมการท่ัวไปดัง (3-1)  
2

2
( ) ( ) ( ) ( )

d y dy
a x b x c x y f x

dx dx
           (3-1) 

เมื่อ ( ) 0a x  , ( )b x , ( )c x  และ ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่อง  

เมื่อ หาร (3-1) ดวย ( )a x  ไดเปน (3-2) 
2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d y b x dy c x f x
y

dx a x dx a x a x
           (3-2) 

ให ( )
( )

( )

b x
p x

a x
  

 
( )

( )
c x

q x
a x

  และ 
 
( )

( )
f x

g x
a x

   

ดังน้ัน (3-2) ไดเปน (3-3) 
2

2
( ) ( ) ( )

d y dy
p x q x y g x

dx dx
           (3-3) 

ถา ( )p x  และ ( )q x  เปนสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว และกำหนดให  ( )p x a  และ ( )q x b  เมื่อ a  และ b  

เปนคาคงตัว ดังนั้น (3-3) ไดเปน (3-4) 
2

2
( )

d y dy
a by g x

dx dx
            (3-4) 

จาก (3-4) เปนรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว ซึ่งสามารถแบง

รูปแบบสมการไดเปน 2 กรณี ดังนี้  

 กรณีที่ 1. เมื่อ ( ) 0g x   เรียกวา สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวแบบ

เอกพันธ (Homogeneous linear second order ordinay differential equations with constant coefficient

) และมีรูปแบบสมการท่ัวไปดัง (3-5) 
2

2
0

d y dy
a by

dx dx
             (3-5) 

 กรณีที่ 2. เมื่อ ( ) 0g x   เรียกวา สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวแบบ

ไม  เอกพ ันธ   (Nonhomogeneous linear second order ordinay differential equations with constant 

coefficient) และมีรูปแบบสมการท่ัวไปดัง (3-6) 
2

2
( )

d y dy
a by g x

dx dx
            (3-6) 
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 ในหัวขอ 3.2 และ 3.3 เปนวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปน

คาคงตัวแบบเอกพันธ และ สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวแบบไมเอกพันธ 

ตามลำดับ 

3.2 สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองแบบเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว 
 สมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับสองแบบเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวเปนสมการที่ฟงกชันของ 

( ) 0g x   
2

2
0

d y dy
a by

dx dx
             (3-7) 

ถาให xy e  เปนผลเฉลยทั่วไปของ (3-7) แลว เมื่อแทนคาของ xy e ลงใน (3-7) ไดเปน (3-8)  

   2

2
0

x x

x
d e d e

a be
dx dx

 
           (3-8) 

2 0x x xe a e be       หรือ 2 0a b     

(3-8) สามารถหาคาของ   ไดดังนี้ 
2 4

2

a a b   
  

คาของ   สามารถไดคำตอบ 3 กรณี ดังน้ี 

กรณีที่ 1 เมื่อ 2 4a b  ซึ่งจะไดคาของ   เปนจำนวนจริง 2 คา 

ดังน้ันคำตอบคือ 
2

1

4

2

a a b   
  และ 

2

2

4

2

a a b   
  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธคอื 1 2
1 2

x xy C e C e    

 

กรณีที่ 2 เมื่อ 2 4a b  ซึ่งจะไดคาของ   เปนจำนวนจริง 1 คา ที่มีคาซ้ำกัน 

ดังน้ันจะไดคา   ที่มีคาซ้ำกัน คือ 1 2

a 
  และ 2 2

a 
  

แตเน่ืองจากผลเฉลยทั่วไปตองประกอบดวย 2 ฟงกชัน ดังนั้นเพ่ือหาผลเฉลยของฟงกชันที่ 2 กำหนดให 

2( )
a
x

y u x e


  
ดังน้ัน 

2 2' ( ) '( )
2

a a
x xa

y u x e e u x
 

    

และ 
2

2 2 2 2'' ( ) '( ) '( ) ''( )
2 2 2

a a a a
x x x xa a a

y u x e e u x e u x e u x
        

 
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2

2 2 2'' ''( ) '( ) ( )
2

a a a
x x xa

y e u x ae u x u x e
       

 
 

นำคาที่ไดลงไปแทนในสมการ 
2

2
0

d y dy
a by

dx dx
    หรือ '' ' 0y ay by    

2

2 2 2 2 2 2''( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( ) 0
2 2

a a a a a a
x x x x x xa a

e u x ae u x u x e a u x e e u x b u x e
                   

     
 

2
2 ''( ) ( )( ) 0

4

a
x a

e u x u x b
  

   
 

 

เนื่องจาก 
2

0
4

a
b    ดังนั้น ''( ) 0u x   

ดังน้ันอินทิเกรต ''( ) 0u x   จะไดเปน ( )u x cx d   

แทนคา ( )u x cx d   ลงในสมการ 2( )
a
x

y u x e


  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธคอื   xy cx d e   

 

กรณีที่ 3 เมื่อ 2 4a b  ซึ่งจะไดคาของ   เปนจำนวนเชิงซอน 2 คา 

ดังน้ันจะไดคาเทากับ 
2

1

4

2

a a b   
  และ 

2

2

4

2

a a b   
  

หรือ สามารถเขียนเปน 1 i     และ 2 i      

เมื่อ 
2

a    และ 
2 4

2

a b
i 

  

ซึ่งผลเฉลยทั่วไปของสมการคือ    i x i xy Ae Be       

จากสูตรของออยเลอร    cos sini xe x i x     และ    cos sini xe x i x      

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธคอื 

       cos sin cos sinx xy Ae x i x Be x i x               

       cos sinx xy e A B x e A B i x       

ถาให 1C A B   และ  2C i A B   ดังนั้นผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธลดรูปไดเปน  

1 2cos sinx xy C e x C e x     

 

ตัวอยางที่ 3.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
5 4 0

d y dy
y

dx dx
    

วิธีทำ  
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สมการเชิงอนุพันธ 
2

2
5 4 0

d y dy
y

dx dx
    สามารถเขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังนี้ 2 5 4 0      

สามารถแยกตัวประกอบไดเปน ( 4)( 1) 0      

ดังน้ัน 1 4    และ 2 1    

เนื่องจากคาของ   ที่ไดเปนจำนวนจริง 2 คา  

ดังน้ัน ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธคือ 4
1 2

x xy C e C e    

 

ตัวอยางที่ 3.2 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ '' 3 ' 0y y   เมื่อ (0) 2, '(0) 3y y    

วิธีทำ 

สมการเชิงอนุพันธ '' 3 ' 0y y   สามารถเขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 3 0     

แยกตัวประกอบไดเปน ( 3) 0     ซึ่งจะไดเปน 1 0   และ 2 3    

เน ื ่ อ งจากค  าของ    เป  นจำนวนจร ิ ง  2 ค  า  ด ั งน ั ้ น  ผล เฉลยท ั ่ ว ไปของสมการ เช ิ งอน ุพ ันธคือ 
0 3 3

1 2 1 2
x x xy C e C e C C e      

จากโจทย แทนคา (0) 2y    แทนคา 0
1 2 1 22 C C e C C       

และ  

จากโจทย แทนคา '(0) 3y   เมื่อ 3
2' 3 xy C e   แทนคา 0

2 23 3 3C e C      ดังน้ัน 2 1C    

เมื่อแทนคา 2 1C    ใน 1 2 2C C    ดังน้ัน 1 1C    

ผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ '' 3 ' 0y y   คือ 31 xy e    เม่ือ (0) 2, '(0) 3y y    

 

ตัวอยางที่ 3.3 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ '' 2 ' 0y y y    เมื่อ (0) 1, '(0) 0y y   

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' 2 ' 0y y y    สามารถเขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 2 1 0      

แยกตัวประกอบไดเปน 2( 1) 0    ซึ่งจะไดเปน 1   และ 1   

เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนจริงซ้ำกัน 2 คา  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการน้ีคือ 1 2( ) xy C C x e   

แทนคา (0) 1y   ไดเปน 0
1 2 11 ( 0)C C e C     ดังนั้น 1 1C   

และ  

แทนคา '(0) 0y   ด ังน ั ้น 2 2' x x xy e C e C xe    ได  เป น 0 0 0
2 2 20 0 1e C e C e C        ด ังนั้น 

2 1C    

ผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ '' 2 ' 0y y y    เมื่อ (0) 1, '(0) 0y y   คือ (1 ) xy x e   
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ตัวอยางที่ 3.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 0y y y     

วิธีทำ 

สมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 0y y y    สามารถเขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 6 13 0      
2( 6) ( 6) 4(13) 6 36 52 6 16

3 2
2 2 2

i
        

       

เนื่องจาก คาของ   เปนจำนวนเชิงซอน 2 คา 

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 0y y y    คือ 3 3
1 2cos 2 sin 2x xy C e x C e x   

 

3.3 สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดบัสองแบบไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัว 
 สมการเชิงอนุพันธอันดับสองเชิงเสนแบบไมเอกพันธคือสมการเชิงอนุพันธอันดับสองเชิงเสนที่มีฟงกชัน

ของ ( ) 0g x   ดังสมการ (3-9) 
2

2
( )

d y dy
a by g x

dx dx
           (3-9) 

ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสองเชิงเสนแบบไมเอกพันธนี้ประกอบดวย 2 สวน คือ สวนของ

ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสองเชิงเสนแบบเอกพันธ ซึ่งเรียกวา ( )hy x  และสวนของผล

เฉลยเฉพาะของฟงกชัน ( )g x  ซึ่งเรียกผลเฉลยเฉพาะสวนนี้วา ( )py x  ไดดัง (3-10) 

( ) ( ) ( )h py x y x y x            (3-10) 

สำหรับการหาผลเฉลยเฉพาะของฟงกชัน ( )g x  หรือ ( )py x  สามารถทำได 3 วิธี คือ 1 วิธีหาสัมประสิทธิ์ที่ไมรู

คา 2 วิธีแปรผันพารามิเตอร และ 3 วิธีดำเนินการผกผัน 

 

3.3.1 วิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 
 การหาผลเฉลยเฉพาะของฟงกชัน ( )g x  ดวยวิธีหาสัมประสิทธิ์ที่ไมรูคา (Method of undetermined 

coefficients) เปนวิธีการหนึ่งที่นิยมใชในการหาผลเฉลยของสวน ( )py x  ตัวอยางของผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ท่ี

โดยเทียบกับฟงกชัน ( )g x  แสดงดังตารางท่ี 3.1 
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ตารางท่ี 3.1 ตัวอยาง ( )py x  สำหรับฟงกชัน ( )g x  

ฟงกชัน ( )g x  รูปแบบผลเฉลยของ ( )py x  
1

1 1 0( ) ...n n
n ng x a x a x a x a

      

เชน 
2( ) 3 2 1g x x x    

1
1 1 0...n n

p n ny A x A x A x A
      

 
2

2 1 0py A x A x A    

1( ) axg x a e  

เชน 
6( ) 5 xg x e  

1
ax

py A e  

 
6

1
x

py A e  

 1
1 1 0( ) ...n n ax

n ng x a x a x a x a e
      

เชน 
3 2( ) xg x x e  

 1
1 1 0...n n ax

p n ny A x A x Ax A e
      

 

 3 2 2
3 2 1 0

x
py A x A x Ax A e     

( ) cosg x bx  หรือ ( ) sing x bx  

เชน 

( ) cos2g x x  

1 2cos sinpy A bx A bx   

 

1 2cos 2 sin 2py A x A x   

 1
1 1 0( ) ... cosn n

n ng x a x a x a x a bx
      

หรือ 

 1
1 1 0( ) ... sinn n

n ng x a x a x a x a bx
      

เชน 

( ) cosg x x x   
2( ) sin 2g x x x  

 
 

1
1 1 0

1
1 1 0

... cos

... sin

n n
p n n

n n
n n

y A x A x A x A bx

B x B x B x B bx







    

      

 

 

   1 0 1 0cos sinpy A x A x B x B x     
 

 

2
2 1 0

2
2 1 0

cos2

sin 2

py A x A x A x

B x B x B x

  

    

( ) cosaxg x e bx หรือ ( ) sinaxg x e bx  

เชน 
3( ) cos 4xg x e x  

 1 1cos sin ax
py A bx B bx e   

 

  3
1 1cos 4 sin 4 x

py A x B x e   
 1

1 1 0( ) ... cosax n n
n ng x e a x a x a x a bx

      

เชน 
3( ) cos 4xg x xe x  

 
 

1
1 1 0

1
1 1 0

... cos

... sin

ax n n
p n n

ax n n
n n

y e A x A x A x A bx

e B x B x B x B bx







    

      

 
 

3
1 0

3
1 0

cos 4

sin 4

x
p

x

y e A x A x x

e A x A x x

 

   
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ตัวอยางที่ 3.5 จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 4y y y    ดวยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 4y y y    ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 4y y y    ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 6 ' 13 0y y y    สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 6 13 0     
2( 6) ( 6) 4(13) 6 36 52 6 16

3 2
2 2 2

i
        

       

เนื่องจาก คาของ   เปนจำนวนเชิงซอน 2 คา 

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 0y y y    คือ 3 3
1 2cos 2 sin 2x xy C e x C e x   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟงกชัน ( ) 4g x   จากตารางที่ 3.1 พบวาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อยูในรูปท่ัวไปคือ 0( )py x A  

จากสมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 13 4y y y    เมื่อแทนผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ไดเปน '' 6 ' 13 4p p py y y    

เมื่อ 0( )py x A  ดังน้ัน ' 0py   และ '' 0py   แทนคา 

    00 6 0 13 4A    

ดังน้ัน 0

4

13
A   

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดังน้ี 4
( )

13py x   

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนพัุนธ '' 6 ' 13 4y y y    คือ 3 3
1 2

4
cos 4 sin 4

13
x xy C e x C e x    

 

ตัวอยางที่ 3.6 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนพัุนธ 2'' 3 ' 4y y y x    ดวยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 2'' 3 ' 4y y y x    ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 2'' 3 ' 4y y y x    ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 3 ' 4 0y y y    สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 3 4 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 4)( 1) 0      

ดังนั้น 1 4   และ 2 1    เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนจริง 2 คา ดังนั ้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิง

อนุพันธแบบเอกพันธ '' 3 ' 4 0y y y    คือ 4
1 2( ) x x

hy x C e C e   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   
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ฟงกชัน 2( )g x x  จากตารางที่ 3.1 พบวาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อยูในรูปทั่วไปคือ 2
2 1 0( )py x A x A x A    

จากสมการเชิงอนุพันธ 2'' 3 ' 4y y y x    เม่ือแทนผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ไดเปน 2'' 3 ' 4p p py y y x    

เมื่อ 2
2 1 0( )py x A x A x A    ดังนั้น 2'' 2py A  และ 2 1'( ) 2py x A x A   แทนคา 

2 2
2 2 1 2 1 02 3(2 ) 4( )A A x A A x A x A x       

2 2
2 2 1 2 1 02 6 3 4 4 4A A x A A x A x A x       

ซึ่งจะไดเปนสมการดังนี้ 

2 1 02 3 4 0A A A    

2 16 4 0A x A x    
2 2

24A x x   

ดังน้ัน 2

1

4
A   , 1

6

16
A   และ 0

26

64
A    

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดังน้ี 21 6 26
( )

4 16 64py x x x     

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 2'' 3 ' 4y y y x    คือ 4 2
1 2

1 6 26

4 16 64
x xy C e C e x x      

 

ตัวอยางที่ 3.7 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 32 xy y y e     ดวยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 32 xy y y e     ผลเฉลยทั่วไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 32 xy y y e     ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 2 0y y y     สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 2 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 2)( 1) 0      

ดังนั้น 1 2   และ 2 1    เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนจริง 2 คา ดังนั ้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิง

อนุพันธแบบเอกพันธ 2 0y y y     คือ 2
1 2( ) x x

hy x C e C e   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟงกชัน 3( ) xg x e  จากตารางท่ี 3.1 พบวาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อยูในรูปทั่วไปคือ 3( ) x
py x Ae  

จากสมการเชิงอนุพันธ 32 xy y y e     เม่ือแทนผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ไดเปน 3'' ' 2 x
p p py y y e    

เมื่อ 3( ) x
py x Ae  ดังนั้น 3' 3 x

py Ae  และ 3'' 9 x
py Ae  แทนคา 

3 3 3 39 3 2x x x xAe Ae Ae e    
3 34 x xAe e  หรือ 4 1A   
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1

4
A   

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดังน้ี 3 31
( )

4
x x

py x Ae e   

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 32 xy y y e     คือ 2 3
1 2

1
( )

4
x x xy x C e C e e    

 

 ในกรณีที่ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x  มีเทอมที่ซ้ำกับฟงกชัน ( )hy x  จำเปนตองมีการคูณ

ดวยฟงกชัน sx  เพิ่มเขาไปกับผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  เมื่อ s ตองเปนจำนวนเต็มบวกที่มีคานอยสุด เพื่อทำใหผล

เฉลยเฉพาะ ( )py x  มีเทอมไมซ้ำกับผลเฉลยทั่วไป ( )hy x  

 

ตัวอยางที่ 3.8 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 4'' 3 ' 4 xy y y e    ดวยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 4'' 3 ' 4 xy y y e    ผลเฉลยทั่วไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 4'' 3 ' 4 xy y y e    ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 3 4 0y y y     สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 3 4 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 4)( 1) 0      

ดังนั้น 1 4   และ 2 1    เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนจริง 2 คา ดังนั ้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิง

อนุพันธแบบเอกพันธ 3 4 0y y y     คือ 4
1 2( ) x x

hy x C e C e   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟงกชัน 4( ) xg x e  จากตารางที ่ 3.1 พบวาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อยู ในรูปทั ่วไปคือ 4( ) x
py x Ae  แต

เนื่องจาก ผลเฉลยทั่วไป ( )hy x  ปรากฏเทอมของ 4xe  ซึ่งตรงกับ 4( ) x
py x Ae  ดังนั้นจำเปนตองคูณดวย x  

จึงจะทำใหไดผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  เปน 4x
py Axe  

จากสมการเชิงอนุพันธ 4'' 3 ' 4 xy y y e    เม่ือแทนผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ไดเปน 4'' 3 ' 4 x
p p py y y e    

เมื่อ 4x
py Axe  ดังนั้น 4 4' 4 x x

py Axe Ae   และ 4 4 4 4 4'' 16 4 16 5x x x x x
py Axe Ae Ae Axe Ae      

แทนคา 

 4 4 4 4 4 416 5 3 4 4x x x x x xAxe Ae Axe Ae Axe e      

4 4 4 4 4 416 5 12 3 4x x x x x xAxe Ae Axe Ae Axe e      
4 4 45 3x x xAe Ae e   

2 1A   หรือ 1

2
A   
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ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดังน้ี 41
( )

2
x

py x xe  

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 4'' 3 ' 4 xy y y e    คือ 4 4
1 2

1
( )

2
x x xy x C e C e xe    

 

ตัวอยางที่ 3.9 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 4 5sin 2y y x   ดวยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' 4 5sin 2y y x   ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ '' 4 5sin 2y y x   ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 4 0y y   สามารถเขียนให

อยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 4 0    ซึ่งจะไดเปน 2i   และ 2i    

เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนเชิงซอน ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 4 0y y   

คือ 0
1 2( ) ( cos 2 sin 2 )x

hy x e C x C x   หรือ 1 2( ) cos 2 sin 2hy x C x C x   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟ  งก  ช ั น  ( ) 5sin 2g x x  จ า กตา ร า งท ี ่  3. 1  พบว  า ผล เฉลย เฉพาะ  ( )py x  อย ู  ใ น ร ู ปท ั ่ ว ไปคื อ 

( ) cos 2 sin 2py x A x B x   แตเน ื ่องจาก ผลเฉลยทั ่วไป ( )hy x  ปรากฏเทอมของ sin 2x  ซ ึ ่งตรงกับ 

( ) cos 2 sin 2py x A x B x   ด ังนั ้นจำเปนต องคูณดวย x  จึงจะทำใหไดผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  เปน 

( ) cos 2 sin 2py x Ax x Bx x   

จากสมการเชิงอนุพันธ '' 4 5sin 2y y x   เมื่อแทนผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ไดเปน '' 4 5sin 2p py y x   

เมื่อ ( ) cos2 sin 2py x Ax x Bx x    

ดังน้ัน  

' cos 2 sin 2 ( 2 sin 2 2 cos 2 )py A x B x x A x B x      

และ  

'' 2 sin 2 2 cos2 2 sin 2 2 cos 2 ( 4 cos 2 4 sin 2 )py A x B x A x B x x A x B x         

'' 4 sin 2 4 cos 2 ( 4 cos 2 4 sin 2 )py A x B x x A x B x       

แทนคา 

4 sin 2 4 cos2 ( 4 cos2 4 sin 2 ) 4 ( cos2 sin 2 ) 5sin 2A x B x x A x B x x A x B x x         

4 sin 2 4 cos 2 4 cos 2 4 sin 2 4 cos 2 4 sin 2 5sin 2A x B x xA x xB x xA x xB x x        

4 sin 2 4 cos 2 5sin 2A x B x x    
เทียบสัมประสิทธิ ์

4 sin 2 5sin 2A x x   และ 4 cos 2 0B x   
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ดังน้ัน 5

4
A    และ 0B   

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดังน้ี 5
( ) cos 2 sin 2 cos 2

4py x Ax x Bx x x x     

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 4 5sin 2y y x   คือ 1 2

5
cos 2 sin 2 cos 2

4
y C x C x x x    

 

ตัวอยางที่ 3.10 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 4 xy y y e    ดวยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 

เมื่อ (0) 2y   และ '(0) 0y   

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 4 xy y y e    ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 4 xy y y e    ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 4 4 0y y y     สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 4 4 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 2)( 2) 0      

ดังน้ัน 1 2   และ 2 2   เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนจริงซ้ำกัน 2 คา  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการน้ีคือ 2
1 2( ) ( ) x

hy x C C x e   

แทนคา (0) 2y   ไดเปน 0
1 2 12 ( 0)C C e C     ดังนั้น 1 2C   ทำให 2 2

2( ) 2 x x
hy x e C xe   

และ  

แทนคา '(0) 0y   ด ังน ั ้น 2 2 2
2 2' 4 2x x x

hy e C e C xe    ได เป น 0 0 0
2 2 20 4 2 (0) 4e C e C e C      

ดังน้ัน 2 4C    

ผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 4 4 0y y y     เมื่อ (0) 1, '(0) 0y y   คือ 2( ) (2 4 ) x
hy x x e   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟงกชัน 2( ) xg x e  จากตารางที ่ 3.1 พบวาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อยู ในรูปทั ่วไปคือ 2( ) x
py x Ae  แต

เนื่องจาก ผลเฉลยทั่วไป ( )hy x  ปรากฏเทอมของ 2xe  และ 2xxe  ซึ่งตรงกับ 2( ) x
py x Ae  ดังนั้นจำเปนตอง

คูณดวย 2x  จึงจะทำใหไดผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  เปน 2 2x
py Ax e  

จากสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 4 xy y y e    เม่ือแทนผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ไดเปน 2'' 4 ' 4 x
p p py y y e    

เมื่อ 2 2x
py Ax e   

ดังน้ัน  
2 2 2' 2 2x x

py Ax e Axe   
2 2 2 2 2 2 2 2 2'' 4 4 2 4 4 8 2x x x x x x x

py Ax e Axe Ae Axe Ax e Axe Ae        
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แทนคา 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 8 2 4(2 2 ) 4x x x x x x xAx e Axe Ae Ax e Axe Ax e e       
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 8 4 4 4 8 2x x x x x x x xAx e Ax e Ax e Axe Axe Axe Ae e        
2 22 x xAe e  

ดังน้ัน 1

2
A    

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดังน้ี 2 21
( )

2
x

py x x e  

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 4'' 3 ' 4 xy y y e    คือ 2 2 21
(2 4 )

2
x xy x e x e    

 

ตัวอยางที ่ 3.11 จงหาผลเฉลยทั ่วไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 6 ' 25 2sin cosy y y x x     ดวยวิธีเทียบ

สัมประสิทธิ์ไมรูคา 

วิธีทำ 

จากสมการเช ิ งอน ุพ ันธ   '' 6 ' 25 2sin cosy y y x x     ผล เฉลยท ั ่ ว ไปของสมการประกอบด  วย 

( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการ เช ิ ง อน ุพ ั นธ   '' 6 ' 25 2sin cosy y y x x     ปร ั บ เป  นสมการ เช ิ ง อน ุพ ั นธ  แบบ เอกพ ันธ  

'' 6 ' 25 0y y y    สามารถเขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังนี้ 2 6 25 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน 
 6 36 100 6 64 6 8

3 4
2 2 2

i
i

      
       

เน ื ่องจากคาของ   เปนจำนวนเชิงซ อน ด ังน ั ้น ผลเฉลยทั ่วไปของสมการเช ิงอนุพันธแบบเอกพันธ 

'' 6 ' 25 0y y y    คือ 3
1 2( ) ( cos 4 sin 4 )x

hy x e C x C x    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟงก ช ัน ( ) 2sin cosg x x x   จากตารางท ี ่  3.1 พบว าผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อย ู  ในร ูปท ั ่ว ไปคือ 

( ) sin cospy x A x B x    

จากสมการเช ิ งอน ุพ ันธ   '' 6 ' 25 2sin cosy y y x x     เม ื ่ อแทนผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ได  เป น 

'' 6 ' 25 2 sin cosp p py y y x x     เมื่อ ( ) sin cospy x A x B x    

ดังน้ัน  

 ' cos sinpy x A x B x   

 '' sin cospy x A x B x    

แทนคา 
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sin cos 6 cos 6 sin 25 sin 25 cos 2 sin cosA x B x A x B x A x B x x x         

แยกตัวแปร 

sin 6 sin 25 sin 2 sinA x B x A x x     หรือ 24 sin 6 sin 2 sinA x B x x   

cos 6 cos 25 cos cosB x A x B x x      หรือ 6 cos 24 cos cosA x B x x     

เทียบสัมประสิทธิ์เพ่ือหาคา A  และ B  จาก 

24 sin 6 sin 2 sinA x B x x   จะได 24 6 2A B   หรือ 2 24

6

A
B


  

และ  

6 cos 24 cos cosA x B x x     จะได 6 24 1A B     นำคา B  มาแทนคา จะได 

2 24
6 24 1

6

A
A

     
 

 

 6 4 2 24 1A A      

6 8 96 1A A      
9 3

102 34
A


 


  

เมื่อ 3

34
A    

ดังน้ัน 

2 24 2 24 3 1

6 6 6 34 51

A
B

         
  

  

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดังน้ี   3 1
sin cos

34 51py x x x   

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   '' 6 ' 25 2sin cosy y y x x     คื อ 

   3
1 2

3 1
cos 4 sin 4 sin cos

34 51
xy x e C x C x x x     

 

3.3.2 วิธีแปรผันพารามิเตอร 
 การหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟ งก ช ัน ( )g x  ด วยว ิธ ีแปรผ ันพาราม ิ เตอร  (Variation of 

parameters)  สามารถทำ ได  จากสมการ เช ิ งอน ุพ ั นธ  
2

2
( )

d y dy
a by g x

dx dx
    เม ื ่ อผล เฉลยท ั ่ ว ไป 

1 1 2 2( ) ( ) ( )h h hy x C y x C y x   ด ั ง น ั ้ น ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  ข อ ง ฟ  ง ก  ช ั น  ( )g x  ไ ด  เ ป น

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   เม่ือ ( )u x  และ ( )v x  เปนฟงกชันผลเฉลยเฉพาะที่เหมาะสม  

ดังน้ัน 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   
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เมื่อ  

1 1 2 2' ( ) '( ) ( ) ( ) ' ( ) '( ) ( ) ( ) ' ( )p h h h hy x u x y x u x y x v x y x v x y x     

ผลเฉลยท่ัวไป 1 ( )hy x  และ 2 ( )hy x  เปนผลเฉลยอิสระเชิงเสน ดังนั้น 1 2'( ) ( ) '( ) ( ) 0h hu x y x v x y x   ทำให 

1 2' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ' ( )p h hy x u x y x v x y x   

และ 

1 1 2 2'' ( ) '( ) ' ( ) ( ) '' ( ) '( ) ' ( ) ( ) '' ( )p h h h hy x u x y x u x y x v x y x v x y x      

แทนคาลงในสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
( )

d y dy
a by g x

dx dx
    

   
 

1 2 1 2 1 2

1 2

'( ) ' ( ) '( ) ' ( ) ( ) '' ( ) ( ) '' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ' ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h h h h h h

h h

u x y x v x y x u x y x v x y x a u x y x v x y x

b u x y x v x y x g x

    

  
 

จัดรูปแบบสมการใหม 

1 2 1 1 1

2 2 2

'( ) ' ( ) '( ) ' ( ) ( ) '' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( )

( ) '' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( )
h h h h h

h h h

u x y x v x y x u x y x au x y x bu x y x

v x y x av x y x bv x y x g x

   

   
 

 
 

1 2 1 1 1

2 2 2

'( ) ' ( ) '( ) ' ( ) ( ) '' ( ) ' ( ) ( )

( ) '' ( ) ' ( ) ( ) ( )

h h h h h

h h h

u x y x v x y x u x y x ay x by x

v x y x ay x by x g x

   

   
 

เนื่องจาก 1 1 1'' ( ) ' ( ) ( ) 0h h hy x ay x by x   และ 2 2 2'' ( ) ' ( ) ( ) 0h h hy x ay x by x    ดังน้ัน 

1 2'( ) ' ( ) '( ) ' ( ) ( )h hu x y x v x y x g x   

ดังน้ันสามารถไดเปน 2 สมการ ดัง (3-11) และ (3-12) 

1 2'( ) ( ) '( ) ( ) 0h hu x y x v x y x           (3-11) 

1 2'( ) ' ( ) '( ) ' ( ) ( )h hu x y x v x y x g x          (3-12) 

เพื่อหาคาของ '( )u x  และ '( )v x  จากการแกสมการดวยวิธีของกฏของเครเมอร (Cramer's Rule) ดัง  

1 2

1 2

( ) ( ) '( ) 0

' ( ) ' ( ) '( ) ( )
h h

h h

y x y x u x

y x y x v x g x

     
     

    
 

ดังน้ัน 

2

2 2
1

1 2 1 2 1 2

1 2

0 ( )

( ) ' ( ) ( ) ( )
'( ) ( )

( ) ( ) ( ) ' ( ) ' ( ) ( )

' ( ) ' ( )

h

h h

h h h h h h

h h

y x

g x y x g x y x
u x w x

y x y x y x y x y x y x

y x y x


  


    (3-13) 

และ 
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1

1 1
2

1 2 1 2 1 2

1 2

( ) 0

' ( ) ( ) ( ) ( )
'( ) ( )

( ) ( ) ( ) ' ( ) ' ( ) ( )

' ( ) ' ( )

h

h h

h h h h h h

h h

y x

y x g x g x y x
v x w x

y x y x y x y x y x y x

y x y x

  


    (3-14) 

ดังน้ัน 

1( ) ( )u x w x dx   และ 2( ) ( )v x w x dx   

ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h h h hy x C y x C y x u x y x v x y x     วิธีการ

แปรผันพารามิเตอรมักใชกับ ( )g x  ที่ไมเขียนในรูปของ ( )g x  ทีป่รากฎอยูในตารางท่ี 3.1  

 

ตัวอยางที่ 3.12 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 3'' ' 2 xy y y e    ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 3'' ' 2 xy y y e    ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 3'' ' 2 xy y y e    ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' ' 2 0y y y    สามารถเขียน

ใหอยูในรูปของ   ไดดังนี้ 2 2 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 2)( 1) 0     ดังนั้น 1 2   และ 2 1    

เนื ่องจากคาของ   เป นจำนวนจริงไมซ ้ำ ดังนั ้น ผลเฉลยทั ่วไปของสมการเช ิงอนุพันธ แบบเอกพันธ 

'' ' 2 0y y y    คือ 2
1 2( ) x x

hy x C e C e    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟ  งก  ช ั น  3( ) xg x e  แปรผ ันพาราม ิ เตอร   กำหนดให ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อย ู  ในร ูปท ั ่ ว ไปคือ 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   

กำหนดให 1 ( ) x
hy x e  ดังนั้น 1' ( ) x

hy x e   และ 2
2 ( ) x

hy x e  ดังน้ัน 2
2' ( ) 2 x

hy x e  

เพื่อใหงาย แทน ( )u x  ดวย u  และแทน ( )v x  ดวย v   
2' ' 0x xu e v e            (E3.12-1) 

2 3'( ) '2x x xu e v e e           (E3.12-2) 

ดังน้ัน 

2

1 2 1 2

3 2 5 4

2 2

( )
'( )

( ) ' ( ) ' ( ) ( ) 2 ( ) 3 3

x x x x
h

x x x x x
h h h h

g x y e e e e
u x

y x y x y x y x e e e e e 

 
      

  
 

1

1 2 1 2

3 2( )
'( )

( ) ' ( ) ' ( ) ( ) 3 3 3

x x x x
h

x x
h h h h

g x y e e e e
v x

y x y x y x y x e e


   


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4 4 41 1 1 1
( )

3 3 4 12
x x xu x e dx e e       

   

1 1
( )

3 3
x xv x e dx e   

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ 4 2 3 3 3
1 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 3 12 3 4
x x x x x x x

p h hy x u x y x v x y x e e e e e e e           

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 3'' ' 2 xy y y e    คือ 2 3
1 2

1

4
x x xy C e C e e    

 

ตัวอยางที่ 3.13 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 2 ' sinxy y e x   ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' 2 ' sinxy y e x   ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ '' 2 ' sinxy y e x   ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 2 ' 0y y   สามารถเขียน

ใหอยูในรูปของ   ไดดังนี้ 2 2 0    

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 2) 0    ดังนั้น 1 2   และ 2 0   

เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนจริงไมซ้ำ ดังนั้น ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 2 ' 0y y   

คือ 2
1 2( ) x

hy x C C e    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟ  ง ก  ช ั น  ( ) sinxg x e x  ก ำ ห น ด ใ ห ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  อ ย ู  ใ น ร ู ป ท ั ่ ว ไ ป คื อ 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   

กำหนดให 1( ) 1hy x   ดังนั้น 1' ( ) 0hy x   และ 2
2 ( ) x

hy x e  ดังนั้น 2
2' ( ) 2 x

hy x e  

เพื่อใหงาย แทน ( )u x  ดวย u  และแทน ( )v x  ดวย v   
2' ' 0xu v e            (E3.13-1) 

2'(0) '2 sinx xu v e e x          (E3.13-2) 

ดังน้ัน 

2'2 sinx xv e e x  หรือ 2

sin 1
' sin

2 2

x
x

x

e x
v e x

e
       (E3.13-3) 

จาก (E3.13-3) แทนใน (E3.13-2) จะไดเปน (E3.13-4) 

 2 21 1
' ' sin sin

2 2
x x x xu v e e x e e x           (E3.13-4) 

ดังน้ัน 
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 1 1 1 1
sin (sin cos ) sin cos

2 2 2 4
x x xv e xdx e x x e x x          

   

 1 1 1 1
sin (sin cos ) sin cos

2 2 2 4
x x xu e xdx e x x e x x

         
   

แทนคา 

    2
1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) sin cos (1) sin cos

4 4
x x x

p h hy x u x y x v x y x e x x e x x e        

   1 1 1
( ) sin cos sin cos sin

4 4 2
x x x

py x e x x e x x e x        

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ 1
( ) sin

2
x

py x e x    

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' 2 ' sinxy y e x   คือ 2
1 2

1
( ) sin

2
x xy x C C e e x    

 

ตัวอยางที่ 3.14 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' secy y x   ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' secy y x   ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ '' secy y x   ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 0y y   สามารถเขียนใหอยูใน

รูปของ   ไดดังน้ี 2 1 0    

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน 2 1    ดังนั้น 1 i   และ 2 i    

เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนเชิงซอนดังนั้น ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 0y y   คือ 

1 2( ) cos sinhy x C x C x    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟงกชัน ( ) secg x x  กำหนดใหผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  อยูในรูปทั่วไปคือ 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   

กำหนดให 1( ) coshy x x  ดังนั้น 1' ( ) sinhy x x   และ 2( ) sinhy x x  ดังน้ัน 2' ( ) coshy x x  

เพื่อใหงาย แทน ( )u x  ดวย u  และแทน ( )v x  ดวย v   

' cos ' sin 0u x v x           (E3.14-1) 

' sin ' cos secu x v x x           (E3.14-2) 

ดังน้ัน 

2

1 2 2 1

sec sin
'( ) sec sin

cos cos ( sin sin )

( )

( ' )
h

h h h h

x x
u x x x

x x

g x y

y y y x xy


 







 
   (E3.14-3) 
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1

1 2 2 1

sec cos
'( ) sec cos 1

c

(

os cos ( sin si( n' )

)

' )
h

h h h h

x x
v x x x

x x

g x y

y y y y x x
   

 
  (E3.14-4) 

( ) sec sin ln cosu x x xdx x    และ ( ) 1v x dx x   

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos ln cos sinp h hy x u x y x v x y x x x x x     

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ ( ) cos ln cos sinpy x x x x x   

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   '' secy y x   คื อ 

1 2( ) cos sin cos ln cos siny x C x C x x x x x     

 

ตัวอยางที่ 3.15 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 sin 2y y x   ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร  

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 sin 2y y x   ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 sin 2y y x   ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 4 0y y   สามารถเขียนให

อยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 4 0    

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน 2 4   ดังนั้น 1 2i   และ 2 2i    

เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนเชิงซอนดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 4 0y y   

คือ 1 2( ) cos 2 sin 2hy x C x C x    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟ  ง ก  ช ั น  2( ) sin 2g x x  ก ำ ห น ด ใ ห ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  อ ย ู  ใ น ร ู ป ท ั ่ ว ไ ป คื อ 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   

กำหนดให 1( ) cos 2hy x x  ดังน้ัน 1' ( ) 2sin 2hy x x   และ 2 ( ) sin 2hy x x  ดังนั้น 2' ( ) 2cos2hy x x  

เพื่อใหงาย แทน ( )u x  ดวย u  และแทน ( )v x  ดวย v   

' cos 2 ' sin 2 0u x v x          (E3.15-1) 
22 'sin2 2 'cos2 sin 2u x v x x          (E3.15-2) 

ดังน้ัน 

   
2

2

1 2 2 1

sin 2 sin 2

os 2 2cos 2 sin 2 2s

( )
'

in( ' ) 2
h

h h h h

g x y
u

y y y

x

x x x xy

x

c


 


 


 

3 3 3

2 2 2 2

sin 2 sin 2 sin 2
'

2 os 2 2sin 2 2( os 2 sin 2 ) 2

x x x
u

c x x c x x

 
   

 
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   
2

1

1 2 1

2

2

sin 2 cos 2 cos 2 sin 2
'

os 2 2cos 2 sin 2 2sin 2

( )

( ' 2' )
h

h h h h

x xg x y

y y y y

x x
v

c x x x x



 

 
 

3 2 21 1 1
sin 2 sin 2 sin 2 sin 2 (1 cos 2 )

2 2 2
u xdx x xdx x x dx          

2 21 1 1
sin 2 ( 1 cos 2 ) sin 2 sin 2 cos 2

2 2 2
u xdx x dx xdx x xdx         

2 21 1 1
sin 2 ( 1 cos 2 ) sin 2 sin 2 cos 2

2 2 2
u xdx x dx xdx x xdx         

3 31 1 1 1 1 1 1
cos2 cos 2 cos2 cos 2

2 2 2 2 3 4 12
u x x x x              

    
 

  2 3 31 1 1 1 1
cos2 sin 2 sin 2 sin 2

2 2 2 3 12
v x x xdx x x      

    

      3 3
1 2

1 1 1
cos2 cos 2 cos2 sin 2 sin 2

4 12 12p h hy x u x y v x y x x x x x          
   

 

   2 4 4 2 4 41 1 1 1 1
cos 2 cos 2 sin 2 cos 2 cos 2 sin 2

4 12 12 4 12py x x x x x x x       

      2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1
cos 2 cos 2 sin 2 cos 2 sin 2 cos 2 cos 2 sin 2

4 12 4 12py x x x x x x x x x        

  2 2 2 2 21 1 1 1 1
cos 2 cos 2 sin 2 cos 2 sin 2

4 12 12 6 12py x x x x x x      

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ   2 21 1
cos 2 sin 2

6 12py x x x   

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   2'' 4 sin 2y y x   คื อ 
2 2

1 2

1 1
( ) cos 2 sin 2 cos 2 sin 2

6 12
y x C x C x x x     

 

ตัวอยางที ่ 3.16 จงหาผลเฉลยทั ่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 2 2" 4 4 ( 1) xy y y x e     ดวยวิธีแปรผัน

พารามิเตอร 
วิธีทำ   

จ า กส ม การ เช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   2 2" 4 4 ( 1) xy y y x e     ผ ล เ ฉล ยท ั ่ ว ไ ปของ สม กา ร ปร ะกอบ ด  ว ย 

( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  
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สมการเชิงอนุพันธ 2 2" 4 4 ( 1) xy y y x e     ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ " 4 4 0y y y    

สามารถเขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 4 4 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 2)( 2) 0     ดังนั้น 1 2   และ 2 2   

เนื ่องจากคาของ   เปนจำนวนจริงซ้ำกัน ด ังน ั ้น ผลเฉลยทั ่วไปของสมการเช ิงอนุพันธแบบเอกพันธ 

" 4 4 0y y y    คือ 2
1

2 2
1 22( ) ( ) x

h
x xy x C C x e xee cC      

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟ  ง ก  ช ั น  2 21( ) ( ) xg x x e  ก ำ ห น ด ใ ห ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  อ ย ู  ใ น ร ู ป ท ั ่ ว ไ ป คื อ 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   

กำหนดให 2
1( ) x
hy x e  ดังนั้น 2

1' ( ) 2 x
hy x e  และ 2

2 ( ) x
hy x xe  ดังน้ัน 2 2

2' ( ) 2 x x
hy x xe e   

เพื่อใหงาย แทน ( )u x  ดวย u  และแทน ( )v x  ดวย v   
2 2' ' 0x xu e v xe           (E3.16-1) 
2 2 2 2 2'2 '(2 ) (1 )x x x xu e v xe e x e           (E3.16-2) 

ดังน้ัน 
2 2 2 3 4 3 4

32
2 2 2 2 2 4 4 4 4

1 2 2 1

( ) ( 1) ( ) ( )
'

( ' ) (2 ) 2 2 2

x x x x
h

x x x x x x x x x
h h h h

g x y x e e x x e x x e
u x x

y y y y e xe e xe e xe e xe

x

e

   
        

   



 

4 2
3( )

4 2

x x
u x x dx       

2 2 2 2 4
21

4 4
1 2 2 1

( ) ( 1) ( 1)
' 1

( ' )

x x x
h

x x
h h h h

g x y x e e x e
v x

y y y y e e

 
    


 

 
2

2 1
2

x
v x dx x     

   
4 2 3 4 2

2
1 2

2 2
4

2

4 2 3 4 2 3
x x x

p h h

x x x x x x
y e x xu x y v x ex ey

     
           
     

      

4 2 2 2 4 2 2 21 1 1 1 1
1

3 4 2 12 2
x x x x

py x e x e x e x e          
   

 

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ 4 2 2 21 1

12 2
x x

py x e x e   

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   2 2" 4 4 ( 1) xy y y x e     คื อ 
2 2 4 2 2 2

1 2

1 1

12 2
x x x xy C e C xe x e x e     

 



65 

 

ตัวอยางที่ 3.17 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 1
" 3 ' 2

1 x
y y y

e
  


 ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 1
" 3 ' 2

1 x
y y y

e
  


 ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 1
" 3 ' 2

1 x
y y y

e
  


 ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ " 3 ' 2 0y y y    สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังนี้ 2 3 2 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 1)( 2) 0     ดังนั้น 1 2    และ 2 1    

เนื ่องจากคาของ   เปนจำนวนจริงไมซ้ำกัน ดังนั ้น ผลเฉลยทั ่วไปของสมการเช ิงอนุพันธแบบเอกพันธ 

" 3 ' 2 0y y y    คือ 1
2

2( ) x x
h ey x C e C     

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

ฟ  ง ก  ช ั น  1
( )

1 x
g x

e



 ก ำ ห น ด ใ ห ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  อ ย ู  ใ น ร ู ป ท ั ่ ว ไ ป คื อ 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   

กำหนดให 1 ( ) x
hy x e  ดังนั้น 1' ( ) x

hy x e   และ 2
2 ( ) x

hy x e  ดังนั้น 2
2' ( ) 2 x

hy x e   

เพื่อใหงาย แทน ( )u x  ดวย u  และแทน ( )v x  ดวย v   
2' ' 0x xu e v e            (E3.17-1) 

2 11
' 2 ' (1 )

1
x x x

x
u e v e e

e
      


       (E3.17-2) 

ดังน้ัน 
1 1 1

12
2 2 3 3 3

1 2 2

2 2 2

1

( ) (1 ) (1 ) (1

) (

)
' (1 )

( ' ) ( 2 2)

x x x
xh

x x x x x x x
h h h h

x x x
xg x y e e e

u e
y y y y e e e e e

e e

e
e

e

e  


 

 





    
      

     
    

 

1(1 )x xu e e dx   

กำหนดให 1 xA e   ดังนั้น xdA e dx  

1
ln

1

x x

x x

e e
dx dA dA A

e Ae A
  

    

ดังน้ัน 1(1 ) ln 1 ln(1 )x x x xu e e dx e e       
1

1 21
3

1 2 2 1

( ) (1 )
' (1 )

( ' )

x x
x xh

x
h h h h

g x y e e
v e e

y y y y e

 





    

 
 

2
1 2(1 )

(1 )

x
x x

x

e
v e e dx dx

e
    

   
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กำหนดให 1 xA e   ดังนั้น xdA e dx  และ 1xe A   
2

1 ln
( 1

(1 ) (1 )

) ( 1) 1x x x x

x x x

e e e e
dx dx dA dA dA A A

e e Ae

A A

A A
           

 
      

 
2

1 ln 1 1 ln 1
(1 )

x
x x x x

x

e
v dx e e e e

e
           

  

 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ln(1 ) 1 ln(1 )x x x x x

p h hy x u x y x v x y x e e e e e           
2 2( ) ln(1 ) ln(1 )x x x x x x

py x e e e e e e          

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ 
2 2( ) ln(1 ) ln(1 )x x x x x x

py x e e e e e e          

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   1
" 3 ' 2

1 x
y y y

e
  


 คื อ 

2 2 2
1 2( ) ln(1 ) ln(1 )x x x x x x x xy x C e C e e e e e e e              

 

3.3.3 วิธีดำเนินการผกผนั 
 การหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x  ดวยวิธีดำเนินการผกผัน (inverse operator method) 

กำหนดใหสัญญาลักษณของตัวดำเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) เปน D  เมื่อ d
D

dx
  ดังนั้น 

2

2
( )

d y dy
a by g x

dx dx
    สามารถเขียนไดเปน 2 ( )D y aDy by g x    หรือ  2 ( )D aD b y g x    

สามารถเขียนยอไดดัง ( ) ( )P D y g x  

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x  ไดเปน 
1

( )
( )py g x

P D
  เมื่อ 

1

( )P D
 เรียกวาตัวดำเนินการแบบ

ผกผัน (inverse operator)  

สมบัติเชิงเสนของตัวดำเนินการแบบผกผันมีดังน้ี 

1.  1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )py f x g x f x g x
P D P D P D

        

2. 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )py f x f x f x f x
P D Q D P D Q D Q D P D Q D P D

   
      

   
 

3. 1 1 1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )py f x f x f x
P D Q D P D Q D

   
 

    
 

 

 

สำหรับการดำเนินการของตัวดำเนินการแบบผกผันมีสมบัติดังนี้ 

1. 1
( ) ( )g x g x dx

D
   
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2. 
1

1 1 1
( ) ( ) ( )( )n

n n
g x g x g x dx

D D D     

3. 1
( ) ( )ax axg x e e g x dx

D a


   

4. 
    1

1 1 1
( ) ( ) ( )( )ax ax n

n ng x g x e e g x dx
D aD a D a


 

     

 

ตัวอยางที่ 3.18 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 3 xy y y e    ดวยวิธีดำเนินการผกผัน 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 3 xy y y e    ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 3 xy y y e    ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 4 ' 3 0y y y    สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังนี้ 2 4 3 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 1)( 3) 0     ดังนั้น 1 1   และ 2 3   

เนื ่องจากคาของ   เปนจำนวนจริงไมซ้ำกัน ดังนั ้น ผลเฉลยทั ่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 

'' 4 ' 3 0y y y    คือ 3
1 2( ) x x

hy x C e C e    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x  ดวยวิธีดำเนินการผกผัน 

ฟงกชัน 2( ) xg x e  กำหนดใหผลเฉลยเฉพาะ 
1

( ) ( )
( )py x g x

P D
  

2 2( 4 3) ( ) x
pD D y x e    

2 2
2

1 1
( )

4 3 ( 1)( 3)
x x

py x e e
D D D D

 
   

 

  3 3 2 3 3 21 1 1 1
( )

1 1 1 1
x x x x x x x x

py x e e e dx e e dx e e e
D D D D

        
      

  2 2 21

1
x x x x x x x x x

py x e e e e dx e e dx e e e
D

          
    

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ   2x
py x e   

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 2'' 4 ' 3 xy y y e    คือ 3 2
1 2

x x xy C e C e e    

 

ตัวอยางที่ 3.19 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 5'' 3 ' 2 xy y y e    ดวยวิธีดำเนินการผกผัน 

วิธีทำ 
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จากสมการเชิงอนุพันธ 5'' 3 ' 2 xy y y e    ผลเฉลยทั่วไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ 5'' 3 ' 2 xy y y e    ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 3 ' 2 0y y y    สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของ   ไดดังน้ี 2 3 2 0     

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 1)( 2) 0     ดังนั้น 1 1   และ 2 2   

เนื ่องจากคาของ   เป นจำนวนจริงไมซ้ำกัน ดังนั ้น ผลเฉลยทั ่วไปของสมการเช ิงอนุพันธแบบเอกพันธ 

'' 3 ' 2 0y y y    คือ 2
1 2( ) x x

hy x C e C e    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x  ดวยวิธีดำเนินการผกผัน 

ฟงกชัน 5( ) xg x e  กำหนดใหผลเฉลยเฉพาะ 
1

( ) ( )
( )py x g x

P D
  

2 5( 3 2) ( ) x
pD D y x e    

5 5 5 5
2

1 1 1 1
( )

3 2 ( 2)( 1) 2 1
x x x x

py x e e e e
D D D D D D

   
     

 

2 2 5 5 2 3 4( ) x x x x x x x x x x
py x e e e dx e e e dx e e dx e e dx         

2 3 4 5 51 1 1 1 1
( )

3 4 3 4 12
x x x x x x

py x e e e e e e
      
 

 

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ 51
( )

12
x

py x e  

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 5'' 4 ' 3 xy y y e    คือ 2 5
1 2

1
( )

12
x x xy x C e C e e    

 

ตัวอยางที่ 3.20 จงหาผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' xy y e   ดวยวิธีดำเนินการผกผัน 

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' xy y e   ผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย ( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

สมการเชิงอนุพันธ '' xy y e   ปรับเปนสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 0y y   สามารถเขียนใหอยูในรูป

ของ   ไดดังน้ี 2 1 0    

เมื่อแยกตัวประกอบไดเปน ( 1)( 1) 0     ดังน้ัน 1 1   และ 2 1    

เนื่องจากคาของ   เปนจำนวนจริงไมซ้ำกัน ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ '' 0y y   

คือ 1 2
x x

hy C e C e    

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x  ดวยวิธีดำเนินการผกผัน 
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ฟงกชัน ( ) xg x e  กำหนดใหผลเฉลยเฉพาะ 1
( ) ( )

( )py x g x
P D

  

2( 1) ( ) x
pD y x e   

2

1 1 1 1 1
( )

1 ( 1)( 1) 2 1 1
x x x

py x e e e
D D D D D

            
 

21 1 1 1 1
( )

2 1 1 2 2
x x x x x x x x x x x

py x e e e e e dx e e e dx e e dx e dx
D D

                              

 21 1 1 1 1
( ) 1 2

2 2 2 2 4
x x x x x x

py x e e e x e xe x e                    
 

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะ  1
( ) 1 2

4
x

py x x e    

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ '' xy y e   คอื  1 2

1
( ) 1 2

4
x x xy x C e C e x e      

 

3.3.4 วิธีดำเนินการผกผนัแบบลัด 
 วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด (short inverse operator method) เปนวิธีที่ชวยใหสามารถหาผลเฉลย

เฉพาะไดเร็วข้ึน  2 ( )D aD b y g x    

ดังน้ัน 

2

1 1
( ) ( ) ( )

( )py x g x g x
D aD b P D

 
 

 

เมื่อ  1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
P D g x g x P D g x

P D P D

 
  

 
 

 

กรณี 1. เมื่อฟงกชัน ( ) xg x e  

จ า ก     2 2( ) ( )x x x xP D e D aD b e a b e P e             เ ม ื ่ อ  2( )P a b      แ ล ะ 

( ) 0P    

( ) ( )x xP D e P e   
เมื่อหารดวย ( )P D  ทั้งสองขางของสมการ 

ดังน้ัน  
1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x x xP D e P e P e
P D P D P D

      

1
( )

( )
x xe P e

P D
    

หารดวย ( )P   ทั้งสองขาง 
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1 1

( ) ( )
x xe e

P D P
 


  

ผลเฉลยเฉพาะ 
1 1

( ) ( )
x x

py e e
P D P

 


   เมื่อ ( ) 0P    

ในกรณทีี ่ ( ) 0P     

( ) ( ) ( )x n xP D e D D e     เมื่อ 1n   

เมื่อหารดวย ( )P D  ทั้งสองขางของสมการ 

ดังน้ัน  
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x n x n xP D e D D e D D e
P D P D P D

          

1
( ) ( )

( )
x n xe D D e

P D
     

หารดวย ( ) ( )nD D   ทั้งสองขาง 

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

n n
e e e

P D D D D D
  

   
 

     
 

จาก 
    1

1 1 1
( ) ( ) ( )( )ax ax n

n ng x g x e e g x dx
D aD a D a


 

     

1 1 1 1
( )

( ) ( ) ( ) ( )
x x x x x n

n
e e e e e dx

P D D D D
    

  
        

   

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ! ( ) !

n x n x
x x

n

x e x e
e e

P D D D D n n

 
 

    
 

    
 

 

ตัวอยางที่ 3.21 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 5'' 3 ' 2 xy y y e    ดวยวิธีดำเนินการ

ผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

สมการเชิงอนุพันธ 5'' 3 ' 2 xy y y e    เขียนใหอยูในรูปตัวดำเนินการผกผัน 

 2 53 2 xD D y e     

 
5 5

2

1 1 1
( )

( ) 125 3(5) 2
x x x

py x e e e
P




  

 
 

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 5'' 3 ' 2 xy y y e    คือ 51
( )

12
x

py x e  
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ตัวอยางที ่  3.22 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเช ิงอน ุพันธ  22'' 4 ' 3 3xy y y e     ด วย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

สมการเชิงอนุพันธ  22'' 4 ' 3 3xy y y e     เขียนใหอยูในรูปตัวดำเนินการผกผัน 

   22 2 4 24 3 ( ) 3 6 9x x x
pD D y x e e e        

ดังน้ัน 
   4 2

2

1 1
( ) 6 9

( ) 4 3
x x x

py x e e e
P D D




   

 
 

     
4 2 0

2 2 2

1 1 1
( ) 6 9

4 3 4 3 4 3
x x x

py x e e e
D D D D D D

  
     

 

     
4 2 0

2 2 2

1 1 1
( ) 6 9

4 4(4) 3 2 4(2) 3 0 4(0) 3
x x x

py x e e e  
     

 

4 2 0 4 21 1 1 1
( ) 6 9 6 3

3 1 3 3
x x x x x

py x e e e e e     


 

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ  22'' 4 ' 3 3xy y y e     คือ 4 21
( ) 6 3

3
x x

py x e e    

 

ต ัวอย างที ่  3.23 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเช ิงอน ุพันธ   2'' 3 ' 2 2x xy y y e e     ด วย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

สมการเชิงอนุพันธ 2'' 3 ' 2 2x xy y y e e     เขียนใหอยูในรูปตัวดำเนินการผกผัน 

 2 23 2 ( ) 2x xD D y x e e     ซ ึ ่ ง  2( ) 3 2P D D D    ส า ม า ร ถ แ ย ก ต ั ว ป ร ะ ก อ บ ไ ด  เ ป น 

( ) ( 2)( 1)P D D D    เมื่อพิจารณาฟงกชัน 2( ) 2x xg x e e   พบวา เมื่อ 1   และ 2   สงผลให 

( ) 0P     

ดังน้ัน ใชสูตร 
 

1 1

! ( )( )
x n x

n e x e
nD D

 

  



 เมื่อ ( ) 0P    และ 1,2,3,...n   

       
21 1 1 1

( ) 2
2 1 1 2

x x
py x e e

D D D D

   
    

         
 

เนื่องจาก 1n   ดังน้ัน 
 

1

1!
x xx

e e
D

 





 

       
2 21 1 1 1

( ) 2 2
2 1! 1 1! 1 2 1! 2 1 1!

x x x x
p

x x x x
y x e e e e

D D
                           

 

2( ) 2x x
py x xe xe    
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ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 2'' 3 ' 2 2x xy y y e e     คอื 2( ) 2x x
py x xe xe    

 

กรณี 2. เมื่อฟงกชัน  ( ) sing x x  หรือ  ( ) cosg x x  

พิจารณา 

   sin cosD x x    

   2 2sin sinD x x     

   3 3sin cosD x x     

   4 4sin sinD x x     

สามารถสร ุปได  ว  า เม ื ่ ออ ันด ับอน ุพ ันธ  เป นเลขค ู   พบว  า       2 2sin 1 sin
nn nD x x    .ทำ ให  

 2 2( )sin( ) sin( )P D x P x      

หารดวย 2( )P D  ทั้งสองขางสมการ 

   2 2
2 2

1 1
sin( ) sin( ) sin( )

( ) ( )
x P x P x

P D P D
         

 2 2

1 1
sin( ) sin( )

( )
x x

P D P
 





 เม่ือ  2 0P    

สำหรับ  ( ) cosg x x  ทำเชนเดียวกับ  ( ) sing x x  

 2 2

1 1
cos( ) cos( )

( )
x x

P D P
 





 เมื่อ  2 0P    

ในกรณทีี่  2 0P    

2 2

1
sin( ) cos( )

2

x
x x

D
 

 
 


 

2 2

1
cos( ) sin( )

2

x
x x

D
 

 



 

 

ตัวอยางที ่  3.24 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเช ิงอน ุพันธ   '' 3 ' 2 10sin 2y y y x    ด วย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   '' 3 ' 2 10sin 2y y y x    เ ข ี ย น ใ ห  อ ย ู  ใ น ร ู ป ต ั ว ด ำ เ น ิ น ก า ร ผ ก ผั น 

 2 3 2 10sin 2D D y x    ซึ่ง 2( ) 3 2P D D D    เมื่อพิจารณาฟงกชัน ( ) 10sin 2g x x  ดังนั้น เม่ือ

แ ท น ค  า ด  ว ย  2   เ ม ื ่ อ แ ท น ล ง ใ น เ ท อ ม  2 2( ) ( )P D P    ไ ด  เ ป น 
2 2( ) 3 2 (2) 3 2 3 4P D D D             ซึ่ง  2 0P    
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ดังน้ัน ใชสูตร 
 2 2

1 1
sin( ) sin( )

( )
x x

P D P
 





 เม่ือ  2 0P    

แทนคาดวย 2   ที่ 2D  

   2 2

1 1
( ) 10sin 2 10 sin 2

3 2 (2) 3 2
py x x x

D D D
 

    
 

     
10 10 10

( ) sin 2 sin 2 sin 2
4 3 2 3 6 3 2py x x x x

D D D
  

      
 

ทำการคูณดวยคอนจูเกตของ  2D   ดวย  2D   

 
 
 

 
 2

2 10 210
( ) sin 2 sin 2

3 2 2 3 4
p

D D
y x x x

D D D

 
 
    

 

แทนคาดวย 2   ที่ 2D  

 
 

 
 

 
2

10 2 10 2 10 2
( ) sin 2 sin 2 sin 2

3 4 4 ( 3)( 8)3 (2) 4
p

D D D
y x x x x

  
  

      
 

   10 10 10
( ) 2 sin 2 sin 2 2sin 2 2cos 2 2sin 2

24 24 24p

d
y x D x x x x x

dx
       
 

 

 5
( ) cos 2 sin 2

12py x x x   

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ '' 3 ' 2 10sin 2y y y x    คอื  5
( ) cos 2 sin 2

12py x x x   

 

ตัวอยางที่ 3.25 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ '' cosy y x   ดวยวิธีดำเนินการผกผัน

แบบลัด 

วิธีทำ 

สมการเช ิงอน ุพ ันธ   '' cosy y x   เข ียนให อย ู  ในร ูปต ัวดำเนินการผกผ ัน  2 1 10sin 2D y x   ซึ่ ง 
2( ) 1P D D   เมื ่อพิจารณาฟงกชัน ( ) cosg x x  ดังน ั ้น เมื ่อแทนคาดวย 1   เมื ่อแทนลงในเทอม 

2 2( ) ( )P D P    ไดเปน 2 2( ) 1 (1) 1 1 1 0P             ซึ่ง  2 0P    

ดังน้ัน 
2 2

1
cos( ) sin( )

2

x
x x

D
 

 



 

 2

1
( ) cos sin sin

2(1) 21
p

x x
y x x x x

D
  


 

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ '' cosy y x   คือ ( ) sin
2p

x
y x x  
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กรณี 3. เมื่อฟงกชัน ( ) mg x Ax  เมื่อ A  เปนคาคงตัว และ m  เปนจำนวนเต็ม 

( ) ( ) m
pP D y x Ax  

พิจารณา ( ) ( )P D D a   เม่ือ 0a   

( ) ( ) m
pD a y x Ax   

1 1 1
( )

( ) ( )
1

m m m
py x Ax Ax Ax

DD a a D
a

a

  
      

 

 

เมื่อ 
2 3 4

1
1 ...

1

D D D D
D a a a a
a

                       
 

 

2 3 4
1

( ) 1 ... m
p

D D D D
y x Ax

a a a a a

                         
 

เนื่องจาก 1 0m mD x   
2 3 4 21

2

( 1) !
( ) 1 ... ...

mm
m m

p m

A D D D D A mx m m x m
y x x x

a a a a a a a a a

                                     
 

เมื่อ 0a   

 

ตัวอยางที ่ 3.26 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 22 '' 2 ' 3 2 1y y y x x      ด วย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   22 '' 2 ' 3 2 1y y y x x      เ ข ี ย น ใ ห  อ ย ู  ใ น ร ู ป ต ั ว ด ำ เ น ิ น ก า ร ผ ก ผั น 

 2 22 2 3 2 1D D y x x      ซึ่ง 2( ) 2 2 3P D D D    เมื่อพิจารณาฟงกชัน 2( ) 2 1g x x x     

ดังน้ัน  

   2 2 2
2

1 1 2 2
( ) 2 1 ... 2 1

(2 2 3) 3 9 27py x x x D D x x
D D

             
 

     2 2 2 21 2 2
( ) 2 1 2 1 2 1

3 9 27py x x x D x x D x x          

     2 21 2 2 1 2 4 1 4 4
( ) 2 1 2 2 2

3 9 27 3 3 9 3 9 27py x x x x x x
                  
   

 

21 2 25
( )

3 9 27py x x x    

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 22 '' 2 ' 3 2 1y y y x x      คือ 21 2 25
( )

3 9 27py x x x    
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ตัวอยางที ่ 3.27 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเช ิงอนุพันธ 2" ' 2 2 2 2y y y x x      ดวย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   2" ' 2 2 2 2y y y x x      เ ข ี ย น ใ ห  อ ย ู  ใ น ร ู ป ต ั ว ด ำ เ น ิ น ก า ร ผ ก ผั น 
2 2( 2) ( ) 2 2 2pD D y x x x      ซึ่ง 2( ) 2P D D D    เม่ือพิจารณาฟงกชัน 2( ) 2 2 2g x x x     

ดังน้ัน  

2 2
2 2

1 1
( ) (2 2 2 ) (2 2 2 )

2 2py x x x x x
D D D D

     
    

 

   2 2 2 2 2 21 3 1 3
2 2 2 (2 2 2 ) (2 2 2 ) (2 2 2 )

2 4 8 2 4 8p

D D
y x D x x x x x x D x x                     

   
 

  2 2 21 3 1 3
1 (2 4 ) ( 4) 1

4 8 2 2py x x x x x x x x                 

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 2" ' 2 2 2 2y y y x x      คือ   2
py x x  

 

กรณี 4. เมื่อฟงกชัน ( ) ( )xg x e G x  เม่ือ   เปนคาคงตัว 

( ) ( ) ( )x
pP D y x e G x  

1
( ) ( )

( )
x

py x e G x
P D

  

จาก ( ) ( )x x x xD e y e Dy e y e D y         

ดังน้ัน 

( ) ( ) ( ) ( )x xP D e G x e P D G x        

ถาให 1( ) ( ) ( )P D G x G x   ดังน้ัน 1

1
( ) ( )

( )
G x G x

P D 



 

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
x x xP D e G x P D e G x e G x

P D
  


        

 

หารดวย ( )P D  ทั้งสองขางของสมการ 

1 1

1 1
( ) ( )

( ) ( )
x xe G x e G x

P D P D
 





 

 

ดังน้ัน 

1 1
( ) ( )

( ) ( )
x xe F x e F x
P D P D

 


   

 หรือ 
1 1

( ) ( )
( ) ( )

x xe F x e F x
P D P D

 


    
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ตัวอยางที ่  3.28 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเช ิงอน ุพันธ   '' 2 ' 4 sin 2xy y y e x    ด วย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   '' 2 ' 4 sin 2xy y y e x    เ ข ี ย น ใ ห  อ ย ู  ใ น ร ู ป ต ั ว ด ำ เ น ิ น ก า ร ผ ก ผั น 
2( 2 4) ( ) sin 2x

pD D y x e x    ซึ่ง 2( ) 2 4P D D D    เมื่อพิจารณาฟงกชัน ( ) sin 2xg x e x   

ดังน้ัน  

 
1 1

( ) sin 2 sin 2
(D) 1

x x
py x e x e x

P P D
 


 

 2 2 2

1 1 1
( ) sin 2 sin 2 sin 2

2 1 2 2 4 4 71 2( 1) 4
x x x

py x e x e x e x
D D D D DD D

  
         

 

2 2

1 1 1
( ) sin 2 sin 2 sin 2

4 7 2 4 7 4 3
x x x

py x e x e x e x
D D D D

  
     

 

   2 2

4 3 1 1 1
( ) sin 2 4 3 sin 2 4 3 sin 2

4 3 4 3 16 9 16(2) 9
x x x

p

D
y x e x e D x e D x

D D D


    

    
 

     1 1 1
( ) 4 3 sin 2 4 sin 2 3 sin 2

73 73 73
x x x

py x e D x e D x e x     


 

   1 3
( ) 8cos 2 sin 2 8cos 2 3sin 2

73 73 73

x
x x

p

e
y x e x e x x x        

ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   '' 2 ' 4 sin 2xy y y e x    คื อ 

 ( ) 8cos2 3sin 2
73

x

p

e
y x x x     

 

ต ัวอย างท ี ่  3.29 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเช ิงอน ุพันธ   3 2 sinxy y y e x     ด วย

วิธีดำเนินการผกผัน 

วิธีทำ  

ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   3 2 sinxy y y e x     เ ข ี ย น ใ ห  อ ย ู  ใ น ร ู ป ต ั ว ด ำ เ น ิ น ก า ร ผ ก ผั น 
2( 3 2) ( ) sinx

pD D y x e x    ซึ่ง 2( ) 3 2P D D D    เม่ือพิจารณาฟงกชัน ( ) sinxg x e x   

ดังน้ัน  

2

1
( ) sin

3 2
x

py x e x
D D


 

 

 2 2

1 1
( ) sin sin

2 1 3 3 21 3( 1) 2
x x

py x e x e x
D D DD D

  
       

 

2 2

1 1 1
( ) sin sin sin

5 6 1 5 6 5 5
x x x

py x e x e x e x
D D D D

    
      
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2 2 2 2 2 2

1 5 5 5 5 5 5
( ) sin sin sin

5 5 5 5 5 5 5 ( 1 ) 5
x x x

p

D D D
y x e x e x e x

D D D
                

 

( ) (5 5)sin ( 1)sin (cos sin )
50 10 10

x x x

p

e e e
y x D x D x x x

  

       

ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 3 2 sinxy y y e x     คอื ( ) (cos sin )
10

x

p

e
y x x x



   

 

ตัวอยางที่ 3.30 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเชิงอนุพันธ 3'' 4 ' 3 4 8 cos 2x xy y y xe e x     ดวย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

สมการ เ ช ิ ง อน ุพ ั น ธ   3'' 4 ' 3 4 8 cos 2x xy y y xe e x     เ ข ี ยน ให  อย ู  ใ นร ู ปต ั ว ด ำ เน ิ นการ ผกผั น 
2 3( 4 3) ( ) 4 8 cos 2x x

pD D y x xe e x     ซ ึ ่ ง  2( ) 4 3P D D D    เ ม ื ่ อ พ ิ จ า ร ณ า ฟ  ง ก  ชั น 
3( ) 4 8 cos 2x xg x xe e x    

ดังน้ัน  

 3 31 1 1
( ) 4 8 cos 2 4 8 cos 2

(D) (D) (D)
x x x x

py x xe e x xe e x
P P P

     

3 1 1
( ) 4 8 cos 2

(D 3) (D 1)
x x

py x e x e x
P P

 
 

 

       
3

2 2

1 1
( ) 4 8 cos 2

3 4 3 3 1 4 1 3
x x

py x e x e x
D D D D

 
       

3 3
2 2 2

1 1 1 1 1
( ) 4 8 cos2 4 8 cos2

2 2 2 2 2
x x x x

py x e x e x e x e x
D D D D D D D

          
 

3 31 1 1 1 1 1 1 1
( ) 4 ... 8 cos2 4 4 cos 2

2 4 2 4 2 4 2
x x x x

py x e D x e x e x e x
D D D D

                       
 

จาก 1
( ) ( )g x g x dx

D
   

 3 3 2
2

1 1 2 1 1 1 1
( ) 4 4 cos 2 4 4 2 cos 2

2 4 2 2 4 4 4
x x x x

p

D
y x e x dx e x e x x e D x

D D D

                   

     3 2 3 2
2

1 1 1 1
( ) 4 4 2 cos 2 4 2 cos 2

4 4 2 4 8
x x x x

py x e x x e D x e x x e D x
              

       3 2 3 21 1
( ) 2 cos 2 2sin 2 2cos 2

2 2
x x x x

py x e x x e D x e x x e x x          

       3 2 3 21
( ) 2 cos 2 sin 2 cos 2

2
x x x x

py x e x x e D x e x x e x x         
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ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   3'' 4 ' 3 4 8 cos 2x xy y y xe e x     คื อ 

   3 2( ) sin 2 cos 2x x
py x e x x e x x     

 

กรณี 5. เมื่อฟงกชัน ( ) ( )g x xF x  

 ( ) ( ) ( )G( ) '( )G( )P D xG x xP D x P D x    

ให ( ) ( ) ( )P D G x F x  ดังน้ัน 
1

( ) ( )
( )

G x F x
P D

  

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( )

( ) ( ) ( )
P D x F x xP D F x P D F x

P D P D P D

 
  

 
 

1 1
( ) ( ) ( ) '( ) ( )

( ) ( )
P D x F x xF x P D F x

P D P D

 
  

 
 

หารดวย ( )P D  ทั้งสองขางของสมการ 

1 1 1 1
( ) ( ) '( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
x F x xF x P D F x
P D P D P D P D

   

ดังน้ัน 
1 1 1 1

( ) ( ) '( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

xF x x F x P D F x
P D P D P D P D

   

 

ตัวอยางท ี ่  3.31 จงหาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของสมการเช ิงอนุพ ันธ   '' 3 ' 2 sin 2y y y x x    ด วย

วิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 

วิธีทำ 

ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   '' 3 ' 2 sin 2y y y x x    เ ข ี ย น ใ ห  อ ย ู  ใ น ร ู ป ต ั ว ด ำ เ น ิ น ก า ร ผ ก ผั น 
2( 3 2) ( ) sin 2pD D y x x x    ซึ่ง 2( ) 3 2P D D D    เมื่อพิจารณาฟงกชัน ( ) sin 2g x x x   

ดังน้ัน  

     
1 1 1 1

( ) sin 2 sin 2 '( ) sin 2
(D)py x x x x x P D x

P P D P D P D
    

2 2 2

1 1 1
( ) sin 2 (2 3) sin 2

3 2 3 2 3 2py x x x D x
D D D D D D

  
     

   2 22 22 2

1 2 3 1 2 3
( ) sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

3 2 2 3 23 2 2 3 2
p

D D
y x x x x x x x

D D DD D D

 
   

        
 

   2 2

1 2 3 1 2 3
( ) sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

4 3 2 3 24 3 2 3 2
p

D D
y x x x x x x x

D DD D

 
   

      
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2

3 2 1 2 3
( ) sin 2 sin 2

3 2 3 2 9 12 4p

D D
y x x x x

D D D D

        
 

2 2 2

3 2 2 3 3 2 2 3
( ) sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

9 4 9( 2 ) 12 4 9( 2) 4 36 12 4p

D D D D
y x x x x x x x

D D D

   
   

        
 

 3 2 2 3 1 1 3 8 2 3
( ) sin 2 sin 2 3 2 sin 2 sin 2

36 4 12 32 40 4 3 8 3 8p

D D D D
y x x x x x D x x

D D D

                 
 

    
2

3 8 2 31 1
( ) 3(2cos2 ) 2sin 2 sin 2

40 4 9 64p

D D
y x x x x x

D

 
   



   2

2

6 7 241 1
( ) 6cos 2 2sin 2 sin 2

40 4 9( 2 ) 64p

D D
y x x x x x

 
   

 

   1 1
( ) 6cos 2 2sin 2 6( 4sin 2 ) 7(2cos2 ) 24sin 2

40 400py x x x x x x x        

   1 1
( ) 6cos 2 2sin 2 24sin 2 14cos 2 24sin 2

40 400py x x x x x x x        

   1 1
( ) 6cos 2 2sin 2 48sin 2 14cos 2

40 400py x x x x x x     

   1 1
( ) 6cos 2 2sin 2 24sin 2 7cos2

40 200py x x x x x x      

ผ ล เ ฉ ล ย เ ฉ พ า ะ  ( )py x  ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   '' 3 ' 2 sin 2y y y x x    คื อ 

   1 1
( ) 6cos 2 2sin 2 24sin 2 7cos2

40 200py x x x x x x      
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3.4 แบบฝกหัด 
ขอที่ 3.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี ้

1. '' 8 ' 41 0y y y    

2. '' 4 ' 8 0y y y    

3. 4 '' 4 0y y   

4. 16 '' 24 ' 9 0y y y    

5. 2 '' 5 ' 3 0y y y   เมื่อ (0) 3y   และ '(0) 4y    

6. 4 '' 4 ' 0y y y   เมื่อ (0) 1y   และ '(0) 1.5y   

7. '' 16 0y y  เมื่อ ( / 4) 3y    และ '( / 4) 4y    

8. '' 2 ' 5 0y y y   เมื่อ ( ) 0y    และ '( ) 2y    

ขอที ่3.2 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ดวยวิธีเทียบสัมประสิทธิ์ไมรูคา 

1 3'' 5 ' 4 10 xy y y e     

2 '' 9 12cosy y x    

3 '' 4 ' 4 cosxy y y e x     

4. 2'' 3 18y y x   เม่ือ (0) 3y   และ '(0) 0y   

5. '' 4 12sin2y y x   เม่ือ (0) 1.8y   และ '(0) 5y   

ขอที ่3.3 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร 

1 '' tany y x   คำตอบ 1 1

1 1
sin cos cos ln(sin 1) cos ln(sin 1)

2 2
y C x C x x x x x        

2 2'' 1y y x    คำตอบ 2
1 1sin cos 1y C x C x x     

3 1
'' 3 ' 2

1 x
y y y

e
  


 คำตอบ 2 2 2

1 2 ln( 1) ln( 1)x x x x x x x xy C e C e e x e x e e e e          

4 3'' 2 ' 4 lnxy y y e x x    คำตอบ 1 2

3 2 lnx x
x x e e x

y C e C xe
x x

     

ขอที ่3.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ดวยวิธีดำเนินการผกผัน 

1 22 '' 2 ' 3 2 1y y y x x       

2 '' 2 ' 4 sin 2xy y y e x     

3 '' 2 ' sinxy y y xe x     

4 '' 3 ' 2 siny y y x x     

ขอที ่3.5 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ดวยวิธีดำเนินการผกผันแบบลัด 
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1 2'' 2 ' cosxy y y e x     คำตอบ    x 2x
1 2

1 1 1
e e 4sin 2 3cos 2

9 2 50
y C C x x x       

2 '' 4 cos cos3y y x x   คำตอบ 1 2

1 1
sin 2 cos 2 sin 2 cos 4

8 24
y C x C x x x x     

3 2'' 3 ' 2 6 6 11y y y x x      คำตอบ 2 2
1 2

1
3 6

2
x xy C e C e x x      

4 2'' 4 ' 5 4 cosxy y y e x    คำตอบ 2 2 2
1 2sin cos 2 sinx x xy C e x C e x e x x      
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บทที่ 4 การหาผลเฉลยสมการเชิงอนพัุนธดวยการแปลงลาปลาซ 
4.1 บทนำ 

ผลการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) หรือลาปลาซทรานสฟอรมเปนวิธีการหนึ่ง ที่สามารถใชหา

ผลเฉลยของปญหาคาตั้งตนของสมการเชิงอนุพันธ โดยการเปลี่ยนรูปสมการเชิงอนุพันธใหอยูในรูปการแปลงลา

ปลาซแลวหาผลเฉลย ผลการแปลงลาปลาซหาไดจาก (4-1) 

 
0

( ) ( ) ( )stL f t F s e f t dt


          (4-1) 

เมื่อ ( )f t  เปนฟงกชันคาจริงที่มีคา x เทากับ  0,  และ S  เปนเซตที่ 
0

( )ste f t dt


  ลูเขาทุกคา เมื่อ s R  

ดังน้ัน ( )F s  เปนผลการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) ของฟงกชัน ( )f t  

 

4.2 การแปลงลาปลาซเบื้องตน 

 จากสมการ (4-1) เมื่อผลการแปลงลาปลาซ  
0

( ) ( ) ( )stL f t F s e f t dt


    ดังนั้น หัวขอนี้เปนการ

แสดงตัวอยางฟงกชัน ( )f t  ตาง ๆ ไดดังน้ี 

กรณีที่ 1. เม่ือฟงกชัน ( ) 1f t    

ผลการแปลงลาปลาซไดดังน้ี  

   0

00

1 1 1
1 ( ) 1st stL F s e dt e e e

s s s


           เมื่อ 0s   

ถา 0s   ทำให 1
e

s
  มีคาลูออก และถา 0s   พบวา 1

e
s

 หาคาไมได ดังนั้นทำให 0s   

ผลการแปลงลาปลาซของ ( ) 1f t   คือ   1
1L

s
  เมื่อ 0s   

กรณีที่ 2. เม่ือฟงกชัน ( ) atf t e   

ผลการแปลงลาปลาซไดดังน้ี  

   ( ) ( ) 0

0 0 0

1 1 1
( )

( ) ( )
at at st s a t s a tL e F s e e dt e dt e e e

s a s a s a

 
            

     เม่ือ s a  

ผลการแปลงลาปลาซของ ( ) atf t e  คือ   1
( )atL e F s

s a
 


 เมื่อ s a  

 

กรณีที่ 3. เม่ือฟงกชนั ( ) sinf t at   
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ผลการแปลงลาปลาซไดดังน้ี  

 
0

sin ( ) (sin ) stL at F s at e dt


    ซึ ่งใชวิธีการอินทิเกรตทีละสวน (Integration by parts) ในการหาคา

ปริพันธ 

ให sinu at  จะได (cos )du a at dt  และ stdv e dt  จะได 1 stv e
s

   

1 1 1 1
(sin ) sin ( ) ( )(cos ) sin ( ) ( )(cos )st st st st stat e dt at e e at dt at e e at dt

s s s s
              

วิธีการอินทิเกรตทีละสวนของ 1
( )(cos )ste at dt
s

  

ให cosu at  จะได (sin )du a at dt   และ 1 stdv e dt
s

  จะได 
2

1 stv e
s

   

2 2

1 1 1 1 1
( )(cos ) cos ( ) ( )( sin ) cos ( ) ( )( sin )st st st st ste at dt at e e a at dt at e e a at dt
s s s s s

            
แทนคา 

2

2 2

1
(sin ) ( )(sin ) cos ( ) sinst st st sts s

at e dt e at dt e at e at
a a a

         

2

2 2

1
1 (sin ) cos ( )sinst sts s

at e dt e at at
a a a

          
  

  

2

2 2 2

1
(sin ) cos ( )sinst st a s

at e dt e at at
s a a a

           
  

แทนคา  

2

2 2 2
0 0

1
(sin ) cos ( )sinst st a s

at e dt e at at
s a a a


           

  

2 2
0

2 2 2 2 2 2
0

1 1
(sin ) cos ( )sin cos0 ( )sin 0st a s a s

at e dt e e
s a a a s a a a


                              

  

2

2 2 2 2
0

1
(sin ) 0st a a

at e dt
s a a s a


             

  

ดังน้ัน   2 2
sin

a
L at

s a



  

ผลการแปลงลาปลาซของ ( ) sinf t at  คือ   2 2
sin

a
L at

s a



 เมื่อ 0s   

 

ตัวอยางที่ 4.1 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( ) nf t t  เม่ือ n  เปนจำนวนเต็มบวก 

วิธีทำ 
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ผลการแปลงลาปลาซไดดังน้ี  

  1

0 0 00

( ) ( )
n st

n st st n st nt e n
L t F s e f t dt e t dt e t dt

s s

  
           เมื่อ 0s   

   
0

1 1 1

0 0

0
( )

s s
n st n st n nt e e n n n

L t F s e t dt e t dt L t
s s s

  
     

       
 

   

 
1 0

1 1 2 1 21

0 0 0 00

1 0 1

s s

n st
n st n st n st n st nt e n t e e n n

L t e t dt e t dt e t dt e t dt
s s s s

      
          

         
 

   
ดังน้ัน 

     2 3
2 3 1

( 1) ( 1)( 2) !
( )n n n

n

n n n n n n
L t F s L t L t

s s s
 



  
     

ผลการแปลงลาปลาซของ ( ) nf t t  คือ   1

!n
n

n
L t

s   เม่ือ 0s   

 

ตัวอยางที่ 4.2 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( ) sinhf t at  เมื่อ a  เปนคาคงตัว 

วิธีทำ 

เมื่อ sinh
2

at ate e
at


  ดังน้ัน ผลการแปลงลาปลาซไดดังนี้  

 
0 0 0 0

1
( ) ( ) sinh

2 2

at at
st st st at st ate e

L f t F s e atdt e dt e e dt e e dt
   

      
      

   
      

  ( s ) ( ) ( s ) ( s )

0 00 0

1 1 1 1
( ) ( )

2 2
a t s a t a t a tL f t F s e dt e dt e e

s a s a

  
       

  
              

   

     1 1 1 1 1 1
( ) ( ) 1 1

2 2
L f t F s e e

s a s a s a s a
                        

   
2 2 2 2 2 2 2 2

( )1 1 1 2
( ) ( )

2 2 2

s a s a s a s a a a
L f t F s

s a s a s a s a

                            
 

ผลการแปลงลาปลาซของ ( ) sinhf t at  คือ   2 2
( )

a
L f t

s a



 เมื่อ s a  

 

ตัวอยางที่ 4.3 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน 
3,0 2

( ) 1, 2 4

0, 4

t

f t t

t

 
   
 

 

วิธีทำ 

ผลการแปลงลาปลาซไดดังน้ี  
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 
2 4 2 4

0 2 4 0 2

( ) ( ) 3 ( 1) (0) 3 0st st st st stL f t F s e dt e dt e dt e dt e dt


                  

 
2 4 2 4 2

0 2

3 1 1
( ) ( ) 3

( ) ( )

s s s
st st e e e

L f t F s e e
s s s s s s

  
     

          
     

 

 
2 4 2 2 4 2 4 23 3 3 3 4 3

( ) ( ) , 0
s s s s s s s se e e e e e e e

L f t F s s
s s s s s s

            
          

ผลการแปลงลาปลาซของ 
3,0 2

( ) 1,2 4

0, 4

t

f t t

t

 
   
 

 คือ  
4 24 3

( )
s se e

L f t
s

  
  เม่ือ 0s   

 

 ตารางที่ 4.1 เปนตารางสรุปผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันตางๆ นอกจากนี้ผลการแปลงลาปลาซ

ส า ม า ร ถ ใ ช   https://www.emathhelp.net/calculators/differential-equations/laplace-transform-

calculator/ เพ่ือใชในการคำนวณ 

  

ตารางท่ี 4.1 สรุปสำหรับการแปลงลาปลาซของฟงกชันตางๆ 

( )f t   ( ) ( )L f t F s  

1. 1 1
, 0s

s
  

2. , 1, 2,3,...nt n   
1

!
, 0

n

n
s

s    

4. ate  1
, s a

s a



 

5. , 1, 2,3,...at ne t n   
1

!
,

( )n
n

s a
s a  


 

6. sin at  
2 2

, 0
a

s
s a




 

7. cosat  
2 2

, 0
s

s
s a




 

8. sinh at  
2 2

,
a

s a
s a




 

9. cosh at  
2 2

,
s

s a
s a




 

10. sint a t  

 22 2

2
, 0

as
s

s a



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11. cost at  

 
2 2

22 2
, 0

s a
s

s a





 

12. sinht a t  

 22 2

2
,

as
s a

s a



 

13. cosht at  

 
2 2

22 2
,

s a
s a

s a





 

14. sinate kt  
 2 2

,
k

s a
s a k


 

 

15. cosate kt  
 2 2

( )
,

s a
s a

s a k




 
 

16 sin cosat at at  

 
3

22 2

2a

s a
 

17. cosh sinhat at at  

 
3

22 2

2a

s a
 

18. ( )ate f t  ( )F s a  

19. ( )f t

t
 ( )

s

F s ds


  

20. ( )nt f t    ( )
1

n
n

n

d F s

ds
  

21. ( )f at  1 s
F

a a
 
 
 

 

 

4.3 สมบัติของผลการแปลงลาปลาซ 
 ถาให ( )f t  และ ( )g t  เปนฟงกชันที่สามารถหาผลการแปลงลาปลาซได เม่ือ 1C  และ 2C  เปนคาคงตัว 

ดังน้ันสมบัติของผลการแปลงลาปลาซตอไปนี้ 

1. สมบัติเชิงเสน (linearity) 

     1 2 1 2( ) C ( ) ( ) ( )L C f t g t C L f t C L g t    

พิสูจน 
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   1 2 1 2 1 2

0 0 0

( ) C ( ) ( ) C ( ) ( )dt ( ) dtst st stL C f t g t e C f t g t dt e C f t e C g t
  

        

     1 2 1 2 1 2

0 0

( ) C ( ) ( ) dt ( ) dt ( ) C ( )st stL C f t g t C e f t C e g t C L f t L g t
 

        

ตัวอยางที่ 5.4 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน 3( ) 5sin 2 2 tf t t e   

วิธีทำ 

       3 3( ) 5sin 2 2 5 sin 2 2t tL f t L t e L t L e       

  2 2 2

2 1 10 2
( ) ( ) 5 2

2 ( 3) 4 3
L f t F s

s s s s

               
 

ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน 3( ) 5sin 2 2 tf t t e   คือ   2

10 2
( )

4 3
L f t

s s
 

 
 

 

2. สมบัตกิารเล่ือนแบบท่ีหนึ่ง (First shifting) 

ถา  ( ) ( )L f t F s  แลว  ( ) ( )atL e f t F s a   

เมื่อ   ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( )at st at s a tL e f t e e f t dt e f t dt F s a
 

        

 

ตัวอยางที่ 4.5 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน 2( ) sin 2tf t e t  

วิธีทำ 

ฟงกชัน ( ) sin 2f t t  ใหผลการแปลงลาปลาซดังนี ้     2 2 2

2 2
( ) sin 2

2 4
L f t L t

s s
  

 
 

สมบัติการเลื่อนแบบที่หนึ่ง ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันคือ  ( ) ( )atL e f t F s a   

ดังน้ัน 

   2
2 2 2

2 2 2
( ) sin 2 ( 2)

( 2) 4 4 4 4 2 8
tL f t L e t F s

s s s s s
     

      
  

ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน 2( ) sin 2tf t e t  คือ   2

2
( )

2 8
L f t

s s


 
 

 

3. สมบัติการคูณดวย nt  (Multiplication of ( )f t  by nt ) 

ถา  ( ) ( )L f t F s  แลว     ( )
( ) 1

n
nn

n

d F s
L t f t

ds
   

เมื่อ  
0

( ) ( ) ( )stL f t F s e f t dt


    
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อนุพันธอันดับหนึ่งของ ( )F s  เทียบกับ s  

 1 1

0 0 0

( )
'( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )st st stdF s d

F s e f t dt e f t dt te f t dt L tf t
ds ds s

  
  

      
    

อนุพันธอันดับสองของ ( )F s  เทียบกับ s  

 1 1 2 2 2 2

0 0 0

'( )
''( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )st st stdF s d

F s e tf t dt e tf t dt t e f t dt L t f t
ds ds s

  
  

        
    

ดังน้ันอนุพันธอันดับ n  ของ ( )F s  เทียบกับ s  

 
1

1 1 1 1

0 0 0

( )
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

n
n n st n n st n n n st n ndF s d

F s e t f t dt e t f t dt t e f t dt L t f t
ds ds s

  
      

        
    

หารดวย ( 1)n  ทั้งสองขางสมการ 

  1 ( )
( ) ( ) ( 1)

( 1)

n
n n n

n

dF s
L t f t F s

ds
  


 

 

ตัวอยางที่ 4.6 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( ) costf t te t  

วิธีทำ 

ฟงกชัน ( ) cosf t t  ใหผลการแปลงลาปลาซดังนี้     2 2 2
( ) cos

1 1

s s
L f t L t

s s
  

 
 

สมบัติการเลื่อนแบบที่หนึ่ง ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันคือ  ( ) ( )atL e f t F s a   

ดังน้ัน  

  2 2 2 2

( 1) 1 1
cos ( 1)

( 1) 1 2 1 1 2 2
t s s s

L e t F s
s s s s s

   
    

      
  

สมบัติการคูณดวย nt  ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันคือ     ( )
( ) 1

n
nn

n

d F s
L t f t

ds
   

เมื่อ 1n   ดังน้ัน 

   
2

1

2 2 2

( ) 1 ( 2 2)(1) ( 1)(2 2)
cos 1

2 2 ( 2 2)
t dF s d s s s s s

L te t
ds ds s s s s

                 
  

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 (2 4 2) 2 2 2 4 2 2
cos

( 2 2) ( 2 2) ( 2 2)
t s s s s s s s s s s

L te t
s s s s s s

            
     

     
 

 
2

2 2

2
cos

( 2 2)
t s s

L te t
s s

 


 
 

ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( ) costf t te t  คือ  
2

2 2

2
( )

( 2 2)

s s
L f t

s s




 
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4. สมบัติการหารดวย t  (Divisios of ( )f t  by t ) 

ถา  ( ) ( )L f t F s  แลว ( )
( )

s

f t
L F s ds

t

   
    

เมื่อ 
0

( ) ( )stF s e f t dt


   

 
0 0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ut ut ut st

s ss s s

F u du e f t dtdu e f t dudt f t e dt f t e e dt
t t

       
    

   
            

   
      

 
0 0

1 ( ) ( )
( ) ( ) 0 st st

ss

f t f t
F u du f t e dt e dt L

t t t

  
 

              
    

( )
( )

s

f t
L F s ds

t

   
    

 

ตัวอยางที่ 4.7 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน sin
( )

t
f t

t
  เมื่อ 1

2

1
tan

1
dx x

x


  

วิธีทำ 

ฟงกชัน ( ) sinf t t  ใหผลการแปลงลาปลาซดังน้ี     2 2 2

1 1
( ) sin

1 1
L f t L t

s s
  

 
 

สมบัติการหารดวย t  ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันคือ ( )
( )

s

f t
L F s ds

t

   
    

ดังน้ัน 

2

sin 1
arctan arctan( ) arctan arctan

1 2s
s

t
L ds s s s

t s


               

ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน sin
( )

t
f t

t
  คือ  ( ) arctan

2
L f t s


   

 

5. สมบัติการเปลี่ยนมาตราสวน (Change of scal) 

ถา  ( ) ( )L f t F s  และ a  เปนคาคงตัว แลว   1
(a )

s
L f t F

a a
   
 

 

เมื่อ  
0

( ) ( )stL f at e f at dt


   

ให u at  และ du adt  

 
0 0

1 1 1
( ) ( ) ( )

s s
u u

a a s
L f at e f u du e f u du F

a a a a

 
       

    
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ตัวอยางที่ 4.8 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( ) cos 4f t t   

วิธีทำ 

ฟงกชัน ( ) cos4f t t  ใหผลการแปลงลาปลาซดงันี้     2 2 2
( ) cos 4

4 16

s s
L f t L t

s s
  

 
 

สมบัติการเปลี่ยนมาตราสวน ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันคือ   1
(a )

s
L f t F

a a
   
 

 

ดังน้ัน 

  1
cos(4 )

4 4

s
L t F

   
 

 

ฟงกชัน ( ) cosf t t  ใหผลการแปลงลาปลาซดังนี้     2 2
( ) cos

1 1

s s
L f t L t

s s
  

 
 

ดังน้ัน 

  2 22 2

1 ( / 4) 1 1 14cos(4 )
164 ( / 4) 1 4 4 4 16

1
16 16

s
s s s

L t
s ss s

   
    

                 
   

 

ผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน ( ) cos 4f t t  คือ   2
( )

16

s
L f t

s



 

 

ตัวอยางที่ 4.9 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชัน  2 4( ) 2 3sin 2 6t tf t e e t    

วิธีทำ 

       2 4 2 2( ) ( ) 2 3sin 2 6t t t tL f t F s L e e L e t L e        

           2 2 2 2 2 2( ) 2 3 sin 2 6 2 3 sin 2 6t t t t t tF s L e L e t L e L e L e t L e          

2 2 2

1 2 1 2 6 6
( ) 2 3 6

2 ( 2) 2 ( 2) 2 4 4 4 2
F s

s s s s s s s
     

         
 

2

2 6 6
( )

2 4 8 2
F s

s s s s
  

   
 

ผ ล ก า ร แ ป ล ง ล า ป ล า ซ ข อ ง ฟ  ง ก  ช ั น   2 4( ) 2 3sin 2 6t tf t e e t    คื อ 

  2

2 6 6
( )

2 4 8 2
L f t

s s s s
  

   
 

 

 



92 

 

4.4 การแปลงลาปลาซสมการเชงิอนุพันธ 
 ถา ( )f t  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง  0,  และ '( )f t  เปนฟงกชันเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งที่ตอเนื่อง

บนชวง  0,  ทำให    '( ) ( ) (0)L f t sL f t f   

จาก  

 
0

0 0 0

'( ) '( ) ( ) ( ) 0 (0) ( )st st st stL f t e f t dt e f t s e f t dt f s e f t dt
  

            

   '( ) ( ) (0)L f t sL f t f   

 สำหรับสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  หรือ ( ) ( )nf t  ตอเนื่องบนชวง  0,  แลว 

   ( ) 1 2 3 ( 2) ( 1)( ) ( ) (0) '(0) ''(0) (0) (0)n n n n n n nL f t s L f t s f s f s f sf sf           

จาก 

 
0

0 0 0

''( ) ''( ) '( ) '( ) 0 ''(0) '( )st st st stL f t e f t dt e f t s e f t dt f s e f t dt
  

            

      2''( ) '(0) ( ) (0) ( ) (0) '(0)L f t f s sL f t f s L f t sf f        

 

ต ัวอย างที ่  4.10 จงหาผลการแปลงลาปลาซของสมการเช ิงอนุพันธ 2'' 3 ' 10 50 cosxy y y e x    เมื่อ 

(0) 1y    และ '(0) 1y   

วิธีทำ 

   2'' 3 ' 10 50 cosxL y y y L e x    

     
 2 2

( 2)
'' 3 ' 10 50

2 1

s
L y L y L y

s


  

 
 

เมื่อ  

  ( )L y Y s   

   ' (0) ( ) (0)L y sL y y sY s y      

   2 2'' (0) '(0) ( ) (0) '(0)L y s L y sy y s Y s sy y       

แทนคา 

 2
2

( 2)
( ) (0) '(0) 3 ( ) (0) 10 ( ) 50

4 4 1

s
s Y s sy y sY s y Y s

s s


     

  
 

 2
2

2
( ) ( 1) (1) 3 ( ) ( 1) 10 ( ) 50

4 5

s
s Y s s sY s Y s

s s


       

 
 

2
2

2
( ) 1 3 ( ) 3 10 ( ) 50

4 5

s
s Y s s sY s Y s

s s


     

 
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2
2

2
( ) 3 ( ) 10 ( ) 2 50

4 5

s
s Y s sY s Y s s

s s


    

 
 

 2
2

2
3 10 ( ) 50 2

4 5

s
s s Y s s

s s


    

 
 

    2 2 2

2 2
( ) 50

4 5 3 10 3 10

s s
Y s

s s s s s s

 
 

     
 

ผ ล ก า ร แ ป ล ง ล า ป ล า ซ ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   2'' 3 ' 10 50 cosxy y y e x    คื อ 

    2 2 2

2 2
( ) 50

4 5 3 10 3 10

s s
Y s

s s s s s s

 
 

     
 

 

ตัวอยางที่ 4.11 จงหาผลการแปลงลาปลาซของสมการเชิงอนุพันธ 2 23 '' 4 ' ( 2sin 2 )xy y y e x x     เม่ือ 

(0) 1y    และ '(0) 1y   

วิธีทำ 

   2 23 '' 4 ' ( 2sin 2 )xL y y y L e x x     

         2 2 23 '' 4 ' 2 sin 2x xL y L y L y L e x L e x      

เมื่อ 

  ( )L y Y s   

   ' (0) ( ) (0)L y sL y y sY s y      

   2 2'' (0) '(0) ( ) (0) '(0)L y s L y sy y s Y s sy y       

แทนคา 

 2
2 1 2 2

2! 2
3 ( ) (0) '(0) 4 ( ) (0) ( ) 2

( 2) ( 2) 2
s Y s sy y sY s y Y s

s s
           

 

 2
3 2

2 4
3 ( ) ( 1) (1) 4 ( ) ( 1) ( )

( 2) 4 4 4
s Y s s sY s Y s

s s s
              

 

2
3 2

2 4
3 ( ) 3 3 4 ( ) 4 ( )

( 2) 4 8
s Y s s sY s Y s

s s s
      

  
 

2
3 2

2 4
3 ( ) 4 ( ) ( ) 3 1

( 2) 4 8
s Y s sY s Y s s

s s s
     

  
 

 2
3 2

2 4
3 4 1 ( ) 3 1

( 2) 4 8
s s Y s s

s s s
     

  
 

         3 2 2 22

2 4 3 1
( )

4 8 3 4 1 3 4 12 3 4 1

s
Y s

s s s s s ss s s


  

       
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ผ ล ก า ร แ ป ล ง ล า ป ล า ซ ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   2 23 '' 4 ' ( 2sin 2 )xy y y e x x     คื อ 

         3 2 2 22

2 4 3 1
( )

4 8 3 4 1 3 4 12 3 4 1

s
Y s

s s s s s ss s s


  

       
 

 

4.5 การแปลงลาปลาซของอินทิกรัลฟงกชนั 
 ถา ( )f t  เปนฟงกชันที่มีผลการแปลงลาปลาซเปน  ( ) ( )L f t F s  แลว  

 
0

1 ( )
( ) ( )

t F s
L f u du L f t

s s

     
  
  

ให 
0

( ) ( )
t

g t f u du   ดังนั้น 
0

'( ) ( ) ( )
td

g t f u du f t
dt

   

อนุพันธของฟงกชัน '( ) ( )g t f t  แลว 

     '( ) ( ) (0) ( )L g t sL g t g L f t    

กำหนดให (0) 0g   ดังนั้น 

       '( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )L g t sL g t sL g t L f t F s      

 ( ) ( )sL g t F s  

 
0

( )
( ) ( )

t F s
L g t L f u du

s

    
  
  

ตัวอยางที่ 4.12 จงหาผลการแปลงลาปลาซของอินทิกรัลฟงกชัน 
0

t
ue du  

วิธีทำ 

0

1 1

1

t
uL e du

s s

           
  หรือ 

0
0

1
t

tu u te du e e    

   
0

1 1 ( 1) 1
1

1 ( 1) ( 1)

t
u t s s

L e du L e L
s s s s s s

                
  

หรือ 

 
0

1 1 1

( 1) ( 1)

tt
u

L e
L e du

s s s s s

               
  

ผลการแปลงลาปลาซของอินทิกรัลฟงกชัน 
0

t
ue du  คือ 

0

1

( 1)

t
uL e du

s s

    
  

  
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ตัวอยางที่ 4.13 จงหาผลการแปลงลาปลาซของอินทิกรัลฟงกชัน 
0

sin 2
t

x xdx  

วิธีทำ 

0

( )
sin 2

t F s
L x xdx

s

    
  
  

เนื่องจาก  
 22 2 2

2 4
sin 2

2 4

d s
L x x

ds s s

      
 

 22
0

( ) 4
sin 2

4

t F s s
L x xdx

s s s

     
   
  

ผลการแปลงลาปลาซของอินทิกรัลฟงกชัน 
0

sin 2
t

x xdx  คือ 
 22

0

4
sin 2

4

t s
L x xdx

s s

    
   
  

 

4.6 ผลการแปลงลาปลาซผกผัน 
 ผลการแปลงลาปลาซผกผัน (Inverse laplace transform) สามารถเขียนไดเปน  1 ( ) ( )L F s f t   ซึ่ง 

1L  เรียกวาตัวดำเนินการผลการแปลงลาปลาซผกผัน (Inverse laplace transform operator) 

ตัวอยางที่ 4.14 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2 4

3 8 12

2 4
L

s s s
      

 

วิธีทำ 

1 1 1 1
2 4 2 4

3 8 12 3 8 12

2 4 2 4
L L L L

s s s s s s
                               

 

จากตารางที่ 4.1  

  1atL e
s a




   2 2
sin

a
L at

s a



 และ   1

!n
n

n
L t

s   

เมื่อ 

1 23
3

2
tL e

s
     

 

1 1 1
2 2 2 2 2

8 4 2 2
4 4sin 2

4 2 2
L L L t

s s s
                     

 

1 1 1 3
4 3 1 3 1

12 2 3! 3!
2 2L L L t

s s s
  

 

            
     

 

ดังน้ัน 
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1 2 3
2 4

3 8 12
3 2sin 2 2

2 4
tL e t t

s s s
         

 

ผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2 4

3 8 12

2 4
L

s s s
      

 คือ 2 3( ) 3 2sin 2 2tf t e t t    

 

ตัวอยางที่ 4.15 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผัน 1
2

3 2

4 20

s
L

s s
  
   

 

วิธีทำ 

เมื่อพิจารณาตัวหาร พบวา เทอมของ 2 4 20s s   เปนผลการแปลงลาปลาซของ cosat  หรือ sin at  เมื่อทำ

การจัดรูปพบวา 2 2 24 4 16 ( 4 4) 16 ( 2) 16s s s s s            

จาก  ( ) ( )atL e f t F s a   

จัดรูปโดยใหรูปในรูปของ ( )F s a  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 3 2 3 2 3( 2) 4 2 4
3

4 20 ( 4 4) 16 ( 2) 4 ( 2) 4 ( 2) 4 ( 2) 4

s s s s s

s s s s s s s s

     
    

            
 

   
1 1 1 2 2

2 22 2 2

3 2 2 4
3 3 cos 4 sin 4

4 20 2 4 2 4
t ts s

L L L e t e t
s s s s

    
                             

 

1 2 2
2

3 2
3 cos 4 sin 4

4 20
t ts

L e t e t
s s

        
 

ผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2

3 2

4 20

s
L

s s
  
   

 คือ 2 2( ) 3 cos 4 sin 4t tf t e t e t    

ตัวอยางที่ 4.16 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผัน 1
2 2( 4)

s
L

s
  
  

 

วิธีทำ 

พิจารณา 
2 2

1

( 4)s 
 ยกกำลัง 2 แสดงวามาจาก     ( )

( ) 1
n

nn
n

d F s
L t f t

ds
    

ถาให 
2

1
( )

( 4)
F s

s



 แลว 

2 2 2 2

( ) 0 2 2

( 4) ( 4)

dF s s s

ds s s

 
 

 
 

เมื่อ 1n   ดังน้ัน     ( )
( ) 1

dF s
L tf t

ds
    

1 1
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 ( )
( 1) ( 1)

( 4) 2 ( 4) 2 ( 4) 2

s s s dF s

s s s ds

                   
 

เมื่อ  1 1 1( )
( 1) ( ) ( )

dF s
L tf t tL F s

ds
       
 
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เมื่อ 
2

1
( )

4
F s

s



 ดังน้ัน  1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1
( ) sin 2

4 2 2 2 2 2
L F s L L L t

s s s
                       

 

 1 ( ) sin 2
2

t
tL F s t    

และ 

1 1
2 2

1 ( ) 1
sin 2 sin 2

( 4) 2 2 2 4

s dF s t t
L L t t

s ds
                     

 

ผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2 2( 4)

s
L

s
  
  

 คือ ( ) sin 2
4

t
f t t  

 

 การหาผลการแปลงลาปลาซผกผันโดยอาศัยตาราง และสมบัติบางประการของการแปลงลาปลาซผกผัน 

แตวิธีดงักลาวขางตน ปญหาวาการจัดรูปแบบของ ( )F s  เพื่อใหอยูในรูปที่สามารถหาผลการแปลงลาปลาซผกผัน 

ดังน้ัน 1. วิธีการแยกเศษสวนยอย และ 2. การใชทฤษฎีคอนโวลูชัน 

 

4.6.1 วิธีการแยกเศษสวนยอย 
 วิธีการแยกเศษสวนยอยทำไดโดยการแยกตัวประกอบของ ( )F s  กอน ซึ่งสามารถแบงรูปของตัวสวนได 

2 รูปแบบ คือ ( )nas b  และ 2( )nas bs c   เมื่อ n  เปน 1 2 3 ... 

 

กรณีที่ 1. เม่ือ ( )F s  มีตัวสวนอยูในรูป ( )nas b  

( )F s  สามารถกระจายตัวในรูปของเศษสวนไดดังนี ้

2 3

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )n n

P s A B C N
F s

as b as b as b as b as b
     

    
  

เมื่อ , , ,...,A B C N  เปนคาคงตัว 

กรณีที่ 2. เม่ือ ( )F s  มีตัวสวนอยูในรูป 2( )nas bs c   

( )F s  สามารถกระจายตัวในรูปของเศษสวนไดดังนี ้

1 1 1 1
2 2 2 2 2 3 2

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )n n

As A Bs B Cs C Ns NP s
F s

as bs c as bs c as bs c as bs c as bs c

   
     

         
  

เมื่อ , , ,...,A B C N  และ 1 1 1 1, , ,...,A B C N  เปนคาคงตัว 

 

ตัวอยางที่ 4.17 จงแยกเศษสวนยอยของฟงกชัน 
2

1
( )

( 1) ( 3)
F s

s s


 
 

วิธีทำ 
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พิจารณา ( )F s  พบวาสวนตัวหารมีเฉพาะเทอม ( 1)s   และ ( 3)s   ซึ ่งจัดเปน ( )F s  มีตัวสวนอยู ในรูป 

( )nas b   

2 2

1
( )

( 1) ( 3) 1 ( 1) ( 3)

A B C
F s

s s s s s
   

    
 

คูณดวย 2( 1) ( 3)s s   
2 2 2 2

2
2

( 1) ( 3) ( 1) ( 3) ( 1) ( 1)
1 ( 1)( 3) ( 3) ( 1)

( 1) ( 1) ( 3)

A s s B s s C s s
A s s B s C s

s s s

     
         

  
 

2( 1)( 3) ( 3) ( 1) 1A s s B s C s        

ถาแทน 1s   จะได 0 (1 3) 0 1A B C     ดังน้ัน 1

4
B   

ถาแทน 3s    จะได 2(3 1)( 3 3) ( 3 3) ( 3 1) 0 0 16 1A B C C              ดังนั้น 1

16
C   

ถาแทน 1s    จะได 2( 1 1)( 1 3) ( 1 3) ( 1 1) 4 2 4 1A B C A B C                 

ดังน้ัน  
1 1 1 1 11 2 4 1

1 2 4 4 16 12 4 4
4 4 4 4 16

B C
A

                                  
   

 

2 2

1 1 1 1 1 1 1
( )

( 1) ( 3) 16 1 4 ( 1) 16 ( 3)
F s

s s s s s
    

    
 

เศษสวนยอยของฟงกชัน 
2

1
( )

( 1) ( 3)
F s

s s


 
 คือ 

2

1 1 1 1 1 1
( )

16 1 4 ( 1) 16 ( 3)
F s

s s s
   

  
  

 

ตัวอยางที่ 4.18 จงแยกเศษสวนยอยของ 
2

2

2 3 1
( )

( 1)( 1)

s s
F s

s s

 


 
 

วิธีทำ 

พิจารณา ( )F s  พบวาสวนตัวหารมีเฉพาะเทอม ( 1)s   ซึ่งจัดเปน ( )F s  มีตัวสวนอยูในรูป ( )nas b  และ 
2( 1)s   ซึ่งจัดเปน ( )F s  มีตัวสวนอยูในรูป 2( )nas bs c   

2

2 2

2 3 1
( )

( 1)( 1) 1 ( 1)

s s A Bs C
F s

s s s s

  
  

   
 

คูณดวย 2( 1)( 1)s s   

 2 2 2 2
2

2 3 1 ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)
1 ( 1)

A Bs C
s s s s s s A s Bs C s

s s


            

 
 

 2 2( 1) ( 1) 2 3 1A s Bs C s s s        

ถาแทน 1s    

 2 2(1 1) (1) (1 1) 2(1) 3(1) 1A B C        
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2 0 2 3 1 6A       ดังนั้น 3A   

ถาแทน 0s   

 2 2(0 1) (0) (0 1) 2(0) 3(0) 1A B C        

 3(1) 0 ( 1) 0 0 1C       

3 1C   ดังนั้น 2C   

ถาแทน 2s   

 2 2(2 1) (2) (2 1) 2(2) 3(2) 1A B C        

 3(5) 2 2 (1) 8 6 1 15B       

2 15 15 2 2B       ดังน้ัน 1B    
2

2 2 2

2 3 1 3 2
( )

( 1)( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)

s s A Bs C s
F s

s s s s s s

    
    

     
 

เศษสวนยอยของฟงกชัน 
2

2

2 3 1
( )

( 1)( 1)

s s
F s

s s

 


 
 คือ 

2

3 2
( )

1 ( 1)

s
F s

s s

 
 

 
  

 

4.6.2 การใชทฤษฎคีอนโวลูชัน 
 ทฤษฎีคอนโวลูชัน (Convolution theorem) เปนการประยุกตการแปลงผกผันลาปลาซ เมื่อ ( )F s  เปน

ฟงกชันที่มีขนาดใหญ 

 ถา ( )f t  และ ( )g t  เปนฟงกชันตอเนื่องของ t  เมื่อ 0t   คอนโวลูชันของ ( )f t  และ ( )g t  เปน

ฟงกชันของ t  ดวย และสามารถเขียนแทนดวย ( * )( )f g t  หรือ ( )* ( )f t g t  โดยมีคาดังน้ี 

0

( * )( ) ( )* ( ) ( ) ( )
t

f g t f t g t f u g t u du    

การสลับท่ีของคอนโวลูชัน   

 การสลับที่ของคอนโวลูชัน (commutative of Convolution) มีคาดงันี ้

0

( * )( ) ( )* ( ) ( ) ( )
t

f g t f t g t f u g t u du    

ถาให v t u   ดังน้ัน u t v   เมื่อ u t  ทำให 0v t t    และ dv du   

0

( * )( ) ( )* ( ) ( ) ( )
t

f g t f t g t f u g t u du    

0 0

0

( * )( ) ( )* ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
t

t t

f g t f t g t f t v g v dv f t v g v dv g v f t v dv            

( * )( ) ( )* ( ) ( * )( )f g t f t g t g f t   
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ตัวอยางที่ 4.19 ถา ( )f t t  และ ( ) tg t e  จงหาคอนโวลูชันของ ( )f t  และ ( )g t   

วิธีทำ 

0 0 0

( * )( ) )*
t t t

t t u t u t uf g t t e ue du ue e du e ue du         

   
0 0

0

( * )( ) )* 1
t

t tt t u u t u u t t tf g t t e e ue e du e ue e e te e      
           

 
  

 ( * )( ) )* 1 1t t t t tf g t t e e te e t e           

 

 ถา ( )f t  และ ( )g t  เปนฟงกชันตอเนื่องที่สามารถหาผลการแปลงลาปลาซไดเปน ( )F s  และ ( )G s  

ตามลำดับ ดังนั้น  ( ) ( )L f t F s  และ  ( ) ( )L g t G s  แลว 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )st suF s L f t e f t dt e f u du
 

      

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )st svG s L g t e g t dt e g v dv
 

      

( )

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )su sv su sv s u vF s G s e f u du e g v dv e f u e g v dvdu e f u g v dudv
     

              

กำหนดให t u v   และ dt dv  

เมื่อ 0v   จะได t u  และ v    จะได t    

( )

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

s u v st st

u

F s G s e f u g v dudv e f u g t u dudt e f u g t u dudt
    

              

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

stF s G s e f u g t u du dt L f u g t u du


          
    

    

 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

L F s G s f u g t u du g u f t u du       

 

ตัวอยางที่ 4.20 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2

1

( 1)
L

s s
  
  

 ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน 

วิธีทำ 

ผลการแปลงลาปลาซ 
2 2

1 1 1

( 1) 1s s s s


 
 สามารถแยกไดเปน 

2

1
( )F s

s
  และ 1

( )
1

G s
s



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2

1
( )F s

s
  ดังนั้นผลการแปลงลาปลาซผกผันไดเปน  1 1 1

2 1 1

1 1!
( ) ( )f t L F s L L t

s s
  



         
   

 

1
( )

1
G s

s



 ดังนั้นผลการแปลงลาปลาซผกผันไดเปน  1 1 1

( ) ( )
1

tg t L G s L e
s

       
 

ทฤษฎีคอนโวลชูัน  1

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

L F s G s f u g t u du    

เมื่อ ( )f t t  ซึ่งสามารถเขียนในรูป ( )f u u   

เมื่อ ( ) tg t e  ซึ่งสามารถเขียนในรูป ( ) t u t ug t u e e e     

       1

0
0 0

( ) ( ) 0 1 1
t t

tt u t u t u u t t t t t tL F s G s ue e du e ue du e ue e e te e e te e                        

 1 ( ) ( ) 1tL F s G s e t     

ผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2

1

( 1)
L

s s
  
  

 ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน คือ ( ) 1tf t e t    

ตัวอยางที่ 4.21 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2

1

( 1) ( 3)
L

s s
  
   

 ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน 

วิธีทำ 

2 2

1 1 1

( 1) ( 3) ( 1) ( 3)s s s s


   
 สามารถแยกไดเปน 

2

1
( )

( 1)
F s

s



 และ 1

( )
3

G s
s




 

2

1
( )

( 1)
F s

s



 ดังน้ันผลการแปลงลาปลาซผกผันไดเปน  

 1 1 1
2 2

1 1
( ) ( )

( 1)
t tf t L F s L e L te

s s
              

 

1
( )

3
G s

s



 ดังนั้นผลการแปลงลาปลาซผกผันไดเปน  1 1 31

( ) ( )
3

tg t L G s L e
s

       
 

ทฤษฎีคอนโวลชูัน  1

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

L F s G s f u g t u du    

เมื่อ ( ) tf t te  ซึ่งสามารถเขียนในรูป ( ) uf u ue   

เมื่อ 3( ) tg t e  ซึ่งสามารถเขียนในรูป 3( ) 3 3( ) t u t ug t u e e e      

 1 3 3 3 4 3 4 4 3 4 4

00 0

1 1 1 1 1
( ) ( ) 0

4 16 4 16 16

tt t
u t u t u t u u t t tL F s G s ue e e du e ue du e ue e e te e                 

      

 
3

1 3 4 41 1 1 1 1
( ) ( )

4 16 16 4 16 16

t
t t t t t e

L F s G s e te e te e


         
 

 

ผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2

1

( 1) ( 3)
L

s s
  
   

 ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน คือ 
31 1

( )
4 16 16

t
t t e

f t te e


    
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ตัวอยางที่ 4.22 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2 2( 1)

s
L

s
  
  

 ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน 

วิธีทำ 

2 2 2 2

1

( 1) 1 1

s s

s s s
      

 สามารถแยกไดเปน 
2

( )
1

s
F s

s



 และ 

2

1
( )

1
G s

s



 

2
( )

1

s
F s

s



 ดังนั้นผลการแปลงลาปลาซผกผันไดเปน  1 1

2
( ) ( ) cos

1

s
f t L F s L t

s
       

 

2

1
( )

1
G s

s



 ดังนั้นผลการแปลงลาปลาซผกผันไดเปน  1 1

2

1
( ) ( ) sin

1
g t L G s L t

s
       

 

เมื่อ ( ) cosf t t  ซึ่งสามารถเขียนในรูป ( ) cosf u u   

เมื่อ ( ) sing t t  ซึ่งสามารถเขียนในรูป ( ) sin( )g t u t u    

ทฤษฎีคอนโวลชูัน  1

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

L F s G s f u g t u du    

 1 2

0 0 0

( ) ( ) cos sin( ) cos (sin cos cos sin ) (sin cos cos sin cos )
t t t

L F s G s u t u du u t u t u du t u t u u du          

 1 2 2

0 0 0 0

( ) ( ) sin cos cos sin cos sin cos cos sin cos
t t t t

L F s G s t udu t u udu t udu t u udu         

จาก 
21 cos

cos 2
2

u
u


  และ sin 2

sin cos
2

u
u u   

 1

0 0 0 0

1 cos 2 sin 2 sin 2 cos2
( ) ( ) sin cos sin cos

2 2 2 4 4

t tt tu u u u u
L F s G s t du t du t t                   

          

 1 sin 2 0 sin 0 cos2 cos0 sin 2 cos2 1
( ) ( ) sin cos sin cos

2 4 2 4 4 4 2 4 4 4

t t t t t t
L F s G s t t t t                        

       
 

 1 1 1 1
( ) ( ) sin sin sin 2 cos cos 2 cos

2 4 4 4

t
L F s G s t t t t t t      

จาก 2sin sin cos( ) cos( )A B A B A B     และ 2cos scos cos( ) cos( )A B A B A B     

     1 1 1 1 1 1
( ) ( ) sin cos(2 ) cos(2 ) cos(2 ) cos(2 ) cos

2 4 2 4 2 4

t
L F s G s t t t t t t t t t t                

   
 

     1 1 1 1 1 1
( ) ( ) sin cos cos3 cos3 cos cos sin 2cos cos

2 8 8 4 2 8 4

t t
L F s G s t t t t t t t t t           

 1 1 1
( ) ( ) sin cos cos sin

2 4 4 2

t t
L F s G s t t t t      

ผลการแปลงลาปลาซผกผันของ 1
2 2( 1)

s
L

s
  
  

 ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน คือ ( ) sin
2

t
f t t  
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4.7 การหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนดวยวิธีการแปลงลาปลาซ 
 การใชวิธีการแปลงลาปลาซสำหรับหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเหมาะสำหรับสมการ

เชิงอนุพันธเชิงเสนที่มีอันดับสูงและตองเปนสมการที่ทราบคาเริ่มตน 

ตัวอยางที ่ 4.23 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2

d y
y t

dt
   ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ เมื่อ 

(0) 1y   และ '(0) 2y   

วิธีทำ 

     ''L y L y L t   

   2
2

1
(0) '(0)s L y sy y L y

s
     

   2
2

1
1 2s L y s

s
     

   2
2

1
1 2s L y s

s
     

     2 2 2

1 2

1 1

s
L y

s s s

 
 

 
 

  2 22 2

1

11

A B

s ss s
 


 

         2 2 2 2 2 2 2 2
2 22 2

1
1 1 1 1

11

A B
s s s s s s A s Bs

s ss s
       


 

 2 21 1A s Bs    

ถาแทน 0s   ดังนั้น  2 20 1 0 1A B    จะได 1A   

ถาแทน 1s   ดังน้ัน  2 21 1 1 1A B    จะได 2 1A B   ดังน้ัน 1 2 1 2(1) 1B A       

      2 2 2 2 2 2 22 2 2

1 2 1 1 2 1 1
( )

1 1 1 1 11 1

s s s
Y s L y

s s s s s s ss s s

 
         

     
 

 1 1 1 1
2 2 2

1 1
( ) ( ) sin cos

1 1

s
y t L Y s L L L t t t

s s s
                         
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ตัวอยางที่ 4.24 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
2 3 td y dy

y te
dt dt

   ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ 

เมื่อ (0) 4y   และ '(0) 2y   

วิธีทำ 

       '' 2 ' 3 tL y L y L y L te    

        2 3(0) '(0) 2 (0) 3 ts L y sy y sL y y L y L te       

              2 2 34 2 2 4 2 4 10 3 ts L y s sL y L y s L y sL y L y s L te            

     2 32 1 3 4 10ts s L y L te s      

  2

1
L t

s
  ดังน้ัน  

 2
1

1
tL te

s
 


 

   2
2

3
2 1 4 10

( 1)
s s L y s

s
    


 

  2 2 2 4 2

3 4 10 3 4 10

( 2 1)( 1) ( 2 1) ( 1) ( 1)

s s
L y

s s s s s s s

 
   

      
 

เมื่อ 
2 2

4 10

( 1) ( 1) ( 1)

s A B

s s s


 

  
 ดังน้ัน 2 2 2

2 2

4 10
( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

s A B
s s s

s s s


    

  
 

( 1) 4 10A s B s     

เมื่อแทน 1s    จะได ( 1 1) 4( 1) 10 4 10 6A B           ดังน้ัน 6B   

เมื่อแทน 0s   จะได (0 1) 4(0) 10 10A B      ดังนั้น 10 10 6 4A B      

  4 2

3 4 6

( 1) 1 ( 1)
L y

s s s
  

  
 

 1 1 1 1
4 2

3 4 6
( )

( 1) 1 ( 1)
y t L y L L L

s s s
                     

 

1 1 1 1 1 1
4 2 3 1 1 1

3 4 6 1 3! 1 1!
( ) 4 6

2
t t t t t ty t e L e L e L e L e L e L

s s s s s s
           

 

                           
           

 

3
31

( ) 4 6 6 4
2 2

t t t t t
y t e t e e t e t     

      
 

 

ผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
2 3 td y dy

y te
dt dt

    คือ 
3

( ) 6 4
2

t t
y t e t  

   
 

 เมื่อ (0) 4y   

และ '(0) 2y   
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ตัวอยางที่ 4.25 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
2 4

d y dy
x y

dx dx
    ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ 

เมื่อ (0) 0y   และ '(0) 0y   

วิธีทำ 

       '' ' 2 4L y L xy L y L    

เมื่อ  

  ( )L y Y s  

จาก  

  1 ( )
( ) ( ) ( 1)

( 1)

n
n n n

n

dF s
L t f t F s

ds
  


 เมื่อ 1n   ไดเปน   1

1 ( )
( ) '( )

( 1)

dF s
L tf t F s

ds
  


 

ดังน้ัน        ' ' ( ) (0) ( ) ( ) '( )
d d d

L xy L y sY s y sY s Y s sY s
ds ds ds

           

   2 2 2'' (0) '(0) ( ) (0) (0) ( )L y s L y sy y s Y s s s s Y S        

แทนคา 

 2 4
( ) ( ) '( ) 2 ( )s Y s Y s sY s Y s

s
      

2 4
( ) ( ) '( ) 2 ( )s Y s Y s sY s Y s

s
     

2 4
( ) 3 ( ) '( )s Y s Y s sY s

s
    

 2 4
'( ) 3 ( )sY s s Y s

s
     

จัดใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ ่ง ( ) ( )
dy

p x y q x
dx

   ซึ่งมีผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิง

อนุพันธเชิงเสนอันดับหนึ่ง คือ 
( ) ( )

( )
p x dx p x dx

y e e q x dx C
     

   

2

2

3 4
'( ) ( )

s
Y s Y s

s s

 
   
 

 

เมื่อ 
23 3

( )
s

p s s
s s

 
   
 

 และ 2( ) 4q s s   

แทนคา  
2 2 2

33
3ln ln 32 2 2

s s ss ds s s
se e e s e

     
      

2
2 2 2

3ln 3ln2 3 32 2 2
2 2

4 4
( )

s s s ss s
Y s e e ds C s e s e ds C

s s

 
       

                    
   
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2 2 2 2 2

3 3 3 32 2 2 2 2( ) 4 4 4
s s s s s

Y s s e se ds C s e e C s Cs e
    

   
            

   
  

เนื่องจาก lim ( ) 0
s

Y s


  
2

3 3 2lim ( ) lim 4 0
s

s s
Y s s Cs e 

 

 
    

 
 

ดังน้ัน 0C   
3( ) 4Y s s  

ผลการแปลงลาปลาซผกผัน 

   1 1 3( ) 4L Y s L s    ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน คือ ( ) sin
2

t
f t t  

1 2
3

4 2!
( ) 2

2!
y x L x

s
    
 

 

ผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2
2 4

d y dy
x y

dx dx
    คือ 1 2

3

4 2!
( ) 2

2!
y x L x

s
    
 

 เมื่อ (0) 0y   

และ '(0) 0y   

 

เอกลักษณตรีโกณมิติ 

 2 2
sin sin cos

ax
ax e
e bxdx a bx b bx

a b
 

   2 2
cos cos sin

ax
ax e
e bxdx a bx b bx

a b
 

  

2 1 cos 2
sin

2

x
x


     2 1 cos 2

cos
2

x
x


  

 3 1
sin 3sin sin 3

4
x x x      3 1

cos cos3 3cos
4

x x x   

 1
sin cos sin( ) sin( )

2
x y x y x y      1

cos sin sin( ) sin( )
2

x y x y x y     

 1
cos cos cos( ) cos( )

2
x y x y x y      1

sin sin cos( ) cos( )
2

x y x y x y     
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4.8 แบบฝกหัด 
ขอที ่4.1 จงหาผลการแปลงลาปลาซของฟงกชันตอไปนี ้

1. 2( ) 5xf x x e    

2. 2 2( ) ( 2)f x x   

3. ( ) cosh 4f x x x  

4. 3( ) sinf x x  

5. 2( ) sinxf x x e x  

6. 2 2( ) ( )x xf x x e e   

7. 
3,0 2

( )
1, 2

t
f x

x

 
  

 

8. 
,0 2

( )
1, 2

x t
f x

x

 
  

 

ขอที ่4.2 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของฟงกชันตอไปนี้ 

1. 
4

1
( )

( 2)
F s

s



 

2. 
2

2

8 5 9
( )

( 1)( 3 2)

s s
F s

s s s

  


  
 

3. 
2

5 36
( )

( 2)( 9)

s
F s

s s

 


 
 

4. 
2

4
( )

4 8

s
F s

s s




 
 

5. 
2

1
( )

( 1)( 8)
F s

s s


 
 

6. 
2

2 5
( )

6 34

s
F s

s s




 
 

ขอที่ 4.3 จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันของฟงกชันตอไปนี้ ดวยทฤษฎีคอนโวลูชัน 

1. 
2

1
( )

( 1)
F s

s



 

2. 
2

1
( )

3 40
F s

s s


 
 

3. 
2

1
( )

( 4)
F s

s s



 

4. 
2 2

9
( )

( 9)
F s

s s



 

ขอที ่4.4 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธดังตอไปนี้ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ 
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1. 2'' 2 ' 4y y y x    ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ เมื่อ (0) 1y   และ '(0) 4y   

2. '' ' 0y y y    ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ เมื่อ (0) 4y   และ '(0) 3y    

3. '' 4 ' 6 1 xy y y e     ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ เมื่อ (0) 0y   และ '(0) 0y   

4. 2 3'' 6 ' 9 xy y y x e    ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ เมื่อ (0) 2y   และ '(0) 17y   

5. '' ' 0y xy y    ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ เม่ือ (0) 0y   และ '(0) 3y   

6. '' 2 ' 0xy y xy    ดวยวิธีการแปลงลาปลาซ เมื่อ (0) 1y   และ '(0) 0y   
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บทที่ 5 สมการเชงิอนุพันธอนัดับสองเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร 
5.1 บทนำ 
 สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสองเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร มีรูปแบบสมการท่ัวไปดัง (5-1)  

2

0 1 22
( ) ( ) ( ) ( )

d y dy
a x a x a x y g x

dx dx
          (5-1) 

ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรสามารถแบงวิธีการหาผลเฉลย

ทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรดังนี ้

5.2 สมการโคช-ีออยเลอรอันดับสอง 
 สมการโคชี-ออยเลอรอันดับสอง (Second order Cauchy-Euler equation) สามารถเขียนสมการใหอยู

ในรูปแบบทั่วไปดงั (5-2) 
2

2
0 1 22

( )
d y dy

a x a x a y g x
dx dx

           (5-2) 

เมื่อ 0 0a   และ 1a  และ 2a  เปนคาคงตวั  

5.2.1 สมการโคช-ีออยเลอรอันดับสองแบบเอกพนัธ 
 เมื่อ ( ) 0g x   เปนรูปแบบของสมการโคช-ีออยเลอรอันดับสองแบบเอกพันธ และสามารถเขียนใหอยูใน

รูปทั่วไปดังนี้ 
2

2
0 1 22

0
d y dy

a x a x a y
dx dx

    ถา ry x  เปนผลเฉลยของสมการโคชี-ออยเลอรอันดับสองแบบ

เอกพันธ เม่ือแทนคา 
2

2
2

'' ( 1)
r

rd x
y r r x

dx
    และ 1'

r
rdx

y rx
dx

   แทนคาลงใน (5-2) ไดเปน (5-3) 

2 2 1
0 1 2( 1) 0r r ra x r r x a xrx a x             (5-3) 

0 1 2( 1) 0r r ra r r x a rx a x     หรือ 0 1 2( 1) 0a r r a r a     

หารดวย rx  ไดเปน 
2

0 1 0 2( ) 0a r a a r a             (5-4) 

จาก (5-4) คา r  สามารถแบงออกไดเปน 3 กรณี คือ 

กรณีที่ 1 เมื่อ 1r  และ 2r  เปนรากจำนวนจริงท่ีไมซ้ำกัน 

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ คือ 1 2
1 2( ) r r

hy x C x C x   

กรณีที่ 2 เมื่อ 1r  และ 2r  เปนรากจำนวนจริงซำ้กัน 

ดังน้ันผลเฉลยหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ คือ 1
r

hy x  เนื่องจาก 1hy  และ 2hy  เปนผลเฉลยท่ีเปนอิสระเชิงเสน

ตอกัน ดังนั้น 2 1( ) ( ) ( )h hy x y x u x  ทำให 2 ( ) ( )r
hy x x u x  หรือ 2

r
hy x u   
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เมื่อ 1
2' 'r r

hy rx u x u   และ 2 1 1
2'' ( 1) ' ' ''r r r r

hy r r x u rx u rx u x u        แทนคาลงในสมการ (5-5) 
2 2 1 1 1

0 1 2( 1) ' ' '' ' 0r r r r r r ra x r r x u rx u rx u x u a x rx u x u a x u                  
1 1 2 1

0 1 2( 1) ' ' '' ' 0r r r r r r ra r r x u rx u rx u x u a rx u x u a x u                  

   2 1
0 0 1 0 1 2'' 2 ' ( 1) 0r r ra x u a r a x u a r r a r a x u         

เนื่องจาก 0 1 2( 1) 0a r r a r a     ดังนั้น 

 2 1
0 0 1'' 2 ' 0r ra x u a r a x u     

 0 1
0

2
'' ' 0

a r a
a u u

x


   หรือ 

 0 1

0

2
'' ' 0

a r a
u u

a x


   

เนื่องจาก r  เปนรากจำนวนจริงท่ีซ้ำกัน ซึ่งมีคาเทากับ 1 0 0 1

0 0

( )

2 2

a a a a
r

a a

  
   ดังน้ัน  

0 0 12a r a a   หรือ 0 1 02a r a a   หรือ 0 1

0

2
1

a r a

a


  

ดังน้ัน 
1

'' ' 0u u
x

   หรือ ' 1
' 0

du
u

dx x
   

' 1
'

du
u

dx x
  หรือ ' 1

'

du
dx

u x
   

ดังน้ัน 
' 1

'

du
dx

u x
    

ln ' ln 1u x C    

1'
C

u
x

  

1Cdu

dx x
  หรือ 1

2

C
u dx C

x
   

1 2lnu C x C   

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธคอื 1 1 2 2 1 2 ln
r r

h h hy C y C y u C x C x x     

กรณีที่ 3 เมื่อ 1r  และ 2r  เปนรากจำนวนเซิงซอนที่ไมซ้ำกัน ดังน้ัน r a bi   

ผลเฉลยของสมการทั้วไปคือ 1 1
a bi a bi

hy C x C x x    
ln

1 1
a bi a bi x

hy C x x C x e    

 cos ln sin( ln )
a

hy x A b x B b x     
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ตัวอยางที่ 5.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี-ออยเลอรอันดับสอง 2 '' 1.5 ' 0.5 0x y xy y     

วิธีทำ 

เมื่อให ry x  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ 2 '' 1.5 ' 0.5 0x y xy y     

ดังน้ัน 2 2 1( 1) 1.5 0.5 0r r rx r r x xrx x      หรือ ( 1) 1.5 0.5 0r r rr r x rx x     

( 1) 1.5 0.5 0r r r     
2 1.5 0.5 0r r r     หรือ 2 0.5 0.5 0r r    

20.5 (0.5) 4(1)( 0.5) 0.5 0.25 2 0.5 2.25 0.5 1.5

2(1) 2 2 2
r

          
     

1

0.5 1.5 1

2 2
r

 
   และ 2

0.5 1.5 2
1

2 2
r

 
      จะเห็นวาเปนรากจำนวนจริงไมซ้ำกัน 

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไป 0.5 1
1 2hy C x C x   

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการโคช-ีออยเลอรอันดับสอง 2 '' 1.5 ' 0.5 0x y xy y    คือ 0.5 1
1 2hy C x C x   

 

ตัวอยางที่ 5.2 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี-ออยเลอรอันดับสอง 24 '' 8 ' 0x y xy y     

วิธีทำ 

เมื่อให ry x  เปนผลเฉลยของสมการ 24 '' 8 ' 0x y xy y     

ดังน้ัน 2 2 14 ( 1) 8 0r r rx r r x xrx x      หรือ 4 ( 1) 8 0r r rr r x rx x     

4 ( 1) 8 1 0r r r     
24 4 8 1 0r r r     หรือ 24 4 1 0r r    

24 4 4(4)1 4 1

2(4) 8 2
r

   
     

r  เปนจำนวนจริงซ้ำกัน  

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไป 
0.5 0.5

1 2 lnhy C x C x x
    

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการโคช-ีออยเลอรอันดับสอง 24 '' 8 ' 0x y xy y    คือ 
0.5 0.5

1 2 lnhy C x C x x
    

 

ตัวอยางที่ 5.3 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี-ออยเลอรอันดับสอง 2 '' 3 ' 13 0x y xy y     

วิธีทำ 

เมื่อให ry x  เปนผลเฉลยของสมการ 2 '' 3 ' 13 0x y xy y     

ดังน้ัน 2 2 1( 1) 3 13 0r r rx r r x xrx x      หรือ ( 1) 3 13 0r r rr r x rx x     

( 1) 3 13 0r r r     
2 3 13 0r r r     หรือ 2 4 13 0r r    
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24 4 4(1)13 4 16 52 4 36 4 6

2 3
2(1) 2 2 2

i
r i

      
       

r  เปนรากจำนวนเซิงซอนไมซำ้กัน  

ผลเฉลยท่ัวไป    2

1 2cos 3ln sin 3lnhy x C x C x     

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร โ ค ชี - อ อ ย เ ล อ ร อ ั น ด ั บ ส อ ง  2 '' 3 ' 13 0x y xy y    คื อ 

   2

1 2cos 3ln sin 3lnhy x C x C x     

 

ตัวอยางที่ 5.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี-ออยเลอรอันดับสอง 2( 1) '' 2( 1) ' 4 0x y x y y       

วิธีทำ 

เ ป ล ี ่ ย น ร ู ป ใ ห   ใ ห   1t x   ด ั ง น ั ้ น  dt dx  ด ั ง น ั ้ น  ส ม ก า ร โ ค ชี - อ อ ย เ ล อ ร อ ั น ด ั บ ส อ ง 
2( 1) '' 2( 1) ' 4 0x y x y y      ไดเปน 2 '' 2 ' 4 0t y ty y     

ให ry t  เปนผลเฉลยของสมการ 2 '' 2 ' 4 0t y ty y     

ดังน้ัน 2 2 1( 1) 2 4 0r r rt r r t trt t      หรือ ( 1) 2 4 0r r rr r t rt t     

( 1) 2 4 0r r r     
2 2 4 0r r r     หรือ 2 3 4 0r r    

( 1)( 4) 0r r     

1 1r    และ 2 4r   เปนรากจำนวนจริงไมซ้ำกัน 

ผลเฉลยท่ัวไปคือ 1 4
1 2hy C t C t   

เมื่อแทน 1t x   ทำให 1 4
1 2( 1) ( 1)hy C x C x     

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร โ ค ชี - อ อ ย เ ล อ ร อ ั น ด ั บ ส อ ง  2( 1) '' 2( 1) ' 4 0x y x y y      คื อ 
1 4

1 2( 1) ( 1)hy C x C x     

 

5.2.2 สมการโคซี-ออยเลอรอันดบัสองแบบไมเอกพันธุ 
 สมการโคซ-ีออยเลอรอันดับสองแบบไมเอกพันธุมีรูปแบบสมการทั่วไปดัง (5-6) 

 
2

2
0 1 22

( )
d y dy

a x a x a y g x
dx dx

         (5-6) 

เมื่อ 0 0a   และ 1a  และ 2a  เปนคาคงตัว ผลเฉลยทั่วไปของสมการโคซี-ออยเลอรอันดับสองแบบไมเอกพันธุ

ประกอบดวย 2 สวน คือ ( )hy x  เปน ผลเฉลยทั่วไปของสมการโคซี-ออยเลอรอันดับสองแบบเอกพันธุ และ 

( )py x  เปนผลเฉลยเฉพาะของฟงกชัน ( )g x  ดังนั้นผลเฉลยประกอบดวย ( ) ( ) ( )h py x y x y x   สำหรับการ
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หาผลเฉลยเฉพาะของฟงกช ัน ( )g x  จำเปนตองเปลี ่ยน ( )g x  ใหเปน 
2

( )
( )

g x
h x

x
  แลวใช ว ิธ ีแปรผัน

พารามิเตอร ดังท่ีเคยไดกลาวมาในหัวขอ 3.3.2  

 

ตัวอยางที่ 5.5 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคซ-ีออยเลอรอันดับสอง 2 '' 2 ' 2 lnx y xy y x x     

วิธีทำ 

สมการโคซี-ออยเลอรอันดับสอง 2 '' 2 ' 2 lnx y xy y x x    จะเห็นวาเปนผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย 

( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 หาของผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ ( )hy x  

เปลี่ยนรูปใหเปนสมการโคซ-ีออยเลอรอันดับสองแบบเอกพันธ 2 '' 2 ' 2 0x y xy y    

ให ry x  เปนผลเฉลยของสมการ 2 '' 2 ' 2 0x y xy y     

ดังน้ัน 2 2 1( 1) 2 2 0r r rx r r x xrx x      หรือ ( 1) 2 2 0r r rr r x rx x     

( 1) 2 2 0r r r     
2 2 2 0r r r     หรือ 2 3 2 0r r    

( 2)( 1) 0r r    
ดังน้ัน 1 2r   และ 2 1r   ซึ่งเปนรากจำนวนจริงไมซ้ำกันดังนั้น 

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการคือ 2
1 2( )hy x C x C x   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

เนื่องจาก ( ) lng x x x  ดังน้ัน 
2

ln ln
( )

x x x
h x

x x
    

เม ื ่อ 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   ให   2
1( )hy x x  ด ั งน ั ้น 1' ( ) 2hy x x  และ 2 ( )hy x x  ด ังนั้น 

2' ( ) 1hy x   
2' ' 0u x v x            (E5.4-1) 

ln
' 2 '

x
u x v

x
           (E5.4-2) 

ดังน้ัน 

2

2
2 2 2 22

1 2

1 2

0
0 ( ) lnln

1( ) ' ( ) ln ln
'( )

( ) ( ) (1) 2 ( ) 2

' ( ) ' ( ) 2 1

h

h

h h

h h

x
y x xx x

g x y x x xxxu x
y x y x x x x x x xx x
y x y x x

       
 

  

และ 
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2

1 2

1
2 2 22

1 2

1 2

0
( ) 0 lnln

2' ( ) ( ) ln ln
'( )

( ) ( ) (1) 2 ( ) 2

' ( ) ' ( ) 2 1

h

h

h h

h h

x
y x xx xxy x g x x x xxxv x
y x y x x x x x x xx x
y x y x x

 
 
     
 

   

ดังน้ัน 

 2 2

ln 1 1 1 ln 1 ln 1 1
( ) ln 1 ln

x x x
u x dx x dx dx x

x x x x x x x x x
                   
       

2ln 1
( ) ln

2

x
v x dx x

x
     

   2 2
1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ln ln

2p h hy x u x y x v x y x x x x x
x

       

  2( ) 1 ln ln
2p

x
y x x x x     

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการ ( ) ( ) ( )h py x y x y x   คอื  2 2
1 2( ) 1 ln ln

2

x
y x C x C x x x x      

 

ตัวอยางที่ 5.6 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคซ-ีออยเลอรอันดับสอง 2 4'' 3 ' 3 2 xx y xy y x e     

วิธีทำ 

สมการโคซี-ออยเลอรอันดับสอง 2 4'' 3 ' 3 2 xx y xy y x e    จะเห็นวาเปนผลเฉลยท่ัวไปของสมการประกอบดวย 

( ) ( )h py y x y x    

ขั้นท่ี 1 ปรับสมการใหเปนสมการโคซ-ีออยเลอรอันดับสองแบบเอกพันธ เพ่ือหาคา hy   

จากสมการ 2 '' 3 ' 3 0x y xy y    

ให ry x  เปนผลเฉลยของสมการ 2 '' 3 ' 3 0x y xy y     

ดังน้ัน 2 2 1( 1) 3 3 0r r rx r r x xrx x      หรือ ( 1) 3 3 0r r rr r x rx x     

( 1) 3 3 0r r r     
2 3 3 0r r r     หรือ 2 4 3 0r r    

( 1)( 3) 0r r    
เมื่อ 1 3r   และ 2 1r   ซึ่งเปนรากจำนวนจริงไมซ้ำกันดังนั้น 

ผลเฉลยท่ัวไปของสมการคือ 3
1 2hy C x C x   

ขั้นท่ี 2 หาผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ของฟงกชัน ( )g x   

เนื่องจาก 4( ) 2 xg x x e  ดังนั้น 
4

2
2

2
( ) 2

x
xx e

h x x e
x

    
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เมื่อ 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x    

ให 1( )hy x x  ดังนั้น 1' ( ) 1hy x   และ 3
2 ( )hy x x  ดังน้ัน 2

2' ( ) 3hy x x  
3' ' 0u x v x            (E5.5-1) 

2 2' '3 2 xu v x x e           (E5.5-2) 

ดังน้ัน 

 
3

2
2 32 2 5 5

2 2
2 3 3 3 33

1 2

2
1 2

0 ( ) 0
2( ) ' ( ) 2 3 2 2

'( )
( ) ( ) (3 ) 1( ) 3 2

' ( ) ' ( ) 1 3

h
xx x x

h x

h h

h h

y x x
x e xg x y x x e x x e x e

u x x e
y x y x x x x x x xx x
y x y x x

  
      

 
  

และ 

 
1

22 3
1

3 33
1 2

2
1 2

( ) 0 0
2' ( ) ( ) 1 2 2

'( )
( ) ( ) 2 2

' ( ) ' ( ) 1 3

h
xx x

h x

h h

h h

y x x
x x ey x g x x e x e

v x e
y x y x x xx x
y x y x x

       

ดังน้ัน 
2 2( ) 2 2x x x xu x x e dx x e xe e       และ ( ) x xv x e dx e   

ดังน้ัน 

   2 3 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2 2x x x x x x

p h hy x u x y x v x y x x x e xe e x e x e xe          

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการ ( ) ( ) ( )h py x y x y x   คอื 3 2
1 2( ) 2 2x xy x C x C x x e xe     

 

5.3 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองทีม่ีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร 
 สมการเชิงอนุพันธอันดับสองทีม่ีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรสามารถเขียนในรูปทั่วไปดัง (5-7) 

2

0 1 22
( ) ( ) ( ) ( )

d y dy
a x a x a x y g x

dx dx
           (5-7) 

เมื่อ 0 ( ) 0a x   

 สมการเชิงอนุพันธอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรแบงออกไดเปน 1. สมการเชิงอนุพันธอันดับสองที่

มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรแบบเอกพันธ และ 2. สมการเชิงอนุพันธอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรแบบไมเอก

พันธ ดังน้ันการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรสามารถทำไดดังนี้ 
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5.3.1 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรแบบเอกพนัธ 

 สมการเชิงอนุพันธอันดับสองท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรแบบเอกพันธสามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปดัง (5-

8) แลวใหผลเฉลยหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธคือ 1( ) ( )h hy x y x อีกหนึ ่งผลเฉลยสามารถเขียนในรูปของ 

2 1( ) ( )h hy v x y x   
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
            (5-8) 

เมื่อ 0 ( ) 0a x   

 การลดทอน (reduction of order) เปนวิธีการหาผลเฉลยโดยอาศยัการลดอันดับของสมการเชิงอนุพันธ.

อันดับสองใหเปนสมการเชิงอนุพันธ.อันดับสองอันดับหนึ่ง สามารถแบงไดเปน 2 กรณี คือ 1 การหาผลเฉลยของ

สมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบเอกพันธ และ 2 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบไมเอก

พันธ  

5.3.1 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบเอกพันธดวยวิธีการลดทอน 

ถา 
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
    แลวใหผลเฉลยหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธคือ 1( ) ( )h hy x y x  แลว 

อีกหนึ่งผลเฉลยสามารถเขียนในรูปของ 2 1( ) ( )h hy v x y x  แลว 

1 1' ( ) ' ( ) '( ) ( )y v x y x v x y x    

1 1 1'' ( ) '' ( ) 2 '( ) ' ( ) ''( ) ( )y v x y x v x y x v x y x     

เมื่อแทนคาลงในสมการ 
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
    ไดเปน (5-9) 

   0 1 1 1 1 1 1 2 1( ) ( ) '' ( ) 2 '( ) ' ( ) ''( ) ( ) ( ) ( ) ' ( ) '( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) 0a x v x y x v x y x v x y x a x v x y x v x y x a x v x y x       

            (5-9) 

จัดรูปแบบ (5-9) ไดเปน (5-10) 

   0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 2 1( ) ( ) ''( ) 2 ( ) ' ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) '' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) 0a x y x v x a x y x a x y x v x a x y x a x y x a y x v x       

            (5-10) 

เนื่องจาก 1( ) ( )y v x y x  เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไดเปน (5-11) 

0 1 1 1 2 1( ) '' ( ) ( ) ' ( ) ( ) 0a x y x a x y x a y x    

 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ''( ) 2 ( ) ' ( ) ( ) ( ) '( ) 0a x y x v x a x y x a x y x v x        (5.-11) 

ถาให '( )w v x  ดังน้ัน (5-11) ไดเปน (5-12) 

 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ' 2 ( ) ' ( ) ( ) ( ) 0a x y x w a x y x a x y x w         (5-12) 

ซึ่ง (5-10) จัดเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง ดัง (5-13) 
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0 1 1 1

0 1 0 1

2 ( ) ' ( ) ( ) ( )
' 0

( ) ( ) ( ) ( )

a x y x a x y x
w w

a x y x a x y x

 
   
 

       

1 1

1 0

2 ' ( ) ( )
' 0

( ) ( )

y x a x
w w

y x a x

 
   
 

         (5-13) 

เมื่อสมการเชิงอนุพันธ (5-13) ลดเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงแบบเชิงเสน ดังน้ันตัวประกอบอินทิเกรตดัง (5-

14) 

1 1

1 0

' ( ) ( )
( ) exp 2

( ) ( )

y x a x
I x dx dx

y x a x

 
  

 
     

 21 1
1 1

0 0

( ) ( )
( ) exp 2 ln ( ) ( ) exp

( ) ( )

a x a x
I x y x dx y x dx

a x a x

   
     

   
      (5-14) 

นำตัวประกอบอินทิเกรตไปคูณกับ (5-14) ไดเปน (5-15) 

   2 21 1 1 1
1 1

0 0 1 0

( ) ( ) 2 ' ( ) ( )
( ) exp ' ( ) exp 0

( ) ( ) ( ) ( )

a x a x y x a x
y x dx w y x dx w

a x a x y x a x

    
      

    
    (5-15) 

หรือ 

 2 1
1

0

( )
( ) exp 0

( )

a xd
w y x dx

dx a x

  
     

  

ดังน้ันผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธดัง (5-16) 

2 1
1

0

( )
( ) exp

( )

a x
wy x dx C

a x

 
 

 
          (5-16) 

จัดรูป (5-16) และแทนคา '( )w v x  เพ่ือหาคาของ ( )v x  ดัง (5-1) 

1

0
2
12 1

1
0

( )
exp

( )

( )( )
( ) exp

( )

a x
C dx

a xC
w

y xa x
y x dx

a x

 
 
  

 
 
 




 

1

0
2
1

( )
exp

( )( )

( )

a x
C dx

a xdv x

dx y x

 
 
 


         (5-17) 

ดังน้ันผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธไดเปน (5-18) 

2 1
1 1

0

( )
( ) ( ) exp

( )

a x
v x y x C dx dx C

a x
  

   
 

         (5-18)  
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ถาให 1C   และ 1 0C   ดังนั้น (5-18) ไดเปน (5-19) 

2 1
1

0

( )
( ) ( ) exp

( )

a x
v x y x dx dx

a x
  

  
 

          (5-19) 

ดังน้ันผลเฉลยของสมการ 1( ) ( )y v x y x  ดัง (5-20) 

2 1
2 1 1

0

( )
( ) ( ) ( ) exp

( )

a x
y x y x y x dx dx

a x
  

  
 

         (5-20) 

 

ตัวอยางที่ 5.7 จงหาผลเฉลยอีกสวน 2 ( )y x  ของสมการเชิงอนุพันธ  
2

2
2

1 2 2 0
d y dy

x x y
dx dx

     ถาผล

เฉลยสวนหน่ึงของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1 ( )y x x   

วิธีทำ 

สมการเชิงอนุพันธ  
2

2
2

1 2 2 0
d y dy

x x y
dx dx

      

เมื่อผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1( )y x x  แลว ผลเฉลยอีกสวน 2 1( ) ( )h hy u x y x ux   

ด ั ง น ั ้ น  2 ' 'hy u xu   แ ล ะ  2 '' ' ( ' '') 2 ' ''hy u u xu u xu      แ ท น ค  า ล ง ใ น ส ม ก า ร เ ช ิ ง อน ุ พ ั น ธ  

 
2

2
2

1 2 2 0
d y dy

x x y
dx dx

      

    21 2 ' '' 2 ' 2 0x u xu x u xu xu       

   2 3 22 ' '' 2 ' '' 2 2 ' 2 0u xu x u x u xu x u xu         

2 3 2 3 22 ' '' 2 ' '' 2 2 ' 2 '' '' 4 ' 2 ' 0u xu x u x u xu x u xu x u xu x u u             
3 2( ) '' ( 4 2) ' 0x x u x u              (E5.7-1) 

ให 'v u  แทนคาลงใน (E5.7-1) 
3 2( ) ' ( 4 2) 0x x v x v              (E5.7-2) 
3 2( ) ' ( 4 2)x x v x v       
3 2( ) ( 4 2)

dv
x x x v

dx
       

2

3

4 2dv x
v

dx x x





 

2

3 2 3

4 2 4 2 4 2

1 (1 )(1 ) (1 )(1 )

dv x
dx dx dx

v x x x x x x x x x x

                  
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4 2 2

(1 )(1 ) 1 1x x x x
  

   
 

2 1 1 1

(1 )(1 ) 2(1 ) 2(1 )x x x x x x
   

   
 

แทนคา  

2 2 1 1/ 2 1/ 2 1 3 / 2 5 / 2

1 1 1 1 1 1

dv
dx dx

v x x x x x x x x
                     

 

หาปริพันธ 

1 3 / 2 5 / 2

1 1

dv
dx

v x x x
         

3 5

2 2(1 ) (1 )v x x x C
 

     
3 5

2 2(1 ) (1 )
du

x x x
dx

 
    

3 5

2 2(1 ) (1 )u x x x C dx
  

    
 
  

 

หาไดจาก 2 1
2 1 1

0

( )
( ) ( ) ( ) exp

( )

a x
y x y x y x dx dx

a x
  

  
 

   

เม ื ่อเท ียบร ูปแบบของสมการเช ิ งอน ุพ ันธ  
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
    พบว า 2

0 ( ) 1a x x   

1( ) 2a x x   และ 2 ( ) 2a x   เมื่อผลเฉลยหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ คือ 1( )y x x   

แทนคา 

2
2 2

2
( ) ) exp

1

x
y x x x dx dx

x
        

 2 2 2 2 1
2 ( ) exp ln(1 ) (1 )y x x x x dx x x x dx         

พิจารณา 2 2 1
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1/ 2 1/ 2
(1 )

(1 ) 1 1 1
x x

x x x x x x x
       

   
 

1
2 2

1 1/ 2 1/ 2 1 1
( ) ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 1

1 1 2 2 2 2

x x
y x x dx x x x x x x

x x x
                         

2

1
( ) ln 1

2 1

x x
y x

x


 


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ด ั ง น ั ้ น ผ ล เ ฉ ล ย อ ี ก ส  ว น  2 ( )y x  ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ    
2

2
2

1 2 2 0
d y dy

x x y
dx dx

     คื อ  

2

1
( ) ln 1

2 1

x x
y x

x


 


 และสามารถเขียนผลเฉลยท่ัวไปคือ 1 2 1 2

1
( ) ( ) ln 1

2 1

x x
y y x y x C x C

x

 
      

 

 

ต ั ว อ ย  า ง ท ี ่  5 .8 จ ง ห า ผ ล เ ฉ ล ย อ ี ก ส  ว น  2 ( )y x  ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ  

 
2

2
2

1 2 2(1 ) 2 0
d y dy

x x x y
dx dx

       ถาผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1( ) 1y x x    

วิธีทำ 

สมการเชิงอนุพันธ  
2

2
2

1 2 2(1 ) 2 0
d y dy

x x x y
dx dx

        

เมื ่อผลเฉลยสวนหนึ ่งของสมการเชิงอนุพันธนี ้ค ือ 1( ) 1y x x   แลว ผลเฉลยอีกสวน 2 ( )y x หาไดจาก 

2 1
2 1 1

0

( )
( ) ( ) ( ) exp

( )

a x
y x y x y x dx dx

a x
  

  
 

   

เมื ่อเทียบรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ 
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
    พบวา 2

0 ( ) 1 2a x x x    

1( ) 2(1 )a x x   และ 2 ( ) 2a x    เม่ือผลเฉลยหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ คือ 1( ) 1y x x    

แทนคา 

2 2
2 2 2

2( 1) 2 2
( ) ( 1) ( 1) exp ( 1) ( 1) exp

1 2 1 2

x x
y x x x dx dx x x dx dx

x x x x
                          

 2 2 2 2
2 ( ) ( 1) ( 1) exp ln(1 2 ) ( 1) ( 1) (1 2 )y x x x x x dx x x x x dx             

พิจารณา
2

2

1 2

(1 )

x x
dx

x

 
  เมื่อ 1x u   ดังน้ัน dx du  

แทนคา 
2 2 2

2 2 2

1 2 1 2( 1) ( 1) 1 2 2 ( 2 1)

(1 )

x x u u u u u
dx du du

x u u

          
 

    

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 ( 2 1) 1 2 2 2 1 2 2
1

(1 )

x x u u u u u u u
dx du du du du

x u u u u

                           

2

2 2

1 2 2 2
1

(1 )

x x
dx du u

x u u

             

แทนคา 1u x   
2

2

1 2 2
(1 )

(1 ) 1

x x
dx x

x x

 
   

   
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2

2
2 2

1 2 2
( ) ( 1) ( 1) (1 ) 2 (1 )

(1 ) 1

x x
y x x dx x x x

x x

                  

2 2
2 ( ) 2 (1 2 ) 3 2y x x x x x          

ด ั งน ั ้นผลเฉลยอ ีกส วน 2 ( )y x  ของสมการเช ิงอน ุพ ันธ    
2

2
2

1 2 2(1 ) 2 0
d y dy

x x x y
dx dx

       คือ 

2
2 ( ) 3 2y x x x     แ ล ะ ส า ม า ร ถ เ ข ี ย น ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป คื อ 

 21 2 1 2( ) ( ) ( 1) 3 2y y x y x C x C x x         

 

5.3.2 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบไมเอกพันธดวยวิธีการลดทอน 

 สมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบไมเอกพันธ 
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) ( )

d y dy
a x a x a x y g x

dx dx
    สามารถหาได

เชนเดียวกับ5.2.2 สมการโคซี-ออยเลอรอันดับสองแบบไมเอกพันธุ ดวยวิธีการแปรผันพารามิเตอร  

 

ตัวอยางที่ 5.9 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2 2
2

1
d y dy

x x y x
dx dx

     ดวยวิธีลดทอน เม่ือผล

เฉลยสวนหน่ึงของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1( )y x x  และ (1) 2y   และ '(1) 3y    

วิธีทำ 

1. การหาดวยวิธีปกต ิ

สมการเชิงอนุพันธ 
2

2 2
2

1
d y dy

x x y x
dx dx

     เมื่อผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1( )y x x  

แลว ผลเฉลยอีกสวน 2 1( ) ( )y x y x u xu   

เมื่อ 2 ' 'y xu u   และ 2 '' '' ' ' '' 2 'y xu u u xu u      

แทนคาลงใน 
2

2 2
2

1
d y dy

x x y x
dx dx

     

   2 2'' 2 ' ' 1x xu u x xu u xu x       

   3 2 2 2'' 2 ' ' 1x u x u x u xu xu x       

3 2 2'' 3 ' 1x u x u xu xu x      
3 2 2'' 3 ' 1x u x u x    

3

3 1 1
'' 'u u

x x x
    

แทนคา 'v u  
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3

3 1 1
'v v
x x x

    

ด ั ง น ั ้ น  ผ ล เ ฉ ล ยท ั ่ ว ไ ป ข อ งส ม ก า ร เ ช ิ ง อน ุ พ ั น ธ  เ ช ิ ง เ ส  น อ ั น ด ั บหน ึ ่ ง  ( ) ( )
dy

p x y q x
dx

   คื อ 

( ) ( )
( )

p x dx p x dx
y e e q x dx C

     
   

3

3 1 1dv
v

dx x x x
    เมื่อ 1

( )p x
x

  และ 
3

1 1
( )q x

x x
   

3 3
3ln 3ln 3 3

3 3 3

1 1 1 1 1 1
( )

dx x xx xv x e e dx C e e dx C x x dx C
x x x x x x

                              
         

    

  3 2 3 3 2 31 1
( ) 1

3 3
v x x x dx C x x x C x Cx             

   

แทนคา 'v u  

2 31
( )

3

du
v x x Cx

dx
      

2 3 1 2
1

1 1 1

3 3 2
u x Cx dx x x Cx C           

   

จาก 2 1( ) ( )y x y x u xu   

1 2 2 1 2 1
2 1 1 1

1 1 1 1 1
( ) 1 1

3 2 3 2 3
y x xu x x x Cx C x Cx C x x Cx C x                 

 
 

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 1
1

1
( ) 1

3
y x x Cx C x     

เมื่อ (1) 2y   และ '(1) 3y    เม่ือ 2
1

2
( )

3
y x Cx C x    

2 1
1

1 1
2 (1) 1 (1) (1)

3 2
C C     ไดเปน 1

8

3
C C   หรือ 2 1

1

1
2 (1) 1 (1) (1)

3
C C     

2
1

2
3 (1) (1)

3
C C     ไดเปน 1

11

3
C C    หรือ 2 1

1

1
2 (1) 1 (1) (1)

3
C C     

ดังน้ัน 

1

2
C    และ 1

19

6
C   

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2 2
2

1
d y dy

x x y x
dx dx

     คือ 2 11 19 1
( ) 1

3 6 2
y x x x x     

2. การหาดวยสูตร 

 

ขั้นท่ี 1 ผลเฉลยอีกสวน 2 ( )y x  
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สมการเชิงอนุพันธ 
2

2 2
2

1
d y dy

x x y x
dx dx

     ปรับใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ ไดเปน 

2
2

2
0

d y dy
x x y

dx dx
    เมื่อผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 4

1( ) xy x e  แลว ผลเฉลยอีกสวน 

2 ( )y x หาไดจาก 2 1
2 1 1

0

( )
( ) ( ) ( ) exp

( )

a x
y x y x y x dx dx

a x
  

  
 

   

เมื่อเทียบรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ 
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
    พบวา 2

0 ( )a x x  1( )a x x  

และ 2 ( ) 1a x    เมื่อผลเฉลยหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ คือ 1( )y x x   

แทนคา 

2 2
2 2

1
( ) ( ) exp ( ) exp

x
y x x x dx dx x x dx dx

x x
          

        

   2 2 1 2 1 3
2 ( ) ( ) exp ln exp lny x x x x dx x x x dx x x x dx x x dx              

2

2

1
( )

2 2

x
y x x

x

 
    

 

ขั้นท่ี 2 ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดวยวิธีแปรผนัพารามิเตอร 

ฟงกชัน 2( ) 1g x x   ดังนั้น 
2

2 2

1 1
( ) 1

x
h x

x x


    ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร กำหนดใหผลเฉลยเฉพาะ  

เม ื ่ อ  1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   ให   1( )hy x x  ด ั งน ั ้น  1' ( ) 1hy x   และ 1
2 ( )hy x x  ด ั งนั้น 

2
2' ( )hy x x   

1' ' 0xu x v             (E5.9-1) 
2

2
2

1
(1) ' ( ) '

x
u x v

x
 

            (E5.9-2) 

ดังน้ัน 
1

22 2 22 12
2 22 3 3

2
2 1 1 1 1 21

1 2

2
1 2

0
0 ( ) 11 1 1
( ) ' ( ) 1 1

'( )
( ) ( ) ( )( ) (1) 2 2

' ( ) ' ( ) 1

h

h

h h

h h

x
y x xx x xxxh x y x x xx x xu x

y x y x x x x x x x xx x
y x y x x





    



                       


 

และ 
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 

22 2 21

22
1 2

2 1 1 1 11
1 2

2
1 2

0
( ) 0 11 1 11' ( ) ( ) 1

'( ) 1
( ) ( ) ( )( ) (1) 2 2

' ( ) ' ( ) 1

h

h

h h

h h

x
y x xx x xx
y x h x xx x xv x x
y x y x x x x x x xx x
y x y x x

    



     
        
    



 

ดังน้ัน 
2

2 2

1 1 1 1 1 1
( ) 1

2 2 2

x
u x dx dx x

x x x

              
    

   และ  2 31 1 1
( ) 1

2 2 3
v x x dx x x

       
   

ดังน้ัน 

1 3 2
1 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

2 2 3 3p h hy x u x y x v x y x x x x x x x
x

                    
      

 

ดังน้ันผลเฉลยทั่วไปของสมการ 2 1
1

1
( ) 1

3
y x x Cx C x     

เมื่อ (1) 2y   และ '(1) 3y    เม่ือ 2
1

2
( )

3
y x Cx C x    

2 1
1

1 1
2 (1) 1 (1) (1)

3 2
C C     ไดเปน 1

8

3
C C   หรือ 2 1

1

1
2 (1) 1 (1) (1)

3
C C     

2
1

2
3 (1) (1)

3
C C     ไดเปน 1

11

3
C C    หรือ 2 1

1

1
2 (1) 1 (1) (1)

3
C C     

ดังน้ัน 

1

2
C    และ 1

19

6
C   

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2 2
2

1
d y dy

x x y x
dx dx

     คือ 2 11 19 1
( ) 1

3 6 2
y x x x x     

 

ตัวอยางที่ 5.10 จงหาผลท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธ 2 '' 3 ' 4x y xy y x    ดวยวิธีลดทอน เมื่อผลเฉลยสวน

หนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 2
1( )y x x  และ 0 x     

วิธีทำ 

1. การหาดวยวิธีปกต ิ

สมการเช ิงอน ุพ ันธ  2 '' 3 ' 4x y xy y x    ปร ับให อย ู  ในร ูปสมการเช ิงอนุพันธแบบเอกพันธ   ได เปน 
2 '' 3 ' 4 0x y xy y    เมื ่อผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี ้คือ 2

1( )y x x  แลว ผลเฉลยอีกสวน 

2 ( )y x หาไดจากวิธีลดทอน 2
2 1( ) ( )y x y x u x u   

เมื่อ 2
2 ' ' 2y x u xu   และ 2 2

2 '' 2 ' '' 2 2 ' '' 4 ' 2y xu x u u xu x u xu u        

แทนคา 2 '' 3 ' 4x y xy y x    



126 

 

     2 2 2 2'' 4 ' 2 3 ' 2 4 'x x u xu u x x u xu x u x       

4 3 2 3 2 2'' 4 ' 2 3 ' 6 4x u x u ux x u x u x u x       

   4 3 3 2 2 2'' 4 3 ' 2 6 4x u x x u x x x u x       
4 3'' ' 0x u x u u x     หรือ 4 3'' 'x u x u x   

แทนคา 'v u  

4 3'x v x v x   หรือ 7/2
4

1
'

x
v v x

x x
    

ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ  เ ช ิ ง เ ส  น อ ั น ด ั บ ห น ึ ่ ง  ( ) ( )
dy

p x y q x
dx

   คื อ 

( ) ( )
( )

p x dx p x dx
y e e q x dx C

     
   

แทนคา 
1 1 7 7

ln ln 12 2
4

dx dx x xx x x
v e e dx C e e x dx C x xx dx C

x

                         
    

5 3 5
1 1 12 2 2

2 2

3 3
v x x dx C x x C x Cx

       
          

   
  

แทนคา 'v u  
5

12
2

'
3

v u x Cx
      

5 3
12 2

1

2 4
ln

3 9
u x Cx dx x C x C

  
      

 
  

ดังน้ัน 
3

2 2 2 22
1 1

4 4
( ) ln ln

9 9
y x x u x x C x C x Cx x C x

 
       

 
 

 

https://math.libretexts.org/Courses/Community_College_of_Denver/MAT_2562_Differential_Equa

tions_with_Linear_Algebra/05%3A_Linear_Second_Order_Equations/5.06%3A_Reduction_of_Ord

er 

https://howellkb.uah.edu/public_html/DEtext/Part3/Var_Parameter.pdf 

2. การหาดวยสูตร 

ขั้นท่ี 1 ผลเฉลยอีกสวน 2 ( )y x  
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สมการเช ิงอน ุพ ันธ  2 '' 3 ' 4x y xy y x    ปร ับให อย ู  ในร ูปสมการเช ิงอนุพันธแบบเอกพันธ   ได เปน 
2 '' 3 ' 4 0x y xy y    เมื่อผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี ้คือ 2

1( )y x x  แลว ผลเฉลยอีกสวน 

2 ( )y x หาไดจาก 2 1
2 1 1

0

( )
( ) ( ) ( ) exp

( )

a x
y x y x y x dx dx

a x
  

  
 

   

เมื่อเทียบรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบเอกพันธ 
2

0 1 22
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
    พบวา 2

0 ( )a x x  

1( ) 3a x x   และ 2 ( ) 4a x   เม่ือผลเฉลยหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ คือ 2
1( )y x x   

แทนคา 

2 2 2 2 4
2 2

3 3
( ) ( ) exp exp

x
y x x x dx dx x x dx dx

x x
         

        

 2 4 2 4 2 4 3 2 1 2
2

3
( ) exp exp 3ln lny x x x dx dx x x x dx x x x dx x x dx x x

x
         

       

ขั้นท่ี 2 ผลเฉลยเฉพาะ ( )py x  ดวยวิธีแปรผนัพารามิเตอร 

ฟงกชัน ( )g x x  ดังน้ัน 3/2
2

( )
x

h x x
x

   ดวยวิธีแปรผันพารามิเตอร กำหนดใหผลเฉลยเฉพาะ  

เมื่อ 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p h hy x u x y x v x y x   ให 2
1( )hy x x  ดังนั้น 1' ( ) 2hy x x  และ 2

2 ( ) lnhy x x x  ดังนั้น 

2' ( ) 2 lnhy x x x x   

 2 2' ln ' 0x u x x v           (E5.10-1) 
3/22 ' (2 ln ) 'xu x x x v x           (E5.10-2) 

ดังน้ัน 
2

2

3/2 3/2 2 1/2
2

2 2 3 3 32 2
1 2

1 2

0 ( ) 0 ln

( ) ' ( ) 2 ln ln ln
'( )

( ) ( ) ( )(2 ln ) (2 ) ln 2 ln 2 lnln
' ( ) ' ( ) 2 2 ln

h

h

h h

h h

y x x x

h x y x x x x x x x x x x
u x

y x y x x x x x x x x x x x x xx x x
y x y x x x x x

   
   

   



 

1/2
5/2

3

ln
'( ) ln

x x
u x x x

x


    

ดังน้ัน 3/2 3/22 4
ln

3 9
u x x x    ใชการอินทริเกรตที่ละสวน ให lnu x  และ 5/2dv x dx   

และ 
2

1

3/2 2 3/2
1 5/2

32 2
1 2

1 2

( ) 0 0

' ( ) ( ) 2
'( )

( ) ( ) ln
' ( ) ' ( ) 2 2 ln

h

h

h h

h h

y x x

y x h x x x x x
v x x

y x y x xx x x
y x y x x x x x

 
   


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ดังน้ัน 5/2dv
x

dx
  หรือ 3/22

3
v x   

2 3/2 3/2 2 3/2 1/2
1 2

2 4 2 4
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ln ln

3 9 3 9p h hy x u x y x v x y x x x x x x x x x              
   

 

ด ั ง น ั ้ น ผ ล เ ฉ ล ย ท ั ่ ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ   2 '' 3 ' 4x y xy y x    คื อ 

2 2 1/2
1

4
( ) ( ) ( ) ln

9h py x y x y x Cx x C x x      

 

เฉพาะ ( )py x คือ สมการ 2 1
1

1
( ) 1

3
y x x Cx C x     

เมื่อ (1) 2y   และ '(1) 3y    เม่ือ 2
1

2
( )

3
y x Cx C x    

2 1
1

1 1
2 (1) 1 (1) (1)

3 2
C C     ไดเปน 1

8

3
C C   หรือ 2 1

1

1
2 (1) 1 (1) (1)

3
C C     

2
1

2
3 (1) (1)

3
C C     ไดเปน 1

11

3
C C    หรือ 2 1

1

1
2 (1) 1 (1) (1)

3
C C     

ดังน้ัน 

1

2
C    และ 1

19

6
C   

ดังน้ันผลเฉลยเฉพาะของสมการเชิงอนุพันธ 
2

2 2
2

1
d y dy

x x y x
dx dx

     คือ 2 11 19 1
( ) 1

3 6 2
y x x x x     

 

5.4 การหาผลเฉลยในรูปอนกุรมกำลัง 

5.4.1 อนุกรมกำลัง 
 อนุกรมกำลัง (Power series) หมายถึงอนุกรมที่สามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปไดดัง (5.15) 

0
0

( )nn
n

a x x




            (5.21) 

(5.15) สามารถกระจายอนุกรมไดดัง (5.16) 

2
0 0 1 0 2 0 0

0

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n
n n

n

a x x a a x x a x x a x x




              (5.22) 

เมื่อ 0x  เรียกวาจุดศูนยกลางการกระจายของอนุกรม (center of expansion) และ na  เปนคาคงตัวของอนุกรม

กำลัง ที ่ 0,1,2,3,...n  
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5.4.2 การลูเขาและรัศฒีของการลูเขา 

 ถา 0
0

( )nn
n

a x x




  เปนอนุกรมกำลังลูเขา (convergent sesies) ที่จุด 0x  เมื่อ 0
0

lim ( )
k

n
n

n
n

a x x




  

หาคาได นอกนั้นถือวาเปนอนุกรมกำลังลูออก (diconvergent sesies) 

 ถาทุกอนุกรมกำลังมีชวงของการลูเขา โดยที่ชวงการลูเขาคือ เซตของจำนวนจริง x  ซึ่งทำใหอนุกรมกำลัง

ลูเขา 

 ถาทุกอนุกรมกำลังมีรัศมีของการลูเขา (radius of convergent, R ) แลว  

1. ถา 0R   แลวอนุกรมกำลังลูเขาเมื่อ x a R  และลูออกเมื่อ x a R   โดยอนุกรมกำลังอาจลูเขาหรือ

ลูออกที่จุด x a R   หรือ x a R    

2. ถาอนุกรมกำลังลูเขาที่จุดเดียว คือ จุด 0x x  ดังนั้นรัศมีของการลูเขา 0R   

3. ถาอนุกรมกำลังลูเขาทุกคาของ x  ดังน้ันรัศมีของการลูเขา R     

 การทดสอบลูเขาของอนุกรมไดจากการทดสอบแบบอัตราสวน (the ratio test) ดัง (5.17) 

1lim n

n
n

a
L

a



           (5.23) 

ซึ่งสามารถแบงออกไดเปน 3 กรณี ดังนี ้

กรณีที่ 1 ถา 1L   แสดงวาอนุกรมนี้ลูเขาอยางสมบูรณ 

กรณีที่ 2 ถา 1L   แสดงวาอนุกรมนี้ลูออก 

กรณีที่ 3 ถา 1L   แสดงวาอนุกรมนีอ้าจลูเขาหรือลูออก 

 

รัศมีของการลูเขาของอนุกรมกำลัง 0
0

( )nn
n

a x x




  สามารถหาไดจาก (5.18)  

1

lim n

n
n

a
R

a


  หรือ 1
lim
n

n

R
a

         (5.24) 

 

ตัวอยางที่ 5.11 จงหารัศมีและชวงการลูเขาของอนุกรมกำลังนี้ 
1

n

n

x

n




   

วิธีทำ 

จากการทดสอบอัตราสวนแบบถาเปนอนุกรมลูเขาพบวา 1lim 1n

n
n

a

a



  
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1

1lim lim lim lim 1
( 1) ( 1) 1

n
n

nn n n n
n

a x n n n
x x x

a n x n n




   

         
  

ชวงการลูเขาของอนุกรมกำลังนี้เมื่อ 1x   ทำให 1 1x    และทดสอบการลูเขาของอนุกรมที่ 1x    และ 

1x   

เมื่อ 1x    จะได 
1 1

( 1)n n

n n

x

n n

 

 


   เปนอนุกรมลูเขา 

เมื่อ 1x   จะได 
1 1

(1)n n

n n

x

n n

 

 

   เปนอนุกรมลูออก 

รัศมีของการลูเขาของอนุกรม 

1

1
lim lim lim 1

11 1

n

n n n
n

a n
R

a n
n

  


   
 

 

ดังน้ันรศัมีของการลูเขาของอนุกรมนี้เทากับ 1R   

 

ดังน้ัน 
1

n

n

x

n




  มีชวงการลูเขาเทากับ 1 1x    และมีรัศมีของการลูเขา 1R    

 

ตัวอยางที่ 5.12 จงหารัศมีและแหงการลูเขาของอนุกรมกำลังตอไปนี้ 
0 !

n

n

x

n




   

วิธีทำ 

จากการทดสอบอัตราสวนแบบถาเปนอนุกรมลูเขาพบวา 1lim 1n

n
n

a

a



  

1
1 ! 1

lim lim lim lim 0
( 1)! ( 1) 1

n
n

nn n n n
n

a x n x
x

a n x n n




   

        
  

รัศมีของการลูเขาของอนุกรม 

1

1 / !
lim lim lim 1

1 / ( 1)!
n

n n n
n

a n
R n

a n  


     


 

ดังน้ันรศัมีของการลูเขาของอนุกรมนี้เทากับ R    

 

ดังน้ัน 
0 !

n

n

x

n




  มีชวงการลูเขาเทากับ x    และมีรัศมีของการลูเขา R     
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ตัวอยางที่ 5.13 จงหารัศมีและแหงการลูเขาของอนุกรมกำลังตอไปนี้ 
1

( 3)n

n

x

n





   

วิธีทำ 

จากการทดสอบอัตราสวนแบบถาเปนอนุกรมลูเขาพบวา 1lim 1n

n
n

a

a



  

1
1 ( 3)

lim lim lim ( 3) lim 3 3 1
1 ( 3) ( 1) 1

n
n

nn n n n
n

a x n n n
x x x

a n x n n




   

              
 

ชวงการลูเขาของอนุกรมกำลังนี้เม่ือ 3 1x    ทำให 2 4x   และทดสอบการลูเขาของอนุกรมที่ 2x   และ 

4x   

เมื่อ 2x   จะได 
1 1 1

( 3) (2 3) ( 1)n n n

n n n

x

n n n

  

  

  
     เปนอนุกรมลูเขา 

เมื่อ 4x   จะได 
1 1 1

( 3) (4 3) (1)n n n

n n n

x

n n n

  

  

 
     เปนอนุกรมลูออก 

รัศมีของการลูเขาของอนุกรม 

1

1/ 1
lim lim lim 1

1/ ( 1)
n

n n n
n

a n n
R

a n n  



   


 

ดังน้ันรศัมีของการลูเขาของอนุกรมนี้เทากับ 1R   

ดังน้ัน 
1

n

n

x

n




  มีชวงการลูเขาเทากับ 2 4x   และมีรัศมีของการลูเขา 1R    

ตัวอยางที่ 5.14 จงหารัศมีและแหงการลูเขาของอนุกรมกำลังตอไปนี้ 
1

(3 1)n

n

x

n





   

วิธีทำ 

จากการทดสอบอัตราสวนแบบถาเปนอนุกรมลูเขาพบวา 1lim 1n

n
n

a

a



  

1
1 (3 1)

lim lim lim (3 1) lim 3 1 3 1 1
1 (3 1) ( 1) 1

n
n

nn n n n
n

a x n n n
x x x

a n x n n




   

              
 

ชวงการลู เขาของอนุกรมกำลังนี ้เมื ่อ 3 1 1x    ไดเปน 3 1 1x     ดังนั้น 0x   และ 3 1 1x    ดังนั้น 

2

3
x   ทำให 2

0
3

x   และทดสอบการลูเขาของอนุกรมท่ี 0x   และ 2

3
x   

เมื่อ 0x   จะได 
1 1 1

(3 1) (3 0 1) ( 1)n n n

n n n

x

n n n

  

  

   
     เปนอนุกรมลูเขา 
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เมื่อ 2

3
x   จะได 

1 1 1

2
(3 1)(3 1) (1)3

n
n n

n n n

x

n n n

  

  

 
     เปนอนุกรมลูออก 

รัศมีของการลูเขาของอนุกรม 

1 1

1
3

(3 1) 3

n
n

n

n n

x
x

n n

 

 

       

1 1
1

3
3 1 1 1 1

lim lim lim lim
3 3 3 3

1

n

n
n

n nn n n n
n

a n nnR
a n n

n

    


 
    



 

ดังน้ันรศัมีของการลูเขาของอนุกรมนี้เทากับ 1

3
R   

ดังน้ัน 
1

(3 1)n

n

x

n





  มีชวงการลูเขาเทากับ 2
0

3
x   และมีรัศมีของการลูเขา 1

3
R    

 

5.4.3 ฟงกชันในรูปอนุกรมกําลัง 
 ตัวอยางของฟงกชันที่สามารถเขียนในรูปของอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) สำหรับการหาอนุกรมเทย

เลอรรอบจุด 0x  มีอยูและลูเขาสู ( )f x  ดัง (5-25)  
( ) (4)

2 3 40 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0

( ) '( ) ''( ) '''( ) ( )
( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

! 1! 2! 3! 4!

n
n

n

f x f x f x f x f x
x x f x x x x x x x x

n





          
            (5-25) 

ถา 0 0x   ดัง (5-26) เรียกอนุกรมนี้วาอนุกรมแมคลอริน ( Maclaurin series ) 
( ) (4)

2 3 4

0

(0) '(0) ''(0) '''(0) (0)
(0) ...

! 1! 2! 3! 4!

n
n

n

f f f f f
x f x x x x

n





         (5-26) 

ตัวอยางฟงกชัน ( )f x  ที่สามารถเขียนอยูในรูปของอนุกรมแมคลอรินและชวงของการลูเขาของอนุกรมนี ้
2 3

0

1
1 ....

1! 2! 3! !
x n

n

x x x
e x

n





           เมื่อชวงการลูเขา ( , )   

2 4 6
2

0

( 1)
cos 1 ....

2! 4! 6! (2 )!

n
n

n

x x x
x x

n






          เมื่อชวงการลูเขา ( , )   

3 5 7
2 1

0

( 1)
sin ....

3! 5! 7! (2 1)!

n
n

n

x x x
x x x

n







     

    เมื่อชวงการลูเขา ( , )   

2 4 6
2

0

1
cosh 1 ....

2! 4! 6! (2 )!
n

n

x x x
x x

n





          เมื่อชวงการลูเขา ( , )   
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3 5 7

2 1

0

1
sinh ....

3! 5! 7! (2 1)!
n

n

x x x
x x x

n






     
    เมื่อชวงการลูเขา ( , )   

2 3 4 1

1

( 1)
ln( 1) ....

2 3 4

n
n

n

x x x
x x x

n






          เมื่อชวงการลูเขา ( 1,1]  

2 3

0

1
1 ....

1
n

n

x x x x
x





     
       เมื่อชวงการลูเขา ( 1,1)  

2 3

0

1
1 .... ( )

1
n

n

x x x x
x





      
       เมื่อชวงการลูเขา ( 1,1)  

 

ตัวอยางที่ 5.15 จงหาอนุกรมแมคลอรินของ ( ) xf x e  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

วิธีทำ 

เนื่องจาก ( ) 0(0) 1nf e   

ดังน้ัน 
0 0 0 0 2 3 4

0 2 3 4

0

1
... 1 ...

1! 2! 3! 4! 1! 2! 3! 4! !
x n

n

e e e e x x x x
e e x x x x x

n





              

 

ตัวอยางที่ 5.16 จงหาอนุกรมเทยเลอรของ ( ) lnf x x  รอบจุด 0 1x    

วิธีทำ 

เนื่องจาก 1'( )f x x  2''( )f x x   3'''( ) 2f x x ( ) 1( ) ( 1) !n n nf x n x    

ดังน้ัน 1'(1) 1 1f    2''(1) (1) 1f      3'''(1) 2(1) 2f   ( ) 1 1(1) ( 1) !(1) ( 1) !n n n nf n n       

ดังน้ัน 0 2 3 41 1 2 3 2
ln ln(1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...

1! 2! 3! 4!
x x x x x x

  
            

1
2 3 4

0

1 1 1 ( 1)
ln 0 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)

2 3 4

n
n

n

x x x x x x
n






             รอบจุด 0 1x    

อนุกรมเทยเลอรของ ( ) lnf x x  รอบจุด 0 1x   คือ 2 3 41 1 1
ln ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...

2 3 4
x x x x x          

 

5.4.3.1 การหาฟงกชันผลบวกในรูปอนุกรมกําลังดวยเอกลักษณ 

ตัวอยางของฟงกชันผลบวกที่อยูในรูปอนุกรมกำลัง เชน 

2 3 4
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1 ...

1
n

n

x x x x x
x





      
    เมื่อชวงการลูเขา 1x   

2 3 4

0

1
( ) 1 ...

1
n

n

x x x x x
x





       
    เมื่อชวงการลูเขา 1x   
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ตัวอยางที่ 5.17 จงหาอนุกรมแมคลอรินของ 
2

1
( )

1
f x

x



 ดวยเอกลักษณ  

วิธีทำ 

จากอนุกรมกำลัง 2 3 4

0

1
( ) 1 ...

1
n

n

x x x x x
x





       
    เม่ือชวงการลูเขา 1x   

เมื่อแทน 2x x  

ดังน้ัน 2 2
2

0 0

1
( ) ( 1)

1
n n n

n n

x x
x

 

 

   
    เม่ือชวงการลูเขา 2 1x   หรือ 1x   

ดังน้ัน อนุกรมแมคลอรินของ 
2

1
( )

1
f x

x



 เทากับ 2

0

( 1)n n

n

x




  เมื่อชวงการลูเขาคือ 1 1x    

 

5.4.3.2 การหาฟงกชันผลบวกในรูปอนุกรมกําลังดวยการอินทิกรัล 

ตัวอยางที่ 5.18 จงหาอนุกรมแมคลอรินของ 1( ) tanf x x  ดวยการอินทิกรัล 

วิธีทำ 

จาก 1( ) tanf x x  สามารถหาอนุพันธไดเปน  1
2

1
'( ) tan

1

d
f x x

dx x
 


 

จากตัวอยางท่ี 4.15 พบวา 2
2

0

1
( 1)

1
n n

n

x
x





 
   เมื่อชวงการลูเขา 1x    

ดังน้ัน 
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1 ( 1)
( ) tan ( 1)
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 
 

 


    

     เม่ือชวงการลูเขา 1x   

ดังน้ัน อนุกรมแมคลอรินของ 1( ) tanf x x  เทากับ 2 1

0

( 1)

2 1

n
n

n

x
n







  เมื่อชวงการลูเขาคือ 1 1x    

 

5.4.4 ฟงกชันผลบวกจากอนุกรมกำลัง 

 เมื่อ 0
0

( ) ( )nn
n

f x a x x




   แลว ( )f x  ถูกเรียกวาฟงกชันผลบวก (sum function) ของอนุกรมกำลัง 
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n

a x x
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  อนุกรมกำลังรอบจุด 0 0x   ตัวอยางเชน 
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ตัวอยางที่ 5.19 จงหาฟงกชันผลบวกจากอนุกรมกำลังตอนี้ 2
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ตัวอยางที่ 5.25 จงหาอนุกรมกําลังทีม่ีฟงกชันผลบวกของ ( ) ln(1 )f x x    
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ตัวอยางที่ 5.26 จงหาอนุกรมกําลังของผลบวกอนุกรม 1
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อนุกรมกําลังของ 2

0

( 1) ( 2)nn
n

x n n a x






   มีรูปของ 2( 2)nx   ดังน้ัน 

2 2 2
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2 2

0 0
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n n n
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n n n

n n
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n n

x n n a x n n a x n n a x

x n n a x n n a x

  
  

  

 
 

 

       

      

  

 
 

2 1 2

0 0 0

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) 2 ( 1) ( 2)n n n
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x n n a x n n a x n n a x
  

  

  

           

พิจารณา 

1 1 1
1 1

0 1 0 1

( 1) ( 2) ( 1)( 1 1) ( 2) ( 1) ( 2)n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x n n a x
  

  
 

   

             

2 2 2
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0 2 0 2

2 ( 1) ( 2) 2( 2)( 2 1) ( 2) 2( 1)( 2) ( 2)n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x n n a x
  

  
 

   

              

กระจาย 

1 1
1 1 1 1

0 1 0

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 1)( 1 1) ( 2) ( 1) ( 2)n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x a x n n a x
  

 
   

  

                

1
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n n a x n n a x n n a x
  


 

  

            
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n
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a x a x n n a x

 



 


 

    


     

               
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2
2 2

0 0 0

2 ( 1) ( 2) 0 0 2( 1)( 2) ( 2) 2( 1)( 2) ( 2)n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x n n a x
  


 

  

               

ดังน้ัน 

2 1 2

0 0 0

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) 2 ( 1) ( 2)n n n
n n n

n n n

x n n a x n n a x n n a x
  

  

  

           

2
1 2

0 0 0

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) 2( 1)( 2) ( 2)n n n
n n n

n n n

x n n a x n n a x n n a x
  


 

  

            

 2
1 2

0 0

( 1) ( 2) ( 1) 2( 1)( 2) ( 2)n n
n n n

n n

x n n a x n n a n n a x
 


 

 

          

 

5.4.6 การหาผลเฉลยสมการเชงิอนพุันธกำลังสองแบบเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนตวัแปร 
5.4.6.1 ผลเฉลยในรูปอนกุรมรอบจุดสามัญ 

 ถา ( )f x  เปนฟงกชันวิเคราะห (analytic function) ที่จุด 0x  แลว ดังนั้นอนุกรมกำลังรอบจุด 0x  มีอยู

และลูเขาสูแลว 0
0

( ) ( )nn
n

f x a x x




   เม่ือชวงของการลูเขา 0x x R   เม่ือ R  คอืรัศมีของการลูเขา 

 การหาผลเฉลยในรูปอนุกรมของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองแบบเอกพันธท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร ดัง 

(5-27) 
2

2 1 02
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
           (5-27) 

เมื่อ 2( )a x  1( )a x  และ 0( )a x  เปนสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร ที่จุด 0x   

เมื่อ (5-27) หารดวย 2( )a x  และ 2( ) 0a x   ไดเปน (5-28) 
2

01
2

2 2

( )( )
0

( ) ( )

a xa xd y dy
y

dx a x dx a x
            (5-28) 

2

2
( ) ( ) 0

d y dy
P x Q x y

dx dx
            (5-29) 

เมื่อ 1

2

( )
( )

( )

a x
P x

a x
  และ 0

2

( )
( )

( )

a x
Q x

a x
  

ที่จุด 0x  แลวทำให 0( )P x  หาคาได เรียกจุดนี้วา จุดสามัญ (ordinary point) ของสมการเชิงอนุพันธ ถาฟงกชัน 

( )P x  และ ( )Q x  เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x  ก็ตอเมื่อ ( )P x  และ ( )Q x  สามารถหาคาได แตถาฟงกชัน 

( )P x  หรือ ( )Q x  ไมเปน ฟงกชันวิเคราะหท่ีจุด 0x  จะเรียกจุด 0x  วา จุดเอกฐาน (singular point)  
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 จุดเอกฐานแบงได 2 ลักษณะ คือ จุดเอกฐานปกติ (regular singular point) ถา 0( ) ( )x x P x  และ 
2

0( ) ( )x x Q x  สามารถหาคาได ถือวา ( )P x  และ ( )Q x  เปนฟงกชันวิเคราะหที่จุด 0x  หรือ จุดเอกฐานไม

ปกติ (irregular singular point) ถา 0( ) ( )x x P x  และ 2
0( ) ( )x x Q x  ไมสามารถหาคาได 

 

ตัวอยางที่ 5.29 จงหาจุดสามัญหรือจุดเอกฐานของสมการเชิงอนุพันธ 2'' ' ( 2) 0y xy x y      

วิธีทำ 

จากสมการเช ิ งอน ุพ ันธ   2'' ' ( 2) 0y xy x y     พ ิจารณาเท ียบก ับ (5-27) พบว า ( )P x x  และ 
2( ) 2Q x x   พบวาทั้ง ( )P x  และ ( )Q x  หาคาได เมื่อ x   ดังน้ัน ( )P x  และ ( )Q x  เปนฟงกชัน

วิเคราะห ทุกคาของ x  แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุดสามัญของสมการเชิงอนุพันธนี ้

 

ตัวอยางที่ 5.30 จงหาจุดสามัญหรือจุดเอกฐานของสมการเชิงอนุพันธ 3 3( 1) '' 2( 1) ' 3 0x x y x y y       

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 3 3( 1) '' 2( 1) ' 3 0x x y x y y      ปรับสมการใหอยูในรูป (5-27) 
3

3 3

2( 1) 3
'' ' 0

( 1) ( 1)

x
y y y

x x x x


  

 
 

3

2 3
'' ' 0

( 1)
y y y

x x x
  


 

พิจารณาเทียบกับ (5-27) พบวา 2
( )P x

x
  และ 

3

3
( )

( 1)
Q x

x x



 พบวา ( )P x  หาคาไดทุกจุด ยกเวน 0x   

และ 
3

3
( )

( 1)
Q x

x x



 พบวา ( )Q x  หาคาไดทุกจุด ยกเวน 0x   และ 1x   แสดงวาจุด 0x   และ 

1x   เปนจุดเอกฐาน 

พิจารณาที่จุด 0x   เปนจุดเอกฐานปกติหรือไม 

0

1
( ) ( ) ( 0) 1x x P x x

x
     พบวา 0( ) ( )x x P x  หาคาได 

2 2
0 3

3 3
( ) ( ) ( 0)

( 1) ( 1)

x
x x Q x x

x x x
   

 
 พบวา 2

0( ) ( )x x Q x  หาคาได 

แสดงวา จุด 0x   เปนจุดเอกฐานปกต ิ

พิจารณา 1x   

0

1 1
( ) ( ) ( 1)

x
x x P x x

x x


    พบวา 0( ) ( )x x P x  หาคาได 
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2 2
0

3 3
( ) ( ) ( 1)

( 1) ( 1)

x
x x Q x x

x x x
   

 
 พบวา 2

0( ) ( )x x Q x  หาคาไมได 

แสดงวา จุด 1x   เปนจุดเอกฐานไมปกต ิ

  

 การหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธกำลังสองแบบเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรรอบจุดสามัญ 0x x  

ในรูปของอนุกรมกําลัง ดงั (5-30) เมื่อผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธนี้มีชวงในการลูเขา 0x x R   เม่ือ 0R    

0
0

( )nn
n

y a x x




            (5-30) 

 

ตัวอยางที่ 5.31 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง '' 0y y   รอบจุด 0 0x   

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' 0y y   พบวา ( ) 0P x   และ ( ) 1Q x   พบวา ( )P x  และ ( )Q x  หาคาไดทุกจุด

ของ x  แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุดสามัญของสมการเชิงอนุพันธนี ้ ดังนั ้นผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ

สามารถเขียนในรูปอนุกรมกำลังไดทุกคาของ x  ได แสดงวา ท่ีจุด 0 0x   สามารถหาผลเฉลยในอนุกรมกำลังได  
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เปลี่ยนใหเทอม 2nx   ใหอยูในรูป nx  
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   
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 2
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n n a a x





     

เมื่อ 0nx   ดังนั้น  2
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( 2)( 1) 0n n
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


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      

ดังน้ัน 2( 2)( 1) 0n nn n a a     เมื่อ 0,1,2,3,...n   

2

1

( 2)( 1)n na a
n n




 
 

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 0  

เมื่อ 0n   ได 0 0
2 0 2 (0 2)(0 1) 2

a a
a a     

 
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เมื่อ 1n   ได 1 1
1 2 3 (1 2)(1 1) 3 2

a a
a a     

  
 

เมื่อ 2n   ได 0 0 02 2
2 2 4

1

(2 2)(2 1) 4 3 4 3 2 4 3 2 4!

a a aa a
a a

                 
 

เมื่อ 3n   ได 3 3 1 1 1
3 2 5

1

(3 2)(3 1) 5 4 5 4 3 2 5 4 3 2 5!

a a a a a
a a

                   
 

เมื่อ 4n   ได 0 04 4
4 2 6

1

(4 2)(4 1) 6 5 6 5 4! 6!

a aa a
a a

              
 

เมื่อ 5n   ได 5 5 1 1
5 2 7

1

(5 2)(5 1) 7 6 7 6 5! 7!

a a a a
a a

              
 

แทนคา 0 1 2 3 4, , , , ,...a a a a a  ใน 0
0

( )nn
n

y a x x




   

2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 ...y a a x a x a x a x a x         

2 3 4 5 6 70 0 01 1 1
0 1 ...

2 3! 4! 5! 6! 7!

a a aa a a
y a a x x x x x x x          

2 4 6 3 5 7
0 1

1 1 1 1 1 1
1 ... ...

2 4! 6! 3! 5! 7!
y x x x a x x x x a

               
   

 

เมื่อ  
2 4 6

2

0

( 1)
cos 1 ....

2! 4! 6! (2 )!

n
n

n

x x x
x x

n






           

3 5 7
2 1

0

( 1)
sin ....

3! 5! 7! (2 1)!

n
n

n

x x x
x x x

n







     

     

ดังน้ันผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 0 1cos siny a x a x   

 

ตัวอยางที ่ 5.32 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง '' ' 2 0y xy y    รอบจุด 

0 0x   

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ '' ' 2 0y xy y    พบวา ( )P x x   และ ( ) 2Q x   พบวา ( )P x  และ ( )Q x หาคา

ไดทุกจุดของ x  แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุดสามัญของสมการเชิงอนุพันธ ดังนั้นผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ

สามารถเขียนในรูปอนุกรมกำลังไดทุกคาของ x  ได แสดงวา ท่ีจุด 0 0x   สามารถหาผลเฉลยในอนุกรมกำลังได 

0

n
n

n

y a x




  1

1

' n
n

n

y na x






  และ 2

2

'' ( 1) n
n

n

y n n a x






   

แทนคาใน '' ' 2 0y xy y    
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2 1

2 1 0

( 1) 2 0n n n
n n n

n n n

n n a x x na x a x
  

 

  

       

2

2 1 0

( 1) 2 0n n n
n n n

n n n

n n a x na x a x
  



  

       

เปลี่ยนใหเทอม 2nx   ใหอยูในรูป nx  

2 2
2 2

2 2 1 0 0 1 0

( 2)( 2 1) 2 ( 2)( 1) 2 0n n n n n n
n n n n n n

n n n n n n

n n a x na x a x n n a x na x a x
     

 
 

      

                 

2
0 1 0

( 2)( 1) 2 0n n n
n n n

n n n

n n a x na x a x
  


  

        

เพื่อหาผลบวกของอนุกรม จำเปนตองกระจายเทอม 2
0

( 2)( 1) n
n

n

n n a x





   และ 
0

n
n

n

a x



   

2 0 2
1 1 1

2 2 ( 2)( 1) 2 0n n n
n n n

n n n

a a n n a x na x a x
  


  

          

 2 0 2
1

2 2 ( 2)( 1) 2 0n
n n n

n

a a n n a na a x





        

เมื่อ 0nx   ดังนั้น 2 0a a   และ  2
1

( 2)( 1) 2 0n n n
n

n n a na a





       

ดังน้ัน 2( 2)( 1) 2 0n n nn n a na a      เม่ือ 1,2,3,...n   

2( 2)( 1) ( 2) 0n nn n a n a      

2

( 2)

( 2)( 1)n n

n
a a

n n



 

 

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 1 

เมื่อ 1n   ได 1 2 3 1 1

(1 2) 1

(1 2)(1 1) 3 2
a a a a


   

  
 

เมื่อ 2n   ได 2 2 4 2

(2 2)
0

(2 2)(2 1)
a a a


  

 
 

เมื่อ 3n   ได 3 2 5 3 3 1 1

(3 2) 1 1 1 1

(3 2)(3 1) 5 4 5 4 3 2 5!
a a a a a a

              
 

เมื่อ 4n   ได  4 2 6 4

(4 2) 2
0 0

(4 2)(4 1) 6 5
a a a


   

  
 

เมื่อ 5n   ได 5 2 7 5 3 1 1

(5 2) 3 3 1 3

(5 2)(5 1) 7 6 7 6 5! 7!
a a a a a a

             
 

แทนคา 0 1 2 3 4, , , , ,...a a a a a  ใน 0
0

( )nn
n

y a x x




   รอบจุด 0 0x   

2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 ...y a a x a x a x a x a x         



146 

 

2 3 5
0 1 0 1 1

1 3
0 ...

3! 7!
y a a x a x a x a x        

 2 3 5
0 1

1 3
1 ...

3! 7!
y a x a x x x

       
 

 

ดังน้ัน  2
1 0 1y a x   และ 3 5

2 1

1 3
...

3! 7!
y a x x x

     
 

 

 

ต ั ว อ ย  า ง ท ี ่  5.33 จ ง ห า ผ ล เ ฉ ล ย ใ น ร ู ป อ น ุ ก ร ม ก ำ ล ั ง ข อ ง ส ม ก า ร เ ช ิ ง อ น ุ พ ั น ธ  ก ำ ล ั ง ส อ ง 

'' ( 1) ' (2 3) 0y x y x y      รอบจุด 0 0x   

วิธีทำ 

จากสมการเช ิงอนุพันธ  '' ( 1) ' (2 3) 0y x y x y      พบว า ( ) 1P x x   และ ( ) 2 3Q x x   พบวา 

( )P x  และ ( )Q x  หาคาไดทุกจุดของ x  แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุดสามัญของสมการเชิงอนุพันธนี้ ดังนั้นผล

เฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมกำลังไดทุกคาของ x  ได ดังน้ันท่ีจุด 0 0x   สามารถหาผล

เฉลยในอนุกรมกำลังได 

0

n
n

n

y a x




  1

1

' n
n

n

y na x






  และ 2

2

'' ( 1) n
n

n

y n n a x






   

แทนคาใน '' ( 1) ' (2 3) 0y x y x y      

2 1

2 1 0

( 1) ( 1) (2 3) 0n n n
n n n

n n n

n n a x x na x x a x
  

 

  

         

2 1 1

2 1 1 0 0

( 1) 2 3 0n n n n n
n n n n n

n n n n n

n n a x xna x na x xa x a x
    

  

    

           

2 1 1

2 1 1 0 0

( 1) 2 3 0n n n n n
n n n n n

n n n n n

n n a x na x na x a x a x
    

  

    

           

เปลี่ยนใหเทอม 2nx   1nx  และ 1nx   ใหอยูในรูป nx  

2 2 1 1 1 1
2 1 1

2 2 1 1 1 1 0 0

( 2)( 2 1) ( 1) 2 3 0n n n n n
n n n n n

n n n n n

n n a x na x n a x a x a x
    

     
  

       

              

2 1 1
0 1 0 1 0

( 2)( 1) ( 1) 2 3 0n n n n n
n n n n n

n n n n n

n n a x na x n a x a x a x
    

  
    

             

ผลบวกของอนุกรม  

2 2 1 1 1 0
1 1 1 1 1

2 ( 2)( 1) ( 1) 2 3 3 0n n n n n
n n n n n

n n n n n

a n n a x na x a n a x a x a a x
    

  
    

                

2 1 0 2 1 1
1 1 1 1 1

2 3 ( 2)( 1) ( 1) 2 3 0n n n n n
n n n n n

n n n n n

a a a n n a x na x n a x a x a x
    

  
    

                
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 2 1 0 2 1 1
1

2 3 ( 2)( 1) ( 1) 2 3 0n
n n n n n

n

a a a n n a na n a a a x


  


            

 2 1 0 2 1 1
1

2 3 ( 2)( 1) ( 1) 2 ( 3) 0n
n n n n

n

a a a n n a n a a n a x


  


            

เมื่อ 0nx   ดังนั้น 2 1 02 3 0a a a    และ  

 2 1 1
1

( 2)( 1) ( 1) 2 ( 3) 0n
n n n n

n

n n a n a a n a x


  


          

ดังนั ้น  2 1 0 1 0

1 1 3
3

2 2 2
a a a a a     และ 2 1 1( 2)( 1) ( 1) 2 ( 3) 0n n n nn n a n a a n a           เมื่อ 

1,2,3,...n   

1 1
2

( 1) 2 ( 3)

( 2)( 1)
n n n

n

n a a n a
a

n n
 



   


 
 เม่ือ 1,2,3,...n   

1 1
2 1 1

( 1) 2 ( 3) 1 3 2

( 2)( 1) ( 2) ( 2)( 1) ( 2)( 1)
n n n

n n n n

n a a n a n
a a a a

n n n n n n n
 

  

    
   

      
 

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 1 

เมื่อ 1n   ได  

1 2 3 1 1 1 1 1 2 1 0

1 1 3 2 1 2 2

(1 2) (1 2)(1 1) (1 2)(1 1) 3 3 2 3 2
a a a a a a a a  


      

      
 

3 2 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 3 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1

3 3 3 3 2 2 3 3 6 2 3 3 6 6 2 6
a a a a a a a a a a a a a a a a

                
 

 

เมื่อ 2n   ได  

2 2 4 2 1 2 2 1 3 2 1

1 2 3 2 1 1 2

(2 2) (2 2)(2 1) (2 2)(2 1) 4 4 3 4 3
a a a a a a a a  


      

      
 

4 3 2 1 1 0 1 0 1 0

1 1 2 1 1 1 1 1 3 1 1

4 4 3 4 3 4 2 6 12 2 2 6 6
a a a a a a a a a a

              
    

 

แทนคา 0 1 2 3 4, , , , ,...a a a a a  ใน 0
0

( )nn
n

y a x x




   รอบจุด 0 0x   

2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 ...y a a x a x a x a x a x        

2 3 4
0 1 1 0 1 0 0

1 3 1 1 1
...

2 2 2 6 6
y a a x a a x a a x a x

                 
     

 

2 3 4 2 3 4
0 1

3 1 1 1 1
1 ... 0 ...

2 6 6 2 2
y a x x x a x x x x

               
   

 

ดังน้ัน 2 3 4
1 0

3 1 1
1 ...

2 6 6
y a x x x

      
 

 และ 2 3 4
2 1

1 1
0 ...

2 2
y a x x x x

      
 
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ตัวอยางที ่ 5.34 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 2 '' ' 0y xy y    รอบจุด 

0 1x   

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 2 '' ' 0y xy y    หรือ 1
'' ' 0

2 2

x
y y y    พบวา ( )

2

x
P x   และ 1

( )
2

Q x   พบวา 

( )P x  และ ( )Q x  หาคาไดทุกจุดของ x  แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุดสามัญของสมการเชิงอนุพันธนี้ ดังนั้นผล

เฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมกำลังไดทุกคาของ x  ได ดังน้ันท่ีจุด 0 1x   สามารถหาผล

เฉลยในอนุกรมกำลัง 
0

( 1)nn
n

y a x




   ได 

เพื่อความสะดวกในการหาผลเฉลยของอนุกรมกำลัง ให 1t x   และรอบจุด 0 0t   ดังนั้น 2 '' ' 0y xy y    

เปน 2 '' ( 1) ' 0y t y y     

0

n
n

n

y a t




  1

1

' n
n

n

y na t






  และ 2

2

'' ( 1) n
n

n

y n n a t






   

แทนคาใน 2 '' ( 1) ' 0y t y y     

2 1

2 1 0

2 ( 1) ( 1) 0n n n
n n n

n n n

n n a t t na t a t
  

 

  

        

2 1 1

2 1 1 0

2 ( 1) 0n n n n
n n n n

n n n n

n n a t t na t na t a t
   

  

   

         

2 1

2 1 1 0

2 ( 1) 0n n n n
n n n n

n n n n

n n a t na t na t a t
   

 

   

         

เปลี่ยนใหเทอม 2nt   และ 1nt   ใหอยูในรูป nt  

2 2 1 1
2 1

2 2 1 1 1 0

2( 2)( 2 1) ( 1) 0n n n n
n n n n

n n n n

n n a t na t n a t a t
   

   
 

     

            

2 1
0 1 0 0

2( 2)( 1) ( 1) 0n n n n
n n n n

n n n n

n n a t na t n a t a t
   

 
   

           

ผลบวกของอนุกรม  

2 2 1 1 0
1 1 1 1

4 2( 2)( 1) ( 1) 0n n n n
n n n n

n n n n

a n n a t na t a n a t a a t
   

 
   

              

2 1 0 2 1
1 1 1 1

4 2( 2)( 1) ( 1) 0n n n n
n n n n

n n n n

a a a n n a t na t n a t a t
   

 
   

              

 2 1 0 2 1
1

4 2( 2)( 1) ( 1) 0n
n n n n

n

a a a n n a na n a a t


 


           
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 2 1
1

2( 2)( 1) ( 1) ( 1) 0n
n n n

n

n n a n a n a t


 


        

เมื่อ 0nx   ดังนั้น 2 1 04 0a a a    และ 2 12( 2)( 1) ( 1) ( 1) 0n n nn n a n a n a          

ดังน้ัน  2 1 0 1 0

1 1 1

4 4 4
a a a a a       และ 2 1

1 1

2( 2) 2( 2)n n na a a
n n   
 

 เม่ือ 1,2,3,...n   

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 1 

เมื่อ 1n   ได  

1 2 3 1 1 1 2 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2(1 2) 2(1 2) 2 3 2 3 6 4 4 6
a a a a a a a a a 

                 
 

3 1 0 1 1 0 1 0

1 1 1 3 1 1 1

24 4 6 24 24 8 24
a a a a a a a a          

เมื่อ 2n   ได  

2 2 4 2 1 2 3 2 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2(2 2) 2(2 2) 2 4 2 4 8 8 24 8 4 4
a a a a a a a a a a 

                         
 

4 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 3 5

64 192 32 32 64 192
a a a a a a a       

 

แทนคา 0 1 2 3 4, , , , ,...a a a a a  ใน 
0

n
n

n

y a t




  รอบจุด 0 0x   

2 3 4
0 1 2 3 4 ...y a a t a t a t a t       

2 3 4
0 1 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 3 5
...

4 4 8 24 64 192
y a a t a a t a a t a a t

                    
     

 

2 3 4 2 3 4
0 1

1 1 5 1 1 3
1 ... ...

4 24 192 4 8 64
y a t t t a t t t t

               
   

 

แทนคา 1t x   

ดังน้ัน 2 3 4
1 0

1 1 5
1 ( 1) ( 1) ( 1) ...

4 24 192
y a x x x

         
 

 และ  

2 3 4
2 1

1 1 3
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...

4 8 64
y a x x x x

          
 

 

 

ดังน้ัน 2 3 4
1 0

3 1 1
1 ...

2 6 6
y a x x x

      
 

 และ 2 3 4
2 1

1 1
0 ...

2 2
y a x x x x

      
 
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ตัวอยางที่ 5.35 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 2( 4) '' 2x y xy x     รอบ

จุด 0 0x   

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 2( 4) '' 2x y xy x     หรือ 
2 2

2
''

( 4) ( 4)

x x
y y

x x


 

 
 พบวา ( ) 0P x   และ 

2

2
( )

( 4)

x
Q x

x





 พบวา ( )P x  และ ( )Q x  หาคาไดทุกจุดของ x  แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุดสามัญของ

สมการเชิงอนุพันธนี้ ดังนั้นผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมกำลังไดทุกคาของ x  ได 

ดังน้ันท่ีจุด 0 0x   สามารถหาผลเฉลยในอนุกรมกำลัง 
0

n
n

n

y a x




  ได 

เมื่อ 
0

n
n

n

y a x




  ดังนั้น 1

1

' n
n

n

y na x






  และ 2

2

'' ( 1) n
n

n

y n n a x






   

แทนคาใน 2( 4) '' 2x y xy x     

2 2

2 0

( 4) ( 1) 2n n
n n

n n

x n n a x x a x x
 



 

       

2 2 2

2 2 0

( 1) 4 ( 1) 2n n n
n n n

n n n

x n n a x n n a x x a x x
  

 

  

         

2 1

2 2 0

( 1) 4 ( 1) 2n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x a x x
  

 

  

         

เปลี่ยนใหเทอม 2nx   และ 1nx   ใหอยูในรูป nx  

2 2 1 1
2 1

2 2 2 1 0

( 1) 4( 2)( 2 1) 2n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x a x x
  

   
 

    

           

2 1
2 0 1

( 1) 4( 2)( 1) 2n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x a x x
  

 
  

          

ผลบวกของอนุกรม โดยกระจายอนุกรมใหถึงพจน 2n   

0 1
0 2 1 2 2 1 1 1

2 2 2

( 1) 4(0 2)(0 1) 4(1 2)(1 1) 4( 2)( 1) 2n n n
n n n

n n n

n n a x n a x a x n n a x a x a x x
  

    
  

                  

2 3 2 0 1
2 2 2

( 1) 8 24 4( 2)( 1) 2n n n
n n n

n n n

n n a x a a x n n a x a x a x x
  

 
  

             

2 3 0 2 1
2 2 2

8 24 2 ( 1) 4( 2)( 1) 0n n n
n n n

n n n

a a x a x x n n a x n n a x a x
  

 
  

              

 2 3 0 2 1
2

8 2 (24 1) ( 1) 4( 2)( 1) 0n
n n n

n

a a a x n n a n n a a x


 


            
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เมื่อ 0x   ดังนั้น 28 2 0a    3 024 1 0a a    และ  2 1( 1) 4( 2)( 1) 0n n nn n a n n a a        เมื่อ 

2,3, 4,...n   

ดังน้ัน 2

1

4
a   3 0

1 1

24 24
a a    และ 2 14( 2)( 1) ( 1)n n nn n a n n a a        

2 1

( 1) 1

4( 2)( 1) 4( 2)( 1)n n n

n n
a a a

n n n n 


  
   

 

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 2  

เมื่อ 2n   ได  

2 2 4 2 2 1 2 1 1

2(2 1) 1 2 1 2 1 1

4(2 2)(2 1) 4(2 2)(2 1) 4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 4 3
a a a a a a a 

                        
 

4 1

1 1

96 48
a a    

เมื่อ 3n   ได  

3 2 5 3 3 1 3 2 3 2

2(3 1) 1 2 3 1 3 1

4(3 2)(3 1) 4(3 2)(3 1) 4 5 4 4 5 4 40 80
a a a a a a a a 


         

   

   

 

5 0 0 0

3 1 1 1 1 3 3 1 1 1

40 24 24 80 4 960 960 320 320 160
a a a a

               
   

 

 

แทนคา 0 1 2 3 4 5, , , , , ,...a a a a a a  ใน 
0

n
n

n

y a x




  รอบจุด 0 0x   

2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 ...y a a x a x a x a x a x        

2 3 4 5
0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1
...

4 24 24 96 48 320 160
y a a x x a x a x a x

                    
     

 

3 5 4 2 3 4 5
0 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ...

24 320 48 4 24 96 160
y a x x a x a x x x x x

                     
     

 

ดังนั้นผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 2( 4) '' 2x y xy x     รอบจุด 0 0x   คือ 

3 5 4 2 3 4 5
0 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ...

24 320 48 4 24 96 160
y a x x a x a x x x x x

                     
     

 

 



152 

 

5.4.6.2 ผลเฉลยในรูปอนกุรมรอบจุดเอกฐานปกติดวยวิธีโฟรเบนิอสุ 

 ผลเฉลยในรูปอนุกรม 0
0

( )nn
n

y a x x




   เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธรอบจุดสามัญแตในกรณี

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธรอบจุดเอกฐานปกติไมสามารถเขียนในรูปของอนุกรมนี ้ได การหาผลเฉลยของ

สมการเชิงอนุพันธรอบจุดเอกฐานปกติสามารถทำไดดวยวิธีโฟรเบนิอุส (Frobenius method)  

 ถา 0x x  เปนจุดเอกฐานปกติของสมการเชิงอนุพันธกำลังสองดัง (5-31) แลว อยางนอย ผลเฉลยหนึ่ง

ของสมการจะอยูในรูป (5-32) เมื่อ r  เปนจำนวนจริงและอนุกรมนี้ลูเขา สำหรับ 00 x x R    เมื่อ R  คือ

รัศมีของชวงการลูเขา และมีคาเทากับระยะทางจาก 0x  ไปยัง จุดเอกฐานอ่ืนที่ใกลที่สุด 
2

2 1 02
( ) ( ) ( ) 0

d y dy
a x a x a x y

dx dx
           (5-31) 

0
0

( )n r
n

n

y a x x






            (5-32) 

ถาให 
0

n r
n

n

y a x






  เมื่อ 0 0a   เปนผลเฉลยของ (5.-33) ท่ีมีจุด 0 0x   เปนจุดเอกฐานปกติ  

2

2
( ) ( ) 0

d y dy
P x Q x y

dx dx
            (5.33) 

ดังน้ัน ( )xP x  และ 2 ( )x Q x  เปนฟงกชันวิเคราะหท่ีจุด 0x   ดัง (5-34) และ (5-35) 
2

0 1 2( ) ...xP x p p x p x             (5-34) 
2 2

0 1 2( ) ...x Q x q q x q x             (5-35) 

จาก (5-34) และ (5-35) เมื่อ 0x   พบวา 0( )xP x p  และ 2
0( )x Q x q   

จาก (5-35) ถาคูณดวย 2x  ไดเปน (5-36) 
2

2 2 2
2

( ) ( ) 0
d y dy

x x P x x Q x y
dx dx

    

 
2

2 2
2

( ) ( ) 0
d y dy

x x xP x x Q x y
dx dx

           (5-36) 

เมื่อแทน ( )xP x  และ 2 ( )x Q x  จาก (5-34) และ (5-35) ตามลำดับ ใน (5-36) ไดเปน (5-37) 

   
2

2 2 2
0 1 2 0 1 22

... ... 0
d y dy

x x p p x p x q q x q x y
dx dx

             (5-37) 

เน ื ่ องจากผลเฉลยของสมการเช ิ งอน ุพ ันธ น ี ้ ค ื อ  
0

n r
n

n

y a x






  เม ื ่ อ 1

0

' ( ) n r
n

n

y n r a x


 



   และ 

2

0

'' ( )( 1) n r
n

n

y n r n r a x


 



     แทนลงใน (5-37) ไดเปน (5-38) 



153 

 

   2 2 2 1 2
0 1 2 0 1 2

0 0 0

( )( 1) ... ( ) ... 0n r n r n r
n n n

n n n

x n r n r a x x p p x p x n r a x q q x q x a x
  

    

  

                

   2 2
0 1 2 0 1 2

0 0 0

( )( 1) ... ( ) ... 0n r n r n r
n n n

n n n

n r n r a x p p x p x n r a x q q x q x a x
  

  

  

                

            (5-38) 

จาก (5-38) พิจารณาเม่ือ 0n   ไดเปน (5-39) 

   2 2
0 0 1 2 0 0 1 2 0( 1) ... ... 0r r rr r a x p p x p x ra x q q x q x a x           

   2 2
0 1 2 0 1 2( 1) ... ... 0r r p p x p x r q q x q x               (5-39) 

เมื่อแทน 0x   ใน (5-39) ไดเปน (5-40) 

0 0( 1) 0r r p r q              (5-40) 
2 2

0 0 0 0( 1) 0r r p r q r p q               (5-41) 

(5-41) เรียกวา สมการดัชนี (indicial equation) และรากของสมการดัชน ี 1r  และ 2r  จาก (5-41) เรียกวา เลขชี้

กําลัง (exponents) ดังนั้นผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธของ (5-31) เมื่อคาของ 1r  และ 2r  เปนจำนวนจริง ผล

เฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถแบงไดออกเปน 3 กรณี ดังน้ี 

กรณี 1. 1 2r r  และ 1 2r r  ไมเปนจำนวนเต็มบวก ผลเฉลยของสมการอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมได 2 

ผลเฉลยท่ีเปนอิสระตอกัน ดังนี้ 1
1

0

n r
n

n

y a x






  และ 2
2

0

n r
n

n

y a x






  

กรณี 2. 1 2r r  และเปนจำนวนเต็ม ผลเฉลยของสมการอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมได 1 ผลเฉลย ดังนี้ 

1
1

0

n r
n

n

y a x






  สวนอีก 1 ผลเฉลยสามารถหาไดจากการเปลี่ยนสมการสัมประสิทธิ ์ r  เพื่อหาสัมประสิทธ 

( 1)na n   ในรูปของ r  และ 0a  ซึ่งพบวา na  เปนฟงกชันของ ( , )y r x  ดังนั้น 
1

2

( , )

r r

y r x
y

r 





 บางครั้ง

พบวา 1y  ไมสามารถอินทิเกรตได ดังนั้นสามารถให 1
2 1

1

ln n r
n

n

y y x b x






   

กรณี 3. 1 2r r  และ 1 2r r  เปนจำนวนเต็มบวก ผลเฉลยของสมการอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมได 2 ผล

เฉลย ดังนี้ 1
1

0

n r
n

n

y a x






  สวนอีก 1 ผลเฉลยสามารถหาไดจาก 
( )

2 1 2
1

P x dx
e

y y dx
y


   บางครั้งพบวา 1y  ไม

สามารถอินทิเกรตได ดังนั้นสามารถให 1
2 1

0

ln n r
n

n

y y x b x






   
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ตัวอยางที่ 5.36 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 22 '' 7 ( 1) ' 3 0x y x x y y     

รอบจุด 0 0x   

วิธีทำ 

จ า ก ส ม ก า ร เ ช ิ ง อน ุ พ ั น ธ   22 '' 7 ( 1) ' 3 0x y x x y y     ห ร ื อ  2

7 3
'' ( 1) ' 0

2 2
y x y y

x x
     พ บ ว า 

7
( ) ( 1)

2
P x x

x
   และ 

2

3
( )

2
Q x

x
  พบวา ( )P x  และ ( )Q x  หาคาไดทุกจุดของ x  ยกเวนจุด 0x   

แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุดสามัญของสมการเชิงอนุพันธนี้ ยกเวนจุด 0x   ซึ่ง จุด 0x   เปนจุดเอกฐาน 

พิจารณาที่จุด 0x   เปนจุดเอกฐานปกติหรือไม 

0

7 7
( ) ( ) ( 0) ( 1) ( 1)

2 2
x x P x x x x

x
       ดังนั้น 0( ) ( )x x P x  หาคาได 

2 2
0 2

3 1 3
( ) ( ) ( 0)

2 2
x x Q x x

x
     ดังนั้น 2

0( ) ( )x x Q x  หาคาได 

แสดงวา จุด 0x   เปนจุดเอกฐานปกติ ดังนั้นผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมกำลังได

ทุกคาของ x  รอบจุด 0 0x   ได และผลเฉลยในอนุกรมกำลัง 0
0

( )n r
n

n

y a x x






    

เมื่อ 
0

n r
n

n

y a x






  ดังน้ัน 1

0

' ( ) n r
n

n

y n r a x


 



   และ 2

0

'' ( )( 1) n r
n

n

y n r n r a x


 



      

แทนคาใน 22 '' 7 ( 1) ' 3 0x y x x y y     

2 2 2 1

0 0 0

2 ( )( 1) (7 7 ) ( ) 3 0n r n r n r
n n n

n n n

x n r n r a x x x n r a x a x
  

    

  

           

2 2 2 1

0 0 0

2 ( )( 1) (7 7 )( ) 3 0n r n r n r
n n n

n n n

x n r n r a x x x n r a x a x
  

    

  

           

2 2 2 1 1

0 0 0 0

2 ( )( 1) 7 ( ) 7 ( ) 3 0n r n r n r n r
n n n n

n n n n

x n r n r a x x n r a x x n r a x a x
   

      

   

             

1

0 0 0 0

2( )( 1) 7( ) 7( ) 3 0n r n r n r n r
n n n n

n n n n

n r n r a x n r a x n r a x a x
   

    

   

             

เปลี่ยนใหเทอม 1n rx    ใหอยูในรูป n rx   

1 1
1

0 1 0 0 0

2( )( 1) 7( 1 ) 7( ) 3 0n r n r n r n r
n n n n

n n n n

n r n r a x n r a x n r a x a x
   

     


    

              

1
0 1 0 0

2( )( 1) 7( 1) 7( ) 3 0n r n r n r n r
n n n n

n n n n

n r n r a x n r a x n r a x a x
   

   


   

              

ผลบวกของอนุกรม โดยกระจายอนุกรมใหถึงพจน 1n   
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0 1
1 1

0 0
1 0

2 ( 1) 2( )( 1) 7( 1)

7 7( ) 3 3 0

r n r n r
n n

n n

r n r r n r
n n

n n

r r a x n r n r a x n r a x

ra x n r a x a x a x

 
 


 

 
 

 

       

     

 

 
 

   0 1
1

2 ( 1) 7 3 2( )( 1) 7( 1) 7( ) 3 0r n r
n n n n

n

r r r a x n r n r a n r a n r a a x







               

   0 1
1

2 ( 1) 7 3 2( )( 1) 7( ) 3 7( 1) 0r n r
n n

n

r r r a x n r n r n r a n r a x







                 

เมื่อ 0x   และ 0 0a   ดังน้ัน 2 ( 1) 7 3 0r r r     และ  

  12( )( 1) 7( ) 3 7( 1) 0n nn r n r n r a n r a            เมื่อ 1,2,3, 4,...n   

1

7( 1)

2( )( 1) 7( ) 3n n

n r
a a

n r n r n r 
 

 
     

 

การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพันธจำเปนตองหาคา 1r  และ 2r  จากสมการดชันี 2 ( 1) 7 3 0r r r      
22 2 7 3 0r r r     หรือ 22 5 3 0r r     

ดังนั้น 1

1

2
r   และ 2 3r    ซึ่งตรงกับกรณี 1. 1 2r r  และ 1 2r r  ไมเปนจำนวนเต็มบวก ผลเฉลยของสมการ

อนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมได 2 ผลเฉลยที่เปนอิสระตอกัน ดังน้ี 1
1

0

n r
n

n

y a x






  และ 2
2

0

n r
n

n

y a x






  

กรณี 1

1

2
r    

1 1

1 2 1 2
7 1 7

2 2
1 1 1 2 1 2 1 2 2 1

2 1 7 3 2 7 3
2 2 2 2 2 2

n n n

n
n

a a a
n n n

n n n
 

        
      

                            
         

 

 
     

   
1 1 12 2

7 2 1 7 2 1 7 2 1

2 1 2 1 7 2 1 6 4 1 14 7 6 4 14n n n n

n n n
a a a a

n n n n n n n  

  
     

         
 

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 1 

เมื่อ 1n   ได  

   
1 1 1 0 02

7 2 1 1 7 1 7

4(1) 14 1 4 14 18
a a a a


     

 



 

เมื่อ 2n   ได  

   
1 1 2 2 1 1 1 0 02

7 2 2 1 7 3 21 21 7 147

4(2) 14 2 16 28 44 44 28 792
a a a a a a a 

                



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เมื่อ 3n   ได  

   
3 1 4 3 1 2 2 0 02

7 2 3 1 7 5 35 35 147 1715

4(3) 14 3 36 52 88 88 792 23232
a a a a a a a 

                




 

แทนคา 0 1 2 3 4 5, , , , , ,...a a a a a a  ใน 1
1

0

r n
n

n

y x a x




   รอบจุด 0 0x   

 
1

2 3 4 52
1 0 1 2 3 4 5 ..y x a a x a x a x a x a x        

1 1
2 3 2 32 2

1 0 0 0 0 0

7 147 1715 7 147 1715
... 1 ...

18 792 23232 18 792 23232
y x a a x a x a x a x x x x               

   
 

 

กรณี 2 3r     

 
    

 
    1 1

7 3 1 7 4

2 3 3 1 7 3 3 2 3 4 7 3 3n n n

n n
a a a

n n n n n n 

  
   

          
 

 
 

   
1 1 12 22

7 4 7 4 7 4

2 14 24 7 21 3 2 72 7 12 7 21 3
n n n n

n n n
a a a a

n n n n nn n n
  

  
     

         
 

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 1 

เมื่อ 1n   ได  

   
1 1 1 0 02

7 1 4 7 3 21

2(1) 7(1) 2 7 5
a a a a

 
     

 
 

เมื่อ 2n   ได  

   
2 2 1 1 1 0 02

7 2 4 7 2 14 7 21 49

2(2) 7(2) 8 14 6 3 5 5
a a a a a a

                 
 

เมื่อ 3n   ได  

   
3 3 1 2 2 0 02

7 3 4 7 1 7 7 49 343

2(3) 7(3) 18 21 3 3 5 15
a a a a a a

                 
 

เมื่อ 4n   ได  

   
4 4 1 32

7 4 4 7 0
0

2(4) 7(4) 32 28
a a a


    

 
 

เมื่อ 5n   ได  

     4 5 1 42

7 5 4 7 1 7
0 0

2(5) 7(5) 50 35 15
a a a


      

 
 

ดังน้ัน เมื่อ 4,5,6,7,...n   พบวา 4 5 6.... 0a a a    
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แทนคา 0 1 2 3 4 5, , , , , ,...a a a a a a  ใน 2
2

0

r n
n

n

y x a x




   รอบจุด 0 0x   

 3 2 3 4 5
1 0 1 2 3 4 5 ..y x a a x a x a x a x a x        

3 2 3 4 3 2 3
1 0 0 0 0 0

21 49 343 21 49 343
0 ... 1

5 5 15 5 5 15
y x a a x a x a x x a x x x x                

   
 

ดังนั ้น ผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 22 '' 7 ( 1) ' 3 0x y x x y y     รอบจุด 

0 0x   คื อ 
1

2 3 3 2 32
1 1 2 2 1 0 2 0

7 147 1715 21 49 343
1 ... 1

18 792 23232 5 5 15
y C y C y C a x x x x C a x x x x                

   
 

 

แทนคา 0 1 2 3 4 5, , , , , ,...a a a a a a  ใน 1
1

0

r n
n

n

y x a x




   รอบจุด 0 0x   

 
1

2 3 4 52
1 0 1 2 3 4 5 ..y x a a x a x a x a x a x        

1 1
2 3 2 32 2

1 0 0 0 0 0

7 147 1715 7 147 1715
... 1 ...

18 792 23232 18 792 23232
y x a a x a x a x a x x x x               

   
 

 

ดังน้ันผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 2( 4) '' 2x y xy x     รอบจุด 0 0x   

3 5
1 0

1 1
1 ...

24 320
y a x x

     
 

 4
2 1 1

1
...

48
y a x a x

    
 

 และ  

2 3 4 51 1 1 1
...

4 24 96 160py x x x x      

 

ตัวอยางที่ 5.37 จงหาผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 2 2'' ' 0x y xy x y    รอบจุด 

0 0x   

วิธีทำ 

จากสมการเชิงอนุพันธ 2 2'' ' 0x y xy x y    หรือ 
1

'' ' 0y y y
x

    พบวา 1
( )P x

x
  และ ( ) 1Q x   พบวา 

( )P x  หาคาไดทุกจุดของ x  ยกเวนจุด 0x   และ ( )Q x  หาคาไดทุกจุดของ x  แสดงวา ทุกคาของ x  เปนจุด

สามัญของสมการเชิงอนุพันธนี้ ยกเวนจุด 0x   ซึ่ง จุด 0x   เปนจุดเอกฐาน 

พิจารณาที่จุด 0x   เปนจุดเอกฐานปกติหรือไม 

0

1
( ) ( ) ( 0) 1x x P x x

x
     ดังน้ัน 0( ) ( )x x P x  หาคาได 
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2 2

0( ) ( )x x Q x x   ดังน้ัน 2
0( ) ( )x x Q x  หาคาได 

แสดงวาที่จุด 0x   เปนจุดเอกฐานปกติ ดังนั้นผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมกำลังได

ทุกคาของ x  รอบจุด 0 0x   ได และผลเฉลยในอนุกรมกำลัง 0
0

( )n r
n

n

y a x x






    

เมื่อ 
0

n r
n

n

y a x






  ดังน้ัน 1

0

' ( ) n r
n

n

y n r a x


 



   และ 2

0

'' ( )( 1) n r
n

n

y n r n r a x


 



      

แทนคาใน 2 2'' ' 0x y xy x y    

2 2 1 2

0 0 0

( )( 1) ( ) 0n r n r n r
n n n

n n n

x n r n r a x x n r a x x a x
  

    

  

          

2

0 0 0

( )( 1) ( ) 0n r n r n r
n n n

n n n

n r n r a x n r a x a x
  

   

  

          

เปลี่ยนใหเทอม 2n rx    ใหอยูในรูป n rx   

2 2
2

0 0 2 0

( )( 1) ( ) 0n r n r n r
n n n

n n n

n r n r a x n r a x a x
  

    


   

          

2
0 0 2

( )( 1) ( ) 0n r n r n r
n n n

n n n

n r n r a x n r a x a x
  

  


  

          

ผลบวกของอนุกรม โดยกระจายอนุกรมใหถึงพจน 2n   

1 1
0 1 0 1 2

2 2 2

( 1) ( 1)( ) ( )( 1) ( 1) ( ) 0r r n r r r n r n r
n n n

n n n

r r a x r r a x n r n r a x ra x r a x n r a x a x
  

    


  

                 

1 1
0 0 1 1 2

2 2 2

( 1) ( 1)( ) ( 1) ( )( 1) ( ) 0r r r r n r n r n r
n n n

n n n

r r a x ra x r r a x r a x n r n r a x n r a x a x
  

    


  

                 

     1
0 1 2

2

( 1) ( 1)( ) ( 1) ( )( 1) ( ) 0r r n r
n n n

n

r r r a x r r r a x n r n r a n r a a x


 




               

 2 2 1
0 1 2

2

1 ( )( 1) ( ) 0r r n r
n n

n

r r r a x r r r a x n r n r n r a a x


 




                         

 2 2 1
0 1 2

2

( 1) ( ) ( 1) 1 0r r n r
n n

n

r a x r a x n r n r a a x


 




            

 2 2 1
0 1 2

2

( 1) ( )( ) 0r r n r
n n

n

r a x r a x n r n r a a x


 




        

2 2 1 2
0 1 2

2

( 1) ( ) 0r r n r
n n

n

r a x r a x n r a a x


 




         

เมื่อ 0x   และ 0 0a    

ดังน้ัน 
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เทอม 2
0 0rr a x   ไดเปน 2

0 0r a   ดังน้ัน 1 2 0r r   

เทอม 2 1
1( 1) 0rr a x    ไดเปน 2

1( 1) 0r a   ดังนั้น 1 2 1r r    

เทอม 2
2( ) 0n r

n nn r a a x 
      ไดเปน 22

1

( )n na a
n r  


 เม่ือ 2,3, 4,5,6,7,...n   

จากกรณี 2 1 2r r  และเปนจำนวนเต็ม ผลเฉลยของสมการอนุพันธสามารถเขียนในรูปอนุกรมได 1 ผลเฉลย ดังนี้ 

1
1

0

n r
n

n

y a x






  สวนอีก 1 ผลเฉลยสามารถหาไดจาก 
1

2

( , )

r r

y r x
y

r 





  

เมื่อแทน 1 0r   ดังน้ัน 2
1 1(0 1) 0a a    

2 22 2

1 1

( 0)n n na a a
n n    


 เมื่อ 2,3, 4,5,6,7,...n   

เมื่อแทนคา n  เริ่มจาก 2  

เมื่อ 2n   ได  

2 2 2 02

1 1

2 4
a a a     

เมื่อ 3n   ได  

 3 3 2 12

1 1 1
0 0

3 9 9
a a a        

เมื่อ 4n   ได  

4 4 2 2 0 02

1 1 1 1 1

4 16 16 4 64
a a a a a

         
 

 

เมื่อ 5n   ได  

 5 5 2 32

1 1 1
0 0

5 25 25
a a a        

เมื่อ 6n   ได  

6 6 2 4 0 02

1 1 1 1 1

6 36 36 64 2304
a a a a a

        
 

 

จากการแทนคา n  พบวาเม่ือ n  เปนจำนวนเต็มคี่ จะทำให 1 3 5 ... 0a a a     

แทนคา 0 1 2 3 4 5, , , , , ,...a a a a a a  ใน 1
1

0

r n
n

n

y x a x




   รอบจุด 0 0x   

 0 2 3 4 5
1 0 1 2 3 4 5 ..y x a a x a x a x a x a x        

2 3 4 5 6 2 4 6
1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
0 0 0 ... 1 ...

4 64 2304 4 64 2304
y a x a x x a x x a x a x x x

              
 
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การหาผลเฉลย 
1

2

( , )

r r

y r x
y

r 





 

จาก 2 22 2

1 1

( ) ( )n n na a a
n r n r    
 

 

เมื่อ n  เปนจำนวนเต็มคี่ จะทำให 1 3 5 ... 0a a a     

เมื่อ 2n   ได  

2 2 2 02 2

1 1

( 2) ( 2)
a a a

r r   
 

 

เมื่อ 4n   ได  

4 4 2 2 0 02 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

( 4) ( 4) ( 4) ( 2) ( 4) ( 2)
a a a a a

r r r r r r

   
                  

 

เมื่อ 6n   ได  

6 6 2 4 0 02 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

( 6) ( 6) ( 6) ( 4) ( 2) ( 6) ( 4) ( 2)
a a a a a

r r r r r r r r

 
               

 

เมื่อแทนคา  

 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5

0

( , ) ..r n r
n

n

y r x x a x x a a x a x a x a x a x




         

2 4 6
0 0 0 02 2 2 2 2 2

1 1 1
( , ) ..

( 2) ( 4) ( 2) ( 6) ( 4) ( 2)
ry r x x a a x a x a x

r r r r r r

 
           

 

2 4 6
0 2 2 2 2 2 2

1 1 1
( , ) ..

( 2) ( 4) ( 2) ( 6) ( 4) ( 2)
r r r ry r x a x x x x

r r r r r r
   

           
 

1

2

( , )

r r

y r x
y

r 





 เมื่อ ln

r
rdx
x x

dr
  

2 4 6
0 2 2 2 2 2 2

( , ) 1 1 1
..

( 2) ( 4) ( 2) ( 6) ( 4) ( 2)
r r r ry r x d

a x x x x
r dr r r r r r r

   
            

 

2 2
2 3

0

4 4 4
2 2 3 2 2 3

1 ( 2)
ln ln

( 2) ( 2)( , )

1 ( 2) ( 2)
ln ..

( 4) ( 2) ( 4) ( 2) ( 4) ( 2)

r r r

r r r

x x x x x
r ry r x

a
r

x x x x
r r r r r r

 

  

  
                          

 

0 0 2 0 2
2 3

2 0
0 0 4 0 4 0 4

2 2 3 2 2 3

1 ( 2)
ln ln

(0 2) (0 2)( , )

1 ( 2) ( 2)
ln ..

(0 4) (0 2) (0 4) (0 2) (0 4) (0 2)
r

x x x x x
y r x

y a
r

x x x x

 

   

  
                           

 



161 

 

2 2 4 4 4
2 0 2 3 2 2 3 2 2 3

0

( , ) 1 2 1 2 2
ln ln ln ..

2 2 4 2 4 2 4 2r

y r x
y a x x x x x x x x

r 

                        
 

2 4 2 4
2 0 02 2 2 3 3 2 2 3

0

( , ) 1 1 2 2 2
ln ln ln ... ..

2 4 2 2 4 2 4 2r

y r x
y a x x x x x a x x

r 

                         
 

2 4 2 4
2 0 02 2 2 2 3 2 2

0

( , ) 1 1 1 1 1
ln 1 ... ..

2 4 2 2 4 2 4 2r

y r x
y a x x x a x x

r 

                        
 

จาก 2 4 6
1 0

1 1 1
1 ...

4 64 2304
y a x x x

      
 

 

2 4
2 1 0 2 3 2 2

0

( , ) 1 1 1
ln ..

2 4 2 4 2r

y r x
y y x a x x

r 

              
 

ดังนั้น ผลเฉลยในรูปอนุกรมกำลังของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง 2 2'' ' 0x y xy x y    รอบจุด 0 0x   คือ 

2 4 6 2 4
1 1 2 2 1 0 2 1 0 2 3 2 2

1 1 1 1 1 1
1 ... ln ..

4 64 2304 2 4 2 4 2
y C y C y C a x x x C y x a x x

                           
 

 

5.4.6 การหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธกำลังสองแบบเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรดวย
อนุกรมเทยเลอร 
 การหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธสามารถใชอนุกรมเทยเลอรรอบจุด 0x x  ในการหาผลเฉลยได  

( ) (4)
2 3 40 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0

( ) '( ) ''( ) '''( ) ( )
( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

! 1! 2! 3! 4!

n
n

n

f x f x f x f x f x
x x f x x x x x x x x

n





          
  

ตัวอยางที่ 5.38 จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธกำลังสอง '' ' (2 1) 0y xy x y     เมื่อ ( 1) 2y    และ 

'( 1) 2y     ดวยอนุกรมเทยเลอรรอบจุด 1x    

วิธีทำ 

'' ' (2 1) 0y xy x y     ปรับสมการไดเปน '' ' (2 1)y xy x y     

เมื่อ ( 1) 2y    และ '( 1) 2y     

ดังน้ัน ''( 1) ( 1)( 2) ((2( 1) 1)(2) 2 ( 3)(2) 4y               

หา '''( 1)y   

จาก  ''' ' (2 1) ' '' 2 (2 1) '
d

y xy x y y xy y x y
dx

           

เมื่อ ( 1) 2y    '( 1) 2y    และ ''( 1) 4y    

ดังน้ัน '''( 1) ( 2) ( 1)(4) 2(2) (2( 1) 1)( 2) 2 4 4 6 4y                   
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หา (4) ( 1)y   

จาก  (4) ' '' 2 (2 1) ' '' '' ''' 2 ' 2 ' (2 1) ''
d

y y xy y x y y y xy y y x y
dx

               

(4) 2 '' ''' 4 ' (2 1) '' 2 '' ''' 4 ' 2 '' '' '' ''' 4 ' 2 ''y y xy y x y y xy y xy y y xy y xy                  
(4) ''' (2 1) '' 4 'y xy x y y      

เมื่อ ( 1) 2y    '( 1) 2y    ''( 1) 4y    และ '''( 1) 4y     

ดังน้ัน  (4) ( 1) ( 1)( 4) 2( 1) 1 (4) 4( 2) 4 ( 1)(4) 8 4 4 8 8y                      

เมื่อนำไปแทนในอนุกรมเทยเลอรเพ่ือหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธรอบจุด 1x    
(4)

2 3 4'( 1) ''( 1) '''( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...

1! 2! 3! 4!

f f f f
y f x x x x

   
            

2 3 4( 2) (4) ( 4) (8)
2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...

1! 2! 3! 4!
y x x x x

 
           

2 3 42 1
2 2( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) ...

3 3
y x x x x           
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5.5 แบบฝกหัด 
ขอที ่5.1 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธท่ีมีรูปแบบของสมการโคช-ีออยเลอรอันดับสองแบบเอกพันธ 

1. 2 '' 9 ' 25 0x y xy y    

2. 2 '' 4 0x y y   

3. 2 '' 7 ' 16 0x y xy y    

4. 2 '' 6 ' 13 0x y xy y    

5. 2 '' 4 ' 4 0x y xy y    

6. 2 '' 3 ' 0x y xy y    

7. 2 '' 6 ' 9 0x y xy y    

8. 2 '' 2 ' 3 0x y xy y    

 

ขอท่ี 5.2 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธที่มีรูปแบบของสมการโคชี-ออยเลอรอันดับสองแบบไมเอก

พันธ 

1. 2 3'' ' 3 2x y xy y x    

2. 2 3'' 2 xx y y x e   

3. 2 3'' 2 ' 2 lnx y xy y x x    

4. 2 '' ' sin(2ln )x y xy y x    

 

ขอที ่5.3 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร 

1. 2'' (2 2 ) ' 2 8 xxy x y y e     ถาผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1
1 ( )hy x x    

2. 2( 1) '' ' ( 1)x y xy y x      ถาผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1 ( ) x
hy x e   

3. 2(1 2 ) '' (2 2 ) ' 2 0x x y x y y       ถาผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1( ) 1hy x x    

4. 2(1 ) '' 2 ' 0x y xy    ถาผลเฉลยสวนหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธนี้คือ 1( ) 1hy x    

 

ขอที ่5.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรในรูปอนุกรมกำลัง 

1. 2'' ' (2 1) 0y xy x y     รอบจุด 0x   

2. 2( 1) '' ' 0x y xy xy     รอบจุด 0x   

3. 2(1 ) '' 2 ' 5 0x y xy y     รอบจุด 0x   

4. '' ' 2 0y y xy    รอบจุด 0x   
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ขอท่ี 5.5 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรในรูปดวยอนุกรมเทย

เลอร 

1. 2( 1) '' ' 2 0x y xy xy     เมื่อ (0) 2y   และ '(0) 3y   

2. '' ' 2 0y xy y    เมื่อ (0) 2y   และ '(0) 3y   

3. 2 2'' ' 0y x y x y    เม่ือ (0) 2y   และ '(0) 4y   

4. '' ' 2 0xy y y    เมื่อ (1) 2y   และ '(1) 4y   
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บทที่ 6 อนกุรมฟูเรียร 
 

6.1 บทนำ 
 อนุกรมฟูเรียร (Fourier series) เปนรปูผลรวมของอนกุรมอนันตที่เปนฟงกชันรายคาบ ถาเปนผลรวมของ

ฟงกชันตรีโกณมิติจะเรียกวาอนุกรมฟูเรียรทางตรีโกณมิติ (trigonometric Fourier series) ถาเปนผลรวมของ

ฟงกชันเอ็กซโพเนนเชียลจะเรียกวาอนุกรมฟูเรียรทางเอ็กซโพเนนเชียล (exponential Fourier series)  

6.2 ฟงกชันเปนคาบ 
 ฟงกชันเปนคาบ (Periodic functions) คือฟงกชนัที่สามารถเขียนใหอยูในรูป (6-1) สำหรับทุกคา x  

( ) ( )f x T f x            (6-1) 

เมื่อ T  เปนจำนวนท่ีนอยที่สุด และ T  เปน คาบ (period) ของฟงกชัน ( )f x  ของทุกคาจริงของ x  

 ตัวอยางฟงกชันคาบเชน ( ) sinf x x  และ ( ) sin 2f x x  ดังรูปที ่ 6.1 จากรูปที ่ 6.1 พบวา เมื่อ 

( ) sinf x x  ทีม่ีคาบเทากับ 2  จะมีคาเทากับ ( ) sin 2f x x  ทีมี่คาบเทากับ   

 

 
รูปที่ 6.1 ลักษณะของกราฟของฟงกชัน ( ) sinf x x  และ ( ) sin 2f x x  

 

เมื่อ ( )f x  เปนฟงกชันคาบ ดังนั้น ( 2 ) ( ) ( ) ( )f x T f x T T f x T f x        ดังนั้น เมื่อให n  เปน

จำนวนเต็มบวกใดๆ ถา เมื่อ ( )f x  เปนฟงกชันคาบ แลว ( ) ( )f x nT f x   สงผลให คาบสามารถมีไดหลาย
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คา เชน 2 ,3 , 4 ,...T T T  ดังน้ัน กำหนดให T  คือคาบที่นอยที่สุด ซึ่งเรียกวาคาบมูลฐาน (fundamental period) 

ขดงฟงกชัน ( )f x  

 ถ  าฟ  งก ช ัน ( )f x  และ ( )g x  เป นฟ งก ช ันคาบแล  ว  และม ีคาบเท  าก ับ T  แล  ว  ฟ  งก ชัน 

( ) ( ) ( )h x af x bg x   เมื่อ a  และ b  เปนคาคงตัว และมีคาบเทากับ T  ดังน้ัน 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h x T af x T bg x T af x bg x h x         

 

ตัวอยางที่ 6.1 จงหาคาบของฟงกชัน ( ) sinf x x  

วิธีทำ 

เนื่องจาก ( 2 ) sin( 2 ) sinf x x x      

ดังน้ัน คาบของฟงกชัน ( ) sinf x x  มีคาเทากับ 2T    

 

ตัวอยางที่ 6.2 จงหาคาบของฟงกชัน ( ) tanf x x  

วิธีทำ 

จากฟงกชัน sin
( ) tan

cos

x
f x x

x
   จะเห็นไดวา 

ถาใหคาบ T   

 
 

 
 

sin sin
( ) tan

cos cos

x x
f x x

x x





 

   
 

 

ดังน้ัน คาบของฟงกชัน ( ) tanf x x  มีคาเทากับ T   

 

ตัวอยางที่ 6.3 จงหาคาบของฟงกชัน ( ) cos 2f x x  

วิธีทำ 

เมื่อให 2T m  ดังน้ัน ( 2 ) cos(2 2 )f x m x m     

เอกลักษณ cos( ) cos sin cos sinA B A B B A    

cos(2 2 ) cos 2 sin 2 sin 2 cos 2x m x m x m      
เมื่อ 1, 2,3,..m   พบวา sin 2 0m   และ cos2 1m   

cos(2 2 ) cos 2x m x   
ให 1m  เปนตัวเลขต่ำสุด ดังน้ัน ( ) cos(2 2 ) cos 2( ) cos 2f x T x x x        

ดังน้ัน คาบของฟงกชัน ( ) cos 2f x x  มีคาเทากับ T   
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ตัวอยางที่ 6.4 จงหาคาบของฟงกชัน ( ) cos cos
3 4

x x
f x    

วิธีทำ 

   1 1
( ) cos cos

3 4
f x T x T x T      

จากตัวอยางกอนหนานี้พบวา cos( 2 ) cos( )x n x   สำหรับทุกคา n  

ดังนั ้นเทอมแรก 2
3

T
m   และเทอมที ่สอง 2

4

T
n   ด ังนั ้นเทอมแรก 6T m  และเทอมที ่สอง 

8T n  เนื่องจาก คาบมีไดคาเดียว และ m  และ n  เปนจำนวนเต็มบวก  

เมื ่อแทน 1m   ได 6T   เมื ่อแทน 2m   ได 12T   เมื ่อแทน 3m   ได 18T   และ เมื ่อแทน 

4m   ได 24T    

เมื่อแทน 1n   ได 8T   เมื่อแทน 2n   ได 16T   และ เมื่อแทน 3n   ได 24T    

จะเห็นไดวาเมื่อ 4m   ได 24T   และ เมื ่อ 3n   ได 24T   ซึ่งไดคาบมีคาเทากับ ดังนั ้น คาบมีคา

เทากับ 24T   

ดังน้ัน คาบของฟงกชัน ( ) cos cos
3 4

x x
f x    มีคาเทากับ 24T   

 

ตัวอยางที่ 6.5 จงหาคาบของฟงกชัน 2( ) (10 cos )f x x  

วิธีทำ 
2 2( ) (10cos ) 100cosf x x x   

2 2cos(2 ) cos sinx x x   
2cos(2 ) 1 2cosx x   

2 1 1
cos cos(2 )

2 2
x x   

   2( ) 100cos ( ) 50 50cos 2( ) 50 50cos 2 2f x x T x T x T         

แทนคา  

( ) 50 50cos(2 2 )f x p x p     
ซึ่งพบวา 

cos( 2 ) cosx x   
ดังน้ัน p   

ดังน้ันคาบคือ   

 



169 

 

ตัวอยางท่ี 6.6 จงเขียนกราฟของฟงกชัน 
2;0 2

( )
2; 2 0

x
f x

x

 
    

 โดยที่ ( 4) ( )f x f x    

วิธีทำ 

คาบเทากบั 4 ดังนั้น 

 

รูปที่ E6.6-1 กราฟของฟงกชนั 
cos ;0

( )
2; 2

x x
f x

x


 

 
   

 เม่ือ ( 2 ) ( )f x f x   

 

ตัวอยางท่ี 6.7 จงเขียนกราฟของฟงกชัน 
cos ;0

( )
2; 2

x x
f x

x


 

 
   

 โดยท่ี ( )f x  มีคาบเทากับ 2  

วิธีทำ 

คาบเทากบั 2  ดังนั้น 

 

 

รูปที่ E6.7-1 กราฟของฟงกชนั 
cos ;0

( )
2; 2

x x
f x

x


 

 
   

 เม่ือ ( 2 ) ( )f x f x   
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6.3 ฟงกชันคูและฟงกชนัคี่ 
 ฟงกชันคู (even function) เปนฟงกชันที่สามารถเขียนในรูป ( ) ( )f x f x   

 ฟงกชันคี่ (odd function) เปนฟงกชันที่สามารถเขียนในรูป ( ) ( )f x f x    

ตัวอยางที่ 6.8 จากฟงกชัน ( ) cosf x x  เปนฟงกชันคูหรือฟงกชันคี ่

วิธีทำ 

( ) cosf x x  เมื่อแทน ( ) cos( ) cosf x x x     

ดังน้ัน ( ) cosf x x  เปนฟงกชันคู 

ตัวอยางที่ 6.9 จากฟงกชัน 2( )f x x  เปนฟงกชันคูหรือฟงกชันคี ่

วิธีทำ 
2( )f x x  เมื่อแทน 2 2( ) ( )f x f x x     

แสดงใหเห็นวา ( ) ( )f x f x   ดังนั้น 2( )f x x  เปนฟงกชันคู 

 

ตัวอยางที่ 6.10 จากฟงกชัน ( ) tanf x x  เปนฟงกชันคูหรือฟงกชันคี ่

วิธีทำ 

( ) tanf x x  เมื่อแทน 
sin( ) sin( )

( ) tan
cos( ) cos( )

x x
f x x

x x

 
    


 

แสดงใหเห็นวา ( ) ( )f x f x    ดังน้ัน ( ) tanf x x  เปนฟงกชันคี ่

 

ตัวอยางที่ 6.11 จากฟงกชัน ( ) sinf x x x  เปนฟงกชันคูหรือฟงกชันค่ี 

วิธีทำ 

( ) sinf x x x  เมื่อแทน ( ) ( )sin( ) ( sin ) sinf x x x x x x x         

แสดงใหเห็นวา ( ) ( )f x f x   ดังนั้น ( ) sinf x x x  เปนฟงกชันคู 

 

ตัวอยางที่ 6.12 จากฟงกชัน 2( ) sinf x x x  เปนฟงกชันคูหรือฟงกชันคี ่

วิธีทำ 
2( ) sinf x x x  เมื่อแทน 2 2 2( ) ( ) sin( ) ( sin ) sinf x x x x x x x         

แสดงใหเห็นวา ( ) ( )f x f x    ดังน้ัน 2( ) sinf x x x  เปนฟงกชันคี่ 

 

ตัวอยางที่ 6.13 จากฟงกชัน 2( )f x x x   เปนฟงกชันคูหรือฟงกชันค่ี 

วิธีทำ 
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2( )f x x x   เมื่อแทน 2 2( ) ( ) ( )f x x x x x         

แสดงใหเห็นวาฟงกชันไมสามารถจัดในรูปของ ( ) ( )f x f x    หรือ ( ) ( )f x f x   ดังนั้น 2( )f x x x   

ไมเปนทั้งฟงกชันค่ีหรือฟงกชันคู 

6.3.1 สมบัตทิางพชีคณิตของฟงกชันคูและฟงกชันค่ี 
 1. ผลบวกของฟงกชันคูและฟงกชันคูไดเปนฟงกชันคู 

 2. ผลบวกของฟงกชันคูและฟงกชันค่ีไดเปนฟงกชันค่ี 

 3. ผลบวกของฟงกชันคี่และฟงกชันค่ีไดเปนฟงกชันค่ี 

 4. ผลคูณของฟงกชันคูและฟงกชันคูไดเปนฟงกชันคู 

 5. ผลคูณของฟงกชันคูและฟงกชันคี่ไดเปนฟงกชันคี ่

 6. ผลคูณของฟงกชันค่ีและฟงกชันคี่ไดเปนฟงกชันคู 

6.3.2 สมบัติการอินทิเกรตของฟงกชันคูและฟงกชันค่ี 

 1. 
0

( ) 2 ( )
L L

L

f x dx f x dx


   สำหรับ ( )f x  ที่เปนฟงกชันคู 

 2. ( ) 0
L

L

f x dx


  สำหรับ ( )f x  ที่เปนฟงกชันคี่ 

ถา ( ) ( )f x p f x   สำหรับทุกคา x  เม่ือ x  เปนจำนวนจริง และ p  เปนคาบของฟงกชัน 

1. ( ) ( )
p

p
f x dx f x dx

 

 




   เมื่อ ,   เปนจำนวนจริง 

2. 
0

( ) ( )
p a p

a
f x dx f x dx


   เมื่อ a  เปนจำนวนจริง 

3. sin 0
p

p

k x
dx

p




 
 

 
  สำหรับ 1,2,3,k    

4. cos 0
p

p

k x
dx

p




 
 

 
  สำหรับ 1,2,3,k   

5. 
0;

cos cos ; 0

2 ; 0

p

p

m n
m x n x

dx p m n
p p

p m n

 



         
      

   

6. 
0;

sin sin ; 0

0; 0

p

p

m n
m x n x

dx p m n
p p

m n

 



         
      

   

7. sin cos 0
p

p

m x n x
dx

p p

 


   
   

   
  สำหรับ , 1,2,3,m n  
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8. 
2
sin 0

c p

c

k x
dx

p

  
 

 
  สำหรับทุกจำนวนจริง c  เมื่อ 1,2,3,k   

9. 
2
cos 0

c p

c

k x
dx

p

  
 

 
  สำหรับทุกจำนวนจริง c  เมื่อ 1,2,3,k   

10. 
2 0;
cos cos

;

c p

p

m nm x n x
dx

p m np p

 



    
         

 สำหรับทุกจำนวนจริง c และ , 1,2,3,m n  

11. 
2 0;
sin sin

;

c p

p

m nm x n x
dx

p m np p

 



    
         

 สำหรับทุกจำนวนจริง c และ , 1,2,3,m n  

12. 
2 0;
sin cos

;

c p

p

m nm x n x
dx

p m np p

 



    
         

 สำหรับทุกจำนวนจริง c และ , 1,2,3,m n  

สมบัติพื้นฐานตรีโกณมิต ิ

cos( ) cos cos sin sin         

cos( ) cos cos sin sin         

sin( ) sin cos cos sin         

sin( ) sin cos cos sin         
cos( ) cos( )

sin sin
2

       
  

sin( ) sin( )
sin cos

2

       
  

cos( ) cos( )
cos cos

2

       
  

2 1 cos(2 )
sin

2

 
  

2 1 cos(2 )
cos

2

 
  

cos( ) ( 1)nn    

sin( ) 0n   

cos( ) cos( )    

sin( ) sin( )     

 

ตัวอยางที่ 6.14 จงหาคาของ 
1

3

1

x dx

   

วิธีทำ 
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ฟงกชัน 3( )f x x  เปนฟงกชันคี่ ดังน้ัน 
1

3

1

0x dx


  

11 4 4 4
3

1 1

(1) ( 1) 1 1
0

4 4 4 4 4

x
x dx

 


       

 

ตัวอยางที่ 6.15 จงหาคาของ  
2

2

2

3x x dx


    

วิธีทำ 

ฟงกชัน ( )f x x  เปนฟงกชันคู และ 2( ) 3f x x    เปนฟงกชันคู ดังนั้น 2( ) 3f x x x    เปนฟงกชัน

คู 

   
22 2 2 3 2 3

2 2

2 0 0

2 2 8 32
3 2 3 3 2 3(2) 0 0 0 2 2 6

2 3 2 3 3 3

x x
x x dx x x dx x



                           
    

   

 

6.3.3 การเปลี่ยนฟงกชนัใหอยูในรูปของฟงกชันคูและฟงกชันค่ี 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 e o

f x f x f x f x
f x f x f x

   
     

เมื่อ ( )ef x  และ ( )of x  เปนฟงกชันคูและฟงกชันคี่ ตามลำดับ 

 

ตัวอยางที่ 6.16 จากฟงกชัน ( ) xf x e  จงเขียนใหอยูในรูปผลรวมของฟงกชันคูและฟงกชันคี ่

วิธีทำ 

sinh cosh
2 2

x x x x
x e e e e
e x x

  
     

เมื่อ ( ) sinhf x x  เปนฟงกชันคี่ และ ( ) coshf x x  เปนฟงกชันคู 

 

6.3 อนกุรมฟูเรียรของฟงกชนัท่ีมีคาบเทากับ 2  
 อนุกรมฟูเรียรของฟงกชันที่มคีาบเทากับ 2  สามารถเขียนไดดัง (6.2) 

   0

1 1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n n

a
f x a nx b nx

 

 

           (6.2) 

ซึ่ง (6.2) สามารถเขียนในรูปอนุกรมอยางงายไดดัง (6.3) 

 0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

a
f x a nx b nx





          (6.3) 

จาก (6.3) 0a  na  และ nb  เรียกวาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียรของอนุกรมและแตละพจนมีคาบเทากับ 2   
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6.3.1 การหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร 0a  
เมื่ออินทิเกรต (6.3) ตั้งแต   ถึง   ดัง (6.4)      

 0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

a
f x dx a nx b nx dx

 

 



 


 
   

 
       

   0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

a
f x dx dx a nx dx b nx dx

   

   



   


             (6.4) 

พิจารณาที่ละเทอม 

   0 0 0 0
0( ) 2

2 2 2 2

a a a a
dx x a

 


   


       

     1 1 1
cos( ) sin sin sin( ) 0 0 0nx dx nx n n

n n n

 


 


        

     1 1 1
sin cos cos cos( ) cos cos( ) 0nx dx nx n n n n

n n n

 


   


           

ดังน้ัน 

0( ) 0 0f x dx a






    หรือ 0 ( )a f x dx







   

0

1
( )a f x dx



 
   

6.3.2 การหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร na  
 การหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร na  สามารถทำไดโดยการคูณสมการ (6.3) ดวย cos( )mx  และ

อินทิเกรตตั้งแต   ถึง   ดัง (6.5) 

 0

1

( ) cos( ) cos( ) sin( ) cos( )
2 n n

n

a
f x mx dx a nx b nx mx dx

 

 



 


 
   

 
    

0

1

( ) cos( ) cos( ) cos( )cos( ) sin( ) cos( )
2 n n

n

a
f x mx dx mx dx a nx mx dx b nx mx dx

   

   



   


          

            (6.5) 

1. พิจารณาเทอม 0 cos( )
2

a
mx dx



  

 0 0cos( ) 0 0
2 2

a a
mx dx




   
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2. พิจารณาเทอม cos( )cos( )na nx mx dx


  สามารถแบงออกไดเปน 2 กรณี ดังนี้ 

กรณี. 1 m n  เม่ือ  1
cos( )cos( ) cos cos( )

2
A B A B A B        

 1
cos( )cos( ) cos cos( )

2n na nx mx dx a m n x m n x dx
 

  
        

 
   

sin sin( )
cos( )cos( )

2
n

n

m n xa m n x
a nx mx dx

m n m n










  
  

   
  

 
   

 
   

sin sin ( )sin( )( ) sin( )( )
cos( )cos( )

2
n

n

m n m na m n m n
a nx mx dx

m n m n m n m n





  


     
    

     
  

 

 

 
   

 
   

sin sin ( )sin( )( ) sin( )( )
cos( )cos( ) 0

2
n

n

m n m na m n m n
a nx mx dx

m n m n m n m n





  


     
     

     
  

กรณี. 2 m n  เม่ือ 2 1 cos 2
cos ( )

2

mx
mx


  

2 1 cos 2
cos( )cos( ) cos ( ) (1 cos 2 )

2 2
n

n n n

amx
a mx mx dx a mx dx a dx mx dx

   

      


        

1 1 1
cos( )cos( ) sin 2 sin 2 ( ) sin 2 ( )

2 2 2 2 2
n n

n

a a
a mx mx dx x mx m m

m m m







   




             
     

1 1 1
cos( )cos( ) sin 2 sin 2 ( ) sin 2 ( )

2 2 2 2 2
n n

n

a a
a mx mx dx x mx m m

m m m







   




             
     

 1 1
cos( ) cos( ) sin 2 sin 2 2

2 2 2 2
n n

n n

a a
a mx mx dx m m a

m m




     



       
   

สรุปไดวา cos( )cos( )n na nx nx dx a






  

3. พิจารณาเทอม sin( )cos( )nb nx mx dx


  สามารถแบงออกไดเปน 2 กรณ ีดังน้ี 

กรณี. 1 m n  เม่ือ  1
sin( ) cos( ) sin sin( )

2
A B A B A B       

 
   

 
   

sin ( ) sin ( )sin( )( ) sin( )( )
cos( )cos( )

2
n

n

m n m na m n m n
a nx mx dx

m n m n m n m n





  


   
    

     

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 1
sin( ) cos( ) sin sin( )

2n nb nx mx dx b n m x n m x dx
 

  
        

     cos cos
sin( ) cos( ) sin sin( )

2 2
n n

n

n m x n m xb b
b nx mx dx n m x n m x dx

n m n m


 

 


 


  
            

   

       cos ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( )
sin( )cos( )

2
n

n

n m n m n m n mb
b nx mx dx

n m n m n m n m





   


      
         

  

       cos ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( )
sin( )cos( ) 0

2
n

n

n m n m n m n mb
b nx mx dx

n m n m n m n m





   


    
          

  

กรณี. 2 m n   

 1
sin( )cos( ) sin sin( )

2n nb mx mx dx b m m x m m x dx
 

  
        

 sin( )cos( ) sin sin 0 sin 2
2 2
n n

n

b b
b mx mx dx m m x dx mxdx

  

    
         

cos 2 cos 2 ( ) cos 2 ( )
sin( )cos( )

2 2 2 2 2
n n

n

b bmx m m
b mx mx dx

m m m







 




          
     

cos 2 ( ) cos 2 ( )
sin( ) cos( ) 0

2 2 2
n

n

b m m
b mx mx dx

m m





 


     
   

สรุปไดวา sin( )cos( ) 0nb nx nx dx



   

4. แทนคาสัมประสิทธิ์ 

0

1

( ) cos( ) cos( ) cos( )cos( ) sin( ) cos( )
2 n n

n

a
f x mx dx mx dx a nx mx dx b nx mx dx

   

   



   


          

 
1

(0)
( )cos( ) (0)

2 n
n

f x mx dx a










     

เมื่อ m n  ทำให 
1

( ) cos( ) ( ) cos( ) n
n

f x mx dx f x nx dx a
 

 




 


    

1
( )cos( )na f x nx dx



 
   

ดังน้ันสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร 1
( ) cos( )na f x nx dx



 
   
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6.3.3 การหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร nb  
 การหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร nb  สามารถทำไดโดยการคูณสมการ (6.3) ดวย sin( )mx  และ

อินทิเกรตตั้งแต   ถึง   ดัง (6.6) 

 0

1

( ) sin( ) cos( ) sin( ) sin( )
2 n n

n

a
f x mx dx a nx b nx mx dx

 

 



 


 
   

 
    

0

1

( )sin( ) sin( ) cos( ) sin( ) sin( )sin( )
2 n n

n

a
f x mx dx mx dx a nx mx dx b nx mx dx

   

   



   


          

            (6.6) 

1. พิจารณาเทอม 0 sin( )
2

a
mx dx



  

   0 0 0 01
sin( ) cos cos cos( ) cos cos( ) 0

2 2 2 2

a a a a
mx dx mx m m m m

m m m







   




           
   

2. พิจารณาเทอม cos( )sin( )na nx mx dx


  สามารถแบงออกไดเปน 2 กรณี ดังน้ี 

กรณี. 1 m n   

 1
cos( )sin( ) cos cos( ) 0

2n na nx mx dx a m n x m n x dx
 

  
         

กรณี. 2 m n  เม่ือ  1
sin cos sin sin( )

2
A B A B A B       

   1
cos( ) sin( ) sin sin( ) sin 2 sin 0

2 2
n

n n

a
a nx nx dx a n n x n n x dx nx dx

  

    
           

  sin 2
cos( ) sin( ) sin 2 0 sin 2

2 2 2 2
n n n

n

a a a nx
a nx nx dx nx dx nxdx

n


  

  


  


      
     

sin 2 ( ) sin 2 ( ) sin 2 ( ) sin 2 ( )
cos( )sin( ) 0

2 2 2 2 2 2
n n

n

a an n n n
a nx nx dx

n n n n





   


            
     

กรณี. 2 m n   

   1
cos( ) sin( ) sin sin( ) sin 2 sin 0

2 2
n

n n

a
a nx nx dx a n n x n n x dx nx dx

  

    
           
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  sin 2
cos( ) sin( ) sin 2 0 sin 2

2 2 2 2
n n n

n

a a a nx
a nx nx dx nx dx nxdx

n


  

  


  


      
     

 sin 2 ( ) sin 2 ( )
cos( )sin( ) 0 0 0

2 2 2 2
n n

n

a an n
a nx nx dx

n n





 


        
   

3. พิจารณาเทอม sin( )sin( )nb nx mx dx


  สามารถแบงออกไดเปน 2 กรณ ีดังน้ี 

กรณี. 1 m n  เม่ือ  1
sin( ) sin( ) cos cos( )

2
A B A B A B        

   1
sin( )sin( ) cos cos( ) cos cos( )

2 2
n

n n

b
b nx mx dx b n m x n m x dx n m x n m x dx

  

    
                 

   sin sin
sin( )sin( )

2
n

n

n m x n m xb
b nx mx dx

n m n m










  
    

  

       sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )
sin( )sin( )

2
n

n

n m n m n m n mb
b nx mx dx

n m n m n m n m





   


         
               

  

       sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )
sin( )sin( ) 0

2
n

n

n m n m n m n mb
b nx mx dx

n m n m n m n m





   


       
                

  

กรณี. 2 m n    

 

sin 2 sin 2 sin 2 ( )
sin( )sin( ) ( )

2 2 2 2 2
n n

n

b bnx n n
b nx nx dx x

n n n







  




                        
  

     sin( )sin( ) 0 0
2 2
n n

n n

b b
b nx nx dx b




    


           

4. แทนคาสัมประสิทธิ์ 

0

1

( )sin( ) sin( ) cos( ) sin( ) sin( )sin( )
2 n n

n

a
f x mx dx mx dx a nx mx dx b nx mx dx

   

   



   


          

 
1

(0)
( )sin( ) (0)

2 n
n

f x mx dx b










     

   1
sin( ) sin( ) cos cos( ) cos0 cos 2

2 2
n

n n

b
b nx nx dx b n n x n n x dx nx dx

  

    
         
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เมื่อ m n  ทำให 
1

( ) sin( ) ( ) sin( ) n
n

f x mx dx f x nx dx b
 

 




 


     

1
( )sin( )nb f x nx dx



 
   

ดังนั้นสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร 1
( )sin( )nb f x nx dx



 
   

6.3.4 การหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชันที่มีคาบเทากับ 2  

 ฟงกชัน ( )f x  สามารถเขียนในอนุกรมฟูเรียรไดดังนี้  0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

a
f x a nx b nx





    เมื่อ 

สัมประสิทธิ์ของฟเูรียร ของ 0a  na  และ nb  ดังนี้ 

0

1
( )a f x dx



 
    

1
( ) cos( )na f x nx dx



 
   

1
( ) sin( )nb f x nx dx



 
   

 

ตัวอยางท่ี 6.17 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกช ั ( )f x x  เม่ือ x     และ ( 2 ) ( )f x f x   

 
รูปที่ E6.17-1 กราฟของฟงกชนั ( )f x x  เมื่อ x     และ ( 2 ) ( )f x f x   

 

วิธีทำ 
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เนื่องจาก ( )f x x  เมื่อ x      

ดังน้ัน 

 22 2 2 2

0

1 1 1 1 1
( ) 0

2 2 2 2 2

x
a f x dx xdx


 

 


  
     



   
          

    
    

1 1 1 1
( ) cos( ) cos( ) sin sinn

x
a f x nx dx x nx dx nx nxdx

n n


  

  
    



          
    

2 2 2

1 1 1 1 ( ) 1
sin cos sin cos sin ( ) cos ( )n

x
a nx nx n n n n

n n n n n n





    
 

                
 

2 2

1 1 ( ) 1
0 cos 0 cos ( ) 0na n n

n n n n

  


       
 

2

1 1 1 cos 1 1 sin
sin( ) sin( ) cos cosn

x nx x nx
b x nx dx x nx dx nxdx nx

n n n n

   

         

                    
    

2 2

1 sin ( ) sin ( ) 1
cos cos ( ) cos 0 cosn

n n
b n n n n

n n n n n n

        
 

                   
 

12 2( 1)
cos

n

nb n
n n




    

 อนุกรมฟูเรียรของฟงกช ัน ( )f x x  เมื ่อ x     และ ( 2 ) ( )f x f x   เมื ่อ 0 0a   

0na   แ ล ะ  
12( 1)n

nb n


  แ ท น ค  า ล ง ใ น   0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

a
f x a nx b nx





    ด ั ง น้ั น 

1 1

1 1

2( 1) ( 1)
( ) sin( ) 2 sin( )

n n

n n

f x nx nx
n n

  

 

 
    

เมื่อกระจาย 
1

1

2( 1)
sin( )

n

n

nx
n





  ไดดังน้ี 

1 1 1 2 1 3 1 4 1

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) 2 sin 2 sin sin 2 sin3 sin 4 ...

1 2 3 4

n

n

f x nx x x x x
n

    



     
      

 
  

1 1 1
( ) 2 sin sin 2 sin 3 sin 4 ...

2 3 4
f x x x x x

      
 

 

เมื ่อนำอนุกรมฟูเรียร 1 1 1
( ) 2 sin sin 2 sin 3 sin 4 ...

2 3 4
f x x x x x

      
 

 ที ่ไดนำไปเขียนกราฟดังรูปที่ 

E6.17-2 
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รูปที่ E6.17-2 กราฟของฟงกชัน ( )f x x  เมื่อ x     และ ( 2 ) ( )f x f x   เมื่อกระจายอนุกรม 
1

1

2( 1)
sin( )

n

n

nx
n





  ถึง 1,5,10n   

 

ตัวอยางท่ี 6.18 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกช ั
1; 0

( )
2; 0

x
f x

t




  
   

 เมื่อ ( 2 ) ( )f x f x   

 

รูปที่ E6.18-1 กราฟของฟงกชนั 
1; 0

( )
2; 0

x
f x

t




  
   

 เมื่อ ( 2 ) ( )f x f x   

 

วิธีทำ 

เนื่องจาก 
1; 0

( )
2; 0

x
f x

t




  
   
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ดังน้ัน 

     
0 0

0 00

1 1 1 1 1
( ) 2 2 0 ( ) 2 0 3 3a f x dx dx dx x x

  

 
  

     

                   

0
0

0
0

1 1 1 sin 2sin
( )cos( ) cos( ) 2cos( )n

nx nx
a f x nx dx nx dx nx dx

n n


 

 
   



                      
    

0

0

1 sin 2sin
0n

nx nx
a

n n



 

               
 

0
0

0
0

1 1 1 cos 2cos
( )sin sin( ) 2sin( )n

nx nx
b f x nxdx nx dx nx dx

n n





  



                        
    

1 cos0 cos ( ) cos cos0 1 1 cos 2cos 2
2n

n n n n
b

n n n n n n n n

   
 
                          

 

1 cos 1 1 cos 1 ( 1)n
n

n n
b

n n n n

 
  

        
 

 

 

 อนุกรมฟูเรียรของฟงกชัน 
1; 0

( )
2; 0

x
f x

t




  
   

 เมื่อ 0 3a   0na   และ 
1 ( 1)n

nb n
 

  แทน

คาลงใน  0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

a
f x a nx b nx





    ดังนั้น 
1

3 1 ( 1)
( ) sin( )

2

n

n

f x nx
n





  
   

 
  

เมื่อกระจาย 
1

3 1 ( 1)
( ) sin( )

2

n

n

f x nx
n





  
   

 
  ไดดังนี้ 

1 2 3 4

1

3 1 ( 1) 3 1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)
( ) sin( ) sin sin 2 sin 3 sin 4 ...

2 2 2 3 4

n

n

f x nx x x x x
n    





          
        

 
  

3 2 0 2 0 3 2 2 2
( ) sin sin 2 sin 3 sin 4 ... sin sin 3 sin 5 ...

2 2 3 4 2 3 5
f x x x x x x x x

      
            

เมื่อนำอนุกรมฟูเรียร 3 2 2 2
( ) sin sin 3 sin5 ...

2 3 5
f x x x x

  
      ที่ไดนำไปเขียนกราฟดังรูปที่ E6.18-2 
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รูปที่ E6.18-2 กราฟของฟงกชนั 
1; 0

( )
2; 0

x
f x

t




  
   

 เมื่อกระจายอนุกรม  

1

3 1 ( 1)
( ) sin( )

2

n

n

f x nx
n





  
   

 
  ถงึ 1,5,33n   

 

6.4 อนุกรมฟูเรียรของฟงกชันที่มีคาบ 2L 
 จากหัวขอ 6.3 อนุกรมฟูเรียรของฟงกชันที ่ม ีคาบเทากับ 2  มีร ูปแบบของอนุกรมฟูเร ียรด ังนี้ 

 0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

a
f x a nx b nx





    เมื่อ สัมประสิทธิ์ของฟูเรียร ของ 0a  na  และ nb  ดังนี้ 

0

1
( )a f x dx



 
   1

( ) cos( )na f x nx dx


 
   และ 1

( )sin( )nb f x nx dx


 
   เมื่อ 1,2,3,...n   

 สำหรับอนุกรมฟูเรียรของฟงกชันท่ีมีคาบ 2L  สามารถทำไดโดยการเปลี่ยนคาบจาก 2  เปน 2L  ทำให 

Lz
x


  ด ั ง น ั ้ น  อ น ุ ก ร ม ฟ ู เ ร ี ย ร  ข อ ง ฟ  ง ก  ช ั น ท ี ่ ม ี ค า บ  2L  ส า ม า ร ถ เ ข ี ย น แ ท น ไ ด  เ ป น 

 0

1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n

a
f x a n x L b n x L 





    เมื่อ สัมประสิทธิ์ของฟูเรียร ของ 0a  na  และ nb  ดังนี้ 

0

1
( )

L

L

a f x dx
L 

   1
( )cos

L

n

L

n x
a f x dx

L L





   
   และ 1

( )sin
L

n

L

n x
b f x dx

L L





   
   เม่ือ 1,2,3,...n   

 

ตัวอยางท่ี 6.19 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชนั ( ) ,0 3f x x x    เม่ือ ( 3) ( )f x f x   
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รูปที่ E6.19-1 กราฟของฟงกชนั ( ) ,0 3f x x x    เมื่อ ( 3) ( )f x f x   

 

วิธีทำ 

เนื่องจาก คาบเทากับ 3  ดังนั้น 3/ 2L   สำหรับอนุกรมฟูเรียรของฟงกชันที่มีคาบ 2L  มีรูปแบบของอนุกรมฟู

เรียร  0

1

( ) cos(2 / 3) sin(2 / 3)
2 n n

n

a
f x a n x b n x 





     

เมื่อ ( ) ,0 3f x x x    

1. หาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร 0a  
33 2 2 2 2

0

0 0

1 1 2 2 3 0 2 3
( ) 3

3 / 2 3 2 3 2 2 3 2

L

L

x
a f x dx xdx

L 

   
         

   
   

2. หาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร na  เมื่อ 1,2,3,...n   

   
3 3

0 0

1 1 2
( ) cos cos 2 / 3 cos 2 / 3

3 / 2 3

L

n

L

n x
a f x dx x n x dx x n x dx

L L

  


    
     

        33

2
0 0

sin 2 / 3 sin 2 / 3 sin 2 / 3 cos 2 / 32 2

3 (2 / 3) (2 / 3) 3 (2 / 3) (2 / 3)n

x n x n x x n x n x
a dx

n n n n

   
   

   
      

  
  

       
2 2

3sin 2 (3) / 3 cos 2 (3) / 3 (0)sin 2 (0) / 3 cos 2 (0) / 32

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

n n n n
a

n n n n

   
   

 
    

 
 

2 2 2 2

2 3sin 2 cos 2 cos(0) 2 1 1
0 0 0 0

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) 3 (2 / 3) (2 / 3)n

n n
a

n n n n n

 
    

   
           

   
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3. หาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร nb  เมื่อ 1,2,3,...n   

   
3 3

0 0

1 2 1 2
( )sin sin 2 / 3 sin 2 / 3

3 / 2 3

L

n

L

n x
b f x dx x n x dx x n x dx

L L

  


    
     

       3 3

0 0

cos 2 / 3 cos 2 / 3 cos 2 / 3 cos 2 / 32 2

3 (2 / 3) (2 / 3) 3 (2 / 3) (2 / 3)n

x n x n x x n x n x
b dx dx

n n n n

   
   

      
            

         
   

    3

2

0

cos 2 / 3 sin 2 / 32

3 (2 / 3) (2 / 3)n

x n x n x
b

n n

 
 

 
   

 
 

       
2 2

(3) cos 2 (3) / 3 sin 2 (3) / 3 (0) cos 2 (0) / 3 sin 2 (0) / 32

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

n n n n
b

n n n n

   
   

 
     

 
 

2 2

2 3cos 2 sin 2 (0) cos(0) sin 0

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

n n
b

n n n n

 
   

 
     

 
 

2 2

2 3(1) 0 0 0 2 9 3

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) 3 2nb n n n n n n     
                

 

 อนุกรมฟูเรียรของฟงกชัน ( ) ,0 3f x x x    เมื ่อ ( 3) ( )f x f x   เมื ่อ 0 3a   0na   และ 

3
nb n
   แทนค  าลง ใน   0

1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n

a
f x a n x L b n x L 





    เม ื ่ อ  3/ 2L   ด ั ง น้ัน 

1

3 3 sin(2 / 3)
( )

2 n

n x
f x

n








    

เมื่อกระจาย 
1

3 3 sin(2 / 3)
( )

2 n

n x
f x

n








    ไดดังน้ี 

3 3 1 1 1 1
( ) sin(2 1 / 3) sin(2 2 / 3) sin(2 3 / 3) sin(2 4 / 3) ...

2 1 2 3 4
f x x x x x   


       
 

         

เมื่อนำอนุกรมฟูเรยีรที่ไดนำไปเขียนกราฟดังรปูที่ E6.19-2 

 
รูปที่ E6.20-2 กราฟของฟงกชนั ( ) ,0 3f x x x    เมื่อ ( 3) ( )f x f x   เม่ือกระจายอนุกรมฟูเรียร 

1

3 3 sin(2 / 3)
( )

2 n

n x
f x

n








    เม่ือ 1,5,10n   
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ตัวอยางท่ี 6.20 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชนั 2( ) 2 ,0 3f x x x x     เมื่อ ( 3) ( )f x f x   

 
รูปที่ E6.20-1 กราฟของฟงกชนั 2( ) 2 ,0 3f x x x x     เมื่อ ( 3) ( )f x f x   

 

วิธีทำ 

เนื่องจาก คาบเทากับ 3  ดังนั้น 3/ 2L   สำหรับอนุกรมฟูเรียรของฟงกชันที่มีคาบ 2L  มีรูปแบบของอนุกรมฟู

เรียร  0

1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n

a
f x a n x L b n x L 





     

เมื่อ 2( ) 2 ,0 3f x x x x     

1. หาคาสัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร 0a  

 
33 3 3 3

2 2 2
0

0 0

1 1 2 2 3 0
( ) 2 3 0

3 / 2 3 3 3 3 3

L

L

x
a f x dx x x dx x

L 

      
              

      
    

   2 2
0

2
3 3 0 0 0

3
a         

2. หาคาสัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร na  เมื่อ 1,2,3,...n   

       
3 3

2 2

0 0

1 1 2
( ) cos 2 cos 2 / 3 2 cos 2 / 3

3 / 2 3

L

n

L

n x
a f x dx x x n x dx x x n x dx

L L

  


      
     

   
32

0

2 (2 ) (2 2 )
sin 2 / 3 sin 2 / 3

3 (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
a n x n x dx

n n
 

 
  

  
 

  
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     
32

2 2
0

2 (2 ) (2 2 ) ( 2)
sin 2 / 3 cos 2 / 3 cos(2 / 3)

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
a n x n x n x dx

n n n
  

  

    
      

   
  

   
32

2 2
0

2 (2 ) (2 2 ) 2
sin 2 / 3 cos 2 / 3 cos(2 / 3)

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
a n x n x n x dx

n n n
  

  
  

   
 

  

   
32

2 3

0

2 (2 ) (2 2 ) 2
sin 2 / 3 cos 2 / 3 sin(2 / 3)

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
a n x n x n x

n n n
  

  
  

   
 

 

   

   

2

2 3

2

2 3

(2 3 3 ) (2 2 3) 2
sin 2 (3) / 3 cos 2 (3) / 3 sin(2 (3) / 3)

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)2

3 (2 0 0 ) (2 2 0) 2
sin 2 (0) / 3 cos 2 (0) / 3 sin(2 (0) / 3)

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)

n

n n n
n n n

a

n n n
n n n

  
  

  
  

     
   

               

 

2 3

2 3

6 9 (2 6) 2
sin 2 cos 2 sin 2

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)2

3 0 0 (2 0) 2
sin 0 cos0 sin 0

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)

n

n n n
n n n

a

n n n

  
  

  

   
   

          
   

 

เมื่อ sin 2 0n   และ cos2 1n   เมื่อ 1,2,3,...n   

2 3 2 3

2 3 4 2 2 2 2
(0) (1) (0) (0) (1) (0)

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)na n n n n n n     
     

         
    

 

2 2 2 2 2 2 2

2 4 2 2 6 2 6 9 9
0 0 0 0

3 (2 / 3) (2 / 3) 3 (2 / 3) 3 4na n n n n n    
     

               
    

 

3. หาคาสัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร nb  เม่ือ 1,2,3,...n   

       
3 3

2 2

0 0

1 2 1 2
( )sin 2 sin 2 / 3 2 sin 2 / 3

3 / 2 3

L

n

L

n x
b f x dx x x n x dx x x n x dx

L L

  


      
     

   
32

0

2 (2 ) (2 2 )
cos(2 / 3) cos(2 / 3)

3 (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
b n x n x dx

n n
 

 
  

    
 

  

32

0

2 (2 ) (2 2 )
cos(2 / 3) cos(2 / 3)

3 (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
b n x n x dx

n n
 

 
  

   
 

  

   
32

2 2
0

2 (2 ) (2 2 ) ( 2)
cos 2 / 3 sin 2 / 3 sin(2 / 3)

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
b n x n x n x dx

n n n
  

  
    

     
   

  

   
32

2 3

0

2 (2 ) (2 2 ) 2
cos 2 / 3 sin 2 / 3 cos(2 / 3)

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)n

x x x
b n x n x n x

n n n
  

  
  

    
 
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   
2

2 3

2

2 3

(2 3 3 ) (2 2 3) 2
cos 2 (3) / 3 sin 2 (3) / 3 cos(2 (3) / 3)

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)2

3 (2 0 0 ) (2 2 0) 2
cos(0) sin(0) cos(0)

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)

n

n n n
n n n

b

n n n

  
  

  

     
    
                

 

เมื่อ sin 2 0n   และ cos2 1n   เมื่อ 1,2,3,...n   

2 3

2 3

(6 9) (2 6) 2
cos 2 sin 2 cos 2

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)2

3 (0 0) (2 0) 2
cos(0) sin(0) cos(0)

(2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)

n

n n n
n n n

b

n n n

  
  

  

   
    
           
   

 

2 3 2 3

2 ( 3) ( 4) 2 2 2
(1) (0) (1) 0(1) (0) (1)

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3)nb n n n n n    
     

           
    

 

3 3

2 3 2 2 2 3 3
0 0 0

3 (2 / 3) (2 / 3) (2 / 3) 3 (2 / 3)nb n n n n n    
      

             
      

 

 อน ุกรมฟ ู เ ร ี ยร  ของฟ  งก ช ัน  2( ) 2 ,0 3f x x x x     เม ื ่ อ  ( 3) ( )f x f x   เม ื ่ อ  0 0a   

2 2

9
na n 
   และ 3

nb n
  แทนค  าล ง ใน   0

1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n

a
f x a n x L b n x L 





    เมื่ อ 

3/ 2L   ดังนั้น 
2 2

1

9 3
( ) cos(2 / 3) sin(2 / 3)

n

f x n x n x
n n

 
 





    
 

  

เมื่อกระจาย 
2 2

1

9 3
( ) cos(2 / 3) sin(2 / 3)

n

f x n x n x
n n

 
 





    
 

  ไดดังนี้ 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

9 3 9 3
( ) cos(2 1 / 3) sin(2 1 / 3) cos(2 2 / 3) sin(2 2 / 3)

1 1 2 2
1 3 9 3

cos(2 3 / 3) sin(2 3 / 3) cos(2 4 / 3) sin(2 4 / 3)
3 3 4 4
9 3

cos(2 5 / 3) sin(2 5 / 3) ...
5 5

f x x x x x

x x x x

x x

   
   

   
   

 
 

    

   

  

       
 

       
 

   


 

เมื่อนำอนุกรมฟูเรยีรที่ไดนำไปเขียนกราฟดังรูปที่ E6.19-2 
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รูปที่ E6.20-2 กราฟของฟงกชนั 2( ) 2 ,0 3f x x x x     เมื่อ ( 3) ( )f x f x   เมื่อกระจายอนุกรมฟูเรียร 

2 2
1 1

9 1 3 1
( ) cos(2 / 3) sin(2 / 3)

n n

f x n x n x
n n

 
 

 

 

     ถึง 1,5,10n   

 

ตัวอยางท่ี 6.21 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชนั 
; 0 1

( )
1; 1 2

x x
f x

t

 
   

 เมื่อ ( 2) ( )f x f x   

 

รูปที่ E6.20-1 กราฟของฟงกชนั 
; 0 1

( )
1; 1 2

x x
f x

x

 
   

 เมื่อ ( 2) ( )f x f x   

 

วิธีทำ 

เนื่องจาก คาบเทากับ 2  ดังนั้น 1L   สำหรับอนุกรมฟูเรียรของฟงกชันที่มีคาบ 2L  มีรูปแบบของอนุกรมฟูเรียร 

 0

1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n

a
f x a n x L b n x L 





     

เมื่อ 
; 0 1

( )
1; 1 2

x x
f x

t

 
   

 

1. หาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร 0a  

 
11 2 2 2 2

2

0 1
0 1 0

1 1 1 0 1 3
( ) 1 2 1 1

1 2 2 2 2 2

L

L

x
a f x dx xdx dx x

L 

   
              

  
     

2. หาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร na  เมื่อ 1,2,3,...n   
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1 2 1 2

0 1 0 1

1 1
( ) cos cos cos cos cos

1

L

n

L

n x
a f x dx x n xdx n xdx x n xdx n xdx

L L

    


        
   

      

1 2 1 1 21

2 2
0 1 0 0 10

sin sin sin sin ( cos ) sin
n

x n x n x n x x n x n x n x
a dx

n n n n n n

     
     

   
        
      

  

1 1 2

2 2
0 0 1

sin cos sin
n

x n x n x n x
a

n n n

  
  

    

เมื่อ sin sin 2 0n n    cos ( 1)nn    และ cos2 1n   เมื่อ 1,2,3,...n   

2 2 2 2

(1)sin (1) (0) sin (0) cos (1) cos (0) sin (2) sin (1)
n

n n n n n n
a

n n n n n n

     
     

       

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin cos cos0 sin 2 sin ( 1) 1 ( 1) 1
0 0 0 0 0

n n

n

n n n n
a

n n n n n n n n

   
       

  
              

 

3. หาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร nb  เม่ือ 1,2,3,...n   
1 2 1 2

0 1 0 1

1 1
( )sin sin sin sin sin

1

L

n

L

n x
b f x dx x n xdx n xdx x n xdx n xdx

L L

    


        
   

      

1 2 1 1 21

2 2
0 1 0 0 10

( cos ) ( cos ) ( cos ) cos sin cos
n

x n x n x n x x n x n x n x
b dx

n n n n n n

     
     

     
         
      

  

2 2 2 2

(1) cos (1) (0)cos (0) sin (1) sin (0) cos (2) cos (1)
n

n n n n n n
b

n n n n n n

     
     

        

2 2 2 2

cos sin sin 0 cos 2 cos ( 1) 1 ( 1) 1
0 0 0 0

n n

n

n n n n
b

n n n n n n n n n

   
        

 
                 

 

 อน ุ ก ร มฟ ู เ ร ี ย ร  ข อ งฟ  ง ก  ช ั น  
; 0 1

( )
1; 1 2

x x
f x

t

 
   

 เ ม ื ่ อ  ( 2) ( )f x f x   เ ม ื ่ อ  0

3

2
a   

2 2

( 1) 1n

na n 
 

  และ 1
nb n
   แทนคาลงใน  0

1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n

a
f x a n x L b n x L 





    เมื่อ 

1L   ดังน้ัน 
2 2

1 1

3 1 ( 1) 1 1 1
( ) cos sin

4

n

n n

f x n x n x
n n

 
 

 

 

  
   

 
   

เมื่อนำอนุกรมฟูเรียรที่ไดนำไปเขียนกราฟดังรูปที่ E6.21-2 
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รูปที่ E6.21-2 กราฟของฟงกชนั 2( ) 2 ,0 3f x x x x     เมื่อ ( 3) ( )f x f x   เมื่อกระจายอนุกรมฟูเรียร 

2 2
1 1

9 1 3 1
( ) cos(2 / 3) sin(2 / 3)

n n

f x n x n x
n n

 
 

 

 

     ถึง 1,5,10n   

 

6.5 อนุกรมฟูเรยีรสำหรับฟงกชันคูและฟงกชันคี ่
 เมื่อ ( )f x  เปนฟงกชันคู ที่มีคาบเทากบั 2L  พบวา สัมประสิทธิ์ของฟูเรียร ของ 0a  na  และ nb  ดังนี้ 

0

0

2
( )

L

a f x dx
L

    

0

2
( ) cos

L

n

n x
a f x dx

L L


   เมื่อ 1, 2,3, 4,...n   

0

2
( ) sin 0

L

n

n x
b f x dx

L L


   เมื่อ 1, 2,3, 4, ...n   

 เมื่อ ( )f x  เปนฟงกชันคี ่ที่มีคาบเทากบั 2L  พบวา สัมประสิทธิ์ของฟูเรียร ของ 0a  na  และ nb  ดังนี้ 

0

2
( ) 0

L

L

a f x dx
L 

    

1
( ) cos 0

L

n

L

n x
a f x dx

L L





   เม่ือ 1, 2,3, 4,...n   

0

2
( ) sin

L

n

n x
b f x dx

L L


   เมื่อ 1, 2,3, 4,...n   

 

ตัวอยางท่ี 6.22 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชนั 2( ) , 1 1f x x x     และ ( 2) ( )f x f x   
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รูปที่ E6.22-1 กราฟของฟงกชนั 2( ) , 1 1f x x x     และ ( 2) ( )f x f x   

 

วิธีทำ 

เนื่องจาก 2( ) , 1 1f x x x     เปนฟงกชันคู ที่มีคาบเทากับ 2  พบวา สัมประสิทธิ์ของฟูเรียร ของ 0a  และ 

na  เมื่อ 1L   และ 0nb   ดังนี้ 

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียรของ 0a  เมื่อ 1L    
11 3 3 3

2
0

0 0 0

2 1 0 2
( ) 2 2 2

3 3 3 3

L x
a f x dx x dx

L

   
           

    

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียรของ na  เมื่อ 1L   และ  1, 2,3, 4,...n   
1 1

2 2

0 0 0

2 2
( ) cos cos 2 cos

1 1

L

n

n x n x
a f x dx x dx x n xdx

L L

        

1 1 11 1
2 2

2 2 2 2
0 0 00 0

sin sin sin cos cos
2 4 2 4 4n

n x n x n x n x n x
a x x dx x x dx

n n n n n

    
    

                       
            

1

2
2 2 3 3

0

sin cos sin
2 4 4n

n x n x n x
a x x

n n n

  
  

                    
 

2
2 2 3 3

2
2 2 3 3

sin (1) cos (1) sin (1)
2(1) 4(1) 4

sin (0) cos (0) sin (0)
2(0) 4(0) 4

n

n n n
a

n n n

n n n

n n n

  
  

  
  

                    
                    
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 2 2 3 3

sin cos sin
2 4 4 0 0 0n

n n n
a

n n n

  
  

                       
 

เมื่อ sin sin 2 0n n    cos ( 1)nn    และ cos2 1n   เมื่อ 1,2,3,...n   

     2 2 2 2

( 1) ( 1)
2 0 4 4 0 0 0 0 4

n n

na n n 
  

       
 

 

 อน ุกรมฟ ู เร ียร ของฟ งก ช ัน 2( ) , 1 1f x x x     และ ( 2) ( )f x f x   เม ื ่ อ  0

2

3
a   และ

2 2

( 1)
4

n

na n 


  เมื่อ 0nb   และ 1L   แทนคาลงใน  0

1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n

a
f x a n x L b n x L 





    

ดังนั้น 
2 2

1

1 4 ( 1)
( ) cos

3

n

n

f x n x
n









    เมื่อนำอนุกรมฟูเรียรท่ีไดนำไปเขียนกราฟดังรูปท่ี E6.22-2 

 
รูปที่ E6.22-2 กราฟของฟงกชนั 2( ) , 1 1f x x x     เมื่อ ( 2) ( )f x f x   เม่ือกระจายอนุกรมฟูเรียร 

2 2
1

1 4 ( 1)
( ) cos

3

n

n

f x n x
n









    ถงึ 1,5,10n   

 

6.6 การกระจายครึ่งพิศัย (Half-range expansion) 
 ในกรณีที่ ( )f x  ที่มีใหคาบเทากับคร่ึงชวง หรือ คร่ึงคาบเทากับ L  เพื่อใหสามารถหาอนุกรมฟูเรียรของ 

( )f x  สามารถทำไดโดยการขยายชวง เพ่ือใหคาบมีคาเทากับ 2L  ซ่ึงสามารถทำได 2 วิธี คือ  

 1. การขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคูและมีคาบเทากับ 2L   

( );0
( )

( ); 0
e

e
e

f x x L
f x

f x L x

 
     

 เมื่อ ( 2 ) ( )ef x L f x   

ดังนั้นอนุกรมฟูเรียรของ 0

1

( ) cos
2e n

n

a n x
f x a

L





    
 

   

เมื่อ 0

0

2
( )

L

ea f x dx
L

   และ 
0

2
( ) cos

L

n e

n x
a f x dx

L L

   
   เมื่อ 1,2,3,n  
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 2. การขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันค่ีและมีคาบเทากับ 2L   

( );0
( )

( ); 0
o

o
o

f x x L
f x

f x L x

 
     

 เมื่อ ( 2 ) ( )of x L f x   

ดังนั้นอนุกรมฟูเรียรของ 
1

( ) sino n
n

n x
f x b

L





   
 

   

เมื่อ 
0

2
( )sin

L

n o

n x
b f x dx

L L

   
   เมื่อ 1,2,3,n  

 

ตัวอยางที่ 6.23 จงหาอนุกรมฟูเรียรโคไซนและอนุกรมฟูเรียรไซนสำหรับการกระจายแบบครึ่งชวงของฟงกชัน 

( ) , 0 2f x x x     

 
รูปที่ E6.23-1 กราฟของฟงกชนั ( ) , 0 2f x x x     

 

วิธีทำ 

1. อนุกรมฟูเรียรโคไซนของ 0

1

( ) cos( )
2e n

n

a n x
f x a

L





    

ดังนั้นเมื่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคูและมีคาบเทากับ 2L  เมื่อ ( ) sinf x x  ดังนั้นการขยายฟงกชัน ( )f x  

ใหเปนฟงกชันคูในชวง 2 2x   สามารถทำไดโดยให 
;0 2

( )
; 2 0e

x x
f x

x x

 
    
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รูปที่ E6.23-2 กราฟของฟงกชนั ( ) , 0 2f x x x    เมื่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคูและมีคาบเทากับ 4  

 

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร 0a  เมื่อ 2L    
22 2 2 2

0

0 0 0

2 2 2 0
( ) 2

2 2 2 2

L

e

x
a f x dx xdx

L

 
      

 
   

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร na  เมื่อ 2L   และ  1, 2,3, 4,...n   
2

2 2

0 0 0
0

2 2 2 2
( )cos cos sin sin

2 2 2 2

L

n e

n x n x x n x n x
a f x dx x dx dx

L L n n

   
 

                 
            

22 2 22

2 2 2 2
0 0 00

2 2 2 4
sin cos sin cos

2 2 2 2n

x n x n x x n x n x
a

n n n n

   
   

                    
        

 

2 2

2(2) (2) 2(0) (0) 4 (2) (0)
sin sin cos cos

2 2 2 2n

n n n n
a

n n n

   
  

                                 
 

เมื่อ sin sin 2 0n n    cos ( 1)nn    และ cos2 1n   เมื่อ 1,2,3,...n   

 2 2 2 2

4 4 4 4
sin 0sin0 cos cos0 0 0 ( 1) 1n

na n n
n n n n

 
   

                    
 

2 2

4
( 1) 1n

na n 
      

แทนคา  

 
0

2 2 2 2
1 1 1

( 1) 12 4 4
( ) cos( ) ( 1) 1 cos 1 cos

2 2 2 2

n

n
e n

n n n

a n x n x n x
f x a

L n n

  
 

  

  

                    
    
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2. อนุกรมฟูเรียรไซนของ 
1

( ) sino n
n

n x
f x b

L





   
 

   

ดังนั้นเมื่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคี่และมีคาบเทากับ 2L  เมื่อ ( )f x x  ดังนั้นการขยายฟงกชัน ( )f x  ให

เปนฟงกชันค่ีในชวง 2 2x   สามารถทำไดโดยให 
;0 2

( )
; 2 0o

x x
f x

x x

 
    

 หรือ ( ) , 2 2of x x x     

 
รูปที่ E6.23-3 กราฟของฟงกชนั ( ) , 0 2f x x x    เมื่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคี่และมีคาบเทากับ 4  

 

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร nb  เม่ือ 2L   และ  1, 2,3, 4,...n   
2

2 2

0 0 0
0

2 2 2 2
( )sin sin cos cos

2 2 2 2

L

n o

n x n x x n x n x
b f x dx x dx dx

L L n n

   
 
                         

          
     

22 2 2
2

2 20
0 0 0

2 2 2 2
cos cos cos sin

2 2 2 2n

x n x n x x n x n x
b dx

n n n n

   
   

                   
         

2 2

2 2 2 2

2(2) (2) 2(0) (0) 2 (2) 2 (0)
cos cos sin sin

2 2 2 2n

n n n n
b

n n n n

   
   

                      
          

 

2 2 2 2 2 2 2 2

4 2(0) 4 4 4 4 4
cos cos0 sin sin0 ( 1) 0 0 0n

nb n n
n n n n n n n

 
      

                        
       

 

14( 1) 4( 1)n n

nb n n 

 
    

แทนคา  
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1 1

1 1 1

4( 1) 4 ( 1)
( ) sin sin sin

2 2

n n

o n
n n n

n x n x n x
f x b

L n n

  
 

   

  

             
     

    

 

ตัวอยางที่ 6.24 จงหาอนุกรมฟูเรียรโคไซนและอนุกรมฟูเรียรไซนสำหรับการกระจายแบบครึ่งชวงของฟงกชัน 

; 0 4
( )

8 ; 4 8

x x
f x

x x

 
    

  

 

รูปที่ E6.24-1 กราฟของฟงกชนั 
; 0 4

( )
8 ; 4 8

x x
f x

x x

 
    

  

 

วิธีทำ 

1. อนุกรมฟูเรียรโคไซนของ 0

1

( ) cos( )
2e n

n

a n x
f x a

L





    

ดังนั้นเมื่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคูและมีคาบเทากับ 2L  เมื่อ 
; 0 4

( )
8 ; 4 8

x x
f x

x x

 
    

 ดังนั้นการขยาย

ฟงกชัน ( )f x  ใหเปนฟงกชันคูในชวง 8 8x    สามารถทำไดโดยให 

8 ; 8 4

; 4 0
( )

;0 4

8 ;4 8

e

x x

x x
f x

x x

x x

    
      
   
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รูปที ่ E6.24-2 กราฟของฟงกชัน 
; 0 4

( )
8 ; 4 8

x x
f x

x x

 
    

 เมื ่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคูและมีคาบ

เทากับ 16  

 

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร 0a  เมื่อ 8L    
844 8 2 2 2 2 2 2

0

0 0 4 0 4

2 2 1 1 4 0 8 4
( ) (8 ) 8 8(8) 8(4)

8 4 2 2 4 2 2 2 2

L

e

x x
a f x dx xdx x dx x

L

                                               
    

      0

1 1 1
8 0 64 32 32 8 8 64 32 32 8 16 4

4 4 4
a                 

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร na  เมื่อ 8L   และ  1, 2,3, 4,...n   
4 8

0
0 4

2 2
( )cos cos (8 )cos

8 8 8

L

n e

n x n x n x
a f x dx x dx x dx

L L

                 
      

     

4 84 8

0 40 4

1 8 8 8(8 ) 8
sin sin sin sin

4 8 8 8 8n

x n x n x x n x n x
a dx dx

n n n n

   
   

                      
          

   

44 8 82

2 2
40 40

1 8 8 8(8 ) 8
sin cos sin sin

4 8 8 8 8n

x n x n x x n x n x
a dx

n n n n

   
   

                       
          

  
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4 44 82 2

2 2 2 2
0 40 0

1 8 8 8(8 ) 8
sin cos sin cos

4 8 8 8 8n

x n x n x x n x n x
a

n n n n

   
   

                           
            

 

เมื่อ sin sin 2 0n n    cos ( 1)nn    และ cos 2 1n   เมื่อ 1,2,3,...n   

2 1sin ( 1)
2

nn     
 

 cos 0
2

n   
 

 

4 44 82 2

2 2 2 2
0 40 0

1 8 8 8(8 ) 8
sin cos sin cos

4 8 8 8 8n

x n x n x x n x n x
a

n n n n

   
   

                   
         

 

   

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

8(4) (4) 8(0) (0) 8 (4) 8 (0)
sin sin cos cos

8 8 8 81

4 8 8 (8) 8 8 (4)(8) (4) 8 (8) 8 (4)
sin sin cos cos

8 8 8 8

n

n n n n

n n n n
a

n n n n

n n n n

   
   

   
   

                    
          


                   

       

 
 
 
       

 

   

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

32 8 8
sin 0sin0 cos cos0

2 21

4 8 0 8 4 8 8
sin sin cos cos

2 2

n

n n

n n n
a

n n
n n

n n n n

 
  

  
   

              
                                

 

2 2 2 2

2 2 2 2

32 64 64
sin 0sin0 (0)

21

4 32 64 64
0sin sin ( 1) (0)

2

n

n

n

n n n
a

n
n

n n n


  


  

            
                    

      

 

1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 32 64 32 64 1 64 64
sin sin ( 1) ( 1)

4 2 2 4
n n

n

n n
a

n n n n n n

 
     

                          
 

1 1
2 2 2 2

1 64 16
( 1) 1 ( 1) 1

4
n n

na n n 
                 

 

แทนคา  

 10
2 2 2 2

1 1 1

( 1) 14 16 16
( ) cos( ) ( 1) 1 cos 2 cos

2 2 8 8

n

n
e n

n n n

a n x n x n x
f x a

L n n

  
 

  


  

                    
    

 

2. อนุกรมฟูเรียรไซนของ 
1

( ) sino n
n

n x
f x b

L





   
 

   
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ดังนั้นเมื่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคี่และมีคาบเทากับ 2L  เมื่อ 
; 0 4

( )
8 ; 4 8

x x
f x

x x

 
    

 ดังนั้นการขยาย

ฟงกชัน ( )f x  ใหเปนฟงกชันคีใ่นชวง 8 8x   สามารถทำไดโดยให 

8 ; 8 4

; 4 0
( )

;0 4

8 ;4 8

o

x x

x x
f x

x x

x x

     
      
   

 

 

รูปที ่ E6.24-3 กราฟของฟงกชัน 
; 0 4

( )
8 ; 4 8

x x
f x

x x

 
    

 เมื ่อขยายชวงแลวไดเปนฟงกชันคี่และมีคาบ

เทากับ 16  

 

สัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร nb  เม่ือ 2L   และ  1, 2,3, 4,...n   

4 8

0 0 4

2 2
( )sin sin (8 )sin

8 8 8

L

n o

n x n x n x
b f x dx x dx x dx

L L

                       
     

 
 

 
 

 
 

 
 

4 8
4 8

0 4
0 4

cos / 8 cos /8 cos /8 cos / 81 1
(8 )

4 / 8 / 8 4 / 8 / 8n

n x n x n x n x
b x dx x dx

n n n n

   
   

                                                
   

 
 

 
 

 
 

 
 

4 8
4 8

0 4
0 4

cos / 8 cos /8 cos / 8 cos / 81 1
(8 )

4 / 8 /8 4 / 8 / 8n

n x n x n x n x
b x dx x dx

n n n n

   
   

          
                                    

   

 
 

 
 

 
 

 
 

4 84 8

2 2

0 40 4

cos / 8 sin / 8 cos / 8 sin / 81 1
(8 )

4 / 8 4 / 8/ 8 / 8
n

n x n x n x n x
b x x

n nn n

   
  

                                          
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 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

2 2

2 2

cos 4 / 8 cos (0) / 8 sin (4) / 8 sin (0) / 81
4 0

4 / 8 / 8 / 8 / 8

cos (8) / 8 cos (4) / 8 sin (8) / 8 sin (4) / 81
(8 8) (8 4)

4 / 8 / 8 / 8 / 8

n

n n n n
b

n n n n

n n n n

n n n n

   
   

   
   

   
               

   
                 

 

เ ม ื ่ อ  sin cos( / 2) 0n n    
2 2

4
1 ( 1)

sin( / 2) ( 1)
2

nn

n
  

  
 

แ ล ะ  cos ( 1)nn    เ ม่ื อ 

1,2,3,...n   

 
 

 
   

 
 

 
 

 
 

 
 

2 2

2 2

cos / 2 sin / 21 sin0
4 0

4 / 8 / 8 / 8

cos cos / 2 sin sin / 21
(0) (4)

4 / 8 / 8 / 8 / 8

n

n n
b

n n n

n n n n

n n n n

 
  

   
   

   
               

   
               

 

 
 

   

 
     

 
 

2 2

2 2

sin / 21 cos0 sin0
4 0

4 / 8 / 8 / 8

cos sin / 21 cos0 sin0
(0) (4)

4 / 8 / 8 / 8 / 8

n

n
b

n n n

n n

n n n n


  

 
   

   
               

   
               

 

 
 

   
 

 
 

 
 

2

2 2 2 2 2

sin / 2 sin / 2 sin / 21 4 1 4 1 1 8
sin / 2

4 / 8 4 / 8 2 2/ 8 / 8 / 8
n

n n n
b n

n n nn n n

  


    

   
        

      
 

 2 2

32
sin / 2nb n

n



  

2 2

4
2 2

32 1 ( 1)
( 1)

2

nn

nb n 

  
  

 
 

แทนคา  

2 2
1 1

32
( ) sin sin sin

2 8o n
n n

n x n n x
f x b

L n

  


 

 

           
     

   

2 2 2 2 2 2

32 32 2 2 32 3 3
( ) sin sin sin sin sin sin ...

1 2 8 2 2 8 3 2 8o

x x x
f x

     
  

                         
           
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6.7 การหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธในรูปของอนุกรมฟูเรียร  
 การหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธในรูปของอนุกรมฟูเรียร ดัง (6.7) เมื ่อคาบมีคาเทากับ 2  และ 

x      

   0

1 1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n n

A
y x A nx B nx

 

 

           (6.7) 

ดังน้ัน 

   
1 1

'( ) sin( ) cos( )n n
n n

y x nA nx nB nx
 

 

           (6.8) 

2 2

1 1

''( ) cos( ) cos( )n n
n n

y x n A nx n B nx
 

 

                 (6.9) 

 

ต ัวอย  างท ี ่  6.25 จงหาผล เฉลยของสมการเช ิ งอน ุพ ันธ  ในร ูปอน ุกรมฟ ู เร ียร   ' 2 ( )y y f x   เมื่ อ 

( 2 ) ( ),f x f x x         

วิธีทำ 

( )f x  สามารถขียนในรูปของอนุกรมฟูเรียรไดดังนี้ 

   0

1 1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n n

a
f x a nx b nx

 

 

     

ผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธในรปูของอนุกรมฟูเรียร ดังนี้ 

   0

1 1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n n

A
y x A nx B nx

 

 

           

ทำให 

   
1 1

'( ) sin( ) cos( )n n
n n

y x nA nx nB nx
 

 

           

แทนคาลงใน ' 2 ( )y y f x   

     0 0

1 1 1

sin( ) cos( ) 2 cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2 2n n n n n n

n n n

A a
nA nx nB nx A nx B nx a nx b nx

  

  

 
        

 
    

จัดรูป 

     0
0

1 1 1

sin( ) cos( ) 2 cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) 0
2n n n n n n

n n n

a
nA nx nB nx A A nx B nx a nx b nx

  

  

            

0
0 0

2

a
A    

 
1

sin( ) 2 sin( ) sin( ) 0n n n
n

nA nx B nx b nx




     ได 2n n nnA B b    
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 
1

cos( ) 2 cos( ) cos( ) 0n n n
n

nB nx A nx a nx




    ได 2n n nnB A a   

แกสมการเพ่ือหาคา 0 , ,n nA A B  

0
0 2

a
A   

2

2

4
n n

n

a nb
A

n





 

2

2

4
n n

n

na b
B

n





 

เมื่อแทนคา 0 , ,n nA A B  ลงในผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไดดังนี ้

 0 0
2 2

1 1

2 2
( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

2 4 4 4
n n n n

n n
n n

A a a nb na b
y x A nx B nx nx nx

n n

 

 

                   
   

 

ต ัวอย  างท ี ่  6.26 จงหาผล เฉลยของสมการเช ิ งอน ุพ ันธ  ในร ูปอน ุกรมฟ ู เร ียร   ' 2 ( )y y f x   เมื่ อ 

1; 0
( )

1; 0

x
f x

t




   
   

 เม่ือ ( 2 ) ( )f x f x    

วิธีทำ 

1; 0
( )

1; 0

x
f x

t




   
   

 เม่ือ ( 2 ) ( )f x f x   สามารถเขียนในรูปของอนุกรมฟูเรียร ไดดังน้ี 

4 sin
( )

n odd

nx
f x

n





    
  

จากตัวอยางท่ี 6.25 พบวา ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไดดังน้ี 

0
2 2

1

2 2
( ) cos( ) sin( )

4 4 4
n n n n

n

a a nb na b
y x nx nx

n n





                
  

จาก ( )f x  พบวา 0 0a   0na   และ 4
nb n
  ดังนั้น 

   
2 2

2 0 (4 / ) 0 2(4 / )0
( ) cos( ) sin( )

4 4 4n odd

n n n n
y x nx nx

n n

 



     
            

  

2 2 2 2

4 / 8 / 4 1 2
( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

4 ( 4) 4 ( 4)n odd n odd

n
y x nx nx nx nx

n n n n n

 


 

 

   
              
   

 

ตัวอยางที ่ 6.27 จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธในร ูปอนุกรมฟูเรียร '' 2 3 ,0 1y y x x     เมื่อ 

(0) (1) 0y y   
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วิธีทำ 

( ) 3f x x  เล ือกใช การขยายช วงอน ุกรมฟ ูเร ียร ไซน สำหร ับการกระจายแบบคร ึ ่ งช วงของฟ งก ชัน 

( ) 3 , 1 1f x x x     และมีคาบเทากับ 2   

ดังน้ันอนุกรมฟูเรียรไซน 
1

( ) sino n
n

n x
f x b

L





   
 

  เมื่อ 
0

2
( )sin

L

n o

n x
b f x dx

L L

   
   เมื่อ 1,2,3,n  

 
1 1

0 0

2
3 sin 6 sin

1 1n

n x
b x dx x n x dx

    
    

       1 1 1
1

2 20
0 0 0

cos cos cos sin
6 6n

x n x n x x n x n x
b dx

n n n n

   
   

   
        
   
   

  

       2 2 2 2

1cos (1) sin (1) sin (0)0 cos cos
6 6 0 0 6n

n n n n n
b

n n n n n n

    
     

                                
 

1 1 1

cos 6 cos
( ) 3 sin 6 sin sinn

n n n

n x n n
f x x b n x n x

L n n

   
 

  

  

       
 

    

ผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธในรปูของอนุกรมฟูเรียร ดังนี้ 

0

1

( ) cos sin
2 n n

n

A n x n x
y x A B

L L

 



              
  เมื่อ 1L   

ดังน้ัน    0

1

( ) cos sin
2 n n

n

A
y x A n x B n x 





      

ทำให 

 
1

'( ) sin( ) cos( )n n
n

y x n A n x n B n x   




    

2 2 2 2

1

''( ) cos( ) sin( )n n
n

y x n A n x n B n x   




           

แทนคาลงใน '' 2 3y y x   

   2 2 2 2 0

1 1 1

6 cos
cos( ) sin( ) 2 cos sin sin

2n n n n
n n n

A n
n A n x n B n x A n x B n x n x

n

      


  

  

               
    

จัดรูป 

   2 2 2 2
0

1 1 1

6 cos
cos( ) sin( ) 2 cos sin sinn n n n

n n n

n
n A n x n B n x A A n x B n x n x

n

      


  

  

               
    

   2 2 2 2
0

1 1 1

6 cos
cos( ) 2 cos sin( ) 2 sin sinn n n n

n n n

n
A n A n x A n x n B n x B n x n x

n

      


  

  

                 

 2 2 2 2
0

1 1 1

6 cos
2 cos 2 sin( ) sinn n n n

n n n

n
A n A A n x n B B n x n x

n

    


  

  

                 
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เทียบสัมประสิทธิ ์

0 0A   

 2 2

1

2 cos 0n n
n

n A A n x 




      

ดังน้ัน 0nA   

2 2

1 1

6 cos
2 sin( ) sinn n

n n

n
n B B n x n x

n

  


 

 

        

2 2 6 cos
2n n

n
n B B

n




     

2 2 6
(2 ) cosnn B n

n
 


    

ดังน้ัน 
2 2

6
cos

(2 )nB n
n n


 

 


 

ผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธในรปูของอนุกรมฟูเรียร ดังนี้ 

   2 2 3 3
1 1

6 1
( ) cos sin 6 cos sin

(2 ) (2 )n n

y x n n x n n x
n n n n

   
   

 

 

   
          
   เม่ือ 1L   

 

ตัวอยางที ่  6.28 จงหาผลเฉลยของสมการเช ิงอน ุพันธในรูปอนุกรมฟูเร ียร  '' ' ( )ay by cy f x    เมื่อ 

( 2 ) ( ),f x L f x L x L       

วิธีทำ 

( )f x  สามารถขียนในรูปของอนุกรมฟูเรียรท่ีมีคาบเทากับ 2L  ไดดังน้ี 

   0

1 1

( ) cos( / ) sin( / )
2 n n

n n

a
f x a n x L b n x L 

 

 

     

ถาให / L   ดังน้ัน    0

1 1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n n

a
f x a n x b n x 

 

 

     

ผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธในรปูของอนุกรมฟูเรียร ดังนี้ 

 0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

A
y x A n x B n x 





          

ทำให 

 
1

'( ) sin( ) cos( )n n
n

y x n A n x n B n x   




     

2 2 2 2

1

''( ) cos( ) sin( )n n
n

y x n A n x n B n x   




           

แทนคาลงใน '' ' ( )ay by cy f x    
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 

   

2 2 2 2

1 1

0 0

1 1

cos( ) sin( ) sin( ) cos( )

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2 2

n n n n
n n

n n n n
n n

a n A n x n B n x b n A n x n B n x

A a
c A n x B n x a n x b n x

       

   

 

 

 

 

      

 
      

 

 

 
 

 

   

2 2 2 2

1 1

0 0

1 1

cos( ) sin( ) sin( ) cos( )

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2 2

n n n n
n n

n n n n
n n

an A n x an B n x bn A n x bn B n x

cA a
c A n x B n x a n x b n x

       

   

 

 

 

 

      

 
      
 

 

 
 

จัดรูป 

0 0

2 2

cA a
  หรือ 0

0

a
A

c
  

     2 2

1 1 1 1

cos( ) cos( ) cos( ) cos( )n n n n
n n n n

an A n x bn B n x cA n x a n x     
   

   

         
     

2 2

1 1

cos( ) cos( )n n n n
n n

an A bn B cA n x a n x   
 

 

        ได 2 2
n n n nan A bn B cA a      

   2 2

1 1 1 1

sin( ) sin( ) sin( ) sin( )n n n n
n n n n

an B n x bn A n x cB n x b n x     
   

   

           

2 2

1 1

sin( ) sin( )n n n n
n n

an B bn A cB n x b n x   
 

 

        ได 2 2
n n n nan B bn A cB b      

หาคาของ ,n nA B  

 
   

2 2

2 22 2

n n

n

a c an bn b
A

c an bn

 

 

 


 
 

 
   

2 2

2 22 2

n n

n

b c an bn a
B

c an bn

 

 

 


 
 

เมื่อ    
2 22 2 0c an bn     

เมื่อแทนคา 0 , ,n nA A B  ลงในผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไดดังนี ้

 0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

A
y x A n x B n x 





    

 0

1

( ) cos( ) sin( )
2 n n

n

A
y x A n x B n x 





    
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6.8 การหาปริพันธนุกรมฟูเรียร 
 การหาปริพันธอนุกรมฟูเรียร (Fourier’s integral) จำเปนตองกำหนดเงื่อนไขดังนี้ 

1. ( )f x  สอดคลองกับเงื่อนไขในชวง ( ,L L ) เมื่อ 1. ( )f x  เปนฟงกชันคาเดี่ยว อยูในชวง ( , 2c c L ) 2. 

( )f x  เปนฟงกชันที่มีคาบเทากับ 2L  และ 3. ( )f x  และ '( )f x  ตอเนื่องบนชวง ( , 2c c L )   

2. ( )f x dx



  ตองลูเขา ทำให ( )f x  หาปริพันธไดสมบูรณในชวง ( ,  )  

เมื่อ ( )f x  คือปริพันธฟูเรียร ดังนั้น 

 
0

( ) ( )cos ( )sinf x A w wx B w wx dw


   

เมื่อ 

1
( ) ( ) cosA w f v wvdv







   และ 1
( ) ( ) sinB w f v wvdv







   

ตัวอยางที่ 6.29 จงหาปริพันธฟูเรียรของ 
0; 0

( ) 1; 0 1

0; 1

x

f x x

x


  
 

 

วิธีทำ 

1
( ) ( ) cosA w f v wvdv







   

 
1

1

0
0

1 1 1
( ) ( )cos cos sinA w f v wvdv wvdv wv

w  





     

   1

0

1 1 sin
( ) sin sin sin 0

w
A w wv w

w w w  
     

 
1

1

0
0

1 1 1
( ) ( )sin sin cosB w f v wvdv wvdv wv

w  





      

   1 1
( ) cos cos0 1 cosB w w w

w w 
      

 
0

( ) ( ) cos ( )sinf x A w wx B w wx dw


   

   
0 0

1 cossin 1 1 sin
( ) cos 1 cos sin cos sin

ww w
f x wx w wx dw wx wx dw

w w w w  

          
   
   

จากเงื่อนไข  



208 

 

 
1
2

0 1
2

0; 0

; 0
1 cos1 sin

cos sin 1; 0 1

; 1

0; 1

x

x
ww

wx wx dw x
w w

x

x






        

   
 

  

ดังน้ัน 

  2

0
2

0; 0

; 0
1 cossin

cos sin ; 0 1

; 1

0; 1

x

x
ww

wx wx dw x
w w

x

x









        

   
 

  

ตัวอยางที่ 6.30 จงหาปริพันธฟูเรียรของ 
1; 1

( )
0; 1

x
f x

x

  


 

วิธีทำ 

1
( ) ( ) cosA w f v wvdv







   

 
1

1

1
1

1 1 1
( ) ( ) cos cos sinA w f v wvdv wvdv wv

w  




 

     

   1

1

1 1 2sin
( ) sin sin sin( )

w
A w wv w w

w w w  
      

 
1

1

1
1

1 1 1
( ) ( ) sin sin cosB w f v wvdv wvdv wv

w  




 

      

   1 1
( ) cos cos( ) cos cos 0B w w w w w

w w 
         

ดังน้ัน 

 
0

( ) ( ) cos ( ) sinf x A w wx B w wx dw


   

0 0

2sin 2 sin
( ) cos 0 cos

w w
f x wx dw wx dw

w w 

         
      

จากเงื่อนไข  

1
2

0

1; 1
2 sin

cos ; 1

0; 1

x
w

wx dw x
w

x



 
    

   

  

ดังน้ัน 
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2

4
0

; 1
sin

cos ; 1

0; 1

x
w

wx dw x
w

x






 
    

   

  

ถาให 0x   

0 0

sin sin
cos0

2

w w
dw dw

w w

     
    

 การหาปริพันธนุกรมฟูเรียรสามารถเขียนในรูปอนุกรมฟูเรียรไชนหรืออนุกรมโคไซน โดยมีการกำหนดดังนี้  

 1 .  ถ  า  ( )f x  เป นฟ  งก ช ั นค ู   แล  ว  
0

1
( ) ( )cosA w f v wvdv





   และ ( ) 0B w   แล  วทำให  

0

( ) ( ) cosf x A w wxdw


   ซึ่งเปนปรพิันธฟูเรียรโคไซน 

 2 .  ถ  า  ( )f x  เป นฟ  งก ช ันค ี ่  แล ว  ( ) 0A w   และ 
0

2
( ) ( )sinB w f v wvdv





 
 
 แล วทำให  

0

( ) ( )sinf x B w wxdw


   ซึ่งเปนปริพันธอนุกรมฟูเรียรไซน 

ตัวอยางที่ 6.31 จงหาปริพันธฟูเรียรไชนและโคไซนของ ( ) kxf x e  เม่ือ 0x   

วิธีทำ 

ปริพันธฟูเรียรไชน 

0

( ) ( )sinf x B w wxdw


   และ 
0

2
( ) ( )sinB w f v wvdv





   

0

2
( ) sinkvB w e wvdv




   

2 2
0

sinkv w
e wvdv

k w


 

  

ดังน้ัน  

 2 2

2
( )

w
B w

k w



 

ดังน้ัน 

 2 2
0 0

2 sin
( ) ( )sinkx w wx
f x e B w wxdw dw

k w

 
  

   

ดังน้ัน 
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 2 2
0

sin

2
kxw wx

dw e
k w




  เม่ือ 0x   

 

ปริพันธฟูเรียรโคไชน 

0

( ) ( ) cosf x A w wxdw


   และ 
0

1
( ) ( )cosA w f v wvdv





   

0

1
( ) coskvA w e wvdv




   

2 2
0

coskv k
e wvdv

k w


 

  

ดังน้ัน  

 2 2

2
( )

k
A w

k w



 

ดังน้ัน 

 2 2
0 0

2 cos
( ) ( )coskx k wx
f x e A w wxdw dw

k w

 
  

   

ดังน้ัน 

 2 2
0

cos

2
kxwx

dw e
kk w




  เมื่อ 0x   
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6.9 แบบฝกหัด 
ขอที ่6.1 จงหาคาบของฟงกชัน ( ) sinf x x  

ขอที ่6.2 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชนัตอไปนี้ 

1. 
; 0

( ) 0
0; 0

x x
f x x

x




  
   

 เม่ือ ( 2 ) ( )f x f x   

2. 
1; / 2 / 2

( )
1; / 2 3 / 2

x
f x

x

 
 

  
   

 เมื่อ ( 2 ) ( )f x f x   

3. 
sin ; 0

( )
0; 2

x x
f x

x


 

 
   

 เม่ือ ( 2 ) ( )f x f x   

4. ( ) ,xf x e x      เมื่อ ( 2 ) ( )f x f x   

5. 
1; 1 0

( )
1 ; 0 1

x x
f x

x x

   
    

 เมื่อ ( 2) ( )f x f x   

6. 
0; 2 1

( ) ; 1 1

0;1 2

x

f x x x

x

   
   
  

 เม่ือ ( 4) ( )f x f x   

7. 
2

0; 2 0
( )

(2 ); 0 2

x
f x

x x x

  
 

  
 เมื่อ ( 4) ( )f x f x   

8. 
2

; 2 0
2( )

1
2 ; 0 2

2

x
x

f x

x x x

    
   


 เมื่อ ( 4) ( )f x f x   

 

ขอที ่6.3 จงหาอนุกรมฟูเรียรโคไซนและอนุกรมฟูเรียรไซนสำหรับการกระจายแบบครึ่งชวงของฟงกชันตอไปนี ้

1. 2( ) 2f x x   เมื่อ 0 2x   

2. ( )f x x   เมื่อ 0x    

3. 2( ) 2f x x x   เม่ือ 0 4x   

4. 
0;0

( ) 1; 2

2;2 3

x

f x x

x


 
 

 
  
  

 เม่ือ 0 2x   

 

 

 

 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชัน ( ) ,0 3f x x x    เมื่อ ( 3) ( )f x f x   
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ขอที ่6.1 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชนั 2( ) , 1 1f x x x     และ ( 2) ( )f x f x   

ขอที ่6.4 จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธในรูปอนุกรมฟูเรียรตอไปนี ้เมื่อ ( 2 ) ( ),f x f x x         

1. 2 '' 9 ' 25 0x y xy y    

2. 2 '' 4 0x y y   

3. 2 '' 7 ' 16 0x y xy y    

4. 2 '' 6 ' 13 0x y xy y    
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