
การศึกษาผลลัพธที่ไดจากการรวม ความนิ่มนวลที่สุดและพลังงานนอยที่สุด ของระบบ
พลศาสตรเชงิเสน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ปริญญานิพนธ 
ของ 

จํานงค   ผายสระนอย 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
เสนอตอบัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลยัศรีนครินทรวิโรฒ เพื่อเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 

ตามหลักสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวชิาวิศวกรรมเครื่องกล 
พฤษภาคม  2551 



 

การศึกษาผลลัพธที่ไดจากการรวม ความนิ่มนวลที่สุดและพลังงานนอยที่สุด ของระบบ
พลศาสตรเชงิเสน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ปริญญานิพนธ 
ของ 

จํานงค   ผายสระนอย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เสนอตอบัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลยัศรีนครินทรวิโรฒ เพื่อเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 

ตามหลักสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวชิาวิศวกรรมเครื่องกล 
พฤษภาคม  2551 

ลิขสทิธิ์เปนของมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 



 

การศึกษาผลลัพธที่ไดจากการรวม ความนิ่มนวลที่สุดและพลังงานนอยที่สุด ของระบบ
พลศาสตรเชงิเสน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

บทคัดยอ 
ของ 

จํานงค   ผายสะนอย 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
เสนอตอบัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลยัศรีนครินทรวิโรฒ เพื่อเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 

ตามหลักสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวชิาวิศวกรรมเครื่องกล 
พฤษภาคม  2551 



 

จํานงค ผายสระนอย (2551). การศึกษาผลลัพธที่ไดจากการรวมความนิ่มนวลทีสุ่ดและพลังงานนอย
ที่สุดของระบบพลศาสตรเชงิเสนปริญญานิพนธ วศ.ม.(เครื่องกล).กรุงเทพฯ: บัณฑิต
วิทยาลัย มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ คณะกรรมการควบคุม : พนัโทผูชวยศาสตราจารย 
ดร.ทววิัชร วีระแกลว, ผูชวยศาสตราจารย วิชิต บวัแกว 

 
 การจัดทําปริญญานิพนธนี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาวิธีการวิเคราะหหาคาผลลัพธที่ไดจาก    
การรวมวิธีการ ความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk) และการใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy) 
ของระบบพลศาสตรเชิงเสน โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรเปนเครื่องมือสําหรับทําการวิเคราะห          
คาความเหมาะสมที่สุดหาคําตอบ คือไดทั้งความนิ่มนวลสูงสุดและใชพลังงานนอยที่สุด ผลลัพธที่ได
นําไปเปรียบเทียบกับกรณีการหาคาความเหมาะสมสูงสุดดวยวิธีความนิ่มนวลที่สุดและวิธีใชพลังงาน
นอยที่สุดเพียงอยางเดียว 
 การศึกษาอาศัยแบบจําลองทางคณิตศาสตร โดยกาํหนดใหระบบการเคลื่อนทีม่ี2องศาอิสระ 
(Two Degree of Freedom) เปนระบบสปริง มวล และตัวหนวง (Spring Mass and Damper) ใน
รูปแบบของ Fully Actuator ของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear of Dynamic Systems) ทําให
ไดสมการการเคลื่อนที่ในรูปแบบการหาคาความเหมาะสมสูงสุดดวยวิธีการแกปญหาจากการรวม       
คาความนิ่มนวลสูงสุดกับวิธีการพลังงานนอยที่สุดเขาดวยกัน จากนั้นใชโปรแกรมทางคอมพิวเตอร  
MATLAB มาเปนเครื่องมือชวยวิเคราะหและแสดงผลในลักษณะรูปแบบของกราฟ 
 ผลที่ไดจากการศึกษาและวิจัยตามวัตถุประสงคที่กําหนดไว ทําใหไดคาความเหมาะสม
สูงสุด คือไดทั้งความนิ่มนวลที่สุดและใชพลังงานนอยที่สุด เมื่อเทียบกับการหาคาความเหมาะสม
สูงสุดจากการใชฟงกชันวัตถุประสงค เดียว ซึ่งจะเปนแนวทางสําหรับการประยุกตใชกับงานจริงตอไป 
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 The  purpose of this research is to study optimum maximum of a combining 
minimum jerk and minimum energy of linear dynamic systems by using the minimum energy 
optimization method, minimum jerk optimization method, and then used computer software 
to finding the results are optimum maximum, respectively. 

 Both the minimum energy consumption and smoothness, which is quantified as a 
function of jerk, are generally needed in many dynamic systems such as the automobile and 
the pick-and-place robot manipulator that handles fragile equipments.  Nevertheless, many 
researchers come up with either solely concerning on the minimum energy consumption or 
minimum jerk trajectory. This research paper proposes a simple yet very interesting when 
combining the minimum energy and jerk of indirect jerks approaches in designing the time-
dependent system yielding an alternative optimal solution.  Extremal solutions for the cost 
functions of the minimum energy, the minimum jerk and combining them together are found 
using the dynamic optimization methods together with the numerical approximation.  This is 
to allow us to simulate and compare visually and statistically the time history of state inputs 
employed by combining minimum energy and jerk designs. the numerical solution of 
minimum direct jerk and energy problem are exactly the same solution; however, the 
solutions from problem of minimum energy yield the similar solution especially in term of 
tendency. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหาที่ทําวิจัย 
 การหาคาความเหมาะสมสงูสุดของระบบพลศาสตรการเคลื่อนที ่ สามารถพิจารณาไดหลาย
รูปแบบ  เชน อาจจะมกีารวเิคราะหปญหาในรูปแบบของความตองการความนิ่มนวลสูงสุด (Minimum 
Jerk)  หรือรูปแบบความตองการพลังงานสูงที่สุด (Maximum Energy) หรือรูปแบบความตองการ
พลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy) กค็ือความตองการประหยัดพลังงานนัน้เอง ในการหาคาความ
เหมาะสมสงูสดุสําหรับงานบางอยาง อาจมีส่ิงที่ตองนาํมาพิจารณามากกวาหนึ่งอยาง ตัวอยาง เชน 
การเคลื่อนที่ของแขนกลสําหรบัจับช้ินงานจากจุดหนึ่งไปจุดหนึง่ ส่ิงที่ตองการคอืการจับช้ินงานและ
เคลื่อนที่ไปอยางนิ่มนวลที่สุดในขณะเดียวกันควรใชพลังงานนอยที่สุด คาความเหมาะสมสงูสุดคือ ใช
พลังงานในการจับช้ินงานนอยที่สุดโดยทีช่ิ้นงานตองไมหลนเสยีหาย รวมทัง้ความนิ่มนวลของการจับ
ดวย หรือตัวอยางการเคลือ่นที่ของรถยนต ที่เปนไปอยางนิ่มนวลและประหยัดตองอาศัยองคประกอบ
หลายอยาง ทีท่ํางานอยางสมัพนัธกนั 
 จากความตองการดังกลาวขางตน จึงเปนที่มาของการศึกษาและวิจัย เพื่อตองการหาคา    
ความเหมาะสมสูงสุด  ในรูปแบบของการรวมความนิ่มนวลสูงสุด (Minimum Jerk)  และความตองการ
พลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy) จากนั้นนําผลที่ไดเปรียบเทียบกับฟงกชันวัตถุประสงคอยางใด
อยางหนึ่ง ซึ่งผลที่ไดจากการศึกษาและวิจัยครั้งนี้จะเปนประโยชนกับการประยุกตใชงานจริงตอไป 

 
1.2  วัตถุประสงคของการวิจัย 
 1.2.1  เพื่อศึกษาผลลัพธที่ได  จากการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีการรวมความนิ่มนวล

ที่สุดกับวิธีการพลังงานนอยสุดของระบบพลศาสตรเชิงเสน 
 1.2.2 เพื่อนําผลลัพธที่ได เปรียบเทียบกับวิธีความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk) และวิธีการใช

พลังงานนอยที่สุด  (Minimum  Energy)  ของระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน 
      
1.3  ขอบเขตของการวิจัย 
 1.3.1 ในการศึกษาวจิัยครั้งนี้  นําเอาหลกัการการใชความนิ่มนวลทีสุ่ดโดยวิธีตรง  (Minimum  

Direct Jerk) รวมกับหลักการพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy) ของระบบพลศาสตร
เปนเชงิเสน  (Linear  Dynamic)  

 



  

 
 1.3.2   ใชแบบจําลองทางคณิตศาสตรมีวัตถุเปนมวล 2 กอน  ทีม่ีสปริงและตัวหนวงมาทําการหา

สมการการเคลื่อนที ่
 1.3.3  กําหนดรูปแบบของสมการในรูปสมการอนุพนัธอันดับหนึ่ง  (First  Order Derivative) 
 1.3.4   นาํโปรแกรมทางคอมพวิเตอรชื่อ  แมทแลป  (MATLAB)  มาชวยวิเคราะหแกปญหา 
 
1.4.  วิธีดําเนินการวิจัยโดยยอ 
 1.4.1  ทบทวนเอกสารบทปริทรรศนของทฤษฎีงานวิจัยที่เกี่ยวของเพื่อนํามาเปนแนวทางศึกษา  
  และวิจัย 
 1.4.2  ศึกษารูปแบบสมการการเคลื่อนที่ของระบบทางพลศาสตร หลักการวิเคราะหสมการ     
  การเคลื่อนที่  
 1.4.3  กําหนดแบบจําลองทางคณิตศาสตรโดยมี สมการการเคลื่อนที่ระบบทางพลศาสตร  
  กําหนดสภาวะเริ่มตนและสภาวะสุดทาย  เงื่อนไขขอบเขตและสรางคอสฟงกชันนอล   
  (Cost  Functional) 
 1.4.4  นําโปรแกรมทางคอมพิวเตอรชื่อ แมทแลป (MATLAB) มาใช เพื่อหาคาความเหมาะสม 
  สูงสุดของระบบทางพลศาสตร ตามแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่สรางไว 
 1.4.5  ทําการสรุปวิเคราะหผลที่ไดจากการวิจัย   
 1.4.6  จัดทํารูปเลมปริญญานิพนธและตีพิมพ/เผยแพรเอกสารงานวิจัย 
 
1.5  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 
  1.5.1  ผลจากการวิจัยครั้งนี้สามารถนําไปประยุกตใชเปนแนวทางในการพัฒนาเพื่อให สามารถ 
  นําไปแกปญหากับงานจริง หรือเอาไปประยุกตใชแกปญหาอื่นๆที่มีลักษณะที่ใกลเคียงกัน 
  1.5.2  ผลจากการวิจัยครั้งนี้สามารถใหขอมูลสําหรับการประยุกตจากการรวมเอาหลักการความ 
  นิ่มนวลที่สุด  (Minimum  Jerk)  กับหลักการพลังงานนอยที่สุด  (Minimum  Energy)  ไป
  ใชกับปญหาดานพลศาสตร เพื่อเปรียบเทียบผลที่ไดกับฟงกชั่นวัตถุประสงค 
  1.5.3   ผลจากการวิจัยครั้งนี้จะทําใหการใชประโยชนจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถใช 
  คํานวณหาคําตอบโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของปญหาและยังสามารถนําไปใชหาคําตอบ 
  ที่มีลักษณะปญหาอื่น ๆ  ที่ใกลเคียงกันได 
 
 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
2.1  ทฤษฎีที่เก่ียวของ  
       2.1.1  ออปติไมซเซชัน  (Optimization) 
        ออปติไมซเซชัน  (Optimization)  เปนวิธีการหรือเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่นํามาใช
โดยมีจุดประสงคเพื่อหาคาที่เหมาะสมที่สุด  ซึ่งคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่ําสุดหรือคาสูงสุด 
เปาหมายของการออปติไมซเซชัน (Optimization Goal) ทําเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดานการลงทุน  
พลังงาน  การใชประโยชนและความปลอดภัยนั่นเอง  กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซชัน 
(Optimization)  ไปประยุกตเพื่อใชงาน เราจะตองทําการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน      
ออปติไมซเซชัน  (Optimization)  นั้นสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา  แตในการคนหา
คําตอบของปญหาโดยเทคนิควิธีออปติไมซเซชัน  (Optimization) จําเปนที่จะตองทําการพรรณนาถึง
ลักษณะของปญหาใหออกมาในรูปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรเสียกอน ซึ่งมีองคประกอบ
โครงสรางของปญหา  (Elements of Problem Formulation) ในเทอมทางคณิตศาสตรที่สําคัญและ
จําเปนตองทําความเขาใจสามเทอมดวยกัน  คือ ดีไซนวาริเอเบิล  (Design Variables)  ดีไซน
พารามิเตอร  (Design  Parameters)  และดีไซนฟงกชัน  (Design  Functions)  ซึ่งมีรายละเอียด
ปลีกยอยดังนี้ 
 
   2.1.1.1  ดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  
    คือตัวแปรหรือส่ิงที่ระบุชี้ชัดถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตร  
แลวตัวแปรของการออกแบบ  ก็คือตัวไมทราบคาที่จะตองถูกคนหาคานั่นเอง  ยกตัวอยางเชน  ปญหา     
การหาขนาดที่เหมาะสม  คือ  ดีไซนวาริเอเบิล  ก็คือความยาวและความสูง  ในการกาํหนดหรอืเลอืกวา
ส่ิงไหนคือดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  นั้น  ผูออกแบบจําเปนจะตองใชสัญชาติญาณ     
ความชํานาญ  และพื้นความรูมาเปนองคประกอบการตัดสินใจ  แตก็มีหลักการพื้นฐานเชนกันคือ    
ดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  จะตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท  (Linear  Independent) 
หมายความวาดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) จะไมสามารถถูกกําหนดขึ้นมาจากการใช
ความสัมพันธทางเลขคณิตได  ตัวอยางเชน  การออกแบบหนาตัดของสี่เหลี่ยมผืนผาทีเ่หมาะสม เราจะ
ไมสามารถกําหนดดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  เปนความยาว  ความกวางและพื้นที่ได 
เพราะถาหากเรากําหนดดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  เปนความยาวและความกวางแลว    
ตัวแปรที่สามคือ  พื้นที่จะเกิดขึ้นมาเองโดยอัตโนมัติ  ดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  สามารถ



  

มีไดหลายตัวเพื่อที่จะใหการออกแบบนั้นมีความสมบูรณ  และกลุมดีไซนวาริเอเบิล  (Design 
Variables) เหลานี้จะถูกเรียกวา  ดีไซนเวกเตอร  (Design  Vector : Matrix)  และใชอักษร n  แทน
จํานวนใด ๆ ของดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  และในเทอมทางคณิตศาสตรนั้นมักจะใช
อักษร  x  และมีตัวเลขหอยเพื่อระบุลําดับที่ของตัวแปรของการออกแบบนั้นๆ มักมีการเขียนสัญลักษณ
ของดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะดังนี้ คือ  [ ]X , X  หรือ x , [ ]Tnxxx ,...,, 21  และ nixi ,...,2,1, =  
 
   2.1.1.2  ดีไซนพารามิเตอร  (Design  Parameters)  
    คือสิ่งที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการ
ออกแบบในลักษณะที่แตกตางกัน  เชน  ภาระที่กระทํา  คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรง  เปน
ตน      ดีไซนพารามิเตอร  (Design  Parameters)  สามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิล 
(Design  Variables)  และเปน เวกเตอร  (Vector : Matrix)  เชนกัน  สามารถเขียนสัญลักษณได    
คลาย ๆ  กันดังนี้  คือ  [ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  
 
   2.1.1.3  ดีไซนฟงกชัน  (Design  Functions)  
    คือขอมูลสําคัญเกี่ยวกับการออกแบบโดยจะใชดี ไซนวาริ เอเบิล   (Design  
Variables) และดีไซนพารามิเตอร  (Design  Parameters)  มาประเมินคา  และเปนตัวพิสูจน
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวย  ดีไซนฟงกชัน  (Design  Functions)  นี้
สามารถแสดงออกมาในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเงื่อนไขบังคับ  (Design  Objectives  
and / or Constraints)  ซึ่งจะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสมขึ้นมาและตอง
เปนไปตามเงื่อนไขบังคับดวยจึงจะถือวาเปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได  (Feasible)  
ตัวอยางเชน ตองการออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟวฟงกชัน 
(Objective Function) โดยที่ความเคนในวัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก  (Yield  
Strength)  นี่ก็จะเปน          คอนสเทรนทฟงกชัน  (Constraint  Functions)  
 
   2.1.1.4  ฟอรมมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The Standard Format Optimization)  
    จากที่กลาวมานั้นลวนแตเปนองคประกอบทั่วไปของแบบจําลองทางคณิตศาสตร
ของการใชเทคนิคออปติไมซเซชัน  (Optimization)  ทั้งสิ้น  และมีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรได
หลาย ๆ  แบบดังนี้ 
 หาคานอยที่สุดของ   ( )nxxx ,...,, 21ƒ               (2.1) 
 



  

 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) 0,...,, 211 =nxxxg  
        ( ) 0,...,, 212 =nxxxg          (2.2) 
        ( ) 0,...,, 21 =nl xxxg  
 
        ( ) 0,...,, 211 ≤nxxxc  
        ( ) 0,...,, 212 ≤nxxxc          (2.3) 
        ( ) 0,...,, 21 ≤nl xxxc  
        njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤         (2.4) 

หรือเขียนสั้น ๆ  ไดดังนี้ 
 หาคานอยที่สุดของ   ( )nxxx ,...,, 21ƒ           (2.5) 
 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==        (2.6) 
        ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤        (2.7) 
        njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤         (2.8) 

 
หรือเขียนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังนี้ 
 หาคานอยที่สุดของ   ( ) [ ]nXX  ,ƒ           (2.9) 
 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( )[ ] 0=lXg         (2.10) 
        ( )[ ] 0≤lXc         (2.11)
                   uplow XXX ≤≤           (2.12) 
   จากฟอรมมาตรฐานของปญหาการออปติไมซเซชัน  (Optimization)  ที่อยูในรูปแบบ
เทอมทางคณิตศาสตรที่เปนภาษาสากลนั้นสามารถสื่อสารออกมาเปนภาษาพูดไดดังนี้  คือ หาคานอย
ที่สุด (Minimize)  ของออปเจคทิฟวฟงกชัน  (Objective Function)  ƒ  โดยจะตองสอดคลองกับ
เงื่อนไขบังคับเชิงเทากับ  (Equality  Constraints)  จํานวน i เงื่อนไข และตองสอดคลองกับ   อินอีควอ
ลิตีคอนสเทรนท  (Inequality  Constraints) จํานวน i  เงื่อนไข  ทั้งนี้ดีไซนวาริเอเบิล  (Design  
Variables) ทั้งหมดจํานวน n ตัวแปร  ตองอยูในชวงขอบเขตลางและขอบเขตบนของไซดคอนสเทรนท 
(Side  Constraints)  เทานั้น 
 
 
 
 



  

       2.1.1  ออปติไมซเซชัน  (Optimization) 
   2.1.1.5  ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวิศวกรรม  
    ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables)  ไมข้ึนกับเวลาและมี     
การนําเอาออปติไมซเซชัน (Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน 
(Static Optimization) สวนปญหาที่ข้ึนกับเวลาจะเรียกวา  ไดนามิกออปติไมซเซชัน  (Dynamic 
Optimization)  ดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal  of 
Optimization)  คือการคนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล  (Design  Variables) ที่มีออป
เจคทิฟวฟงกชัน  (Objective  Function)  เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum  or  Maximum)  ซึ่งมี
อยูสองลักษณะคือ  โกลบอล  (Global)  และโลคอล  (Local)  
   กรณีนอยที่สุด (Minimum) กลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 
( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลมีนิมัม  (Global  Minimum)  ไดถา 

 
   ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111         (2.13) 
 
   เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n

T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n
T xxxx  ...  21=   แลวทํา

ใหเกิดคาของฟงกชันที่มากข้ึนกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  มีคานอยที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood)  แลวจะเรียกวา 
โลคอลมีนนิมัม (Local  Minimum)  
   กรณีมากที่สุด (Maximum) กลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 
( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลเม็กซิมัม  (Global  Maximum)  ไดถา 

    
   ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111         (2.14) 
 
   เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n

T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n
T xxxx  ...  21=  แลวก็

ยังทําใหคาของฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  มีคามากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง  (Neighborhood)  แลวจะเรียกวาโล
คอลเม็กซิมัม (Local  Maximum)  
 
 
 



  

 2.1.2  แคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส  (Calculus  of  Variations)  
     โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเดี่ยว  (Single  Stage  Systems)  และระบบหลาย
ระดับข้ันความเสรี  (Multistage  Systems)  ตามลําดับ  สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส  
(Calculus  of  Variation)  ก็คือฟงกชันนอล  (Functional)  เขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 
                                                         (2.15)  
 

 ซึ่งเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง  (Continuous  Functions)  ( )x t  ใหเปนจํานวนจริง      
นั่นคือถากําหนด ( )x t  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธี                 
อนาไลติกหรือวิธีเชิงตัวเลข  (Analytical  or  Numerical)  โดยที่ฟงกชันนอล  (Functional) อาจจะ
ข้ึนอยูกับหลาย ๆ  ฟงกชันตอเนื่อง  (Continuous  Functions)  ก็ไดดังเชน 
 
                   [ ] ( )

0
1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,ft

n n nt
J x x x F t x x x x x x dt= ∫ � � �… … …                                 (2.16) 

 
ฟงกชันนอล  (Functional)  สมการ  (2.16)  เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง  (Continuous Functions)  
หลาย ๆ  ฟงกชัน  ก็คือ 1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x t…   ใหเปนจํานวนจริงนั่นเอง  ในการนําเอาแคลคูลัส     
ออฟวาริเอชั่นส  (Calculus  of  Variations)  มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน  
(Static  Optimization)  นั่นก็คือ  คนหาเนสเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary  Conditions)  สําหรับ   
เอ็กทรีมัม  (Extremum) สําหรับฟงกชันนอล  (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม  
(Extremum)  ที่หาไดเปนคานอยสุดหรือมากสุด  (Sufficient  Conditions)  ในการนําเอาแคลคูลัส
ออฟวาริเอชั่นส  (Calculus of Variations) มาใชกับไดนามิกสออปติไมซเซชัน  (Dynamic  
Optimization)  จะเกี่ยวของกับจุดเริ่มตนและจุดสุดทาย ซึ่งมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
 
 2.1.2  แคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส  (Calculus  of  Variations)  
    2.1.2.1  ฟงกชันนอลของฟงกชันเดี่ยว  (Functionals  of  a  Single  Function)  
   เปนฟงกชันนอล  (Functional)  ของระบบขั้นความเสรีเดี่ยว  (Single  Stage  
Systems)  โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
    2.1.2.1.1  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว  (Fixed  End  
Time  and  End  Points) 

[ ] ( )
0

, ,ft

t
J x F t x x dt= ∫ �



  

  ถาฟงกชัน  ( , , )F t x x�  สามารถเปนฟงกชันที่สามารถหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งและสอง
ไดอยางตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา  fttt ≤≤0   และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  
Conditions)  0 0( )x t x=   และ  ( )f fx t x=   ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชัน
เปาประสงค (Desire  Function)  ( )x t  ที่เปนเอ็กทรีมัม  (Extremum) ของฟงกชันนอล  (Functionals)  
[ ] ( )

0

, ,ft

t
J x F t x x dt= ∫ �  นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้คือ  เรากําหนดให  ( )x t  เปนฟงกชัน
เปาประสงค  (Desire  Function)  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum)  ของฟงกชันนอล  (Functionals)  
[ ]xJ   ถา  ( )x t   ถูกเพิ่มคาดวย  ( )h t  ดังนั้นเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  

Conditions)  อยู  ดังนั้น  0( ) ( ) 0fh t h t= =   ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล  (Functional)  
J∆   เปน 

 
  [ ] [ ] ( ) ( )

0

, , , ,ft

t
J J x h J x F t x h x h F t x x dt⎡ ⎤∆ = + − = + + −⎣ ⎦∫ �� �                      (2.17) 

 
เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร  (Taylor  Series)  และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
 

               
0

ft

t

F FJ h h dt
x x

δ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ �
�

                                              (2.18) 

 
เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ  J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํา    
การอินทิเกรดบายพารท  (Integrating  By  Parts)  สมการ  (2.4)  ก็จะพบวา 
 

    
0

0

f

f

t

t tt

F d F F FJ hdt h h
x dt x x x

δ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ � � �
                    (2.19) 

 
เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary  Conditions)  ก็คือ 0=Jδ   ที่  0( ) ( ) 0fh t h t= =     จึงจะ
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  และกําหนดไวอีกวา F   จะตองทําอนุพันธ
ไดอยางตอเนื่องสองครั้ง  นั่นก็หมายความวา  F d F

x dt x
∂ ∂

−
∂ ∂�

  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเมื่อ  0=Jδ   
ซึ่งพบวา 
 
        0F d F

x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

                                      (2.20)  
 



  

 ซึ่งสมการ  (2.20)  นี้เปนที่รูจักกันในนาม  สมการของออยเลอร  (Euler’s  Equation) ซึ่งจะ
ทําใหผลเฉลยของ ( )x t  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions) 0 0( )x t x=   และ  

( )f fx t x=  ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus)  หาคาไดโดยวิธี     
ออยเลอร  ควอชี  (Euler Cauchy)  ได 
 
    2.1.2.1.2  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได  (Fixed  
End Time,  Variable  End  Points)  
  แตกตางกับกรณี  (2.3.1.1)  เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ  (2.17 – 
2.19)  ได  เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  0( )x t   และ ( )fx t   ไมไดถูกกําหนดไว
ตายตัว  และ  0( ), ( )fh t h t   ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ  ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  
(Necessary  Conditions)  เปน 
 
         0F d F

x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

                                      (2.21) 
 
         

0
0t

F
x

∂
=

∂�
                                                 (2.22) 

 
         0

ft
F
x

∂
=

∂�
                                                (2.23) 

 
  ซึ่งสมการ  (2.21 – 2.23)  นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร  (Euler’s  
Equation)  ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ ( )x t  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  

0( )x t   และ  ( )fx t   ซึ่งสามารถหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส  (Calculus)  โดยวิธีออยเลอร –    
ควอชี  (Euler – Cauchy)  ได 
 
    2.1.2.1.3  เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได  (Variable  End  Time  
and  End  Points)  
  กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได  แตก็มีวิธีการหา
คําตอบคลาย ๆ  กับกรณี  (2.3.1.1)  ถา ( )x t  เปนฟงกชันเปาประสงค  (Desire Function)  ที่เปน
เอ็กทรีมัม  (Extremum)  ของฟงกชันนอล  (Functionals)  [ ]xJ   ถา ( )x t  ถูกเพิ่มคาดวย  ( )h t  
ดังนั้นก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล  (Functional)  J∆  เปน 



  

   

[ ] [ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0

0 0

0

      , , , ,

      , , , ,

         , , , ,

f f f

f

f f

f

t t t

t t t

t

t

t t t t

t t

J J x h J x

F t x h x h dt F t x x dt

F t x h x h F t x x dt

F t x h x h dt F t x h x h dt

δ

δ

δ δ

+

+

+ +

∆ = + −

= + + −

⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦

+ + + − + +

∫ ∫

∫

∫ ∫

�� �

�� �

� �� �

          (2.24) 

 
เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร  (Taylor  Series)  และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 

   ( )
( )

0

0 0

, ,

       , ,

f

f

t

t ft

t

F FJ h h dt F t x h x h t
x x

F t x h x h t

δ δ

δ

∂ ∂⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

− + +

∫ � ��
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                       (2.25) 

 
เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํา    
การอินทิเกรดบายพารท  (Integrating  By  Parts)  สมการ  (2.25)  ก็จะพบวา 
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0
0

0 0        , , , ,

f

f

f

t

t tt

t f t

F d F F FJ hdt h h
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                    (2.26) 

 

เมื่อ  
0 00 0( ) t th t x x tδ δ= − �  และ  ( )

f ff t t fh t x x tδ δ= − �  ดังนั้นสมการ  (2.26)  เขียนไดเปน 
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                     (2.27) 

  เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary  Conditions)  ก็คือ 0=Jδ  ที่  ( )h t , 
ftxδ , 

0t
xδ , ftδ  และ 0tδ   จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  ทําใหได          

เนสเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary  Conditions)  และมีเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary Conditions) 
คือ 
 
  0F d F

x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

                                                                     (2.28) 
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                 (2.29) 

 
  ซึ่งจุดสุดทายที่  ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย 0( ), ( )fx t x t  สามารถคํานวณได
จากเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  ทั้ง  4  นี้นั่นเอง 
 
    2.1.2.2  ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน  (Functionals  of  N  Functions) 
   เปนฟงกชันนอล  (Functional)  ของระบบหลายระดับขั้นความเสรี (Multistage  
Systems)  โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
    2.1.2.2.1  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว  (Fixed  End  
Times  and End  Points) 
  ถาฟงกชัน ( )1 1, , , , ,n nF t x x x x� �… …  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยาง
ตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  
Conditions) 0 1( )i ix t x=  และ 2( )i f ix t x=  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค  
(Desire  Function)  ( ), 1, ,ix t i n= …  ที่เปนเอ็กทรีมัม  (Extremum)  ของฟงกชันนอล (Functionals) 
[ ] ( )

0

, ,ft

t
J x F t x x dt= ∫ �  นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )x t  เปนฟงกชัน
เปาประสงค  (Desire  Function)  ที่เปนเอ็กทรีมัม  (Extremum) ของฟงกชันนอล  (Functionals)  คือ 
 
   [ ] ( )

0
1 1 1, , , , , , , ,ft

n n nt
J x x F t x x x x dt= ∫ � �… … …                               (2.30) 

   
  ถา  ( ), 1, ,ix t i n= …   ถูกเพิ่มคาดวย  ( ), 1, ,ih t i n= …  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับ
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary  Conditions)  ดังนั้น  0( ) ( ) 0i i fh t h t= =   ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของ
ฟงกชันนอล  (Functional)  J∆   เปน 
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                         (2.31) 

 
ใชอนุกรมเทยเลอร  (Taylor  Series)  และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
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                                                            (2.32) 



  

เมื่อ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํา     
การอินทิเกรดบายพารท  (Integrating  By  Parts)  สมการ  (2.32)  ก็จะพบวา 
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เมื่อเนสเซสเซอรีคอนดิชัน  (Necessary  Conditions)  ก็คือ 0=Jδ  ที่ 0( ) ( ) 0i i fh t h t= =   จึงจะ
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธ
ไดอยางตอเนื่องสองครั้งนั่นก็หมายความวา  

i i

F d F
x dt x
∂ ∂

−
∂ ∂�

  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเมื่อ  0=Jδ  

ดังนั้นพบวา 
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i i

F d F i n
x dt x
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− = =
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                                             (2.34) 

 
ซึ่งสมการ  (2.34)  นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร  (Euler’s  Equation)  ซึ่งจะทําให       
ผลเฉลยของ ( )ix t  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions) 0 1( )i ix t x=  และ 

2( )i f ix t x=   ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส  (Calculus)  หาคาไดโดยวิธี   
ออยเลอร  ควอชี  (Euler  Cauchy)  ได 
 
    2.1.2.2.2  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได  (Fixed  
End Time  and  Variable  End  Points)  
  แตกตางกับกรณี  (2.1.2.1)  เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการ  (2.31 – 
2.33)  ได  เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions) 0( )ix t  และ ( )i fx t  ไมไดถูกกําหนดไว
ตายตัว และ 0( ), ( )i i fh t h t  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน  
(Necessary  Condition)  เปน 
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  ซึ่งสมการ  (2.35 – 2.37)  นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร  (Euler’s  
Equation)  ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ ( )ix t  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions) 

0( )ix t  และ ( )i fx t  ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus)  หาคาไดโดย
วิธีออยเลอร ควอชี  (Euler Cauchy)  ไดเชนกัน 
 
    2.1.2.3  เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได  (Variable  End  Time  
and End  Points)  
  กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได  แตก็มีวิธีการหา
คําตอบคลาย ๆ  กับกรณี  (2.3.2.1)  ถา ( ),  1, ,ix t i n= …  เปนฟงกชันเปาประสงค  (Desire   
Function)  ที่เปนเอ็กทรีมัม  (Extremum)  ของฟงกชันนอล  (Functionals) ],,[ 1 nxxJ …  ถา ( )ix t  
ถูกเพิ่มคาดวย  ( )ih t  ดังนั้นก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล  (Functional) J∆  เปน 
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เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร  (Taylor  Series)  และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 
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  เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  
ดังนั้นเมื่อทําการอินทิเกรดบายพารท  (Integrating  By  Parts)  สมการ  (2.39)  ก็จะพบวา 
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                (2.40)  

 
เมื่อ  

0 00 0( )i i t i th t x x tδ δ= − �  และ ( )
f fi f i t i t fh t x x tδ δ= − �  ดังนั้นสมการ  (2.40)  จะเปน 
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           (2.41) 

 
 
เมื่อ 0=Jδ  ที่ ( )ih t , 

ftixδ , 
0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  

Conditions)  ทําใหไดเนสเซสเซอรีคอนดิชัน  (Necessary  Conditions)  เปน 
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                                                              (2.42) 

 
และมีเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  เปน 
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  ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย 0( ), ( )i i fx t x t  สามารถคํานวณได
จากเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  ทั้ง  4  นี้นั่นเอง 
 



  

 2.1.3  ไดนามิกสออปติไมเซชัน (Dynamic Optimization) 
 ระบบควบคุมทางวิศวกรรมทั้งหมดเปนระบบที่ข้ึนอยูกับเวลา โดยทั่วไปจะอยูในรูปของ
สมการเชิงอนุพันธที่ไดมาจากกฎของฟสิกส ตัวอยางเชน การเคลื่อนของยานยนตสามารถหาไดโดยกฎ
ของกลศาสตรหรือกฎของเทอรโมไดนามิกสระบบที่กลาวถึงเรียกโดยรวมวาระบบพลศาสตรซึ่งเขียนให
อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธคือ 
 
  ( )1 1, , , , , , ,  1, ,i i n mx x x u u t i n= ƒ =� … … …                                                 (2.44) 
 
 เมื่อ  t   คือ  เวลา , ix   คือตัวแปรสถานะ  (State  Variable)  ของระบบ  ดังเชน  พิกัด             
เจนเนอเรไลซ โคออดิเนต , iu   ตัวแปรควบคุมปอนเขา  (Control  Input)  if   คือ ฟงกชันทั่วไปที่ไม
เปนเชิงเสนของตัวแปรสถานะ ix  และตัวแปรควบคุมปอนเขา iu   หากทําการกําหนดคาใหกับ
คอนโทรลอินพุต  (Control  Inputs)  ( ) ( )tutu m,,1 …  เปนเงื่อนไขเริ่มตน  (Initial Condition)  เราก็จะ
สามารถทําการคํานวณวิถี  (Trajectory)  ของตัวแปรสถานะหรือสเตตวาริ เอเบิล  (State  Variables) 
( )txi  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิงตัวเลข  (Analytical  or Numerical)  ได  ตัวอยางเชน               

การเคลื่อนที่เปนเสนตรง  (Rectilinear)  ของอนุภาค  (Particle) หนึ่งหนวยมวลภายใตแรงกระทํา
ภายนอกที่ปอนให  สามารถเขียนอธิบายไดดวยสมการเชิงอนุพันธ  (Differential  Equation)  เปน  

ux =��   เมื่อ  x  คือตําแหนงของอณุภาคและ  u  คือแรงกระทํา  จะเห็นไดวาเปนสมการเชิงอนุพันธ
อันดับสอง  (Second – Order  Differential  Equation)  แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิง
อนุพันธอันดับหนึ่ง  (First – Order  Differential  Equation)  ดังสมการ  (2.44)  ได  นั่นคือให  

21 xx =�  และ ux =2�   สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ  (2.44)  นั้น  โดยปกติแลว
จะตองมีการกําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ  (Initial  State)  จากนั้นก็ทําการเลือกชวงเวลาใหกับ
คอนโทรลอินพุต  (Control  Inputs) ( ) ( )tutu m,,1 …   เพื่อใหออปเจคทิฟวฟงกชัน  (Objective  
function)  เปนคานอยสุดหรือมากสุด ปญหาไดนามิกสจะเรียกฟงกชันวัตถุประสงคหรือออปเจคทิฟว
ฟงกชัน  (Objective  function) วาคอสฟงกชันนอล  (Cost  Functional)  และเขียนเปนสมการดังนี้ 
 
  ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 …………                 (2.45)  
 
  เมื่อ  0t  คือ  เวลาเริ่มตน ,  ft  คือ  เวลาสุดทาย , สวนคอสฟงกชันนอล  (Cost  
Functional)  ประกอบไปดวยสองสวน  สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt …Φ  ซึ่งจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย 
(Final Time) และสภาวะสุดทาย (Final State) ของระบบ สวนที่สองคือ 



  

tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 ……   เปนสวนที่ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป  (Time  History)  ของ    ตัวแปร
สถานะ  (State  Variables)  และตัวแปรควบคุม  (Control  Variables)  โดยที่ Φ  และ L  คือฟงกชัน
ที่ไมเปนเชิงเสนหรือนอนลิเนียรฟงกชัน  (Nonlinear  Functions)  ของตัวแปรสถานะ  (State  
Variables)  และตัวแปรควบคุมหรือคอนโทรลวาริเอเบิล (Control  Variables) และเปนความสัมพันธ
กันทางฟสิกสไปสูปญหาทางวิศวกรรมศาสตรที่จะศึกษาตอไป 
 การแกปญหาความเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตรหรือไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Dynamic  
Optimization)  นั้นนอกจากจะอาศัยพื้นความรูจาก  สแตติกออปติไมซเซชัน  (Static  Optimization)  
แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจทางดานแคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส  (Calculus  of  Variations)  
จากหัวขอ  2.3  เปนอยางมากอีกดวย  ปญหาของ    การหาเวลาที่ผานไปของตัวแปรควบคมุปอนเขาที่
สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับของสมการที่  (2.44)  สามารถหาคําตอบไดจากวิธีแคลคูลัสออฟวาริเอชันส
ที่ไดพัฒนามาจากหัวขอ  2.3  โดยกลาวถึงปญหาที่เปนการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัว  (Fixed  
Final  Time)  และปญหาที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายหรือเวลาสุดทายแปรผันได  (Variable  Final  
Time) 
 ระบบทางพลศาสตร  (Dynamic)  ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกัน
ตามระดับข้ันความเสรี (Degree  of  Freedom)  นั่นก็คือ  ระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single – Stage  
Systems)   และระบบหลายระดับข้ันความเสรี  (Multistage  Systems)  สวนดานวิธีการหาคําตอบ
ของปญหาไดนามิกสออปติไมซเซชัน  (Dynamic Optimization)  นั้นแบงไดเปนสองลักษณะใหญ ๆ  
ดวยกัน  คือ  วิธีตรงหรือวิธีไดเรคท  (Direct   Methods)  และวิธีออมหรือวิธีอินไดเรคท  (Indirect  
Methods)  
 
    2.1.3.1  ปญหาการกําหนดเวลาสุดทายคงที่  (Fixed  Final Time) 
   ขอปญหาที่กลาวถึงในตอนนี้เปนไปตามสาระสําคัญดังนี้ (1)  ระบบพลศาสตรที่
อธิบายดังสมการที่ (2.30),  (2)  คอสฟงกชันนอลสําหรับคาที่นอยที่สุดกําหนดโดยสมการที่ (2.45),  
(3)  เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทายกําหนดไวตายตัว และ (4)  ตองระบุสถานะเริ่มตน(Initial States) 

)(),.....,( 001 txtx n  ตัวอยางเชน  รถไฟที่เคลื่อนขบวนไปมาระหวางสองเมือง และกําหนดเวลาเขาและ
เวลาออกจากแตละสถานี  ซึ่งอาจจะวางแผนการเดินรถโดยกําหนดเปาประสงคในเรื่องการใชเวลาที่
นอยที่สุด หรือ ในทางกลับกันอาจะกําหนดการใชกําลังงานใหคุมคาที่สุด  ตอเราจะมาพิจารณาปญหา
สามประเภทในตอนนี้คือ  (a)  ปญหาที่กําหนดสถานะสุดทาย  )(),.....,(1 fnf txtx ,(b)  ปญหาที่
สถานะสุดทาย )(),.....,(1 fnf txtx  ถูกบังคับใหอยูในแนวของพื้นผิวที่กําหนด   (c)  ตัวแปรควบคุม  



  

(Control   Variables)  และตัวแปรสถานะ(State  Variables)  สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่มี
ความสัมพันธกับทุกชวงเวลา 
    2.1.3.1.1  ปญหาที่กําหนดสถานะสุดทาย (Final State are Prescribed) 
    เปนปญหาที่มีการกําหนดเวลาและจุดสุดทายไวตายตัว  เทอม ( )nxxt ,,, 1 …Φ   
ในสมการจะคงที่และไมมีผลเกี่ยวของใด ๆ  กับการหาความเหมาะสมที่สุดหรือออปติไมซเซชัน  
(Optimization)  เทอม ( )nxxt ,,, 1 …Φ   จะถูกตัดทิ้งไปในสมการที่  (2.45)   ซึ่งเราจะไดฟงกชันนอล
ใหม  (Functional)  เปน 
 
   [ ] ( ) tduuxxtLuuxxJ ft

t mnmn ∫ ′=′
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,,,,,,,,,,, 1111 …………                   (2.46) 
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดังนั้นการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันเปน
ดังนี้ 
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  แตวามีการกําหนดสภาวะสุดทายไวตายตัวแลวที่  0t  และ ft , 0

0
== txtx jfj

hh  ทํา
ใหเราเขียนเทอมตาง ๆ  ของสมการ  (2.48)  แยกสวนยอยไดเปน 
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  เมื่อทําการเปลี่ยนแปลงคาของ  
jxh  และ 

kuh , 0=′Jδ  ถา 0=
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  และ 
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  สําหรับ nj ,,1…=   และ  mk ,,1…=   ดวยการแทนสมการ  (2.49)  กลับเขา

ไปในสมการดังกลาวทําใหเราไดเงื่อนไขที่จําเปนหรือเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary  Conditions)  
เปน 
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange Multipliers)  ( )tjλ   
(บางครั้งเรียกโคสเตต  (Costates))  และตัวแปรควบคุมปอนเขาหรือคอนโทรลอินพุต  (Control  
Inputs)  ( )tuk   สามารถหาคาไดโดยการใชสมการสถานะหรือสเตทอีเควชัน  (State  Equations)  คือ  
สมการ  (2.44)  จํานวน  n   สมการ, สมการโคสเตทหรือสมการสถานะรวม  (Costate  Equations)  
คือ  สมการ  (2.50)  จํานวน  n   สมการ และ สมการแอดดิชันนอลอีเควชัน  (Additional  Optimality  
Equations)  คือ  สมการ  (2.51) จํานวน  m   สมการทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง  (First  
Order  Different  Equations) อยูจํานวน  n2   สมการ  และมีสมการสามัญ  (Ordinary  Equations) 
จํานวน  m  สมการ  ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  
Conditions) จํานวน  n2   เงื่อนไข  และตองกําหนดสภาวะที่เวลา  0t  และ  ft   ดวย  ซึ่งสมการเชิง
อนุพันธ (Different  Equations)  ที่มีการระบุเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  ที่เวลา
ตางกันสองเวลาแบบนี้จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขขอบเขตสองจุด  (TPBVP : Two  Point 

Boundary  Value  Problems)  สวน  ∑
=

ƒ+=
n

i
iiLH

1
λ   เรียกวา  ฮามิลตันเนียนของระบบ 

(Hamiltonian  of   System)  
 
     2.1.3.1.2  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ  (Final  States  
Lie  On  a  Constraint  Surface) 
   ปญหานี้เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน ( ) 01 ,,, =ns xxt

ftl …   เมื่อ 
pl ,,1…=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล  (Functional)  เปน 
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  เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร  (Constant  Lagrange  Multipliers) และ 
L′  เขียนเปน 
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  เมื่อ ( )tiλ  คือ  ลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  Multipliers)  ซึ่งเปนฟงกชันของ
เวลา เมื่อทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
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  เมื่อทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 

jxh , 
kuh  และคาขอบ  (Boundary  Values)  

fj txh    
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  ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary  Conditions)  เปน 
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  ผลเฉลยของสภาวะ  (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  
Multipliers)  ( )tjλ   และคอนโทรลอินพุต  (Control  Inputs)  ( )tu k

  สามารถหาคาไดโดย    การใชส
เตตอีเควชัน (State  Equations)  จํานวน   n  สมการ,  โคสเตตอีเควชัน  (Costate  Equations)  คือ
สมการ  (2.55)  จํานวน  n   สมการ  และแอดดิชันนอลอีเควชัน  (Additional  optimality  equations)  
คือสมการ  (2.56)  จํานวน  m   สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง  (First  Order  Different  
Equations)  อยูจํานวน  n2   สมการ  และมีสมการสามัญ (Ordinary  Equations)  จํานวน  m   
สมการ  ในการหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมี         การกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  
Conditions)  จํานวน  n2   เงื่อนไข  และตองกําหนดสภาวะสุดทาย  ( )fj tx   ดวย  สวน โคสเตต  
(Costate)  ( )fj tλ   สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.57)  สวนคา  lυ   สามารถหาไดโดยการแทนคา
ในผลเฉลย  ณ  ft   ในสมการ  0=

ftls  
     2.1.3.1.3  ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท  (Ailiary  Constraints)   
   สําหรับกรณีปญหาที่สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล  (State  and Control  
Variables)  จําเปนจะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ  (Constraints)  ซึ่งเขียนในเทอมทาง
คณิตศาสตรเปน  ( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg ……  และ pr ′= ,,1…  โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ 
ft  ซึ่งที่สภาวะสุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่ เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน  
( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts …   และ  pl ,,1…=  ทําใหเราไดฟงกชันนอล (Functional)  เปน 
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เมื่อ  lυ   ก็คือ  คาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร  (Constant  Lagrange  Multipliers)  และ L′  เขียน
เปน 
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  เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trµ   คือ  ลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  Multipliers)  ซึ่งเปน
ฟงกชันของเวลา  เมื่อทําการกําหนดเวลาสุดทายไวตายดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
 

  

fjf

fjkfk

k

f

j

f

txt

n

j

p

l j

l
l

j

t

m

j
x

j

m

k
tu

k
tu

k

u

t

t

m

k kk
x

t

t

n

j jj

h
x
s

x

h
x
Lh

u
Lh

u
L

dth
u
L

dt
d

u
Ldth

x
L

dt
d

x
LJ

∑ ∑

∑∑

∫ ∑∫ ∑

= =

==

==

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
Φ∂

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
′∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

′∂
−

∂
′∂

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

′∂
−

∂
′∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
′∂

−
∂
′∂

=′

1 1

11

11

         

         
0

00

υ

δ

���

��

               (2.60) 

   
  เมื่อทําการเปลี่ยนแปลงคาของ 

jxh , 
kuh  และคาของ  (Boundary  Values)  

fj txh   จะ

ทําใหเกิดคาการเปลี่ยนแปลงของ 0=′Jδ   ถา  0=
∂
′∂

−
∂
′∂

jj x
L

dt
d

x
L

�
, 0=

∂
′∂

−
∂

′∂

kk u
L

dt
d

u
L

�
 และ 

0
1

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
Φ∂

+
∂
′∂ ∑

=
ft

p

l j

l
l

jj x
s

xx
L υ
�

  ทําใหเราไดเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  (Necessary  Conditions)  เปน 
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  ผลเฉลยของสภาวะ  (States)  ( )tx j ,  โคสเตต  (Costate) ( )tjλ ,  คอนโทรลอินพุต 
(Control  Inputs)  ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  Multipliers)  ( )tlµ   และ  lυ



  

สามารถหาคาไดโดย  การใชสเตตอีเควชัน  (State  Equations)  จํานวน  n   สมการ, โคสเตตอีเควชัน  
(Costate  Equations)  คือสมการ  (2.62)  จํานวน  n   สมการ  และเเอดดิชันนอลอีเควชัน             
คือ  สมการ  (2.60) จํานวน m  สมการ, คอนสเทรนทอีเควชัน  (Constraint Equations)  

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg ……   จํานวน p′  สมการ และคอนสเทรนทอีเควชันที่จุดสุดทาย  (End – 

Point Constraint  Equations)  จํานวน p  สมการ ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ  (Different  Equations)  
อยูจํานวน n2  สมการ  และมีสมการสามัญ  (Ordinary  Equations)  จํานวน  ppm +′+  สมการ  มี
เงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  จํานวน n2  เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่  0t  และ
โคสเตต  (Costate) ( )fj tλ  สามารถคํานวณไดจากสมการ  (2.63)  
 
    2.1.3.2  เวลาสุดทายแปรผัน  (Variable  Final  Time)  
    เวลาเริ่มตนคือ  0t  ถูกกําหนดไวตายตัว  (Fixed  Start  Time)  แตเวลาสุดทาย  ft  
มีการแปรผัน  (Variable End Time)  และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 …  ตามลําดับ  
เชน  การแขงรถ  เปนตน  จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกสออปติไมซเซชัน  
(Dynamic  Optimization)  3  ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 …  ถูกกําหนดไว
ตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 …  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ  (Constraints)  
และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control  Variables  and  State  Variables)  
ตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับตลอดเวลาการเคลื่อนที่  ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
     2.1.3.2.1  สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are 
Prescribed)  
   ปญหานี้มีฟงกชันนอล  (Functional)  เปน 
 

  
[ ] ( )

( )
0

1 1 1

1 1

, , , , ,

                                     , , , , , ,

, , ,
f

f

n m n t

t

n mt

J x x u u t x x

L t x x u u dt

′ = Φ

′+ ∫

… …

… …

…
                      (2.64) 

 
เมื่อ 
 

  
( ) ( )

( ) ( )[ ]∑
=

−ƒ+

=′
n

i
imnii

mnmn

xuuxxtt

uuxxtLuuxxtL

1
11

1111

,,,,,,                                   

,,,,,,,,,,,,

�……

…………

λ
 

 



  

เมื่อ ( )tiλ คือลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  Multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและสภาวะ
เร่ิมตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันดังนี้ 
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เมื่อเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ  (2.65)  ก็จะทําใหเราสามารถหาเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  
(Necessary  Conditions)  ไดดังนี้ 
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  ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  Multipliers) 

( )tjλ  (บางครั้งเรียกโคสเตต  (Costates)),  คอนโทรลอินพุต  (Control  Inputs) ( )tuk  และเวลา
สุดทาย ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State  Equations) จํานวน n  สมการ,  โคสเตต
อีเควชัน  (Costate  Equations)  คือสมการ (2.66)  จํานวน n  สมการ  และแอดดิชันนอลอีเควชัน  
คือสมการ  (2.67)  จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  คือ
สมการ  (2.68)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First  Order  Different  Equations)  อยู
จํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ  (Ordinary  Equations)  จํานวน  1+m  สมการ  ในการหา
ผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  จํานวน n2  
เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย 
 



  

     2.1.3.2.2  สภาวะสุดทายตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ  (Final  States  
Lie On  a  Constraint  Surface)  
  ปญหานี้ใหอยูในเทอมทางคณิตศาสตรไดเปน   ( ) 0,,, 1 =

ftnl xxts … เมื่อ  pl ,,1…=  
ทําใหเราไดฟงกชันนอล  (Functional)  เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร  (Constant  Lagrange  Multipliers)  และ L′  เขียน
เปน 
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  Multipliers)  ซึ่งเปนฟงกชันของเวลาเมื่อเวลา
สุดทายแปรผัน  (Variable  End  Time)  ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันและไดเนสเซสเซอรี
คอนดิซัน  (Necessary  Conditions)  ดังนี้ 
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  ผลเฉลยของสภาวะ  (States) ( )tx j ,  โคสเตต  (Costates)  ( )tjλ , คอนโทรลอินพุต  
(Control  Inputs)  ( )tuk  และเวลาสุดทาย  ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน  (State  
Equations)  คือสมการ  (2.44)  จํานวน n  สมการ, โคสเตตอีเควชัน  (Costate  Equations)  คือ
สมการ  (2.72)  จํานวน  n  สมการ  และแอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ  (2.73)  จํานวน  m  สมการ  
และสมการเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  คือสมการ  (2.75)  มีสมการเชิงอนุพันธ  
(Different  Equations)  อยูจํานวน  n2   สมการ  และมีสมการสามัญ  (Ordinary  Equations)  
จํานวน  1+m  สมการ  การหาผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  
Conditions)  จํานวน n2  เงื่อนไข  และตองกําหนดสภาวะเริ่มตนที่เวลา  0t   ดวย  สวน โคสเตต  
(Costate)  ( )fj tλ   สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.74) 
     2.1.3.2.3  ออกซิลเลียรีคอนสเทรนท  (Auxiliary  Constraints)  
   สเตตวาริเอเบิลและคอนโทรลวาริเอเบิล  (State  and  Control  Variables)  จําเปน
จะตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ  (Constraints)  ซึ่งเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน  

( ) 0,,,,,, 11 =
ftmnr uuxxtg ……   และ  pr ′= ,,1…   โดยอยูในชวงระหวาง 0t  และ ft  ซึ่งที่สภาวะ

สุดทายจะตองเปนไปตามเงื่อนไขที่เขียนในเทอมทางคณิตศาสตรเปน ( ) 0,,, 1 =
ftnl xxts …   และ  

pl ,,1…=   ทําใหเราไดฟงกชันนอล  (Functional)  เปน 
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เมื่อ lυ  ก็คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร  (Constant  Lagrange  Multipliers)  และ L′  เขียน
เปน 
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เมื่อ ( )tiλ  และ ( )trµ   คือลากรานซมัลติไพลเออร  (Lagrange  Multipliers)  ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา 
เมื่อเวลาสุดทายมีการแปรผัน  (Variable  End  Time)  ดังนั้นจะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล  
(Functional)  ดังนี้ 
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เมื่อเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการก็จะทําใหเราสามารถหาเนสเซสเซอรีคอนดิซัน  
(Necessary  Conditions)  ไดดังนี้ 
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  ผลเฉลยของสเตตวาริเอเบิล  (State  Variables)  ( )tx j ,  โคสเตต  (Costate) ( )tjλ ,
คอนโทรลอินพุต  (Control  Inputs)  ( )tuk , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange  Multipliers) ( )tlµ   
และเวลาสุดทาย  ft  สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน  (State Equations)  คือสมการ  
(2.44)  จํานวน  n  สมการ,  โคสเตตอีเควชัน  (Costate  Equations) คือสมการ  (2.79) จํานวน n  
สมการ  และเเอดดิชันนอลอีเควชันคือสมการ  (2.80)  จํานวน m  สมการ,  คอนสเทรนทอีเควชัน  
(Constraint  Equations)  ( ) 0,,,,,, 11 =

ftmnr uuxxtg ……   จํานวน p′  สมการ และสมการเงื่อนไข
ขอบเขต  (Boundary  Conditions)   คือสมการ  (2.82)  ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธ  (Different  
Equations)  อยูจํานวน n2  สมการ  และมีสมการสามัญ  (Ordinary  Equations)  จํานวน  

1+′+ pm  สมการ  มีเงื่อนไขขอบเขต  (Boundary  Conditions)  จํานวน n2   เงื่อนไข  และตอง
กําหนดสภาวะที่เวลา  0t  และโคสเตต (Costate)  ( )fj tλ   สามารถคํานวณไดจากสมการ  (2.81)  
 
 2.1.4  การเพิ่มของหลักการนอยที่สุด (Extensions  of  The  Minimum Principle) 
   จุดประสงคของหัวขอนี้เปนการเสนอใหหลักการนอยที่สุดสําหรับคาเหมาะสมที่สุด             
ในการควบคุมในกรณี  1p >  . หลักการนอยที่สุดจะกลายมาจากการใชทฤษฎีฮามิลตัน–จาโคบี เปน
การเริ่มตนที่กวางออกไปจากของหลักการพรอนทริยากินที่สามารถนําไปใชไดกับระบบอนุพันธอันดับ
สูง 
    2.1.4.1  ทฤษฎีฮามิลตัน – จาโคบี  (Hamilton – Jacobi  Theory) 
   ในกลุมนี้แหลงที่มาซึ่งกวางออกไปจากหลักการพรอนทริยากินเปนการแสดงใน  2  
ข้ันตอน  ข้ันแรก กําหนดเงื่อนไขบังคับของตัวแปรควบคุมไมข้ึนกับเวลาและตัวแปร นั่นคือ  u u∈  ที่  
u  เปนที่รับไดของ  ( )u t  ความเหมาะสมของเงื่อนไขในกรณีนี้ไดนํามาจากการพิสูจนใน [29]  ข้ันสอง 
กําหนดเงื่อนไขที่พิจารณาใหข้ึนกับเวลาและตัวแปร นั่นคือ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 -1, , ,..., pu A t x t x t x t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦   ใน
คําสั่งไดทําใหส่ันลงโดยกําหนด ( )( )-1(1)x( ) ( ) ( ) ... ( )pT T Tt x t x t x t=  
     กําหนดเงื่อนไขบังคับ  u  
  เราฝงปญหาในปญหาที่ใหญกวาโดยกําหนด 
 
  ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )x , , x , x , ,ft

f f t
J t t u t t L u dτ φ τ τ τ τ= + ∫                          (2.83) 

 
เมื่อ ( )x t  เปนจุดเริ่มตนที่ยอมรับไดที่ t และ ( )u τ  และอยูในเสนสถานะที่รับได นั่นคือ ( )u uτ ∈  
และกําหนด  ft tτ≤ ≤  สําหรับที่จุดเริ่มตน ( ), x( )t t   ไดกําหนด 
 



  

  ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ){ }* x , x , x , ,min
ft

f f tu
J t t t t L u d

uτ
φ τ τ τ τ

∈

= + ∫                   (2.84) 

 
โดยการแบงชวงเวลา  ( ), ft t  ไป  t t tτ≤ ≤ + ∆  และ  ft t tτ+ ∆ ≤ ≤  จากหลักการของความ
เหมาะสมที่สุด สามารถเขียนสมการที่  (2.84)  ไดเปน 
 
  ( ( ) )

( )
( )( ){ }* x , min * x ,t t

t
u

J t t Ld J t t t t
uτ

τ+∆

∈
= + + ∆ + ∆∫                            (2.85) 

 
บนชวงยอยของสมการที่  (2.85)  โดยใชอนุกรมของเทเลอรกับ  ( )( )x ,t t  ไดดังนี้ 
 
  ( )( )

( )
( )( ){* x , min * x ,t t

tu
J t t Ld J t tuτ

τ+∆

∈
= +∫  

     ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) }1* *x , x , x . . .
x

J Jt t t t t t t h o t
t

∂ ∂
+ ∆ + ∆ +

∂ ∂
               (2.86)

    
 
การยกเลิก  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1x ...T T Tpt x t x t x t−=  และสําหรับ t∆  
 
  ( )( )

( )
( )( ){* x , min * x ,

u t
J t t J t tu∈=  

     ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1* *x , , x , x , ...J JL t u t t t t t t x t
t x

∂ ∂⎡+ + + +⎢ ∂ ∂⎣
 

     ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) )(1
2 1

* *x , x , x , ,p
p p

J Jt t x t t t f t u t t t
x x

−
− −

∂ ∂ ⎤+ + ∆⎦∂ ∂
  

     )}(0 t+ ∆                            (2.87) 
 
ตัดอนุพันธอันดับสูงในเทอมของ t∆  และแยกเทอมที่ข้ึนกับ  ( )u t  สามารถเขียนใหมได 
 
  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1* *0 x , x , ...J Jt t t t x t

t x
∂ ∂

= + +
∂ ∂

 

    ( ) ( )( ) ( ) ( )1
2

* x , p
p

J t t x t
x

−
−

∂
+
∂

 

    
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

*min x , , x , x , ,pu t

JL t u t t t t f t u t tu x −∈

∂⎧ ⎫+ +⎨ ⎬
∂⎩ ⎭

             (2.88) 

  



  

กําหนดให  H (Hamiltonian) 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

*x , , , x , ,
T

p

JH t u t t L t u t t
x −

⎛ ⎞∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

               ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

* x , x , ,p

J t t f t u t t
x −

∂
+
∂

   (2.89) 
 
และ 

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1

1

* *x , * x , , , ,

*min x , , ,

T T

p p

T

pu t

J JH t u t t t
x x

JH t u t tu x

− −

−∈

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞∂⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

                              (2.90) 

 
 
 

ซึ่งคาต่ําสุดในการควบคุมข้ึนกับ ( ) ( ) ( )( )1

*x , x ,
T

p

Jt t t
x −

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 และ  t   จากสมการที่  (2.88) และ  

(2.90)  ไดขยายจากสมการของแฮมิลตัน – จาโคบี  เปน 
 
  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1

2

* * *x , x , ... x , p
p

J J Jt t t t x t t t x t
t x x

−
−

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 1

* *x , * x , , , , 0
T T

p p

J JH t u t t t
x x− −

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
                      (2.91) 

 
เมื่อสภาวะขอบเขตที่เหมาะสม (J ) 
   
  ( )( ) ( )( )* x , x ,f f f fJ t t t tφ=                                                (2.92) 
 

สรุปคือ หนึ่ง คาเหมาะสมที่ สุดในการควบคุม  ( ) ( )1

** x , ,
T

p

Ju t t
x −

⎛ ⎞∂⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

  ใหไดคาต่ําสุดของ          

ฮามิลโตเนียน  กําหนดไวในสมการที่  (2.90)  และ สองคาเหมาะสมของ  Return  Function  ที่แสดง



  

ในสมการที่  (2.91)  ถา  1p =  จะไดผลลัพธที่งายขึ้นจากสมการ  ฮามิลตัน – จาโคบี และสมการที่  
(2.90)  ก็จะมีคาเทากับการแสดงผลดวย พรอนทริยากิน 
 
    2.1.4.2  หลักการของพรอนทริยากิน  (Pontryagin’s  Principle) 
   ทฤษฎีของพอนทริยากินจะยังคงใชสมการขอกําหนดของปญหา  คือ  สมการ 
 
 ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 …………                    (2.93) 
 
และสมการ 
 
 [ ]

0
1 1 1,...., ( , ,....., , ,....., ) .ft

n n nt
J x x F t x x x x dt= ∫ � �                                   (2.94) 

 
กับเงื่อนไขของสภาวะที่เพิ่มเขามานั่นคือ ( )u t U∈  สําหรับชวงเวลา fttt ≤≤0   เมื่อ  U  คือ  เซ็ต
ของตัวแปรควบคุมที่ยอมรับได ข้ันแรกจะหาคาที่เขาใกลคาของสมการแฮมมิลตัน – จาโคบี – เบลแมน 
โดยใชหลักการของความเหมาะสมที่สุด  (The  Principle  of  Optimality) 
 หลักการของความเหมาะสมที่สุด (The Principle of Optimality) กลาววา ถาตัวแปรควบคุม 
(Control Input); )(tu ) เปนคาที่เหมาะสมในสภาวะเริ่มตน  )(tx  ที่อยูในชวงเวลา  ],[ 0 ftt   ใน
ทํานองเดียวกับการควบคุมในชวง  ],[ fttt ∆+    และยังคงมีความเหมาะสมกับเหมือนกันกับ  

)( ttx ∆+   เมื่อ  0≥∆t   และ  )( ttx ∆+    คือจุดที่อยูบนเสนสถานะที่เหมาะสม จากสมการที่  
(2.93)  พิจารณาสมการ 
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เมื่อ )t(x  สถานะที่ยอมรับไดและ ftt ≤  เรากําหนดใหคาดัชนีสมรรถนะขึ้นอยูกับ )(tx  และ t  อยู
ในชวง [ ]fo tt ,  สําหรับคา )(tx  และ ftt ≤  ใชสมการควบคุมที่คาต่ําสุดจะได  คอสฟงกชันอล (Cost 
Function)  หรือเรียกวาฟงกชันวัตถุประสงค  (Objective  Function)  กําหนดเปน 
 
  { }∫+=

≤≤

∗ f

f

t

ffftt
duxLttxttxJ ττττφ

τ
)),(),(()),((min),),((                            (2.96) 

 



  

บนชวงยอย และใชคุณสมบัติการบวกของการอินทิเกรตจะไดวา 
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หลักการของความเหมาะสมที่สุดจะกลายเปน 
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เมื่อ )),(( ttttxJ ∆+∆+∗  คือ  คาต่ําสุดจากคาสถานะเริ่มตน )( ttx ∆+  ที่อยูนอกชวงเวลา 

ftttJ ),( ∆+   ในการขยายความที่เกี่ยวกับ  (x(t),t)  โดยใชอนุกรมของเทยเลอร ไดดังนี้ 
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เมื่อตัดเทอม t∆  และทําการแยกเทอมที่ข้ึนอยูกับ )(tu  ดังนี้ 
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กําหนดให  H (Hamiltonian)  เปน 
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และ 
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สมการ แฮมมิลตัน – จาโคบิ – เบลแมน  หาไดจาก 
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เมื่อสภาวะขอบเขตที่เหมาะสม )(J  
 
      )),(()),(( ffff ttxttxJ φ=∗                                               (2.104) 
 
กําหนดใหอยูในรูป สเกลาร แฮมมิลตัน  (H) 
  )),(),(()()(),(()),(),(),(( ttutxfttutxLtttutxH Tλλ +=                        (2.105) 
 

  เมื่อ nRt ∈)(λ  และเทากับ 
T

x
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 เมื่อ )t(λ  เรียกวาผลคูณลากรานจหรือตัวแปร

สถานะรวม, โคสเตทวาริเอเบิล  (Co – State  Variables)  ถาหากวา )(tu ∗  เปนวิถีหรือเสนทางที่
เหมาะสมสําหรับปญหาแลว )(tx∗  ก็จะเปนสถานะที่เหมาะสมดวย ดังนั้นวิธีการโดยออม (Indirect 
Approaches) ใชทฤษฎีของพรอนทิยากิน (Pontryagin’s Theory) สมการแสดงสถานะ (State  
Equations)  เปนดังนี้ )t(λ  ก็จะยังคงเปนเวคเตอรที่ไมเทากับศูนย     เชน 
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       ),,,(),,,( tuxHtuxH ∗∗∗∗∗ ≤ λλ                      (2.108) 
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สําหรับการควบคุมที่ยอมรับได และทุกคาของ  ],[ 0 fttt∈  สมการที่  (2.110)  จะกลายเปน 
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ถาปญหาที่ไรขอบเขต ตัวแปรควบคุม (Control Input, )(tu ) จากสมการที่ (2.111) เขียนใหมไดเปน 
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ซึ่งหลักการและทฤษฎีของพรอนทริยากินนี้   เปนวิธีที่ใชในการแกปญหาโดยทางออม  (Indirect)  
ไดผลเชนเดียวกับวิธีแคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส  (Calculus  of  Variation) 
  ใชทฤษฎีของพรอนทริยากิน  (Pontryagin’s  Theory)  สมการสภาวะที่จําเปนคือสมการ
ที่  (2.111)  ส่ิงที่จะไดคือเชนสมการสถานะ  (State  Equations) 
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       0=ftH ,                                                            (2.114) 
และ 
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เมื่อ H  (Hamiltonian)  กําหนดใหเปน 
 

       ( ) ),,()(1)(),(),( tuxftttutxH Tλλ +=                       (2.116) 
 



  

nRt ∈)(λ  คือตัวคูณลากรานจ  (Lagrange  Multipliers)   สภาวะที่จําเปน  (Necessary  Condition)  
ที่จําเปนสําหรับวิธีโดยออม สมการที่  (2.116)  เปนที่รูจักกันดีในเรื่องของสภาวะการที่เหมาะสม  ซึ่ง
ปญหาของโครงสรางที่เปนแบบสวิตชิ่ง   (Switching Structure)  สามารถที่จะหาคาได 
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เมื่อแฮมมิลตันเนียน ,H  (Hamiltonian)  กําหนดเปน 
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 2.1.5  แบบจําลองทางคณิตศาสตร  (Mathematical  Model) 
 
                                                                     )(1 tx                                   )(2 tx  
  
                                                                    )(1 tu                                    )(2 tu  

  1k                                       2k                                                      3k  
 
                                         1c                      1m                   2c                        2m                        3c  
 
 

 
ภาพประกอบ 1  Two  Degree  of  Freedom  of  Spring  Mass  and   Damper System 
 
การควบคุมจุดตอจุดของระบบสปริง  กอนมวลและตัวหนวง  พิจารณาดังแสดงตามรูป สมการ           
การเคลื่อนที่ของระบบดังนี้              
 
       Mx Cx Kx Bu+ + =�� �                             (2.121) 
 



  

จากสมการ  (2.121)  สามารถเขียนสมการอนุพันธอันดับที่สองไดตามกฎขอที่สองของนิวตัน (Second  
Law  of  Newton)  สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ  MKS  ดังนี้ 
 
เมื่อ  1 2x x>    และ 
   0.121 == mm , 0.131 == cc , 0.22 =c , 0.3321 === kkk  
 
ดังนั้นสมการระบบสามารถกําหนดไดโดย 
 
       1 1 2 1 2 13 2 6 3x x x x x u+ − + − =�� � �                         (2.122) 
 
       2 1 2 1 2 22 3 3 6x x x x x u− + − + =�� � �                               (2.123) 
 
จากสมการที่  (2.122)  และ  (2.123)  สามารถเขียนในรูปแบบของปริภูมิสเตท (State  Space) ได
ดังนี้ 
         1 3x x=�  
         2 4x x=�  
       3 3 4 1 2 13 2 6 3x x x x x u= − + − + +�     ;  1 5u x=       
       4 3 4 1 2 62 3 3 6x x x x x x= − + − +�       ;  2 6u x=         (2.124) 
         5 1x u=� �  
         6 2x u=� �  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

2.2  งานวิจัยที่เก่ียวของ   
 การหาคาที่เหมาะสมที่สุด  (Optimization) มีประโยชนมากมายหลายดาน  ซึ่งคาเหมาะสม
ที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่ําสุดหรือคาสูงสุด  ตัวอยางการหาคาต่ําสุดที่เหมาะสมสูงสุด  เชน  การออกแบบ
แขนกลใหหยิบวัสดุ  ความตองการคือหยิบใหนิ่มนวลหรือออกแรงนอยที่สุดเพื่อไมใหวัสดุเสียหาย      
ในขณะเดียวกันการหยิบนั้นตองมีขนาดของแรงที่พอเหมาะไมทําใหตกหลนเสียหายกอนถึงจุดหมาย 
ในการเคลื่อนที่จากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่งสิ่งที่ตองการถึงจุดหมายดวยเวลาที่นอยทีสุ่ด  ในขณะทีต่อง
ใชพลังงานมากที่สุด  ดังนั้นเปาหมายของการออปติไมซเซชัน  (Optimization)  กระบวนการทําเพื่อให
เกิดความคุมคาที่สุด  ซึ่งงานวิจัยที่เกี่ยวของ  โดยการนําเอาวิธีการออปติไมซเซชัน  (Optimization)  
มาใชที่มีลักษณะใกลเคียงและเกี่ยวของกับวิจัยครั้งนี้   ไดแก 
 ทวิวัชร  วีระแกลว, ณัฐสิทธิ์ พัฒนะอิ่ม,  ทรงกิต  เหมะ  (Tawiwat  Veeraklaew,  Nathasit 
Phathana – im,  and  Songkit  Heama  2008 : Abstract)  ไดทําการหาคาความเหมาะสมสูงสุด
ของระบบพลศาสตรเชิงเสน   โดยทําการเปรียบเทียบการหาคาความเหมาะสมสูงสุด   ดวยวิธีตองการ
ความนิ่มนวลที่สุดทางตรง  (Minimum  Direct  Jerk)  เปรียบเทียบกับวิธีตองการความนิ่มนวลสูงสุด
ทางออม  (Minimum  Indirect  Jerk)  ใชแบบจําลองประกอบดวย  สปริง, มวล, และตัวหนวง 
(Spring  Mass  Damper)  ผลจากการวิจัยพบวาทั้งสองกรณีใหคําตอบที่ใกลเคียงกัน แต           
แกปญหาหาคาความเหมาะสมสูงสุดทางออมจะรวดเร็วกวา  เพราะตัวแปรซึ่งถูกใชในฟงกชัน
วัตถุประสงค  (Cost  Function)  ของปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออมจะนอยกวาปญหา   
ความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง  เมื่อพิจารณาระบบพลศาสตรที่เปน  Fully  Actuator  หรือระบบ  
การเคลื่อนที่ของหุนยนต  (Robotic  Systems) 
 Sunil  K. Agrawal,  T. Veerakleaw  and  B.C. Fabien.,  (1998)  กลาวถึงการวิเคราะห
หาคําตอบของระบบสมการการเคลื่อนที่ที่เปนเสนตรงและสัมประสิทธิ์ในสมการการเคลื่อนที่เปน
คาคงที่  ซึ่งถูกกําหนดใหเคลื่อนที่ระหวางจุดสองจุดที่กําหนดใหในระยะเวลาที่กําหนดจากทฤษฎีที่มี
อยูเดิม  คําตอบที่ไดจะตองทําใหสมการการเคลื่อนที่ และสมการควบคูเปนจริงในรูปแบบสมการ       
เชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง  แตในบทความฉบับนี้ผูเขียนไดเสนอวิธีการใหม โดยการเปลี่ยนรูปที่สามารถ
แทนคาตัวแปรสถานะและตัวแปรควบคุม  (State  and  Control  Variable)  เขาไปในฟงกชันที่
ตองการหาคาสูงสุดและต่ําสุดได  ผลที่ไดสามารถที่จะนําวิธีการทางตรงและทางออมมาแกปญหาได
เปนอยางดี 
 
 
 



  

 ทวิวัชร  วีระแกลว(1)  ทําการศึกษาปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุด  ของการใชเวลา      
นอยที่สุดของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน  (The  minimum  time  problem  of  linear  dynamic 
optimization)  โดยใชวิธีการพิจารณาหลายวิธีในที่ชวยอํานวยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบ  
วิธีเชิงตัวเลขโดยตรงไดสะดวกขึ้น  ซึ่งขึ้นอยูกับคุณลักษณะของปญหาเรื่องการใชเวลานอยที่สุด  
(Minimum  time  problem)  นั้นดวย  แนวคิดหนึ่งก็คือการพิจารณาปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดมี
ความเหมือนกับปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย  (Maximum  energy  with 
free final time problem)  ในเอกสารทางวิชาการฉบับนี้  จะไดอธิบายถึงรายละเอียดความเหมือนกัน 
ระหวางปญหาทั้งสองขอ  คือ  ปญหาพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายและปญหาเวลาที่      
นอยที่สุดสําหรับระบบที่เปนเชิงเสน  แตการพิจารณาโดยวิธีการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลา
สุดทายมีขอดีกวาหลายประการ  ทายสุดไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสองปญหาโดย    
วิธีระเบียบเชิงตัวเลขทั้งวิธีตรงและวิธีออม   ทําใหเกิดความชัดเจนยิ่งขึ้น 
 พลอยไพลิน  พิรมโสภา,  กิตติพัฒน  ชัยรุงสาบโสก,  ชัยสิทธิ์  พัฒรวรางกูล  และ                    
ทวิวัชร  วีระแกลว  (2005)  กลาวถึง  การเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการใชพลังงานนอยที่สุดกับ   
การใชความนิ่มนวลที่สุดในระบบพลศาสตรโดยใชหลักการของแคลคูลัส  ความแปรปรวนหาเงื่อนไข
ของคาต่ําที่สุดและสูงที่สุด และจากการใชระเบียบวิธีทางตัวเลขเพื่อนํามาแกปญหาทั้งการใชพลังงาน
นอยที่สุดและการใชความนิ่มนวลที่สุด  จะเห็นไดวาปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดจะอยูในรูปของ
สมการเชิงเสน  (Linear)  แตปญหาของความนิ่มนวลที่สุดนั้นไมสามารถหาคําตอบในรูปแบบของ
สมการเชิงเสน  เนื่องจากเงื่อนไขขอบเขตมีไมเพียงพอ  จึงไดนําระเบียบวิธีการทางตวัเลขทีม่ชีือ่เรยีกวา  
Linear  Programming  มาใชในการหาคําตอบ  ซึ่งคําตอบที่ไดจากการพิจารณาหาคาความนิ่มนวล
สูงสุดนั้นมีความใกลเคียงกับการใชพลังงานนอยที่สุดเปนฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุด  
กลาวคือ  ไดทั้งความนิ่มนวลและประหยัดพลังงาน 
 Sunil  K. Agrawal,  T. Veerakleaw  and  B.C. Fabien.,  (1998)  ในการใชทฤษฎีของ
ระบบวิเคราะหปญหาของการหาคาต่ําสุดและสูงสุดที่เปนที่ยอมรับแลววา  ระบบการเคลื่อนที่ที่อยู   
ในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับสูงมีขอไดเปรียบเปนอยางมากในเรื่องของการคํานวณ  เมื่อนําผลลัพธ
มาเปรียบเทียบกันกับระบบเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง  โดยเฉพาะสมการ       
การเคลื่อนที่ทางดานวิศวกรรมเครื่องกล  จะอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สองเสมอ          
อันเนื่องมาจากเปนการใชกฎขอที่สองของนิวตัน  ในบทความฉบับนี้ไดนําเสนอขอมูลเปรียบเทียบ
อยางชัดเจนในการคํานวณระหวางสมการการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการชั้นสูงและสมการอนุพันธ
อันดับหนึ่ง  การที่จะเปรียบเทียบไดนั้นผูวิจัยไดสรางซอฟแวรข้ึนมาดวยวิธีตรงและวิธีออม  เพื่อ



  

สามารถยืนยันไดวาไมวาสมการการเคลื่อนที่จะอยูในรูปแบบใดก็สามารถที่จะใชโปรแกรมเดียวกันหา
คําตอบเพื่อใชในการเปรียบเทียบ 
 ทวิวัชร  วีระแกลว  (2004)  ทําการศึกษาปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุดของการใชเวลา
นอยที่สุดของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน  (The  Minimum  Time  Problem  of  Linear  Dynamic  
Optimization)  โดยใชวิธีการพิจารณาหลายวิธี  ในการที่ชวยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบ    
วิธีเชิงตัวเลขโดยตรงไดสะดวกยิ่งขึ้น  ข้ึนอยูกับคุณลักษณะของปญหาเรื่อง  การใชเวลานอยที่สุด  
(Minimum  Time  Problem)  นั้น  ดวยแนวคิดหนึ่งก็คือการพิจารณาปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดมี
ความเหมือนกับปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย  (Maximum  Energy  with  
Free Final Time Problem) ในเอกสารทางวิชาการฉบับนี้ จะไดอธิบายถึงรายละเอียดความเหมือนกัน
ระหวางปญหาทั้งสองขอ  คือปญหาพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายและปญหาเวลาที่นอย
ที่สุดสําหรับระบบที่เปนเชิงเสน  แตการพิจารณาโดยวิธีการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย
มีขอดีกวาหลายประการ  ในตอนทายสุดไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสองปญหาโดยวิธี
ระเบียบเชิงตัวเลขทั้งวิธีตรงและวิธีออม ทําใหเกิดความชัดเจนยิ่งขึ้น 
 



บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยไดดําเนินการตามขั้นตอนดังนี้ 
 1.  การกําหนดปญหา  (Problem  Statement) 
 2.  เงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา  (Necessary  Condition) 
 3.  กําหนดสมการ  Two  Degree  of  Freedom  ของสปริง มวลและตัวหนวง Spring   

Mass and Damper 
 4.  การรวมปญหาความนิ่มนวลที่สุดกับปญหาพลังงานนอยที่สุด  (Combining Minimum   

Jerk  and  Minimum  Energy  Problem) 
 

3.1  การกําหนดปญหา  (Problem  Statement) 
ในระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน  (Linear)  และไมเปนเชิงเสน  (Nonlinear)  นั้นสามารถเขียน

ใหอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับที่หนึ่ง  (First  Order  Derivative  Function)  ไดดังนี้ 
 

    1 1( ,..., , ,... , );      1,...,i i n mx f x x u u t i n= =                             (3.1) 
 

โดยที่  nx R∈  ,  mu R∈   เปนตัวแปรที่เรียกวา  States , Control  Input  และ เวลา ตามลําดับ 
รูปแบบของปญหาในที่นี้ก็คือการหาคาของ  Control  Input  ( )u t  และ ตัวแปร  State ( )x t  ที่ทําให
วัตถุประสงคที่ตองการพลังงานนอยที่สุดหรือความนิ่มนวลสูงสุดเปนจริง ในการศึกษาวิจัยนี้ใชกรณทีีม่ี
เวลาและตําแหนงที่แนนอน  (Fixed  end  time  and  Fixed  end points)  อยางไรก็ตามทั้ง States 
และ Control  Input ตองมีเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0( )x t x= , 0t  คือ
เวลาเริ่มตน และเวลาสุดทาย ( )f fx t x= , ft  คือเวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
 ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดของปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดเขียนอยูในรูปดังนี้ 
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2                                                                (3.2) 
 

ในรูปแบบที่คลายกันกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุดนั้น  ปญหาของความนิ่มนวลสูงสุดได             
มีขอแตกตางกันดังนี้ เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของแรงที่เทียบกับเวลา คือ อนุพันธอันดับที่สามที่
เทียบกับเวลา หรือ ตัวแปรที่เปนอนุพันธอันดับที่หนึ่งของ  Control  Input  (u)  ดังนั้น  Jerk สามารถ
ถูกเขียนในรูปของตัวแปรใหมไดดังนี้ 



  

                   Jerk x u= ∝                                                                       (3.3) 
 
กําหนดให 
 
                        u u=                                                                              (3.4) 
 
จากสมการที่  (3.1)  จึงเขียนใหมไดวา 
  
    1 1( ,..., , ,... , );    1,...,i i n m mx f x x u u t i n m+= = +                                 (3.5) 
 
ในที่นี้  u~  คือคาตัวแปร  Control  Input  ของระบบพลศาสตร เมื่อเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา       
การใชพลังงานนอยที่สุด  (3.2)  สามารถเขียนฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุดโดย
วิธีทางออม  (Minimum  Indirect  Jerk  Problem)  ไดดังนี้ 
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ในลักษณะคลายกัน เมื่อเปรียบเทียบกับตัวแปรปญหา การใชพลังงานนอยที่สุด  (3.2)  สามารถเขียน
ฟงกชันวัตถุประสงคของปญหา ความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง  (Minimum  Direct  Jerk  
Problem)  ไดดังนี้ 
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J  เปน  Cost  Function  ของความกระดาง  (Jerks) 
 
 
 
 
 



  

3.2  เงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหา  (Necessary  Condition) 
 ในการศึกษางานวิจัยนี้ใชหลักการของแคลคูลัสความแปรปรวน  (Calculus  of Variations)  
หาเงื่อนไขของคาต่ําที่สุดและสูงที่สุด ซึ่งเปนวิธีออมของปญหาทางการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับ
ระบบควบคุมในระบบทางพลศาสตร ข้ึนกับการตั้งสมมุติฐานเกี่ยวกับสมรรถนะเงื่อนไขจํากัดทาง
กายภาพหรือปลายทางของระยะทางการทํางานใหฟงกชันนอลเปนฟงกชันพื้นฐานซึ่งสมการที่สามารถ
ครอบคลุมปญหาทั้งหมดคือ 
 

    =J  
ftnxxt ),...,,( 1φ + dtuuxxtL
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ซึ่ง 
    

ftnxxt ),...,,( 1φ                                                                                 (3.9) 
 
จะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย  (Final Time)  และ สภาวะสุดทาย  (Final States)  ของระบบ  และ 
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mn∫ ),...,,,...,,( 11                                                           (3.10) 

 
เปนสวนที่ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป  (Time  History)  ของสเตตและคอนโทรลวาริเอเบิล  (State and  
Control  Variables) 
 ในการหาคาความเหมาะสมของฟงกชันในระบบพลศาสตรไดเพิ่มตัวคูณลากรางจ  
(Lagrange  Multipliers)  เขาไปในคอสฟงกชันนอล  (Cost  Functional)  จะไดสมการดังนี้ 
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ซึ่ง 
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โดยที่ )(tiλ  คือตัวคูณลากรางค  (Lagrange  Multipliers)  ดังนัน้  สมการ  (3.11)  เขียนใหมไดดังนี ้
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 การเลือกใชเงือ่นไขใดนั้นขึ้นอยูกับปญหาที่ตองการพิจารณาโดยฟงกชันนอล  ในการศึกษา
นี้ใชกรณีที่มเีวลาและตําแหนงที่แนนอน  (Fixed  end  time  and  end  points)  ซึ่งเปนฟงกชันที่
กําหนดเวลาเริม่ตน 0t  และเวลาสุดทาย ft  รวมทัง้คาของฟงกชนั x(t0) และ x(tf) ไวแลว 
ความสามารถในการแบงแยกกันของฟงกชัน (Differentiable Functions) เปนไปตามสภาวะขอบเขต
ของ  x(t0)= x0, x(tf)= xf , u(t0)= u0 and u(tf)= uf  โดยเวลาที่ใชจะอยูระหวาง fi ttt ≤≤  
 
 ใหฟงกชนั ( )1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,n m nL t x x u u x x  แสดงฟงกชนันอลไดวา 
 

  [ ]=mn uuxxJ ,...,,,..., 11 ( )
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 ถาให )( 0tx  ถูกเพิ่มคาขึ้นโดย )( 0thxj , u(t0)  ถูกเพิ่มคาขึ้นโดย )( 0thuk  แตยังคงอยูในเงือ่นไข
ขอบเขต ทําให  )( 0thxj  )( fxj th=  )( 0thuk=  )( fuk th=  0=   ดังนั้นการเปลี่ยนแปลงในฟงกชันนอล 

J∆  เปน 
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 และเมื่อใชอนกุรมเทยเลอร (Taylor’s Series) กระจายสมการและตัดเทอมทีม่ดีีกรีตั้งแต
สองข้ึนไป  (Higher  Order  Terms)  ทิ้ง จะไดวา 
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 แตวามีการกําหนดสภาวะสดุทายไวตายตวัแลวที ่

itft jxhjxh |  | = = 0  ทําใหเราเขียนเทอม
ตาง ๆ  ของสมการ  (3.17)  แยกสวนยอยไดเปน 
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และ 
 
    

dt
d

ku
L

−
∂
∂ ' 'L

uk

∂
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 = 0                                                                      (3.19) 

 
สําหรับ  j = 1, …, n  และ k = 1, …, m. 
 สมการ (3.18)  และ  สมการ  (3.19)  เปนเนสเซสเซอรีคอนดิชัน  (Necessary  Conditions)  
ที่จะนําไปแกปญหารวมกับตัวคูณลากรางค  (Lagrange  Multipliers)  )(tjλ , และ Control  Inputs 
uk(t) เราสามารถหาความสมัพันธของตัวแปรที่ไมทราบคาของเนสเซสเซอรีคอนดิชัน  (Necessary  
Conditions)  ไดหลายทาง 
สําหรับ 
 
    1 1( ,..., , ,... , ),      1,...,i i n mx f x x u u t i n= =                                     (3.20) 
 
เนสเซสเซอรีคอนดิชัน (necessary  conditions)  ของสมการ  (3.20) 
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จาก เนสเซสเซอรีคอนดิชัน  (Necessary  Conditions)   ที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพนัธ และ สมการ
พีชคณิต  (Differential  and  Algebraic  Equations)  ที่มีการระบุเงื่อนไขขอบเขตที่เวลาตางกัน     
สองเวลาแบบนี้ จะมกีารเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขของเขตสองจุด  (TPBVP : Two  Point  Boundary  
Valued  Problem) 
 
3.3  กําหนดสมการ Two Degree of  Freedom ของสปริง มวลและตัวหนวง Spring  

Mass and Damper 
 

                                                                     )(1 tx                                   )(2 tx  
  
                                                                    )(1 tu                                    )(2 tu  
 
                                      1k                                      2k                                      3k  
 
                                          1c              1m                   2c             2m                    3c  
 
 
 
ภาพประกอบ 2  Two  Degree  of  Freedom  of  Spring  Mass  and  Damper  System 
 
 ในงานศึกษาวจิัยนี้สําหรับการหาคาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรไดนําตัวอยาง
ของสมการการเคลื่อนที่ของ  สปริง  กอนมวล และ ตัวหนวง (A  Spring  Mass  Damper  System)  
ของการเคลื่อนที ่ Two  Degree  of  Freedom  ซึ่งจะไดสมการดังนี ้
 
    Ax Bu=                                                                                      (3.23) 
 
จัดรูปใหอยูในเมตริกซ A  และB  
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จัดรูปเมตริกซของM  ,  C  และ K  เปน 
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จากสมการ  (3.23)  สามารถเขียนสมการอนุพนัธอันดับที่สองไดตามกฎขอที่สองของนิวตนั  (Second  
Law  of  Newton)  สวนตัวแปรก็ใชหนวยของ  MKS  ดังนี ้
 0.121 == mm , 0.131 == cc , 0.22 =c , 0.3321 === kkk  
 
เงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) 

( )Ttx 0021)( 0 =  และ )( ftx ( )T0000=   
ที ่ 00 =t  และ 0.1=ft  
 
3.4  ปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง  (Minimum  Direct  Jerk  Problem) 
 Cost  Function  ของการหาคาความนิม่นวลที่สุดโดยวิธีทางตรงกําหนดไวดงันี ้
 

    
1

2 2
1 2

0

J x x dt= +∫                                            (3.29) 

 



  

 การกําหนด Cost  Function  ในเทอมของสมการ  (3.29)  ทําการมินิไมซ  (Minimized)    
โดยใช แคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส  (Calculus  of  Variations) หาตัวแปรเพื่อใหไดผลลัพธออกมา 
 
3.5  ปญหาพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy Problem) 
 Cost Function ของการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออมกําหนดไวดังนี้ 
 

     
1

2 2
1 2

0

J u u dt= +∫                                                 (3.30) 

 
 การกําหนด  Cost  Function  ในเทอมของสมการ  (3.30)  ทําการมินิไมซ  (Minimized) 
โดยใช แคลคูลัสออฟวาริเอชั่นส  (Calculus  of  Variations) หาตัวแปรเพื่อใหไดผลลัพธออกมา 
 
3.6  ปญหาการรวมความนิ่มนวลที่สุดกับพลังงานนอยที่สุด (Combining Minimum 

Jerk and Minimum Energy Problem) 
 Cost Function ของการรวมคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีตรงกับคาพลังงานนอยที่สุด 
 

    
1

2 2 2 2
1 2 1 2

0

J x x u u dt= + + +∫                                            (3.31) 

 



บทที่ 4 

ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 
 
 จากการรวมปญหาความนิ่มนวลที่สุดกับปญหาพลังงานนอยที่สุด  (Combining  Minimum  
Jerk  and  Minimum  Energy  Problem)  เพื่อทาํการทดสอบหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบ
พลศาสตรเชิงเสน  (Linear  of  Dynamic  Systems)  ซึง่ผูวิจยัไดนําเสนอผลงานตามลําดับ ดังนี ้
 
4.1  ผลการทดสอบ 
 แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่นํามาเปนตัวกําหนดสําหรับการวิจัยครั้งนี้ โดยกําหนดให
ระบบการเคลื่อนที่มี  2 องศาอิสระ (Two Degree of  Freedom) ประกอบดวยมวล 2 กอน,  สปริงและ
ตัวหนวง  (Spring  Mass  and  Damper)  กําหนดสมการอยูในรูปอนุพันธอันดับหนึ่ง (First Order  
Derivative)  ของระบบพลศาสตรเชิงเสน  (Linear  of  Dynamic  Systems) 
 4.1.1  ผลการทดสอบของการรวมปญหาความนิ่มนวลที่สุดกับปญหาพลังงานนอยที่สุด 
     (Combining  Minimum  Jerk  and  Minimum  Energy  Problem)  

 
                                                                     )(1 tx                                   )(2 tx  
  
                                                                    )(1 tu                                    )(2 tu  
 
                                      1k                                      2k                                      3k  
 
                                          1c              1m                   2c             2m                    3c  
 
 
 
ภาพประกอบ 3  Two  Degree  of  Freedom  of  Spring  Mass  and  Damper  Systems 
  
 กําหนดใหตวัแปรใชหนวยของ  MKS  ดังนี ้
 0.121 == mm , 0.131 == cc , 0.22 =c , 0.3321 === kkk  
 
    1 1 2 1 2 13 2 6 3x x x x x u+ − + − =�� � �           (4.1) 
    2 1 2 1 2 22 3 3 6x x x x x u− + − + =�� � �              (4.2)
    



  

เขียนในรูปแบบของปริภูมิสเตท  (state  space)  ไดดังนี ้
    1 3x x=�              (4.3) 
    2 4x x=�              (4.4) 
 
    3 3 4 1 2 13 2 6 3x x x x x u= − + − + +�    โดยกาํหนดให  1 5u x=  จะได 
    3 3 4 1 2 53 2 6 3x x x x x x= − + − + +�               (4.5) 
    4 3 4 1 22 3 3 6x x x x x= − + −�                (4.6) 
    5 1x u=� �                            (4.7) 
 
Combine  Minimum  Energy 5( )x  and  Minimum  Jerk 1( )u�  

                       คอสฟงกชนั  
1

2 2
5 1

0

J x u dt= +∫ �                        (4.8) 

 
จากการใชแคลคูลัสความแปรปรวน  (Calculus  of  Variations) 
 2 2

5 1 1 3 1 2 4 2 3 3 4 1 2 5 3( ) ( ) ( 3 2 6 3 )F x u x x x x x x x x x xλ λ λ= + + − + − + − + − + + −� � � �  
      4 3 4 1 2 4 5 1 5(2 3 3 6 ) ( )x x x x x u xλ λ+ − + − − + −� � �                           (4.9) 

 
 2 2

5 1 1 3 1 1 2 4 2 2 3 3 3 4 3 1 3 23 2 6 3F x u x x x x x x x xλ λ λ λ λ λ λ λ= + + − + − − + − +� � �  
        3 5 3 3 4 3 4 4 4 1 4 2 4 4 5 1 5 52 3 3 6x x x x x x x u xλ λ λ λ λ λ λ λ λ+ − + − + − − + −� � � �          (4.10) 
 
โดยใชวิธกีารของสมการของออยเลอร  (Euler’s  Equation) 
    0,  1, ,

i i

F d F i n
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

…
�

=                       (4.11) 

  
    

1 1

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

                                      (4.12) 

                   3 4 16 3 ( ) 0d
dt

λ λ λ− + − − =                      

             3 4 16 3 0λ λ λ− + + =�  
                  1 3 46 3λ λ λ= −�                     (4.13) 

 



  

    
2 2

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
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      3 4 23 6 ( ) 0d
dt

λ λ λ− − − =  

                3 4 23 6 0λ λ λ− + =�  
                     2 3 43 6λ λ λ= − +�                 (4.14) 

 
    

3 3

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

                     

               1 3 4 33 2 ( ) 0d
dt

λ λ λ λ− + − − =  

                         1 3 4 33 2 0λ λ λ λ− + + =�  
                                                   3 1 3 43 2λ λ λ λ= − + −�             (4.15) 
    

4 4

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

              2 3 4 42 3 ( ) 0d
dt

λ λ λ λ+ − − − =  

       2 3 4 42 3 0λ λ λ λ+ − + =�  
                    4 2 3 42 3λ λ λ λ= − − +�                  (4.16) 

 
    

5 5

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

    3 5( ) 0d
dt

λ λ− − =  

            3 5 0λ λ+ =�  
                   5 3 52xλ λ= − −�                    (4.17) 
    

1 1

0F d F
u dt u
∂ ∂

− =
∂ ∂� �

 

          1 52 0u λ+ =�  
        5

1 2u λ= −�                      (4.18) 
ทําใหเงื่อนไขที่จําเปน  (Necessary  Condition)  มีดังนี ้
      1 3 46 3λ λ λ= −�  
      2 3 43 6λ λ λ= − +�  
      3 1 3 43 2λ λ λ λ= − + −�  
      4 2 3 42 3λ λ λ λ= − − +�  



  

      5 3 52xλ λ= − −�  
       1 3x x=�  
      2 4x x=�  
      3 3 4 1 2 53 2 6 3x x x x x x= − + − + +�  
      4 3 4 1 22 3 3 6x x x x x= − + −�           (4.19) 
 
      4.1.2  ผลการทดสอบของการแกปญหาความนิ่มนวลสูงสุดทางตรง  (Minimum  Direct  
   Jerk) 
  
                                                                     )(1 tx                                   )(2 tx  
  
                                                                    )(1 tu                                    )(2 tu  
 
                                      1k                                      2k                                      3k  
 
                                          1c              1m                   2c             2m                    3c  
 
 
 
ภาพประกอบ 4  Two  Degree  of  Freedom  of  Spring  Mass  and  Damper  Systems 
 
เร่ิมตนจากการคํานวณหาสมการการเคลื่อนที่ของระบบ  (Equation  of  Motion : EOM) 

1 2x x>  
       1u           

2
u  

1 1k x    2 1 2( - )k x x   2 1 2( )k x x−     3 2k x   
 
 
 

1 1c x�  2 1 2( )c x x−� �   2 1 2( )c x x−� �     3 2c x�  
จากกฎขอที่สองของนวิตัน (Newton’s Low) 
 
     F ma=∑                                                   (4.20) 
 
     F mx=∑ ��                                                               (4.21)                         

m1   m2   



  

คิดที่มวล 1m  
                                  1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1( ) ( )u k x k x x c x c x x m x− − − − − − =� � � ��                          (4.22) 
คิดที่มวล 2m  
                                    2 1 2 2 1 2 3 2 3 2 2 2( ) ( )k x x c x x k x c x m x− + − − − =� � � ��                              (4.23) 

 
จากสมการ  (4.31) 
 
                                 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )m x c c x c x k k x k x u+ + − + + − =�� � �                         (4.24) 
  
จากสมการ  (4.32) 
 
                                   2 2 2 1 2 3 2 2 1 2 3 2 2( ) ( )m x c x c c x k x k k x u− + + − + + =�� � �                       (4.25) 
 
กําหนดใหตวัแปรใชหนวยของ MKS ดังนี ้

0.121 == mm , 0.131 == cc , 0.22 =c , 0.3321 === kkk  
จะไดสมการการเคลื่อนที่  (Equation  of  Motion : EOM)  ของระบบ  Two  Degree  of  Freedom 
of  Spring  Mass  and  Damper  System  ดังนี้ 
 
                                  1 1 2 1 2 13 2 6 3x x x x x u+ − + − =�� � �                                              (4.26) 
 
   2 1 2 1 2 22 3 3 6x x x x x u− + − + =�� � �                                             (4.27) 
 
ปญหาของความนิม่นวลที่สุดในรูปแบบของปญหานี้จะตองเขียนใหมใหมี Jerk อยูในระบบจากสมการ
อนุพนัธอันดับสองใหอยูในรูปของสมการอนุพนัธอันดับหนึ่งโดยรูปแบบ ปริภูมิสเตท (State Space : 
st – sp)  ไดหกสมการคือ 
 

1 3x x=�                                                                  (4.28) 
2 4x x=�                                                                 (4.29) 
3 3 4 1 2 13 2 6 3x x x x x u= − + − + +�                                            (4.30) 
4 3 4 1 22 3 3 6x x x x x= − + −�                                                  (4.31) 



  

1 3 5 3 4 1 2 13 2 6 3x x x x x x x u= = = − + − + +��� �� � � � � � �  
       3 4 1 2 1 3 4 1 2 23( 3 2 6 3 ) 2(2 3 3 6 )x x x x u x x x x u= − − + − + + + − + − +  
           3 4 16 3x x u− + + �  
       3 4 1 2 1 3 4 1 29 6 18 9 3 4 6 6 12x x x x u x x x x= − + − − + − + −  
           2 3 4 12 6 3u x x u+ − + + �  
   5 3 4 1 2 1 2 17 9 24 21 3 2x x x x x u u u= − + − − + +� �                             (4.32) 
   2 4 6 3 4 1 2 22 3 3 6x x x x x x x u= = = − + − +��� �� � � � � � �  
        3 4 1 2 1 3 4 1 2 22( 3 2 6 3 ) 3(2 3 3 6 )x x x x u x x x x u= − + − + + − − + − +  
           3 4 23 6x x u+ − + �  
        3 4 1 2 1 3 4 1 26 4 12 6 2 6 9 9 18x x x x u x x x x= − + − + + − + − +  
           2 3 4 23 3 6u x x u− + − + �  
   6 3 4 1 2 1 2 29 7 21 24 2 3x x x x x u u u= − + − + + − +� �                            (4.33)   
 
 กําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition)  โดยกําหนดใหเวลาและ
ตําแหนงที่แนนอน  (Fixed  end  time  and  Fixed  end  points) อยางไรก็ตามทั้ง  States  และ 
Control  Input  ตองมีเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนดเวลาเริ่มตน 0 0( )x t x= , 0t  คือ
เวลาเริ่มตน และเวลาสุดทาย ( )f fx t x= , ft  คือ  เวลา ณ จุดสุดทายที่พิจารณา 
 
Boundary Condition 
         0 0t =        1ft =  
    1(0) 1x =     1(1) 0x =  
    2 (0) 2x =    2 (1) 0x =       (4.34) 
    3(0) 0x =    3(1) 0x =  
    4 (0) 0x =    4 (1) 0x =  
 
ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดอยูในรูป สมการดังนี้ 
 

    
1

2 2
1 2

0

J x x dt= +∫��� ���                                                         (4.35) 

 



  

      4.1.3  ผลการทดสอบของการแกปญหาพลังงานนอยที่สุด  (Minimum  Energy) 
        

                                                                     )(1 tx                                   )(2 tx  
  
                                                                    )(1 tu                                    )(2 tu  
 
                                      1k                                      2k                                      3k  
 
                                          1c              1m                   2c             2m                    3c  
 
 
 
ภาพประกอบ 5  Two  Degree  of  Freedom  of  Spring  Mass  and  Damper  Systems 
 
เร่ิมตนจากการคํานวณหาสมการการเคลื่อนที่ของระบบ  (Equation  of  Motion : EOM) 

1 2x x>  
       1u           

2
u  

1 1k x    2 1 2( - )k x x   2 1 2( )k x x−     3 2k x   
 
 
 

1 1c x�  2 1 2( )c x x−� �   2 1 2( )c x x−� �         3 2c x�  

 
    1 1 2 1 2 13 2 6 3x x x x x u+ − + − =�� � �         (4.36) 
    2 1 2 1 2 22 3 3 6x x x x x u− + − + =�� � �          (4.37) 
        
เขียนในรูปแบบของ ปริภูมิสเตท  (state – space)  ไดดังนี้     
    1 3x x=�            (4.38) 
    2 4x x=�            (4.39) 
    3 3 4 1 2 12 2x x x x x u= − + − + +�                       (4.40) 
    4 3 4 1 2 22 2x x x x x u= − + − +�                         (4.41) 
  
 
  

m1   m2   



  

กําหนด  Fixed end time and Fixed end points 
         0 0t =         1ft =  

    1(0) 2x =     1(1) 0x =  
    2 (0) 1x =     2 (1) 0x =     
    3 (0) 0x =    3 (1) 0x =  
    4 (0) 0x =    4 (1) 0x =  

   
1

2 2
1 2

0

J u u dt= +∫         (Minimum Energy) 

 
 2 2

1 2 1 3 1 2 4 2 3 3 4 1 2 1 3( ) ( ) ( 2 2 )F u u x x x x x x x x u xλ λ λ= + + − + − + − + − + + −� � �          

      4 3 4 1 2 2 4( 2 2 )x x x x u xλ+ − + − + − �                   (4.42) 
 2 2

1 2 1 3 1 1 2 4 2 2 3 4 3 3 3 1 3 22 2F u u x x x x x x x xλ λ λ λ λ λ λ λ= + + − + − + − − +� �  

       3 1 3 3 4 3 4 4 4 1 4 2 4 2 4 142 2u x x x x x u xλ λ λ λ λ λ λ λ− − + − + − + −� �      (4.43) 
 
    0,  1, ,

i i

F d F i n
x dt x
∂ ∂

− = =
∂ ∂

…
�

                                            (4.44) 

 
เขาไปแกสมการ  (4.37)  จึงไดสมการดังนี้ 
 

       
1 1

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

    3 4 12 0λ λ λ− + + =�  

          1 3 42λ λ λ= −�                                                      (4.45) 
 
     

2 2

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

     3 4 22 0λ λ λ− − =�  

          2 3 42λ λ λ= − +�                                                     (4.46) 
 
             

3 3

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

      1 3 4 32 0λ λ λ λ− + + =�  
    1 3 4 33 2 0λ λ λ λ− + + =�  

                3 1 3 42λ λ λ λ= − + −�                                          (4.47) 



  

              
4 4

0F d F
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂�

 

      2 3 4 42 0λ λ λ λ+ − + =�  

        4 2 3 42λ λ λ λ= − − +�                                 (4.48) 
 

      
1 1

0F d F
u dt u
∂ ∂

− =
∂ ∂ �

 

             2 42 0u λ+ =  

            4
2 2u λ= −                         (4.49) 

 
        4.1.4  ผลการทดสอบโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร  
   ผลการทดสอบการเปรียบเทียบวิธีการหาคาความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk), วิธีการ
พลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy) และวิธีการรวมคาความนิ่มนวลสูงสุดกับการใชพลังงานนอย 
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ภาพประกอบ 6  Solutions of )(1 tx  from  minimum  direct  jerk  and combining minimum jerk  
      and energy. 
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ภาพประกอบ 7  Solutions of )(1 tx�  from minimum direct jerk and combining minimum jerk  
      and energy. 
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ภาพประกอบ 8  Solutions of )(2 tx  from minimum direct jerk and combining minimum jerk  
      and energy. 
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ภาพประกอบ 9  Solutions of )(2 tx�  from minimum direct jerk and combining minimum jerk  
      and energy. 
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ภาพประกอบ 10  Solutions of )(1 tx  from  minimum  energy. 
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ภาพประกอบ 11  Solutions of )(1 tx� from minimum energy. 
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ภาพประกอบ 12  Solutions of )(2 tx  from minimum energy. 
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ภาพประกอบ 13  Solutions of )(2 tx�  from minimum energy. 
 
 



  

 
ภาพประกอบ 14  Solutions of the First State Variables 1( )x t  from Minimum Energy,  Minimum   
      Jerk and  Combining  Minimum  Jerk  and  Minimum  Energy 
 
 จากกราฟ แสดงความสัมพันธของคา 1x  กับเวลาที่เปลี่ยนไป กรณีตาง ๆ 
 1.  การใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum  Energy) เสนกราฟตอเนื่อง ณ เวลาจุดเดียวกัน
ตั้งแต 0 – 1 sec คา state variables นอยกวา Minimum  Jerk และ Combining  Minimum  Jerk 
and Minimum Energy 
 2.  การใชคาความนิ่มนวลมากที่สุด  (Minimum  Jerk)  และการรวมระหวางการใชพลังงาน
นอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลมากที่สุด (Combining  Minimum  Jerk  and  Minimum  Energy) 
เขาดวยกัน คา state variables เพิ่มอยางตอเนื่อง จะเห็นวาผลลัพธที่ได ทั้งสองกรณีมีคาเทากัน และ
เสนกราฟตอเนื่องตลอด ทับกันพอดี 
 3.  เงื่อนไขทั้งสามกรณีคือ  Fixed  end  time  and  fixed  end  point  โดยเวลาเริ่มตนที่     
t = 0  และเวลาสุดทายที่  t = 1 และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  2  ตําแหนง  (Two  point  boundary 
value  condition) 
 
 
 
 
 
 
 



  

 
 

ภาพประกอบ 15  Solutions of the Second State Variables 2 ( )x t from Minimum Energy,   
      Minimum  Jerk  and  Combining  Minimum  Jerk  and  Minimum  Energy 
 จากกราฟ แสดงความสัมพันธของคา 2x  กับเวลาที่เปลี่ยนไป กรณีตาง ๆ 
 1.  การใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum  Energy) เสนกราฟตอเนื่อง ณ เวลาจุดเดียวกัน
ตั้งแต 0 – 1 sec คา state variables นอยกวา Minimum Jerk และ Combining  Minimum  Jerk 
and Minimum Energy 
 2.  การใชคาความนิ่มนวลมากที่สุด  (Minimum  Jerk)  และการรวมระหวางการใชพลังงาน
นอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลมากที่สุด (Combining  Minimum  Jerk  and  Minimum  Energy) 
เขาดวยกัน คา state variables เพิ่มอยางตอเนื่อง จะเห็นวาผลลัพธที่ได ทั้งสองกรณีมีคาเทากัน และ
เสนกราฟตอเนื่องตลอด ทับกันพอดี 
 3.  เงื่อนไขทั้งสามกรณีคือ  Fixed  end  time  and  fixed  end  point   โดยเวลาเริ่มตนที่    
t = 0  และเวลาสุดทายที่  t = 1 และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  2  ตําแหนง (Two  point  boundary  
value  condition) 
 สรุปผลที่ไดจากกราฟทั้งสองขางตนความสัมพันธระหวาง 1x   และ 2x   เทียบกับเวลาที่
เปลี่ยนไป มีคาเทากัน 



  

 
ภาพประกอบ 16  Solutions of the First Derivative of the First State Variables 1( )x t�   from   
      Minimum  Energy, Minimum Jerk and Combining Minimum Jerk and  Minimum Energy 
 จากกราฟ แสดงความสัมพันธของคา 2x�  กับเวลาที่เปลี่ยนไป กรณีตาง ๆ 
 1.  การใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum  Energy)  เสนกราฟตอเนื่อง  แตมีคา velocity 
ในชวงเวลา 0 – 0.4 sec นอยกวา Minimum  Jerk  และ Combining  Minimum  Jerk  and  
Minimum  Energy 
 2.  การใชความนิ่มนวลมากที่สุด  (Minimum  Jerk)  และการรวมระหวางการใชพลังงาน
นอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลมากที่สุด (Combining  Minimum  Jerk  and  Minimum  Energy) 
เขาดวยกัน จะเห็นวาผลลัพธที่ได ทั้งสองกรณีมีคาเทากัน และเสนกราฟตอเนื่องตลอดทับกันพอดี  
โดยในชวงเวลา  0 – 0.4 sec ความเร็วจะเพิ่มข้ึน และเริ่มลดลงอยางตอเนื่องหลังเวลาผาน ไป         
0.4 sec   
 3.  เงื่อนไขทั้งสามกรณีคือ  Fixed  end  time  and  fixed  end  point  โดยเวลาเริ่มตนที่     
t = 0 และเวลาสุดทายที่  t = 1 และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  2  ตําแหนง  (Two  point  boundary  
value  condition) 



  

 
ภาพประกอบ 17  Solutions of the First Derivative of the Second State Variables 2 ( )x t�  from  
      Minimum Energy, Minimum Jerk and Combining Minimum Jerk and Minimum Energy 
 จากกราฟ แสดงความสัมพันธของคา 2x�  กับเวลาที่เปลี่ยนไป กรณีตาง ๆ 
 1.  การใชพลังงานนอยที่สุด (Minimum Energy) เสนกราฟตอเนื่อง แตมีคา velocity 
ในชวงเวลา 0 – 0.4 sec นอยกวา  Minimum  Jerk  และ  Combining  Minimum  Jerk  and 
Minimum Energy 
 2.  การใชความนิ่มนวลมากที่สุด  (Minimum  Jerk)  และการรวมระหวางการใชพลังงาน
นอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลมากที่สุด (Combining  Minimum  Jerk and  Minimum  Energy)  
เขาดวยกัน จะเห็นวาผลลัพธที่ได ทั้งสองกรณีมีคาเทากัน และเสนกราฟตอเนื่องตลอดทับกันพอดี   
โดยในชวงเวลา 0 – 0.4 sec ความเร็วจะเพิ่มข้ึน และเริ่มลดลงอยางตอเนื่องหลังเวลาผาน ไป           
0.4 sec 
 3.  เงื่อนไขทั้งสามกรณีคือ  Fixed  end  time  and  fixed  end  point  โดยเวลาเริ่มตนที่     
t = 0 และเวลาสุดทายที่  t = 1 และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต  2  ตําแหนง  (Two  point  boundary  
value  condition) 
 สรุปผลที่ไดจากกราฟทั้งสองขางตนความสัมพันธระหวาง 1x�   และ 2x�   เทียบกับเวลาที่
เปลี่ยนไป มีคาเทากัน 
 
 
 
 
 



  

ตาราง 1  แสดง  Solutions  of  the  First  State  Variables  1( )x t  from  Minimum  Energy,  
      Minimum  Jerk and Combining Minimum Jerk and Minimum Energy 
 

Minimum Minimum Combining  Minimum Time 
Energy 

Time 
Jerk 

Time 
Energy +Jerk 

0.0000 3.33E-16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.0555 0.0061 0.0555 0.0124 0.0555 0.0124 
0.1111 0.0242 0.1111 0.0471 0.1111 0.0471 
0.1666 0.0535 0.1666 0.0996 0.1666 0.0996 
0.2222 0.0929 0.2222 0.1662 0.2222 0.1662 
0.2777 0.1416 0.2777 0.2435 0.2777 0.2435 
0.3333 0.1988 0.3333 0.3268 0.3333 0.3268 
0.3888 0.2632 0.3888 0.4129 0.3888 0.4129 
0.4444 0.334 0.4444 0.4994 0.4444 0.4994 
0.5000 0.4101 0.5000 0.5835 0.5000 0.5835 
0.5555 0.4906 0.5555 0.6633 0.5555 0.6633 
0.6111 0.5744 0.6111 0.7372 0.6111 0.7372 
0.6666 0.6607 0.6666 0.8038 0.6666 0.8038 
0.7222 0.7452 0.7222 0.8619 0.7222 0.8619 
0.7777 0.8242 0.7777 0.9106 0.7777 0.9106 
0.8333 0.8973 0.8333 0.9493 0.8333 0.9493 
0.8888 0.955 0.8888 0.9773 0.8888 0.9773 
0.9444 0.9889 0.9444 0.9943 0.9444 0.9943 
1.000 0.9999 1.000 1.0000 1.000 1.0000 

 
 
 
 
 
 
 
 



  

ตาราง 2  แสดง  Solutions  of  the  Second  State  Variables  2 ( )x t  from  Minimum  Energy,  
      Minimum  Jerk  and  Combining  Minimum  Jerk  and  Minimum  Energy 
 

Minimum Minimum Combining  Minimum Time 
Energy 

Time 
Jerk 

Time 
Energy +Jerk 

0.0000 3.33E-16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.0555 0.0061 0.0555 0.0124 0.0555 0.0124 
0.1111 0.0242 0.1111 0.0471 0.1111 0.0471 
0.1666 0.0535 0.1666 0.0996 0.1666 0.0996 
0.2222 0.0929 0.2222 0.1662 0.2222 0.1662 
0.2777 0.1416 0.2777 0.2435 0.2777 0.2435 
0.3333 0.1988 0.3333 0.3268 0.3333 0.3268 
0.3888 0.2632 0.3888 0.4129 0.3888 0.4129 
0.4444 0.334 0.4444 0.4994 0.4444 0.4994 
0.5000 0.4101 0.5000 0.5835 0.5000 0.5835 
0.5555 0.4906 0.5555 0.6633 0.5555 0.6633 
0.6111 0.5744 0.6111 0.7372 0.6111 0.7372 
0.6666 0.6607 0.6666 0.8038 0.6666 0.8038 
0.7222 0.7452 0.7222 0.8619 0.7222 0.8619 
0.7777 0.8242 0.7777 0.9106 0.7777 0.9106 
0.8333 0.8973 0.8333 0.9493 0.8333 0.9493 
0.8888 0.955 0.8888 0.9773 0.8888 0.9773 
0.9444 0.9889 0.9444 0.9943 0.9444 0.9943 
1.000 0.9999 1.000 1.0000 1.000 1.0000 

 
 
 
 
 
 
 
 



  

ตาราง 3  แสดง  Solutions  of  the  First  Derivative  of  the  First  State  Variables  1( )x t�  from   
      Minimum   Energy,  Minimum  Jerk  and  Combining  Minimum  Jerk  and Minimum   
      Energy 
 

Minimum Minimum Combining  Minimum Time 
Energy 

Time 
Jerk 

Time 
Energy +Jerk 

0.0000 -4.44E-16 0.0000 -4.99E-16 0.0000 -4.99E-16 
0.0555 0.2200 0.0555 0.4375 0.0555 0.4375 
0.1111 0.4299 0.1111 0.7975 0.1111 0.7975 
0.1666 0.6209 0.1666 1.0800 0.1666 1.0800 
0.2222 0.7954 0.2222 1.3084 0.2222 1.3084 
0.2777 0.9564 0.2777 1.4580 0.2777 1.4580 
0.3333 1.0971 0.3333 1.5317 0.3333 1.5317 
0.3888 1.2190 0.3888 1.5614 0.3888 1.5614 
0.4444 1.3257 0.4444 1.5431 0.4444 1.5431 
0.5000 1.4124 0.5000 1.4796 0.5000 1.4796 
0.5555 1.4810 0.5555 1.3877 0.5555 1.3877 
0.6111 1.5340 0.6111 1.2685 0.6111 1.2685 
0.6666 1.5689 0.6666 1.1245 0.6666 1.1245 
0.7222 1.4730 0.7222 0.9638 0.7222 0.9638 
0.7777 1.3694 0.7777 0.7886 0.7777 0.7886 
0.8333 1.2587 0.8333 0.6012 0.8333 0.6012 
0.8888 0.8225 0.8888 0.4058 0.8888 0.4058 
0.9444 0.4010 0.9444 0.2046 0.9444 0.2046 
1.000 -7.10E-15 1.000 0.0000 1.000 0.0000 

 
 
 
 
 



  

ตาราง 4  แสดง  Solutions  of  the  First  Derivative  of  the  Second  State  Variables 2 ( )x t�  
      from  Minimum  Energy,  Minimum  Jerk  and  Combining  Minimum  Jerk and  Minimum   
      Energy 
 

Minimum Minimum Combining  Minimum Time 
Energy 

Time 
Jerk 

Time 
Energy +Jerk 

0.0000 -4.44E-16 0.0000 -4.99E-16 0.0000 -4.99E-16 
0.0555 0.2200 0.0555 0.4375 0.0555 0.4375 
0.1111 0.4299 0.1111 0.7975 0.1111 0.7975 
0.1666 0.6209 0.1666 1.0800 0.1666 1.0800 
0.2222 0.7954 0.2222 1.3084 0.2222 1.3084 
0.2777 0.9564 0.2777 1.4580 0.2777 1.4580 
0.3333 1.0971 0.3333 1.5317 0.3333 1.5317 
0.3888 1.2190 0.3888 1.5614 0.3888 1.5614 
0.4444 1.3257 0.4444 1.5431 0.4444 1.5431 
0.5000 1.4124 0.5000 1.4796 0.5000 1.4796 
0.5555 1.4810 0.5555 1.3877 0.5555 1.3877 
0.6111 1.5340 0.6111 1.2685 0.6111 1.2685 
0.6666 1.5689 0.6666 1.1245 0.6666 1.1245 
0.7222 1.4730 0.7222 0.9638 0.7222 0.9638 
0.7777 1.3694 0.7777 0.7886 0.7777 0.7886 
0.8333 1.2587 0.8333 0.6012 0.8333 0.6012 
0.8888 0.8225 0.8888 0.4058 0.8888 0.4058 
0.9444 0.4010 0.9444 0.2046 0.9444 0.2046 
1.000 -7.10E-15 1.000 0.0000 1.000 0.0000 

 
 
 
 
 
 
 



  

4.2  วิเคราะหผลการทดสอบ 
 จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการคํานวณพบวา กราฟมีความเหมือนกันในคาแตละ
ตัวแปร )(1 tx , )(1 tx� , )(2 tx , )(2 tx� ,   จากปญหาทั้งสามแบบคือการเปรียบเทียบวิธีการหาคา
โดยรวมความนิ่มนวลที่สุด กับการใชพลังงานนอยที่สุด เปรียบเทียบกับกรณีใช คาความนิ่มนวลที่สุด
และการใชพลังงานนอยที่สุดเพียงอยางเดียวของระบบพลศาสตรเชิงเสน สังเกตไดจากภาพประกอบ   
6 – 17  และขอมูลจากตาราง  1 – 4  ที่เปรียบเทียบปญหาทั้งสามวิธีโดยกําหนดใหตัวแปร  States  
คือ )(1 tx , )(1 tx� , )(2 tx , )(2 tx�  และ Control  Input  คือ )(1 tu , )(2 tu  เทียบกับเวลา  โดยพล็อต
กราฟใหมีตัวแปรคาเดียวกัน จะพบวาลักษณะวิถีของเสนกราฟของวิธีการรวมคาความนิ่มนวลที่สุดกับ    
การใชพลังงานนอยที่สุด มีคาเทากับการใชความนิ่มนวลที่สุดเพียงอยางเดียว สังเกตไดจากวิถี
เสนกราฟทับกันพอด ี

 จากภาพประกอบ 16 และ 17 ความเร็วเริ่มตนจนถึงจุดสูงสุด กรณีใชความนิ่มนวลที่สุดและ
กรณีการรวมความนิ่มนวลที่สุดกับการใชพลังงานนอยที่สุด ใชเวลานอยกวากรณีหาคําตอบดวย
วิธีการใชพลังงานนอยที่สุดและจากจุดสูงสุดของกราฟมายังจุดต่ําสุด (ที่เวลา t = 0) ทั้งสองกรณีแรก
ลักษณะกราฟจะลดลงอยางตอเนื่องสังเกตไดจากความชันของกราฟ แสดงวาผลลัพธที่ไดมีความนิ่ม
นวลกวากรณีใชพลังงานนอยที่สุด 



บทที่ 5 
สรุปและวิจารณ 

 
5.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
 จากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ทําการพัฒนาโดย พ.ท.ผศ.ดร.ทวิวัชร  วีระแกลว มา
แกปญหาเพื่อหาผลลัพธของการรวมความนิ่มนวลที่ สุดกับปญหาการใชพลังงานนอยที่ สุด 
(Combining Minimum Jerk and Minimum Energy) เปรียบเทียบกับกรณีการใชคาความนิ่มนวล
ที่สุดและการใชพลังงานนอยที่สุดเพียงอยางเดียว ในงานวิจัยนี้ไดนําระเบียบวิธีการทางตัวเลขที่มีชื่อ
วา Linear Programming ซึ่งเปนระเบียบวิธีการทางตัวเลขที่ใชในการหาคาความเหมาะสมสงูสดุมาใช
ในการหาคําตอบที่ตองการ  
 จากการใชระเบียบวิธีทางตัวเลขเพื่อนํามาแกปญหาเพื่อหาผลลัพธของการรวมความนิ่มนวล
ที่สุดกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด (Combining Minimum Jerk and Minimum Energy) งาย
กวา รวดเร็ว และใหผลลัพธที่เหมือนกันกับปญหาความนิ่มนวลที่สุด แตทั้งสองกรณีไมเทากับวิธีการใช
พลังงานนอยที่สุดเพียงอยางเดียว จากผลลัพธที่ได แสดงวาการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดย
วิธีการใชความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk) สามารถแทน การหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีการ
รวมความนิ่มนวลที่สุดกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด (Combining Minimum Jerk and Minimum 
Energy) ซึ่งจะใหผลลัพธที่รวดเร็วกวา เนื่องจากจํานวนตัวแปรที่นอยกวา 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 
 จากผลงานวิจัยนี้ไดแสดงใหเห็นวา การหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีการใชความนิ่มนวล
ที่สุด (Minimum Jerk) ใหผลลัพธเทากันกับ การหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีการรวมความนิ่ม
นวลที่สุดกับปญหาการใชพลังงานนอยที่สุด (Combining Minimum Jerk and Minimum Energy) 
แสดงวาทั้งสองกรณีใชแทนกันได แตการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด อาจจะ
สะดวกรวดเร็วกวาเพราะปญหาไมซับซอน ของจํานวนตัวแปร ที่เปนระบบพลศาสตรเชิงเสน (Linear 
Dynamic Systems) อยางไรก็ตามในปญหาของระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear 
Dynamic Systems) อาจจะนํามาใชเปรียบเทียบผลตอไป  สวนการหาคาความเหมาะสมสูงสุด ดวย
วิธีการใชพลังงานนอยที่สุด ไมสามารถแทนทั้งสองกรณี แตการนําวิธีการหาคาความเหมาะสมสูงสุด
ดวยวิธีการรวมความนิ่มนวลที่สุดกับการใชพลังงานนอยที่สุดสามารถทําได ซึ่งผลลัพธคือไดทั้งความ
นิ่มนวลและการประหยัดพลังงาน 
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Algebraic  Equations 
 สมการทางพีชคณิต   
Automobile 
 รถยนต 
Boundary Condition     
 เงื่อนไขขอบเขต 
Calculus of Variation     
 แคลคูลัสความแปรปรวน 
Constrains      
 เงื่อนไขบังคับ 
Continuous Derivatives     
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Dynamic System     
 ระบบพลศาสตร 
Displacement      
 การเคลื่อนที ่



 

Equality Constraints     
 เงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ 
Extremize      
 คําตอบที่เหมาะสมที่สุด 
Extremum      
 คาเหมาะสมสงูสุด 
Final Time      
 เวลาสุดทาย 
First Order Condition     
 เงื่อนไขอันดับหนึง่ 
First Order Forms     
 รูปแบบของลําดับทีห่นึง่ 
Independent Variable     
 ตัวแปรอิสระ 
Inequality Constraints     
 เงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ 
Initial Condition      
 เงื่อนไขเริ่มตน 
Initial Time      
 เวลาเริ่มตน 
Interval       
 ชวงเวลา 
Initial Guess      
 คาเริ่มตน 
Indirect Method     
 วิธีออม 
Jerk 
 ความหยาบกระดางหรือความนิม่นวลนอยที่สุด 
Jacobian Matrix     
 จาโคเบียนเมตริกซ 
Lagrange Method      
 วิธีของลากรางจ 



 

Lagrange Multipliers  
 ตัวคูณลากรางจ 
Linear Dynamics     
 พลศาสตรที่เปนเชิงเสน 
Maximum Trajectories     
 คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาสงูสุด 
Minimum Trajectories     
 คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาต่าํสุด 
Minimum Direct Jerk      
 ความนิ่มนวลที่สุดทางตรง 
Minimum Indirect Jerk     
 ความนิ่มนวลที่สุดทางออม 
Minimum Energy 
 พลังงานนอยที่สุด   
Minimum Principle     
 หลักการการหาคาที่ต่าํที่สุด 
Mobile Robot      
 หุนยนตชนิดทีเ่คลื่อนที่ได 
Necessary Condition     
 เงื่อนไขของคาต่ําสุดและสูงสุด 
Nonlinear Dynamics     
 พลศาสตรที่ไมเปนเชงิเสน 
Nonlinear Programming     
 โปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
Nonlinear Systems     
 ระบบไมใชเชิงเสน 
Numerical Method     
 วิธีการเชิงตัวเลข 
Objective      
 เปาหมายที่ตองการ 
Objective Function     
 ฟงกชันเปาหมายที่ตองการ 



 

Optimality Conditions   
 สภาวะที่เหมาะสมที่สุด 
Optimization 
 ออฟติไมเซชัน 
Optimum 
 คาที่เหมาะสมที่สุด    
Sufficient Condition     
 สภาวะที่เพยีงพอ 
Second Variation     
 ความแปรปรวนที่สอง 
State Equation      
 สมการแสดงสถานะ 
Terminal Condition     
 สภาวะที่ปลายทาง 
Time Variant      
 ฟงกชันของเวลา 
Time Derivative      
 อนุพนัธของเวลา 
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