
ออกแบบโปรแกรมควบคุม Gyroscope แบบ  3  แกน เพื่อใชเปนแนวทางในการสราง 
ชุดฝกซอมวงสวิงของการตกีอลฟ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ปริญญานิพนธ 
ของ 

ชัชวาล  ศาลาลอย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

เสนอตอบัณฑติวิทยาลัย มหาวทิยาลยัศรีนครินทรวิโรฒ เพื่อเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 
ตามหลกัสูตรปริญญาวิศวกรรมศาตรมหาบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล 

กุมภาพนัธ  2550 
 



 

ออกแบบโปรแกรมควบคุม Gyroscope แบบ  3  แกน เพื่อใชเปนแนวทางในการสราง 
ชุดฝกซอมวงสวิงของการตกีอลฟ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

บทคัดยอ 
ของ 

ชัชวาล  ศาลาลอย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

เสนอตอบัณฑติวิทยาลัย มหาวทิยาลยัศรีนครินทรวิโรฒ เพื่อเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 
ตามหลกัสูตรปริญญาวิศวกรรมศาตรมหาบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล 

กุมภาพนัธ  2550 
 



 

ชัชวาล  ศาลาลอย  (2550).  ออกแบบโปรแกรมควบคุม Gyroscope แบบ  3  แกน เพื่อใช    
เปนแนวทางในการสรางชุดฝกซอมวงสวงิของการตีกอลฟ. ปริญญานพินธ วศ.ม. 
(วิศวกรรมเครื่องกล). กรุงเทพฯ: บัณฑิตวิทยาลยั มหาวทิยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
คณะกรรมการควบคุม: พันโท ผศ. ดร. ทววิัชร   วีระแกลว,  พันโท ผศ. ดร. อโณทัย     
สุขแสงพนมรุง. 

 
 ปริญญานิพนธนี้มีวัตถุประสงคที่มุงเนนวิจัยเพื่อศึกษาการเคลื่อนที่ของ ไจโรสโคป 
(Gyroscope) แบบ 3 มิติโดยมีจุดมุงหมายเพื่อทําการกําหนดตําแหนงและทิศทางการเคลื่อนที่
ของไจโรสโคป (Gyroscope) โดยทําการหาคาแรงบิดในแตละแกนเพื่อนํามาใชเปนคาเริ่มตน     
ในการพัฒนาชุดไมกอลฟฝกซอมวงสวิงตอไปโดยการทดลองนี้ไดทําการกําหนดชนิดของไม และ
ทิศทางการเคลื่อนที่และตําแหนงของเวลาจากโปรแกรมจําลอง  วงสวิงของ Swing  Maker และทาํ
การกําหนดวิธีการการคํานวณโดยใชโปรแกรม Matlab 5.3 เขามาชวยทํา  การวิเคราะหและ       
ใชวิธีการทาง Optimization มากําหนดวิธีการคํานวณเพื่อทําการหาคําตอบของการเคลื่อนที่ โดย
มุงหวังเพื่อที่จะนําไปใชในการออกแบบชุดฝกซอมวงสวิงตอไป 
                การศึกษาการเคลื่อนที่ของ ไจโรสโคป (Gyroscope) แบบ 3 มิติ โดยวิเคราะหหาคา
แรงบิดในตําแหนงตางๆ ของวงสวิงที่เหมาะสมโดยวิธีการทาง Optimization พบวา สามารถทํา
การกําหนดคาแรงบิด  ซึ่งเกิดจากการเคลื่อนที่ของวงสวิงได และจะไดนําไปสูการออกแบบชุด 
ฝกซอมวงสวิงกอลฟตอไป 
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  The purpose objective of this thesis is emphasize on studying the three 
dimensional gyroscope for finding direction and position.  First, each torque along each 
axis of Cartesian coordinate is developed through the dynamic equation of the system of 
gyroscope as a constraint in the form of resultant in order to make it satisfied with a 
swing of golf player.  Then the problem can be solved by using Matlab code.  As a 
result, the solution can be used to develop prototype later as a future work. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1. ความสําคัญและที่มาของปญหาที่ทําวิจัย 
 ปจจุบันกีฬากอลฟไดเปนที่สนใจและนิยมเลนกันทั้งภายในประเทศและตางประเทศทั้ง
ในเชิงพาณิชยจึงทําใหกีฬาประเภทนี้มีผูสนใจอยางแพรหลายและเพิ่มมากขึ้นอยางตอเนื่องซึ่ง
สถานที่ในการเลนและอุปกรณตางๆที่ใชเปนสวนประกอบในการเลนกีฬาประเภทนี้ก็ไดมีการ
พัฒนาควบคูกันกันไปกับความนิยมที่มากขึ้นอยางตอเนื่องโดยที่ทําอยางไรไมกอลฟจะมีน้ําหนัก
และจุดศูนยถวงที่เหมาะสมที่สุดและตีไดระยะที่ไกลและทิศทางที่แมนยําที่สุด ส่ิงหนึ่งที่เปนปจจัย
สําคัญไปกวาอุปกรณที่ไดมีการคนควาและพัฒนาอยางตอเนื่องนั้นคือวงสวิงที่ถูกตองและสวยงาม
ซึ่งตองอาศัยการฝกซอมที่ถูกวิธีประกอบดวยการขึ้นวงสวิงที่ถูกจังหวะและการวาดวงสวิงที่ถูกวิธี
ซึ่งจากที่ไดกลาวมานั้นไดเกิดแนวคิดที่วาทําอยางไรการฝกซอมนั้นสามารถฝกซอมไดดวยตัวเอง
โดยที่ไมตองเดินทางไปที่สนามและการฝกซอมนั้นทําอยางไรจึงจะมีวงสวิงที่ถูกตองการฝกซอมนั้น
ทําอยางไรจึงจะมีวงสวิงที่สวยงาม จากแนวคิดที่กลาวมานี้ไดทําการออกแบบชุดไมกอลฟฝกซอม
วงสวิงโดยใชไจโรสโคป (Gyroscope) 
 จากหลักการการเคลื่อนที่แบบไจโรสโคป ที่สามารถควบคุมทิศทางและกําหนดทิศทาง
ไดซึ่ง ไจโรสโคปหนึ่งตัวใชกับการกําหนดทิศทางหนึ่งทิศทางจากหลักการนี้ทําใหเกิดแนวคิดที่วา 
ถาใช ไจโรสโคป 3 ตัว มาทําการกําหนดทิศทางทั้ง 3 แกนเพื่อควบคุมการเคลื่อนที่ไปไดทั้ง 3 แกน 
พรอมกันโดยการกําหนดความเร็วการหมุนของ ไจโรสโคป ทั้ง 3 แกน ในชวงเวลาพรอมกันซึ่งจะได
ทิศทางที่แมนตรงและในทางตรงกันขามในกรณีที่มีแรงมากระทําในทิศทางที่นอกเหนือทิศทางที่
กําหนดซึ่งทําให  ไจโรสโคป ไมอยูในตําแหนงที่กําหนดไวนั้นจะทําใหเกิดแรงตานจากแนวแกน เปน
อุปกรณชวยฝกสอนและพัฒนาวงสวิงของผูฝกหัดโดยที่จะสามารถทราบจุดบกพรองและตําแหนง
ของวงสวิงที่ผิดจังหวะซึ่งจะนําไปสูแนวทางการแกไขวงสวิงของผูฝกหัดโดยที่จะทําใหการตีกอลฟ
เกิดการพัฒนาไปอยางรวดเร็วการตีแตละครั้งไดระยะและทิศทางที่เหมาะสมที่สุดซึ่งทั้งนี้ทั้งนั้น
ข้ึนอยูกับการฝกซอมของผูฝกหัดดวย  
 

2. วัตถุประสงคของการวิจัย 
 1. เพื่อศึกษาการเคลื่อนที่ของ ไจโรสโคป แบบ 3 แกน 
 2. เพื่อหาแนวทางในการควบคมุการเคลื่อนทีข่องไจโรสโคป แบบ 3  แกนไปกําหนด 
ทิศทางการเคลื่อนที่ของชุดไมกอลฟฝกซอมวงสวิงตอไป 
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3. ขอบเขตของการวิจัย 
 1. ออกแบบและเขียนโปรแกรมMatlabเพื่อทําแบบจําลองการควบคุมการเคลื่อนที่ของ
ไจโรสโคปใน   แบบ 3 มิติ บนคอมพิวเตอร 
 2. ควบคุมความเร็วรอบเพื่อกําหนดทิศทางของความเร็วเชิงมุมของระบบไจโรสโคป 
แบบ 3 แกน 

 
 4. ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 
 ส่ิงที่จะไดรับจากงานวิจัยนี้คือ สามารถกําหนดตัวแปรในโปรแกรมเพื่อใชในการควบคุม
และกําหนดทิศทางการเคลื่อนที่ของไจโรสโคป แบบ 3 แกนเพื่อเปนแนวทางในการประยุกตสูการ
สรางชุดไมกอลฟฝกสอนวงสวิงโดยใชไจโรสโคปเปนตัวควบคุมทิศทางไมกอลฟ   ซึ่งผูฝกหัดนั้นจะ
ไดมีการพัฒนาวงสวิงเพื่อการเลนกีฬากอลฟที่ถูกวิธีและมีวงสวิงที่สวยงาม 

 
 



บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
 ในการวิจัยครัง้นี ้ไดศึกษาและทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตาม
หัวขอตอไปนี ้

 
1. การทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 Hsien-Keng Chen; & Zheng-Ming  Ge  (2004)  ไดทําการวิจัยพฤติกรรมการเคลื่อนที่
กลแบบ Two degree of freedom ของ ไจโรสโคป (Gyroscope) ที่มีการกระจายแรงสั่นสะเทือน
ซึ่งเปนพื้นฐานที่เกี่ยวกับคุณสมบัติของการประมาณการทางดาน Numerical ซึ่งแสดงเปนแบบไม
เปนเชิงเสนสามารถแสดงใหเห็นถึงความสม่ําเสมอของความไมเปนระเบียบของการเคลื่อนที่จาก
พฤติกรรมเชิงคุณสมบัติของระเบียบที่ทําการศึกษาโดยหลักทางคณิตศาสตร โดยขนาดมีสวน
เกี่ยวของเปนจุดที่มีการแบงแยกของเสนขนาดซึ่งสามารถทําการวิเคราะหสวนที่ออกจากขอบเขต
ของระบบที่กําหนดโดยใชวิธีทาง การคํานวณเชิงตัวที่ใชขอมูลตามการบันทึกของเวลาและขอบเขต
ของระบบซึ่งเกิดจากผลกระทบของความเร็วในการหมุนของไจโรสโคป ที่เกิดจากพฤติกรรมเชิงกล 
 Kasahara; & et.al. (2000)  เปนการวิเคราะหและวัดคาดวยไจโรสโคป แบบ 3 แกน   
ไดมีการพัฒนาการวัดคาของแรงและทิศทางโดยใช ไจโรสโคป มาเปนตัววัดคาของแรงและทิศทาง
โดยที่ใชวิธีการทางดานพลศาสตรซึ่งเปนลักษณะการวัดคาทางไจโรสโคป ซึ่งคาที่วัดไดนั้นสามารถ
ตรวจสอบไดโดยทางทฤษฏีและโดยทางการทดลองซึ่งคาที่ไดนั้นสามารถนําไปใชวัดคาของแรงใน
แบบ 3 แกนได ในการวัดคาของแรงและทิศทางจะมีวิธีการโดยใชจานหมุน 2 อันติดตั้งอยูกับไจโรส
โคป สําหรับ 1 แกนซึ่งจานหมุนนั้นจะใช Servomechanisms ในขณะที่จานหมุนนั้นคาที่ตองการ
นั้นจะทํามุมตามภาระของแรงที่กระทํา ในบางกรณีจะเกิดคาความผิดพลาดในการวัดซึ่งตองมีการ
กําหนดคาตัวแปรเขามาชดเชย ซึ่งจะทําใหคาที่วัดนั้นออกมาแมนยําขึ้น           
 Tan; & et.al. (2001) ไดทําการวิจัยและออกแบบการประมวลผลการปฏิบัติการ       
การตรวจสอบเสนทิศทางการมองเห็นที่มีการเปลี่ยนแปลง โดยใชกระจกที่ทําการควบคุมดวย     
ไจโรสโคปมาเปนตัวควบคุมทิศทางของกระจกการมองของเครื่องบินและยานพาหนะที่ขับเคลื่อน
อยูในอากาศ  ซึ่งการหมุนของไจโรสโคปมีคุณสมบัติที่เมื่อเกิดการหมุนในแนวแกนแลวจะสามารถ
รักษาระดับในแนวแกนไวโดยที่ถามีแรงภายนอกมากระทําจะมีแรงตานซึ่งเกิดจากการรักษาระดับ
ในแนวแกนของไจโรสโคปซึ่งจากคุณสมบัตินี้นํามาสูการแกปญหาในการควบคุมเครื่องมือการ
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กําหนดทิศทางในเครื่องบินและพาหนะที่ขับเคลื่อนในอากาศโดยในงานวิจัยนี้จะกลาวถึงการ
ออกแบบประสิทธิภาพการควบคุมการทํางานของเสนกําหนดทิศทางการมอง แบบไมเปนเชิงเสน 
 รศ.ดร.ชิต  เหลาวัฒนา;  ดร.ถวิดา มณีวรรณ  และวรพัฒน นุกูลวุฒิโอภาส  (2543)       
ไดวิจัยหุนยนตเคลื่อนที่ไดซึ่งกําลังไดรับการพัฒนาและวิจัยอยางมากทั้งแบบเคลื่อนที่ดวยลอและ
การเคลื่อนที่ดวยขา หุนยนตบางชนิดเปนแบบลูกผสม คือใชทั้งลอและขา ศูนยปฏิบัติการเพื่อพัฒนา
หุนยนตภาคสนาม (FIBO) มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลาธนบุรีไดเร่ิมดําเนินการวิจัย
ออกแบบและสรางหุนยนตแบบใหมซึ่งใชหลักการเคลื่อนที่แบบ ไจโรสโคป ในการรักษาสมดุลและ
กําหนดทิศทางการเคลื่อนที่ทําใหสามารถเคลื่อนไหวไดอยางถูกตอง ซึ่งหุนยนตมีโครงสรางภายนอก
เปนลอซึ่งใชการสมดุลแบบพลวัตภายในมีไจโรสโคปหมุนดวยความเร็วสูงและทําใหเกิดการทรงตัว
ของไจโรสโคปซึ่งสามารถควบคุมการเคลื่อนที่ของหุนยนตได 
           อัมราพร บุญประทะทอง  ศึกษาการแกปญหาดวยวิธีตรงของระบบทางพลศาสตร             
ที่เหมาะสมดวยวิธีการแกปญหาของโปรมแกรมที่ไมเปนเชิงเสน รวมกับวิธีของรุงเง–กุตตา” (The 
direct approach of general dynamic optimal control: nonlinear programming and  
Runge-Kutta method) โดยการแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทาง
พลศาสตร (Dynamic–optimization problem)  โดยใช Numerical integration ซึ่งในงานวิจัยนี้ใช
วิธีของรุงเง–กุตตา (Runge–Kutta) กําหนดเปนปญหาแลวนํามาหาคําตอบดวยวิธีของการ
แกปญหาสําหรับโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน โดยสรางกระบวนการหาคําตอบตามขั้นตอนบน
โปรแกรม MATLAB และติดตอผูใชไดโดยผานหนาจอรับขอมูล เพื่อใหงายตอการใชงานและเปด
กวางแกผูที่เร่ิมศึกษา Optimization กระบวนการคํานวณใชการคํานวณทาง Symbolic ประกอบ
กับ Optimization toolbox ในโปรแกรม MATLAB  
 

2. ออปติไมซเซชัน (Optimization) 
 ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเครื่องมือทางคณิตศาสตรเพื่อหาคาที่
เหมาะสมที่สุด ซึ่งคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ตํ่าสุดหรือคาสูงสุด เปาหมายของการออปติ
ไมซเซชัน (Optimization Goal) ทําเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดานการลงทุน พลังงาน การใช
ประโยชนและความปลอดภัยนั่นเอง กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซชัน (Optimization) ไป
ประยุกตเพื่อใชงาน เราจะตองทําการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน ออปติไมซเซชัน 
(Optimization) นั้นสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา แตในการคนหาคําตอบของ
ปญหาโดยเทคนิควิธีออปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่จะตองกําหนดลักษณะของปญหา
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ใหออกมาในรูปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรเสียกอน คือ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables), 
ดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) และดีไซนฟงกชัน (Design functions) ซึ่งมีรายละเอียด
ปลีกยอยดังนี้ 
 

 2.1 ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)  
  คือตัวแปรหรือส่ิงที่บอกถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรตัวแปรคือ
ตัวที่ไมทราบคาและตองทําการหาคาออกมาดีไซนวาริเอเบิลนั้นผูออกแบบจําเปนจะตองใช
ประสบการณ, ความชํานาญ,ขอกําหนดของวิธี และพื้นฐานความรูมาเปนองคประกอบการ
ตัดสินใจ หลักการและวิธีการของดีไซนวาริเอเบิล คือตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear 
independent) หมายความวาดีไซนวาริเอเบิลจะไมสามารถถูกกําหนดขึ้นมาจากการใช
ความสัมพันธทางเลขคณิตได ดีไซนวาริเอเบิลสามารถมีไดหลายตัวเพื่อที่จะใหการออกแบบนั้นมี
ความสมบูรณ และกลุมดีไซนวาริเอเบิลเหลานี้จะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร (Design vector: 
matrix) และใชอักษร n แทนจํานวนใดๆ ของดีไซนวาริเอเบิลและในเทอมทางคณิตศาสตรนั้น
มักจะใชอักษร x และมีตัวเลขหอยเพื่อระบุลําดับที่ของตัวแปรของการออกแบบนั้นๆ มักมีการเขียน
สัญลักษณของดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะดังนี้ คือ [ ]X , X  หรือ x , [ ]Tnxxx ,...,, 21  และ 

nixi ,...,2,1, =  
 

 2.2 ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)  
  คือส่ิงที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบ
ในลักษณะที่แตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํา คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน
พารามิเตอรสามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิลและเปน เวกเตอร (Vector: matrix) 
เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณไดคลายๆ กันดังนี้ คือ [ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  
 

 2.3  ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  
  คือขอมูลสําคัญเกี่ยวกับการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิลและดีไซนพารามิเตอรมา
ประเมินคาและเปนตัวพิสูจนแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวย ดีไซน
ฟงกชันนี้สามารถแสดงออกมาในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเงื่อนไขบังคับ (Design 
objectives and/or constraints) ซึ่งจะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสม
ข้ึนมาและตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับดวยจึงจะถือวาเปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได 
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(Feasible) ตัวอยางเชน ตองการออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟว
ฟงกชัน (Objective function) โดยที่ความเคนในวัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก (Yield 
strength) นี่ก็จะเปนคอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint functions) ซึ่งมีรายละเอียดปลีกยอย
ดังตอไปนี้ 
    

 2.4 รูปแบบมาตรฐานออปตไิมซเซชัน (The Standard Format Optimization)  
                จากที่กลาวมานั้นเปนองคประกอบโดยทั่วไปของแบบจําลองเพื่อหาคาทางคณิตศาสตร
โดยการใชเทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization) และมีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรได
หลายๆ แบบดังนี้ 
 

หาคานอยที่สุดของ  ( )nxxx ,...,, 21ƒ                                      (2.1)                   
โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==    (2.2) 

     ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤    (2.3)  

     njxxx u
jj

l
j ,...,2,1 , =≤≤             (2.4) 

 

เขียนในลกัษณะที่เปนเวกเตอรดังนี้ 

 

หาคานอยที่สุดของ   ( ) [ ]nXX  ,ƒ              (2.5)     

โดยสอดคลองกับเงื่อนไข:    ( )[ ] 0=lXg                         (2.6) 
      ( )[ ] 0≤lXc                         (2.7) 
     uplow XXX ≤≤                 (2.8) 

 

 2.5  ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวิศวกรรม  
               ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิลไมข้ึนกับเวลาและมีการนําเอาออปติไมซเซชัน 
(Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) 
สวนปญหาที่ข้ึนกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังที่ได
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กลาวมาแลวในหัวขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of optimization) คือการ
คนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 
function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซึ่งมีอยูสองลักษณะคือ โกลบอล 
(Global) และโลคอล (Local)  
 

 2.5.1  กรณีนอยสุด (Minimum) 

  กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล บอลมีนิมัม 

(Global minimum) ไดถา 

  ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111   (2.9)
  

เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวทาํใหเกิดคาของ
ฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทาํใหฟงกชนั ( )nxx ,...,1ƒ  มี
คานอยที่สุดเมื่อเปรียบเทยีบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลมนีนิมัม 
(Local minimum)  
 

 2.5.2  กรณีมากสุด (Maximum)  

  กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล บอลเม็ก

ซิมัม (Global maximum) ไดถา 

 ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111  (2.10)
   

เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวก็ยังทําใหคาของ
ฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n

T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มีคา
มากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง(Neighborhood)แลวจะเรียกวาโลคอลเม็กซิมัม 
(Local maximum)  
 

 2.6 พลศาสตรออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization)  
 ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆขึ้นกับเวลาจะถูกเรียกวาพลศาสตรและมักจะใช
สมการเชิงอนุพันธมาเปนตัวแสดงระบบพลศาสตร (Dynamic systems) ดังนี้ 
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                                      ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=   (2.11)
  

เมื่อ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทั่วไปหรือ
อนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต (Control 
inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State 
variables) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต 
(Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการ
คํานวณวิถี (Trajectory) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )txi  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธี
เชิงตัวเลข (Analytical or numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของ
อนุภาค (Particle) หนึ่งหนวยมวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายได
ดวยสมการเชิงอนุพันธ (Differential equation) เปน ux =&&  เมื่อ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ 
u  คือแรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-order differential 
equation) แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First-order differential 
equation) ดังสมการ (2.11) ได นั่นคือให 21 xx =&  และ ux =2&    สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่
แสดงไดดวยสมการ (2.11) นั้น โดยปกติแลวจะตองมีการกําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial 
state) จากนั้นก็ทําการเลือกชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  
เพื่อใหออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด ปญหาไดนามิกจะ
เรียกออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล (Cost functional) และเขียน
เปนสมการดังนี้ 

                ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK  (2.12) 

เมื่อ 0t  คือเวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ประกอบไป
ดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซึ่งจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และสภาวะ
สุดทาย (Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนที่ข้ึนอยู
กับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตต
วาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)  
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 2.7  แคลคูลัสออฟวาริเอชั่น (Calculus of Variations)  
 โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับ
ข้ันความเสรี (Multistage systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 
(Calculus of variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 

 [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  (2.13)
  

ซึ่งเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) ( )tx  ใหเปนจํานวนจริง นั่นคือถา
กําหนด ( )tx  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวิธี
เชิงตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับหลายๆ
ฟงกชันตอเนื่อง       [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121 &K&&KK         (2.14) 

ฟงกชันนอล (Functional) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) หลายๆ 
ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 K  ใหเปนจํานวนจริงนั่นเอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 
(Calculus of variations) มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 
optimization) นั่นก็คือ คนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หา
ไดเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 
(Calculus of variations) มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเกี่ยวของ
กับจุดเริ่มตนและจุดสุดทาย ซึ่งมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
  

 2.7.1 ฟงกชนันอลของฟงกชันเด่ียว (Functionals of a Single Function)  
  เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) โดยมี
รายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 

 

 2.7.2 กําหนดจุดสดุทายและเวลาสุดทายไวคงที่ (Fixed End Time and End 
Points)  

  ถาฟงกชัน ( )xxtF &,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยางตอเนื่องโดยอยู
ระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
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( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire 
function) ( )tx  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 
[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชัน
เปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 
[ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้นเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) อยู ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fthth  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) 
JΔ  เปน 

 [ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=Δ
0

,,,, &&&             (2.15) 

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

                                dth
x
Fh

x
FJ ft

t∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
0

&
&

δ                                                        (2.16)   

เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts)  ก็จะพบวา 

 
0

0
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t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫ &&&
δ           (2.17)      

                  

เมื่อเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fthth  จึงจะสอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธไดอยาง
ตอเนื่องสองครั้ง นั่นก็หมายความวา 

x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเมื่อ 0=Jδ  ซึ่ง

พบวา 

 0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
                (2.18) 

 

ซึ่งสมการนี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ 
( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  ซึ่งเรา
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สามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได 
   

 2.7.3.  กําหนดเวลาสุดทายคงที่แตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time, 
Variable End Points)  

                แตกตางกับกรณี (2.7.2) เพยีงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจงึได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตวั และ ( ) ( )fthth ,0  ก็สามารถ
กําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) เปน 

  0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
 (2.19)

  0
0
=

∂
∂

tx
F
&

 (2.20)  

  0=
∂
∂

ftx
F
&

 (2.21)  

ซึ่งสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ 
( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ซึ่งสามารถหาคา

โดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
   

 2.7.4 เวลาสดุทายและจดุสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  

                กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาไดแตก็มีวิธีการหา
คําตอบคลายๆ กับกรณี (2.7.2) ถา ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปน    
เอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้น
ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 

  

[ ] [ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )∫∫

∫

∫ ∫

++

+

+

++−+++

−++=

−++=

−+=Δ

00

0

0

00 0

,,,,         

,,,,      

,,,,      

tt

t

tt

t

t

t

tt

tt

t

t

dthxhxtFdthxhxtF

dtxxtFhxhxtF

dtxxtFdthxhxtF

xJhxJJ

ff

f

f

ff f

δδ

δ

δ

&&&&

&&&

&&&

               (2.22) 
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เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 

                           
( )

( ) 00

0

,,       

,,

thxhxtF

thxhxtFdth
x
Fh

x
FJ

t

ft

t

t f

f

δ

δδ

&&

&&&
&

++−

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

= ∫          (2.23) 

เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 

 

  
( ) ( ) 00

0
0

,,,,        thxhxtFthxhxtF

h
x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f

δδ

δ

&&&&

&&&

++−+++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫          (2.24) 

 

เมื่อ ( ) 00 00
txxth tt δδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ &−=  ดังนั้นเขียนสมการใหมไดเปน 

 

  
00

0
0

        tx
x
FFtx

x
FF

x
x
Fx

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f

δδ

δδδ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫

&
&

&
&

&&&                      (2.25) 

 

เมื่อเงื่อนไขจําเปน(Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )th , 
ftxδ , 

0t
xδ , ftδ และ 0tδ  จึง

จะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน(Necessary 
conditions) และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 

 

  0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
              (2.26) 

  0 ,0 ,0 ,0
00
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

tttt x
x
FFx

x
FF

x
F

x
F

ff
&

&
&

&&&
        (2.28) 
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ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํานวณไดจากเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
 

 2.8  ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of Variance Functions)  
                 เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage systems) 
โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 

   

 2.8.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวคงที่ (Fixed End Times and End 
Points)  

  ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF &K&K ,,,,, 11  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยาง
ตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชัน
เปาประสงค (Desire function) ( ) nitxi ,,1, K=  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 
(Functionals) [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปน
ฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 
(Functionals) คือ 
  [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK                        (2.28) 
 
ถา  ( ) nitxi ,,1, K=   ถูกเพิ่มคาดวย  ( ) nithi ,,1, K=  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขต (Boundary Conditions) ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fii thth  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
นอล (Functional) JΔ  เปน 

  
[ ] [ ]

( )
( )

dt
xxxxtF

hxhxhxhxtF

xxJhxhxJJ

ft

t
nn

nnnn

nnn

∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
++++

=

−++=Δ

0 ,,,,,,
,,,,,,

      

,,,,

11

1111

111

&K&K

&&K&&K

KK

                 (2.29) 

 
ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

  dth
x
Fh

x
FJ ft

t

n

i
i

i
i

i
∫ ∑

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
0 1

&
&

δ           (2.30) 

 



 14 

เมื่อ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ดังนั้นเมื่อทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 

  ∑∫ ∑
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
n

i
ti

i
ti

i

t

t

n

i
i

ii

h
x
Fh

x
Fdth

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

11
0

0 &&&
δ  (2.31) 

 
เมื่อเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fii thth จึงจะสอดคลอง
กับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F จะตองทําอนุพันธไดอยาง
ตอเนื่องสองครั้งนั่นก็หมายความวา 

ii x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเมื่อ 0=Jδ  ดังนั้น

พบวา 
  ni

x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂        (2.32)  

ซึ่งสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ 
( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ซึ่ง

เราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 
(Euler-Cauchy) ได 
   

 2.8.2 กําหนดเวลาสุดทายไวคงที่แตจดุสุดทายแปรผันได(Fixed End Time and 
Variable End Points)  

                  แตกตางกับกรณี (2.8.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการของหัวขอ (2.8.1) 
ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ไมไดถูกกําหนดไว
ตายตัว และ ( ) ( )fii thth ,0  จึงสามารถกําหนดไดตามการใชงาน ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน 
(Necessary condition) เปน 
  ni

x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂

−
∂
∂             (2.33) 

  ni
x
F

t
i

,,1 ,0
0

K
&

==
∂
∂              (2.34) 

  ni
x
F

ft
i

,,1 ,0 K
&

==
∂
∂              (2.35)  

ซึ่งสมการนี้เรียกวาสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลยของ ( )txi  
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ซึ่งเราสามารถทําการ
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หาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได
เชนกัน 
   

 2.8.3 เวลาสดุทายและจดุสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End 
Points)  

                 กรณีนี้เปนรูปแบบทั่วไปที่ใชเปนเงื่อนไขหลักในการแกปญหาทางวิศวกรรมแตก็มีวธิีการ
หาคําตอบใกลเคียง กับกรณี (2.8.1) ถา ( ) nitxi ,,1 , K=  เปนฟงกชนัเปาประสงค (Desire function) 
ที่เปนเอ็กทรีมมั (Extremum) ของฟงกชนันอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )txi  ถูกเพิม่คาดวย 
( )thi  ดังนั้นกจ็ะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชนันอล (Functional) JΔ  เปน 

  
[ ] [ ]

( )
( )dtxxxxtF

dthxhxhxhxtF

xxJhxhxJJ
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ff
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                  (2.36) 
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&K&K

&&K&&K

        (2.37)   

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมทีม่ีเลขชี้กําลังสงูทิง้ไป จะไดการเปลี่ยนแปลง
เปน 
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                       (2.38) 

 

เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มเีลขชี้กําลังสงูทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทํา
การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 
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เมื่อ ( ) 00 00
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เมื่อ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
conditions) ทาํใหไดเงื่อนไขจาํเปน (Necessary conditions) เปน 
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และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
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ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสดุทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นัน่เอง 
  

 2.9 ฟงกชันนอลมีเงื่อนไขบังคับ  (Functionals with Constraints)   
               เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเงื่อนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซึ่งอาจจะเปนไดทั้ง
อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 
constraints) ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)  
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 2.9.1 ฟงกชนัคอนสเทรนท (Function Constraints)  

                พิจารณาฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งจะตองเกี่ยวของหรือสอดคลองกับ
ฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  
และ nm <  เสมอ เมื่อเราใชเทคนิควิธีการแบบลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็
จะไดฟงกชันนอลใหมเปน 
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เมื่อ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ ซึ่งจะเปน 

F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพื่อใชสําหรับเอ็กทรีมัม 
(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) นั่นเอง โดยจะนําไปใชกับลักษณะของเวลาและจุด
สุดทายทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว นั่นก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed 
end time and end points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end 
time, variable end points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and 
end points) ซึ่งกระทําไดเพียงแคเปลี่ยนจาก F  เปน F ′  ก็สามารถทําการหาเนคเซสเซอรีคอนดิ
ซัน (Necessary conditions) ซึ่ง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําใหสามารถเอ็กทรีมัม 
(Extremum) ได 
  

 2.9.2 ฟงกชนัเงื่อนไขบงัคับที่จุดสุดทาย (End Point Function Value Constraints)                          
 เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งฟงกชัน )( fi tx  จะตอง
สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย การ
หาผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
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t nnn sdtxxxxtFxxJ f
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111
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,,,,,,,, υ&K&KK           (2.44) 

เมื่อ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทําใหสามารถ
ดัดแปลงสมการไดเปน 
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เมื่อเงื่อนไขจําเปน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 

ftixδ , 
0tixδ , ftδ และ 0tδ  

จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 
(Necessary conditions) เปน 
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โดยที่ 0=ks  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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 2.9.3 ฟงกชนัเงื่อนไขบงัคับทั่วไป (General Constraints)  

 จากหัวขอ (2.9.1 และ 2.9.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 
(Functional) [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอดคลองกับ
ฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  เมื่อ

mj ,...,1 = โดย nm <  เสมอ และสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point 
constraints) ( ) pkxxts

ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังนั้นเมื่อใชเทคนิควิธีลาก
รานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล (Functional) ใหมเปน 
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เมื่อ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังนั้นหากกรณีปญหา
เปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะ
สามารถดัดแปลงสมการไดเปน 
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 เมื่อ ∑
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λ                                                                         (2.50) 

 
ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังนี้ 
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โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 
 
 2.10 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 
(Calculus of Variation with Dynamic Optimization)  
 จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) นั้น
พบวามีประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 
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optimization) ดังนั้นตอไปนี้เราจะมาดูวิธีการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of 
variation) มาใชแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังนี้ 
 

 2.10.1 เวลาสุดทายถกูกาํหนดไวตายตัว (Fixed Final Time)  
  ลักษณะเชนนี้ถือวาเปนลักษณะที่ถือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขายดังนี้คือ 
มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ดัง
สมการ (2.12), เวลาเริ่มตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed end 
time) และระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  ตามลําดับ ตัวอยางเชน รถไฟที่วิ่งระหวาง
เมืองสองเมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลว ซึ่งออปเจคทิฟวฟงกชัน 
(Objective function) อาจจะเปนการสิ้นเปลืองพลังงานเชื้อเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซึ่งเราจะกลาวถึง
ลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะ
ดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย 
( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวตายตัวแตมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรล

วาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับ
เงื่อนไขบังคับตลอดเวลา  
 

 2.10.2 เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  
  ลักษณะเชนนี้มีลักษณะคลายกับหัวขอ (2.7.4) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผนัได แต
ตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 
ดังสมการ (2.12), เวลาเริ่มตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลาสุดทาย ft  
มีการแปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเริ่มตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01 K  
ตามลําดับ เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติ
ไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูก
กําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1 K  ถูกกําหนดไวใหเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and 
state variables) ตองสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับตลอดเวลาการเคลื่อนที่ ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
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 2.10.3 สภาวะสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  
 ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 

 
[ ] ( )

( ) tduuxxtL
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 เมื่อ 
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เมื่อ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกาํหนดเวลาและสภาวะ
เร่ิมตน รวมทัง้ระบุสภาวะสุดทายไว ดังนัน้จะพบการเปลีย่นแปลงของฟงกชันดงันี ้
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  (2.55) 

เมื่อเราทาํการประเมินคาแตละสวนในสมการ กจ็ะทาํใหเราสามารถหาเงื่อนไขจําเปน (Necessary 
Conditions) ไดดังนี ้
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 0
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ƒ++

∂
Φ∂ ∑

=
ft

n

i
iiL

t
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ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  
(บางครั้งเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  
สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.11) จํานวน n  สมการ, 
โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.56) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอี
เควชันคือสมการ (2.56) จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
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คือสมการ (2.56) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) อยู
จํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  สมการ ในการหา
ผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  
เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  
 

 2.11 สรุปเกี่ยวกบัไดนามิกออปติไมซเซชัน(Dynamic Optimization Conclusion) 
  ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการการ
เคลื่อนที่ก็คือ ∑ == xmmaF &&  แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นไมสะดวกถา
สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังนั้นจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหนึ่งคือ 

21 xx =&  และ mFx ∑=2&  ดังสมการ (2.11) คือ 
 
 ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=                                (2.57) 
 
ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้น จะมีการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนและ
เงื่อนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกําหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคานอยสดุ
หรือมากสุด ดังนี้ 
 
 ( ) ( ) tduuxxtLxxtJ f

f

t

t mntn ∫+Φ=
0

,,,,,,,,, 111 KKK           (2.58) 
 
โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )

ftnxxt ,,, 1 KΦ  ซึ่งเรียกวา 
เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11 KK  ซึ่งเรียกวา อินทิกรัล

เทอม  (Integral term) ซึ่งหากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

2  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum 

energy), หากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1
 จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หาก

กําหนด ft=Φ  จะเรียกวาปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกําหนด ( )ftx2=Φ  จะ
เรียกวาปญหาความเร็วสูงสุด (Maximum velocity) เปนตน ซึ่ง Φ  และ L  จะเรียกวา สภาวะของ
ปญหา (State of the problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical 
techniques) มีสองลักษณะใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect 
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methods) โดยอาศัยหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทําให
สามารถเขียนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร 
(Lagrange multiplier) lυ , iλ  และ iμ  เขามาเกี่ยวของไดดังนี้คือ 
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 สมการดังกลาวนี้นําไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 
ไดทุกปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and 
inequality constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูป
สมการตามโจทยของปญหานั้นๆ นั่นเอง 
 
 2.12 ความเร็วเชงิมุม (Angular Velocity) 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 1  แสดงการเคลื่อนที่ของความเรว็เชิงมุม 
 
 กําหนดให 321 ,, bbb ตามกฎมือขวาซึ่งตั้งฉากซึ่งกันและกันกําหนดหนวยของเวกเตอร
วัตถุ B เคลื่อนที่โดยอางอิงเฟรม A  ความเร็วเชิงมุม B ในเฟรม A  กําหนดการแทนคาเปน BAω ซึ่ง
เขียนสมการไดดังนี้ 
 

2b
v
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v
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v
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ปริมาณเวกเตอรเขียนอยูในรูป  ω  
 2

1
31

3
23

2
1 b

dt
db

bb
dt
db

bb
dt
dB

b
AAA

BA ⋅+⋅+⋅Δω                                     (2.61) 
 
และลดรูปของสมการในแบบสมการ Differential 

 213132321 bbbbbbbbbBA ⋅+⋅+⋅Δ
•••

ω    
 211313121 bbbbbbbbbBA ⋅×+⋅×=× &&ω                                 (2.62) 
 2121331 bbbbbbbBA ⋅+⋅−=× &&ω                  
 
 Differentiation เทียบกับเวลา  111 =⋅bb  และ 013 =⋅bb  จะไดวา 
 011 =⋅bb&    3113 bbbb ⋅−=⋅ &&                                     (2.63) 
 
และเขียนสมการใหมได 
 3132121111 bbbbbbbbbbBA ⋅+⋅+⋅=× &&&ω                    (2.64) 
 
แตในสมการของกฎมือขวาสามารถเขยีนใหอยูในรูปสมการของ 
           11 bbBA &=×ω         22 bbBA &=×ω           33 bbBA &=×ω             (2.65) 
 
และเวกเตอรใดๆในเฟรมB กําหนดให β เปน ความเร็วเชิงมมุเขียนสมการได 
           332211 bbb ββββ ++=  
          321 ,, βββ  คงที ่
          332211 bbb &&& ββββ ++=                                                                  (2.66) 
          332211 bbb BABABA ×+×+×= ωβωβωββ&  
          βωβββω ×=++×= BABA bbb )( 332211  
 
 2.12.1 รูปแบบของปริมาณความเร็วเชิงมุม(Simple Angular Velocity) 
              ในที่นี้จะกลาวถึงเฟรมของไจโรสโคป (Gyroscope) ซึ่งจากรูปมี 4 เฟรม คือ A,B,C,D 
สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของปริมาณความเร็วเชิงมุมไดดังนี้ 
          bqBA

1&=ω                                                                                      (2.67) 
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          cqCB
2&=ω                    (2.68) 

          dqDC
3&−=ω        (2.79) 

 
 2.12.2  ความเรงเชิงมมุ  (Angular Acceleration) 
               ความเรงเชิงมุมสามารถทําใหอยูในรูปของ BAα  ซึ่งหมายความวาความเรงของวัตถุB
อางอิงจากเฟรม A  
 โดยที่    

 dt
d

dt
d BABBAA

BA ωωα ==                                                       (2.70) 
 แต     
 DCCBBADA αααα ++≠                                            (2.71) 
 สามารถเขยีนสมการได 
 21

1 kqAA &=ω                                                                                      (2.72) 
 72

2 kqAA &=ω                                                                                  (2.73) 
 33

2 kqBA &=ω                                                                                   (2.74) 

 )( 2211 BAAAAA
A

BA

dt
d ωωωα ++=                                                 (2.75) 

           )( 337221 kqkqkq
dt
dA

&&& ++=                                                                (2.76) 
 
 2.2.12.3 ฟงกชันเงื่อนไขของรูปแบบ(Configuration Constraints) 
              Rheonomic     0),,,,...,,,( 111 =tzyxzyxf nnn   คือฟงกชนัเงื่อนไขที่ข้ึนกับเวลา 
โดยที่   
 

 01 =⋅ zbP
vv , 02 =⋅ zbP

vv                                                                        (2.77) 
 

              Scleronomic    0),,,...,,,( 111 =nnn zyxzyxf     คือ constraints ที่ไมข้ึนกับเวลา 
โดยที่   
  LPP =− 12

vv                                                                                      (2.78) 
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 2.12.4 รูปแบบสถานะทั่วไป(Generalized Coordinates) 
 สมการฟงกเงือ่นไขแบบฮารโลโนมิค (Holonomic constraint equation) 
 
               Mvn −Δ3               (2.79) 
 
 โดยที่    n = holonomic constraints 
                          v =จํานวน degree of freedom                                                       
   M =เงื่อนไขบังคับ 
 



บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 ในการวิจัยครัง้นี ้ผูวิจยัไดดําเนนิการตามขั้นตอนดังนี ้

1. การกําหนดปญหา (State of the problem) 
2. การแกปญหาเชิงตัวเลข (Numerical methods) 
3. การออกแบบโปรแกรมคอมพิวเตอร (Computer Programming) 

 

1. การกําหนดปญหา (State of the Problem) 
ในการออกแบบการเคลื่อนที่ของไจโรสโคปนั้นจะทําการกําหนดและทําการเก็บคาการ

เคลื่อนที่ของวงสวิงตนแบบ ซึ่งทําการคัดเลือกจากวงสวิงของนักกอลฟที่มีวงสวิงที่สวย ตีไดระยะที่
ไกลและทิศทางที่ตรงเปาหมายมาเปนตนแบบในการเคลื่อนที่ของไจโรสโคปโดยทําการเขียน
โปรแกรมซึ่งนําไปใชกับชุดฝกซอมวงสวิงเพื่อ ทําการกําหนดเสนทางการเคลื่อนที่ของไมกอลฟ
(Constraint Path) จากสิ่งที่ไดกําหนดมานั้นปญหาที่จะเกิดขึ้นตามมาคือขอบเขต(Boundary)ที่
เกิดจากจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุด ( Two Point Boundary Value Problem) โดยจะตองทําการ
แกปญหาแบบ DAE (Differential Algebra Equation) โดยทีตองกําหนดสมการขึ้นมาเพื่อ
แกปญหาโดยที่กําหนดให 
  
               dtTTTJ

ft

t

)( 2
3

2
2

2
1

0

++= ∫                                (3.1) 

 
จากรูปแบบสมการซึ่งจัดใหอยูในรูปแบบของสมการออปติไมซเซชัน (Optimization Equation) 
โดยที่ Functional  J = คาพลังงานของระบบที่ใชนอยที่สุด (minimum energy)ออปติไมซเซชัน 
(Optimization)เปนตัวกําหนดความเร็วการหมุนของไจโรสโคปทั้ง 3 แกนซึ่งจะทําการควบคุมคา
แรงบิด (Torque)  ในชวงเวลาและทิศทางที่เหมาะสมในการควบคุมตําแหนงของเวลา ณ จุดใดๆ 
ในทางตรงกันขามในกรณีที่มีแรงมากระทําในทิศทางที่นอกเหนือทิศทางทีก่าํหนดหรอืในชวงเวลาที่
ไมเหมาะสมซึ่งทําใหไจโรสโคปไมอยูในตําแหนงที่กําหนดไวนั้นจะทําใหเกิดแรงตานจากแนวแกน
ซึ่งเปนคาแรงบิด (Torque) ของไจโรสโคป 
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2. การแกปญหาเชิงตัวเลข (Numerical Methods) 
ทําการหาคาแรงบิดในตําแหนงตางๆของ 332211 ,, xxx TTT ในแตละแกนของทิศทางการ

เคลื่อนที่ของไจโรสโคปโดยใชสมการของEuler’s Dynamic Equation 
 

1101 xTHCA =++
oooo

ψθθ                                                                                             (3.2) 

2202 yTHCB =−+
oooo

θψψ                                                                                       (3.3) 

3311123
2

2
2

1 sin}cossin)({)sinsco( zx TTDDCDDC −−=−++++ ψϕψψψϕψψ
oooo

    (3.4) 
 

                                    
ภาพประกอบ 2  แสดงการเคลื่อนที่ของGyroscope ในแนวแกน X,Y,Z 

 

โดยสามารถกําหนดตัวแปรตางๆดังนี้ 
 A  =  moment of inertia ที่อยูในแนวแกน OX                            กําหนดใหมีคา     =     1 
 B  =  moment of inertia ที่อยูในแนวแกน OY                            กําหนดใหมีคา     =     1 
 C  =  moment of inertia ที่อยูในแนวแกน  OZ                           กําหนดใหมีคา     =     1 
 1C  =  คา Viscous friction coefficient ของ OX                         กําหนดใหมีคา     =     1          

 2C =  คา Viscous friction coefficient ของ OY                         กําหนดใหมีคา     =     1 
 3C  =  คา Viscous friction coefficient ของ OZ                         กําหนดใหมีคา     =     1 
 1D =  คา Moment of innertia ที่เกิดจากคา Gimbal  ในแนวตั้ง    กําหนดใหมีคา     =     1 
 2D  =  คา Moment of innertiaที่เกิดจากคา Gimbal  ในแนวตั้ง     กําหนดใหมีคา    =      1 
 0H =  spin angular momentum ของ Gyro-rotor ที่จุด center    กําหนดใหมีคา    =     1 
 11xT , 22xT , 33xT  = คา แรงบิด(Torque) ในแนวแกน         
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 จากแนวคิดและรูปแบบของปญหาของสมการ Euler’s Dynamic Equation 
ผูทําการวิจัยไดทําการเปลี่ยนแปลงสมการ Euler’s Dynamic Equation แตคงไวซึ่งพื้นฐานของ
สมการเดิมโดยที่ทําการปรับเปลี่ยนเพื่อใหเหมาะสมกับการใชงานทางในรูปของสมการออปติไมซ
เซชัน (Optimization Equation) เพื่อทําการวิเคราะหและคํานวณหาคาของทิศทางและตําแหนง
ของวงสวิง  ซึ่งจากที่กลาวมาผูวิจัยไดทําการเปลี่ยนรูปแบบของสมการใหมไดดังนี้  โดยกําหนดให  
                         θ=1x                                                                               (3.5) 
                         ψ=2x                                                                               (3.6) 
                      φ=3x                                                                                (3.7) 
                  41 xx =&                                                                               (3.8) 
                  52 xx =&                                                                              (3.9) 
                     63 xx =&                                             (3.10) 

                       (3.11)    
                            (3.12) 

 

                       
))(sin2(

)cos()sin()sin(

2
2

6225321
6 x

xxxxTxT
x

+
−−

=&                      (3.13) 

 
จากสมการ(3.2) (3.3) (3.4) ผูวิจัยไดทําการเปลี่ยนรูปใหอยูในสมการที่ใชในออปติไมซเซชัน 
(Optimization Equation)โดยขั้นตอนตอไปเมื่อไดคา  321 ,, TTT  ซึ่งเปนคาแรงบิดของมอเตอร
จากนั้นผูวิจัยทําการกําหนดใหอยูในรูปของปญหาทาง Optimization โดยคอสฟงกชันนอล (Cost 
Functional) คือ J เปนคาพลังงานของระบบที่ใชนอยที่สุด (minimum energy)  
 

                   ∫ ++=
ft

t

dtTTTJ
0

)( 2
3

2
2

2
1                                                (3.14) 

 
 ft  =  ขอมูลของเวลาการตีของนักกอลฟ 
 0t  =  จุดเริ่มตนของวงสวิงกําหนดใหเร่ิมจากจุดที่ไมอยูกับลูกกอลฟ 
  โดยผูวิจัยจะทําการหามุมทั้ง 3 ได )(,, tγβα  โดยที่ใชหลักการของเวกเตอร   
 
 จาก   kjiv

vvvv
321 ννν ++=     (3.15) 

514 xTx −=&

425 xTx −=&
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ซึ่งแสดงถึงทิศทางของแรงรวมและทําการเปลี่ยนรูปของสมการโดยใหอยูในรูปของขนาดของ
เวกเตอร 
         2

3
2
2

2
1 νννν ++=     (3.16) 

 
ผูวิจัยทําการแทนคาแรงบิดใหอยูในรูปแบบของเวกเตอรเพื่อทําการหาทิศทางการเคลื่อนที่ของไจ
โรสโคปโดยทําการกําหนดคาของเวกเตอรแรงบิดรวม 123 TTTTtot

vvvv
++= ดังนี้ 

 
 kTT

vv
11 =      (3.17) 

 
 jTkTiTT

vvvv
21112 sincos +−= ψψ     (3.18) 

 
iTkTjTkTjTiTT
vvvvvvv

322111123 sincossin)sin(cos)sin(cos +++−−= φφφψφψψ     (3.19) 
 

kTTjTTiTTTtot

vvvv
)sinsinsin()cossincos()cos( 121231 φψφφψφψ −+−++=     (3.20) 

 
แทนคามุมดวยคา 321 ,, xxx ที่กําหนดไว θ=1x ,  ψ=2x ,  φ=3x  

 
kxxTxT

jxxTxTiTxTTtot
v

vvv

))sin()sin()sin((

))cos()sin()cos(())cos((

32132

32132321

−+

−++=            (3.21) 

 
ทําการเปลี่ยนรูปของสมการเพื่อทําการหามุมทั้ง 3 โดยทําการแกสมการเพื่อหามุม  γβα ,,  
ซึ่งก็คือมุม φψθ ,, ของสมการนั่นเอง โดยกําหนดใหเปนเงื่อนไขบังคับ (Function Constraints) 
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ν
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3. การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร (Computer Programming) 
 ในการออกแบบโปรแกรมเพื่อทําการคํานวณตามวิธีดังที่กลาวมานั้นทางผูทําการวิจัยได
ทําการออกแบบและเขียนโปรแกรมMATLABเพื่อทําการหาคาและในบางสวนของการเขียน
โปรแกรมในงานวิจัยนี้ผูวิจัยไดขอความอนุเคราะหนําโปรแกรมที่ทําการเขียนเพื่อแกปญหาทางออ
ปติไมซเซชัน (Optimization) โดย T.Veeraklaew1999 [5] มาชวยแกปญหาของสมการในบางสวน 
 



บทที่ 4 
การออกแบบวิธีการทดลอง 

 
 ในการออกแบบการทดลองจะตองกําหนดวงสวิงและขนาดไมกอลฟที่จะนํามาใชในการ
ทดลองและทําการกําหนดคาที่มีความสําคัญตอการคํานวณ  การกําหนดรูปแบบของวงสวิงนั้น
ผูทําการทดลองไดนําโปรแกรม Swing  Maker มาใชในการทดลองโดยรูปแบบของโปรแกรมนั้น
เปนวงสวิงมาตรฐานและสมบูรณแบบทั้งขนาดของไมที่มีหลายขนาดจากนั้นผูทําการทดลองจะได
ทําการกําหนดตําแหนงความเร็วของวงสวิงและทําการวัดคาองศาที่ตําแหนงตางๆจากนั้นผูทําการ
ทดลองจะไดนําคาที่ไดนั้นมาทําการคํานวณทางคณิตศาสตรโดยใชโปรแกรม MATLAB 5.3 
เพื่อใหไดคาแรงบิดที่จะนํามาใชกับไจโรสโคปเพื่อนํามาควบคุมไมกอลฟในตําแหนงตางๆ โดยทํา
การจัดลําดับการทดลองดังนี้ 
 
1. การกําหนดรูปแบบของวงสวิง 
 ผูทําการทดลองไดทําการกําหนดการใชโปรแกรมที่จะใชทําการทดลองคือ  Swing  
Maker เพื่อทําการกําหนดขนาดของไมกอลฟโดยใชหัวไมหนึ่งและเหล็กเกาเพื่อนํามากําหนด
ตําแหนงทิศทางและองศาโดยทําการกําหนดจากทิศทางการมองจากดานหนา ดานขาง และ
ดานบน ดังรูปตัวอยาง                         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 3 แสดงรูปตัวอยางวงสวิงดานหลัง 
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ภาพประกอบ 4 แสดงรูปตัวอยางวงสวิงดานขาง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพประกอบ 5 แสดงรูปตัวอยางวงสวิงดานบน 
 
 



 34 

2. การกําหนดตําแหนงการเคลื่อนที่ 
  จากการเคลื่อนที่ของวงสวิงจากโปรแกรม Swing Maker ผูทําการทดลองไดทําการ

กําหนดตําแหนงโดยทําการจับเวลาการเคลื่อนที่ของวงสวิงในแตละดานโดยแบงเปนที่ 0 วินาที,5
วินาที 10 วินาที,12 วินาที,14วินาที ตามลําดับโดยทําการวัดองศาของวงสวิงจากโปรแกรม Swing 
Maker Deluxe ที่ทําการปรับคาความเร็วของวงสวิงมาที่ตําแหนงชาสุด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพประกอบ 6 แสดงรูปการปรับความเรว็วงสวงิของโปรแกรม Swing Maker 

 
  เมื่อทําการปรับความเร็วของวงสวิงแลวขั้นตอนผูทําการทดลองจึงทําการเก็บขอมูลโดย
การเก็บรูปของวงสวิงจากโปรแกรมในแตละดานและในแตละตําแหนงของเวลาตามที่ผูทําการ
ทดลองไดกําหนดไวแลวในขางตนตอไป 
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3. การวัดองศาและวิธีการวัดคา 
     ผูทําการทดลองไดกําหนดตัวอยางการทดลองไวคือ เหล็ก 9 โดยทําการวัดองศาจาก

ตําแหนงตางๆ ที่ไดกลาวมาขางตนโดยใชการวัดคาจากโปรแกรม CAD 3D เนื่องจากผูทําการ
ทดลองทําการวัดคาดานขาง และดานบน และนําคาองศาทั้ง 2 ดานมาทําการหาคาดานหลังโดย
ใชโปรแกรม CAD 3D โดยในแตละตัวอยางมีดังตอไปนี้    
 
 การทดลองที่ใชเหล็ก 9 (Iron 9)  
 ทําการกําหนดเสน ทางการเคลื่อนที่ของไมกอลฟ(Constraint Path) 
 
 
                                                                                     
 
                                                                                     
 
 
 

 
 

ภาพประกอบ 7  แสดงตําแหนงที่ 1 ชวงเวลาที ่0 วนิาทีวดัองศา ในระนาบ YZ =25.39 องศา 
 

 
 
                                                                                     
 
                                                                                    
 
 
 

ภาพประกอบ 8  แสดงตําแหนงที่ 1 ชวงเวลาที ่0 วนิาทีวดัองศา ในระนาบ YX =2.68 องศา 
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ภาพประกอบ 9 แสดงตําแหนงที่ 1 ชวงเวลาที ่0 วนิาทีวดัองศา ในระนาบ ZX =354.37 องศา 

 
 
 
                                                                                  
                                                                                    
 
 
 

 
ภาพประกอบ 10  แสดงตําแหนงที ่2 ชวงเวลาที่ 5 วินาทวีัดองศา ในระนาบ YZ =305.24 องศา 

 
 
 
                                                                                   
 
                                                                                    
 
 
 
ภาพประกอบ 11  แสดงตําแหนงที ่2 ชวงเวลาที่ 5 วินาทวีัดองศา ในระนาบ YX =352.5 องศา 
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ภาพประกอบ 12  แสดงตําแหนงที ่2 ชวงเวลาที่ 5 วินาทวีัดองศา ในระนาบ ZX =5.3 องศา 
 
 
 
 
 
                                                                                    
 
                                                                                     
 
ภาพประกอบ 13  แสดงตําแหนงที ่3 ชวงเวลาที่ 10 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ YZ =344.8 องศา 

                                                                                   
 
 
                                                                                    
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ 14  แสดงตําแหนงที ่3 ชวงเวลาที่ 10 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ YX =344.47 องศา 
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ภาพประกอบ 15  แสดงตําแหนงที ่3 ชวงเวลาที่ 10 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ ZX =45.78 องศา 

 
 

 
 
 
                                                                                   
 
                                                                                     
 

 
ภาพประกอบ 16  แสดงตําแหนงที ่4 ชวงเวลาที่ 12 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ YZ =321.3 องศา 

 

 
 
 
 
                                                                                   
 
                                                                                    
 

 

ภาพประกอบ 17  แสดงตําแหนงที ่4 ชวงเวลาที่ 12 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ YX =294.4องศา 
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ภาพประกอบ 18  แสดงตําแหนงที ่4 ชวงเวลาที่ 12 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ ZX =70 องศา 
 
 
 
 
                                                                                   
 
                                                                                   
 
                                                                                           
 ภาพประกอบ 19  แสดงตําแหนงที ่5 ชวงเวลาที่ 14 วินาทวีัดองศา ในระนาบ YZ =18.82 องศา  

                                                                      
 
 
 
                                                                                   
 
                                                                                    
 
 
ภาพประกอบ 20  แสดงตําแหนงที ่5 ชวงเวลาที่ 14 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ YX =274.8 องศา 
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ภาพประกอบ 21 แสดงตําแหนงที ่5 ชวงเวลาที่ 14 วนิาทีวัดองศา ในระนาบ ZX =91.64 องศา 

  
 จากภาพประกอบ 7 - 21 ซึ่งแสดงถงึตาํแหนงขององศาในเวลาที่แตกตางกนัในแตละ
ดานทางผูทาํการวิจยัไดทําการสรุปเปนตารางเพื่อใหงายตอการนาํไปใชงาน 
 
ตาราง 1  แสดงคาองศาในดานหลัง (Back view), ดานขาง (Side view), ดานบน (Top view) 

 

                        
 
 
 
 
 

องศา ตําแหนง 
หัวขอ 

เวลา 
วินาท ี ดานหลัง(θ ) ดานขาง(ψ ) ดานบน(φ ) 

1 0 25.39 2.68 354.37 

2 5 305.24 352.5 5.3 

3 10 344.8 344.47 45.78 

4 12 321.3 294.4 70 

5 14 18.82 274.8 91.64 
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4.  ผลการทดลอง 

 
 

ภาพประกอบ 22  กราฟแสดงการเคลื่อนทีข่องวงสวิงดานบน, ดานขาง, ดานหลงั 
 
 ทําการกําหนดขอบเขต(Boundary condition) ของสมการ 

 4431.0)( 01 =tx  เรเดียน     (4.1)                    
 0468.0)( 02 =tx  เรเดียน                                                                           (4.2)       

          1849.6)( 03 =tx  เรเดียน                                                                           (4.3)       
          0)( 04 =tx                                                                                                  (4.4)       
          0)( 05 =tx                               (4.5)                               
          0)( 06 =tx                        (4.6)                               
 

ทําการหาทิศทางของการเคลื่อนที่ของไจโรสโคปโดยทาํการหาเวกเตอรรวมโดยใชคาของ 321 ,, TTT  
ซึ่งเปนคาแรงบิดของมอเตอรในแนวแกนทีไ่ดจากโปรแกรมนํามาแทนในเงื่อนไขบังคบั (Function 
Constraints) 
 kTT

vv
11 =                  (4.7)       

ดานบน 
ดานหลัง 
ดานขาง 

อง
ศา

 (เร
เด
ียน

) 

เวลา  ( t ) 
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jTkTiTT
vvvv

21112 sincos +−= ψψ                 (4.8)       
iTkTjTkTjTiTT
vvvvvvv

322111123 sincossin)sin(cos)sin(cos +++−−= φφφψφψψ   (4.9)       
kTTjTTiTTTtot

vvvv
)sinsinsin()cossincos()cos( 121231 φψφφψφψ −+−++=   (4.10)       

kxxTxT

jxxTxTiTxTTtot
v

vvv

))sin()sin()sin((

))cos()sin()cos(())cos((

32132

32132321

−+

−++=              (4.11)       

 
จาก   kjiv

vvvv
321 ννν ++=  

        2
3

2
2

2
1 νννν ++=                (4.12)       

 
ทําการแกสมการเพื่อหามุม  γβα ,,  
 

 axisX a⇒=
ν
ν

α 1cos             
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= −

ν
ν

α 11cos           (4.13)       

 axisY a⇒=
ν
ν

β 2cos           
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= −

ν
ν

β 21cos              (4.14)       

 axisZ a⇒=
ν
ν

γ 3cos             
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= −

ν
ν

γ 31cos           (4.15)       

 

2
32132

2
32132

2
321

321

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
)cos(cos

xxTxTxxTxTTxT
TxT

−+−++

+
=α      (4.16)       

 

2
32132

2
32132

2
321

32132

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
))cos()sin()cos((cos

xxTxTxxTxTTxT
xxTxT

−+−++

−
=β         (4.17)       

 

2
32132

2
32132

2
321

32132

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
))sin()sin()sin((cos

xxTxTxxTxTTxT
xxTxT

−+−++

−
=γ      (4.18)       

 
จากคาองศาทีไ่ดจากการวัดนํามาทาํการใสลงในสมการPolynomialเพือ่หาคาที่ตองการคือ 

321 ,, TTT  
แทนคามุมดวยคา 321 ,, xxx ที่กาํหนดไว θ=1x ,  ψ=2x ,  φ=3x  
นําคาองศาที่ไดแทนกลับไปในภาพประกอบ 4.20 



 43 

 θ=1x                                                                                                      (4.19) 
  432

1 0041.01283.01958.13282.44431.0 ttttx −+−+=                        (4.20)  
  ψ=2x                                                                            (4.21) 
 432

2 0006.00105.00716.0767.10468.0 ttttx +−−+=     (4.22) 
  φ=3x                  (4.23) 
 432

3 0006.00274.04374.07987.21849.6 ttttx +−+−=   (4.24) 
 41 xx =&                 (4.25) 
 32

4 0164.03849.03916.23282.4 tttx −+−=     (4.26) 
 2

4 0492.07698.03916.2 ttx −+−=&       (4.27) 
 52 xx =&                 (4.28) 
 32

5 0024.00315.01432.0767.1 tttx +−−=      (4.29) 
 2

5 0072.0063.01432.0 ttx +−−=&       (4.30) 
 63 xx =&                  (4.31) 
 32

6 0024.00822.08748.07987.2 tttx +−+−=     (4.32) 
 2

6 0072.01644.08748.0 ttx +−=&       (4.33) 
 514 xTx −=&                  (4.34) 
 32

1 0024.00807.06266.06246.0 tttT +−+−=     (4.35) 
625 xTx −=&                  (4.36) 

 32
2 0024.0075.08118.09419.2 tttT +−+−=     (4.37) 

 
               (4.38) 
 

 
                 (4.39)       

 
จากสมการทีก่ลาวมาขางตนผูวิจยัไดทําการใชโปรแกรมทําการคํานวณหาคา 321 ,, TTT  
ซึ่งอยูในรูปของกราฟดังตอไปนี ้

))(sin2(
)cos()sin()sin(

2
2

6225321
6 x

xxxxTxT
x

+
−−

=&

622521

2
2

6
3 )cos()sin()sin(

))(sin2(
xxxxxT

xx
T

−
+

=
&
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ภาพประกอบ 23   กราฟแสดงคา  321 ,, TTT    ที่ออกจากโปรแกรม 

 

 
 

ภาพประกอบ 24  กราฟแสดงการเคลื่อนที่ของวงสวิงที่ออกจากโปรแกรม 

แกน X 
แกน Z 

แก
นY

 



บทที่  5 
สรุปและวิจารณ 

 
1. สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
 จากการทดลองและทําการเขียนโปรแกรมทําใหทราบถึงผลที่ออกมาจากสมการที่ไดทํา
การกําหนดขึ้นโดยใช Optimization นั้นมีความสมบูรณ 100% ซึ่งทําใหคา Control input ที่ได
ออกมานั้นสามารถนํามาใชในการกําหนดการเคลื่อนที่ของไจโรสโคป (Gyroscope) ทั้ง 3 แกนโดย
จากสมการที่ไดทําการทดลองมานั้นจะไดคาแรงบิด(Torque)ของมอเตอรในแตละแกนและในแต
ละชวงเวลา โดยวิธี Minimum Energy แบบ Two point Boundary Value  Problem โดยกําหนด
จุดเริ่มตนและจุดสุดทาย โดยทําการวัดคาองศาและเวลาในแตละตําแหนงและทําการกําหนด
เงื่อนไขตางๆ  ทําใหไดสมการซึ่งนําไปสูคาแรงบิด(Torque) ของมอเตอรในแตละชวงเวลาที่
เหมาะสมและผลของคําตอบที่ไดจากโปรแกรมทําใหไดเสนกราฟที่แสดงใหเห็นทิศทางการ
เคลื่อนที่ของไจโรสโคป (Gyroscope) ไปตามทิศทาง , ตําแหนงและเวลาที่ผูทดลองไดทําการ
กําหนดขึ้นมาซึ่งจะทําการเรียกวา Path Line ของวงสวิงกอลฟ  ซึ่งจากขั้นตอนตอจากนี้ไปจะ
นําไปสูการสรางชุดไมกอลฟฝกซอมวงสวิง โดยที่ทําการกําหนด Path Line ลงไปในชุดไมกอลฟ
ฝกซอมวงสวิงเพื่อมุงหวังวาผูใชจะตองมีวงสวิงที่สมบูรณและสวยงามสามารถตีลูกไดไกลและมี
จังหวะที่เหมาะสม 
 
2. ขอเสนอแนะ 
 ในการพัฒนาในขั้นตอไปคือการสรางชุดไมกอลฟฝกซอมวงสวิงโดยนําโปรแกรมทีไ่ด
สรางขึ้นมานีม้าพัฒนาตอโดยการเพิ่มเงื่อนไขตางๆเขาไปใหเหมาะสมกับการใชงานจริงเชน คา
ของน้ําหนักของไมกอลฟ  คาของ momentum และคาสมัประสิทธิ ์ อ่ืนๆที่มีผลกับการสรางชุดไม
กอลฟฝกซอมวงสวงิ และหากตองการทํา Path line ใหมีการเคลื่อนที่ใหเหมือนจรงิมากที่สุดนั้น
จะตองเพิม่ความละเอียดของระดับตําแหนงการเคลื่อนทีข่องโปรแกรมซึ่งตองมกีารพฒันาตอไปซ่ึง
การพัฒนาดงักลาวจาํเปนตองใชcomputer ที่มีประสิทธิภาพสงู 
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อภิธานศัพท 
 

A           คือmoment of inertia ที่อยูในแนวแกน  OX                          
B           คือmoment of inertia ที่อยูในแนวแกน  OY                          
C  คือmoment of inertia ที่อยูในแนวแกน  OZ                           

1C  คือคา Viscous friction coefficient ของ  OX 
2C         คือคา Viscous friction coefficient ของ  OY 
3C         คือคา Viscous friction coefficient ของ  OZ   
1D         คือคา Moment of innertiaที่เกิดจากคา Gimbal  ในแนวตั้ง  
2D        คือคา Moment of innertiaที่เกิดจากคา Gimbal  ในแนวตั้ง                          
0H  คือspin angular momentum ของ Gyro-rotor ที่จุด center    

T  คือคา Torque ในแนวแกน         
ψ   คือมุมสาย (Yaw angle) ของไจโรสโคปในแนวแกน Z ของระบบแกนโลก 
ψ&   คืออัตราการสาย (Yaw rate) รอบแกน Z ของระบบแกนโลก 
φ   คือมุมสาย (Yaw angle) ของยานยนตในแนวแกนY ของระบบแกนโลก 
φ&   คืออัตราการสาย (Yaw rate) รอบแกน Y ของระบบแกนโลก 
θ   คือมุมสาย (Yaw angle) ของยานยนตในแนวแกน X ของระบบแกนโลก 
θ&   คืออัตราการสาย (Yaw rate) รอบแกน X ของระบบแกนโลก 
î , ĵ , k̂  คือเวกเตอรหนึ่งหนวย 

ft           ขอมูลของเวลาการตขีองนักกอลฟ 
0t            จุดเริ่มตนของวงสวงิกาํหนดใหเร่ิมจากจุดที่ไมอยูกับลูกกอลฟ 
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