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The aim of the research is to analytically calculate the quasinormal modes of the 
Reissner-Norstrom black holes in the 5-dimensional anti Sitter spacetime. The black holes 
are perturbed by a massive and charged scalar field, where its charge is coupled with the 
Maxwell field of the black holes. We vary the sectional curvature k = -1, 0, +1, and the 
scalar charge. The results are similar to the both numerical and analytical results in 4 
dimensions.  

The quasinormal modes are the non-continuous states of the scalar field, which 
the black holes allow to exist in the system. Each quasinormal mode has its own 
correspond quasinormal frequency. The frequencies linearly increase when the integer 
number n, labeling the states, is getting higher. 
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ประกาศคณูุปการ 
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บทท่ี 1 
บทน ำ 

 
ภมิูหลงั 
 ในปจัจบุนันกัฟิสกิส ์ สาขาจกัรวาลวทิยาและดาราศาสตร ์ ไดใ้หค้วามสนใจศกึษาสมบตัแิละ
พฤตกิรรมต่างๆ ของหลุมด าเป็นจ านวนมาก โดยมกีารคาดหวงัว่าผลการศกึษาทีไ่ดน้ัน้จะน าไปสู่
ขอ้สรปุเกีย่วกบัจดุก าเนิดของจกัรวาลได ้ นอกจากนัน้ยงัสามารถประยกุตผ์ลการศกึษาสู่สาขาวชิา
อื่นไดแ้ก่ทฤษฎคีวอนตมัสนาม (Quantum field theory) ไดอ้กีดว้ย 
 ในการศกึษาหลุมด านัน้มทีัง้ทางทฤษฎแีละการทดลอง แต่การศกึษาในทางทฤษฎทีีผ่่านมา
นัน้ส่วนใหญ่จะจ ากดัโครงสรา้งของหลุมด าในปรภิูมเิวลาทีม่มีติน้ิอยๆ เช่น 3 มติหิรอื 4 มติเิท่านัน้
การศกึษาในมติทิีสู่งขึน้ไปกว่า 4 มตินิัน้ เพิง่ไดร้บัการสนใจในช่วงระยะเวลา 10 ปีนี้ มหีลายงานวจิยั
กล่าวว่าเมือ่ศกึษาหลุมด าในมติทิีส่งูกว่า 5 มติขิึน้ไปนัน้ จะพบสมบตัเิพิม่เตมิบางประการเกี่ยวกบั
ความโคง้ส่วนยอ่ยทีบ่รเิวณใกลเ้คยีงกบัผวิฮอรซินัเหตุการณ์ของหลุมด า นอกจากนัน้งานวจิยัส่วน
ใหญ่มุง่เน้นไปทีห่ลุมด าชวารซ์ชาลด ์ (Schwarzschild black hole) ซึง่เป็นหลุมด าทีม่โีครงสรา้งงา่ย
ทีสุ่ดคอืมลีกัษณะสมมาตรทรงกลม และมมีวลเป็นตวัก าหนดสมบตัต่ิางๆเพยีงอย่างเดยีว แต่ใน
ความเป็นจรงินัน้หลุมด ายงัมปีระเภทอื่นอกีไดแ้ก่หลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ (Reissner – 
Nordström black hole) เป็นตน้ หลุมด าประเภทนี้มทีัง้มวลและประจไุฟฟ้าซึง่จะสรา้งสนามโน้มถ่วง
และสนามไฟฟ้า การทีม่ที ัง้มวลและประจไุฟฟ้านี้ท าใหเ้ป็นหลุมด าทีม่ลีกัษณะใกลเ้คยีงกบัหลุมด าที่
มอียูจ่รงิในธรรมชาตมิากขึน้กว่าหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ 
 

1.1  ทฤษฎีสมัพทัธภำพทัว่ไป 
 ในปี พ.ศ. 2459 (ค.ศ. 1916) ไอน์สไตน์ (Einstein. 1916:  769-822) ไดเ้สนอทฤษฎี
สมัพทัธภาพทัว่ไปทีก่ล่าวถงึหลกัการทีว่่า “มวลของวตัถุทีอ่ยู่ภายใตส้นามความโน้มถ่วง (Gravitational 
mass) จะมคี่าเท่ากบัมวลเฉื่อย (Inertial mass) ทีต่า้นการเคลื่อนทีก่รณวีตัถุมคีวามเรง่” ท าให ้     
ผูส้งัเกตไมส่ามารถบอกถงึความแตกต่างระหว่าง แรงเนื่องจากความโน้มถ่วงเมือ่  ผูส้งัเกตอยูน่ิ่ง
เทยีบกบัโลก กบัแรงเน่ืองจากความเรง่เมือ่ผูส้งัเกตเคลื่อนทีด่ว้ยความเรง่  หรอือกีนยัหนึ่งอาจกล่าว
ไดค้อื ผูส้งัเกตไมส่ามารถบอกความแตกต่างระหว่าง การตกอยา่งอสิระภายใตแ้รงโน้มถ่วง กบัการ
อยูน่ิ่งหรอืเคลื่อนทีด่ว้ยความเรว็คงที ่  ไอน์สไตน์เรยีกหลกัการนี้ว่า หลกัการสมมลู (Principle of 
equivalence) 
 จากหลกัการสมมลู ท าใหเ้กดิขอ้ขดัแยง้ในกลศาสตรด์ัง้เดมิ คอื กรอบอา้งองิจะตอ้งเคลื่อนที่
ดว้ยความเรว็คงทีห่รอืหยดุนิ่ง เพื่อใหส้มการการเคลื่อนทีม่รีปูแบบสมการเหมอืนเดมิ แต่ในความ
เป็นจรงิ ผูส้งัเกตตอบไม่ไดว้่าตนมคีวามเรง่หรอืไม่ ท าใหต้อ้งมกีารแปลงระหว่างกรอบอา้งองิ 



2 

ส าหรบักรณทีัว่ไปทีอ่าจมคีวามเรง่ได ้ เพื่อใหส้มการการเคลื่อนทีม่รีปูสมการทีไ่ม่เปลีย่นไปตาม
กรอบอา้งองินัน้ ในทฤษฎสีมัพทัธภาพพเิศษ ผูส้งัเกตเคลื่อนทีด่ว้ยความเรว็คงทีแ่ละมกีารแปลง
แบบโลเรน็ตซ ์ (Lorentz transformation) แต่กรณทีีก่รอบอา้งองิมคีวามเรง่ ผูส้งัเกตตอ้งหาการ
แปลงแบบทัว่ไป โดยเมือ่ผูส้งัเกตลดความเรง่เขา้สู่ศูนยแ์ลว้ การแปลงจะกลายเป็นแบบโลเรน็ตซ ์
จากทฤษฎสีมัพทัธภาพพเิศษ ระยะทางสัน้ๆ        ในสามารถเขยีนไดด้งันี้ 

 
                                                                                                         (1.1) 
 
                                                                                                         (1.2) 
 
เรยีก vg ว่าเมตรกิเทนเซอร ์ (metric tensor) เป็นตวัทีบ่อกสมบตัทิางเรขาคณติของปรภิูมเิวลา
นัน้ๆ ส าหรบัปรภิูมเิวลาราบ (flat spacetime) นัน้ vg  จะมคี่าคงทีต่ลอดปรภิูมเิวลาคอื 
 

                                           

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

vg

 
 


 
 
 

 

          (1.3) 

 
ทัง้นี้ในกรณทีัว่ไปปรภิมูเิวลาจะไมแ่บบราบตลอดปรภิมูเิวลา แต่จะมกีารบดิโคง้แตกต่างกนัไป
ตามแต่ละต าแหน่งหรอืเหตุการณ์ (Event) ซึง่เป็นผลมาจากสนามหรอืสสารทีป่รากฏอยู ่ เราเรยีก
ปรภิูมเิวลาทีม่คีวามโคง้นี้ว่าปรภิูมเิวลาโคง้ (Curved spacetime) ซึง่จะมเีมตรกิ vg  เป็นฟงักช์นั
ของต าแหน่ง x  เช่น  
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ในการศกึษาปรภิูมเวลาที่มคีวามโคง้นัน้จะต้องใช้เรขาคณิตเชงิอนุพนัธ ์ (Differential 

geometry) เป็นเครือ่งมอืในการศกึษา ซึง่จะมกีารหาค่าความโคง้ของปรภิมูเิวลา หาสมการการ
เคลื่อนทีใ่นปรภิมูเิวลาโคง้เป็นตน้  

222222 dzdydxdtcds 


 dxdxg

2ds
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 นิยามความโคง้ของพกิดัหรอืต าแหน่งสามารถท าได ้ โดยการหาอนุพนัธข์องเวกเตอรใ์น
พกิดัโคง้ในสองทศิทาง คอืในทศิทาง a  ก่อน ( aD ) และทศิทาง b  ทหีลงั ( bD ) แลว้เอามาลบกนั 
การหาอนุพนัธข์องเวกเตอรบ์นพืน้ผวิโคง้ ในทศิทาง b ก่อนและ ทศิทาง a  ทีห่ลงั 
 

                     (1.5) 
  

เรยีก  d
c

abR  ว่า เทนเซอรร์กิช ี(Ricci tensor) สามารถเขยีนเทนเซอรร์กิชลี าดบัทีส่องไดเ้ป็น 
 
         (1.6) 

 

aa
x


  และ เรยีก v



 ว่าสญัลกัษณ์ครสิทอฟเฟิล (Christoffel symbol)  

 
                                                  (1.7) 
 
โดยความโคง้ (Curvature) R  เป็นปรมิาณสเกลารแ์ละค านวณไดด้งันี้ 

 

                                   (1.8) 
 

การเคลื่อนทีข่องอนุภาคในปรภิูมเิวลาโคง้ สามารถศกึษาไดจ้ากแอคชนั (Action) โดยกรณงี่ายทีสุ่ด
คอือนุภาคทดสอบเคลื่อนทีไ่ปในสุญญากาศ ตามความโคง้ R ในปรภิูมเวลา 4 มติซิึง่มแีอคชนัดงันี้ 

 
                               (1.9) 
 

โดย )det( gg  คอืดเีทอรม์แินนตข์องเมทรกิของ  g  และปรมิาณ xdg 4  เป็นปรมิาณที่
ไมเ่ปลีย่นไปตามพกิดั   

 
                             (1.10) 
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ผลจากทฤษฎขีองเกาส ์(Guass) ท าให ้ 04  xdRgg 
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เพื่อหาสมการสนาม ก าหนดให ้ 0S  ท าใหไ้ดส้มการสนามดงันี้ 

                 

                  0
2

1
 RgR         (1.11) 

 
เรยีกสมการนี้ว่า สมการสนามของไอน์สไตน์ (Einstein field equation) โดยการหาผลเฉลย

ของสมการสนามของไอน์สไตน์นี้คอืการหาเมตรกิเทนเซอร ์ g ทีส่อดคลอ้งกบัเงือ่นไขทีพ่จิารณา  
ทัง้นี้ส าหรบักรณทีีม่สีนามอื่นนอกเหนือจากสนามโน้มถ่วงปรากฏอยู่ เช่นสนามแมเ่หลก็ไฟฟ้า 

หรอืสนามสเกลารเ์ป็นตน้ จ าเป็นตอ้งพจิารณาผลของสนามเหล่านัน้ดว้ย และเนื่องจากปรมิาณ
ดงักล่าวเป็นปรมิาณเชงิพลงังาน ดงันัน้จงึสามารถเพิม่ความหนาแน่นลากรานจข์องสนามเหล่านัน้
เขา้ไปในแอคชนัโดยตรงได ้ท าใหแ้อคชนัใหมเ่ขยีนไดด้งันี้ 

 
  xdLRgS F

4)2(          (1.12) 
 
โดยที ่ คอืค่าคงทีโ่น้มถ่วงของไอน์สไตน์ (Einstein’s gravitational constant) และ                 

และ FL  คอืความหนาแน่นลากรานจข์องสสารหรอืสนามอื่นทีน่อกเหนือจากสนามโน้มถ่วง เช่นใน
กรณทีีม่สีนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าปรากฏรว่มอยูด่ว้ย (บางครัง้เรยีกสนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าว่าสนามแมกซ์
เวลล)์ ความหนาแน่นลากรานจส์นามแมเ่หลก็ไฟฟ้าคอื  

 

        
FFLF

4

1
        (1.13) 

 
แทนสมการ (1.13)  ลงในสมการ (1.12) และหาสมการสนาม 
  

xdLRgS F

4)2(           (1.14) 
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ในทีน่ี้ไดน้ิยามปรมิาณทีเ่รยีกว่าเทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน – โมเมนตมั (Energy-momentum 
tensor) T  ดงันี้ 
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ดงันัน้สมการสนามส าหรบักรณทีีม่สีนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าปรากฏอยูค่อื 
 

           TRgR 
2

1
        (1.16) 

 
ในปี ค.ศ.1917 เดอ ซติเตอร ์(de Sitter. 1917: 3-28) และไอน์สไตน์ไดศ้กึษาจกัรวาลวทิยา

และไดเ้พิม่พจน์ทีเ่กี่ยวกบัค่าคงตวัจกัรวาล (Cosmological constant :  ) เขา้ไปในสมการสนาม
ไอน์สไตน์ 

 

                                   1
0

2
v v vR g R g                                  (1.17) 

 
โดยนิยามใหว้่า 23  L  มหีน่วยเป็นระยะทางก าลงัสอง เรยีกผลเฉลยที ่  เป็นบวกว่า 

ผลเฉลย เดอ ซติเตอร ์ (de Sitter solution) และเรยีกผลเฉลยที ่  เป็นลบว่าผลเฉลย แอนไท เดอ 
ซติเตอร ์(Anti de Sitter) 

ดงันัน้แลว้เมือ่พจิารณากรณีทีห่ลุมด ามวล M  มปีระจไุฟฟ้า Q  อยูใ่นปรภิูมแิอนไท เดอ 
ซติเตอร ์สมการสนามไอน์สไตน์ (1.16) ทีไ่ดใ้หมจ่ะกลายเป็น 
 
                                                                                                         (1.18) 
 
 
 

  TgRgR 8
2
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1.2 หลมุด ำชวำรซ์ชำลด ์  
หลงัจากไอน์สไตน์ได้น าเสนอสมการสนามไอน์สไตน์แลว้ ได้มนีักฟิสกิส์ชาวเยอรมนัชื่อ

ชวารซ์ชาลด ์ หาผลเฉลยหรอืหา g ของสมการดงักล่าวไดเ้ป็นผลส าเรจ็โดยก าหนดเงือ่นไขว่าใน
สุญญากาศนัน้มวีตัถุมวล M ขนาดใหญ่ มสีมมาตรทรงกลมไดส้รา้งสนามโน้มถ่วงซึง่ส่งผลใหป้รภิูมิ
เวลาโดยรอบเกดิการบดิโคง้ ผลเฉลย g ทีไ่ดเ้ป็นไปตามสมการ (1.19) เราเรยีกผลเฉลยนี้ว่าผล
เฉลยชวารซ์ชาลด ์(Schwarzschild’s solution) (Schwarzschild. 1916: 189-196) 
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และจากสมการ (1.2)  
 

                
1

2 2 2 2 2

2 2

2 2
1 1

GM GM
ds dt dr r d

c r c r



   
         

   
           (1.20) 

 
ทัง้นี้เพื่อความสะดวกในการค านวณต่อจากนี้ ก าหนดใหค้่าคงทีโ่น้มถ่วงนิวตนัและความเรว็

แสงมคี่าเท่ากบั 1 หรอื 1 cG   
ในสมการ (1.19) จะพบว่ามสีภาวะเอกฐาน (Singularity) อยูท่ีต่ าแหน่ง 0, 2r r M  และ 

r   ทัง้นี้สภาวะเอกฐานทีต่ าแหน่ง  ,2Mr  สามารถก าจดัออกไปไดโ้ดยการแปลงพกิดั แต่ที ่
0r   ไมส่ามารถก าจดัออกไปไดไ้มว่่าจะแปลงสู่พกิดัใด (Wald. 1984: 152-153)    

มวล M ขนาดใหญ่นี้ไดส้รา้งสนามโน้มถ่วงทีม่คีวามแรงมากดงันัน้วตัถุต่างๆ รวมถงึแสงจะ
ถูกดงึดดูดว้ยแรงดงักล่าวนี้และยิง่เมือ่วตัถุหรอืแสงเคลื่อนเขา้ใกลจ้นถงึบรเิวณบรเิวณที่ Mr 2  
วตัถุนัน้จะถูกดดูไหลไปรวมกนัทีต่ าแหน่งจุดศูนยก์ลางของมวล 0r  โดยไม่มสีิง่ใดสามารถหลุด
รอดออกมาไดแ้มแ้ต่แสง เปรยีบเสมอืนถูกดดูตกเขา้ไปในหลุม จงึมกีารเรยีกบรเิวณดงักล่าวนัน้ว่า 
หลุมด า (Black hole) และเรยีกต าแหน่งขอบเขตทีเ่มือ่วตัถุใดทีแ่มแ้ต่แสงหลุดผ่านเขา้ไปแลว้จะไม่
สามารถกลบัออกมาไดว้่าฮอรซินัเหตุการณ์ (Event horizon) หรอืเรยีกสัน้ๆ ว่าฮอรซินั (Horizon) 
โดยผูเ้รยีกว่าหลุมด าคนแรกคอืนกัฟิสกิสช์าวอเมรกินัชื่อ วลิเลอร ์(Wheeler. 1969. 24-34) หลงัจาก
นัน้จงึไดม้กีารเรยีกหลุมด าประเภทนี้ว่าหลุมด าชวารซ์ชาลด ์(Schwarzschild black hole)   
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1.3 หลมุด ำไรสเ์นอร-์นอรด์สเตริม 
นอกจากผลเฉลยของชวารซ์ชาลด์นัน้ ยงัมผีลเฉลยอื่นอกีเช่นในกรณีทีว่ตัถุขนาดใหญ่มวล 

M นัน้มปีระจไุฟฟ้า Q วตัถุนี้จะสรา้งสนามโน้มถ่วงและสรา้งสนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าออกมาท าให้
แอคชนัเป็นดงันี้ 
 
                                                                                                          (1.21) 
 
ตวัแปรมสีองตวัคอื g   และ F  เมือ่ท าการแปรเปลีย่นแอคชนัแลว้สมการสนามทีไ่ดค้อื 
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  โดยที ่                           
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1                     (1.23) 

 
ผลเฉลย g ทีส่อดคลอ้งกบัสมการสนามของไอน์สไตน์ (1.22) และ (1.23) สามารถเขยีน

ไดต้ามสมการ (1.24) ซึง่เราจะเรยีกผลเฉลยนี้ว่าผลเฉลยไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ (Reissner-

Nordström solution) (Hawking, S.W.;& Ellis, G.F.R. 1973)  
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    (1.25) 

 
           โดยก าหนดใหค้า่คงที ่ 1c  และค่าคงที ่ 1G  และ Mrs 2 , 2QrQ      สมการ (1.24) 
บอกเราว่าต าแหน่งทีเ่ป็นจดุเอกฐาน  4  จดุคอื  0r ,                                     และ  r  
ต าแหน่งทีเ่ป็นฮอรซินัจะมอียู ่ 2 ค่าคอื r และ r  เราเรยีกฮอรซินัทีอ่ยูด่า้นนอกหรอืทีม่คี่ามากกว่า 
( r ) เรยีกว่าฮอรซินัเหตุการณ์ (event horizon) ส่วนฮอรซินัทีอ่ยูด่า้นในหรอืทีม่คี่าน้อยกว่า ( r ) 
เราเรยีกว่าฮอรซินัโคชี ่ (Cauchy Horizon) เหตุการณ์เช่นนี้เนื่องมาจากว่าประจ ุQ  สง่ผลใหฮ้อรซินั
เดมิทีม่เีพยีงฮอรซินัเดยีวแตกออกเป็นสองฮอรซินั 
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1.4  หลมุด ำในมิติท่ีสงูขึน้ 
ปจัจบุนัน้ีการศกึษาหลุมด าไดข้ยายไปสู่ในมติทิีส่งูยิง่ขึน้ไปอกีเช่นใน 5 มติ ิ7 มติ ิและ 11 มติ ิ

ประกอบกบัไดพ้บความเชื่อมโยงกนัระหว่างปรภิมู ิ AdS กบั CFT (Conformal field theory) 
(Maldacena. 1998: 231-252) ผลการศกึษาในมติทิีส่งูขึน้ท าใหค้น้พบสมบตัต่ิางๆ ของหลุมด าที่
น่าสนใจมากกว่าใน 4 มติ ิ

ใน d  มติทิีส่งูขึน้สมการหรอืค่าต่างๆ จะขึน้กบัค่ามติ ิ เช่นในกรณขีองหลุมด าไรสเ์นอร-์
นอรด์สเตรมิใน AdS ปรภิูมเิวลา d มติ ิเขยีนไดด้งันี้  

 
                       2

2

22122 )()( 

  ddrdrrfdtrfds                     (1.26)           
        

              (1.27) 
 

พบว่าในมติทิีส่งูขึน้ จดุฮอรซินัของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิขึน้กบัค่ามติ ิ d   
         

               (1.28) 
 

รวมถงึศกัยไ์ฟฟ้าที่เกิดขึ้นจากหลุมด าจะมคี่าที่ต่างไปจากเดมิท าให้ระบบที่ท าการศกึษา
แตกต่างไปจากเดมิ  

                         
                (1.29) 
 

นอกจากนัน้ยงัพบอกีว่าในมติทิีส่งูขึน้มากกว่า 5 มติ ิ บรเิวณทีใ่กลก้บัฮอรซินัเหตุการณ์ของ
หลุมด าจะมลีกัษณะเชงิทอโพโลยีไ่มเ่ป็นเพยีงแค่ทรงกลมเพยีงอย่างเดยีวจะเริม่ปรากฏว่าความโคง้
ส่วนยอ่ยมทีัง้เป็นทรงกลม          , อานมา้            และแบนราบ          ปรากฏเด่นชดัขึน้ 
      

1.5  ทฤษฏีบท หลมุด ำไม่มีขน 
เมือ่วตัถุสิง่ของทีถู่กดดูเขา้ไปในหลุมด า ตามหลกัการของทฤษฎสีมัพทัธภาพแลว้วตัถุจะ

ไมไ่ดส้ญูหายไปไหนแต่ถูกเกบ็ไวใ้นหลุมด าตลอดไป ในทฤษฎคีวอนตมัในปรภิูมเิวลาราบขอ้มลู
ไมไ่ดส้ญูหายไปไหนเพราะเมือ่ทราบสถานะทางควอนตมัของระบบและระดบัพลงังานทีเ่วลาหนึ่งแล้ว 
เราสามารถหาสถานะที่เวลาอื่นได้เสมอด้วยการกระท าของตวัด าเนินการเวลาววิฒัน์ (Time 
evolution operator) ซึง่เป็นตวัด าเนินการยนูิแทร ี (Unitary operator) มคี่าไมเ่ป็นศูนยเ์มือ่เวลาผ่าน
ไปได ้ แต่ในทางกลบักนัในหลกัการของปรภิูมเิวลาชวารซ์ชาลดจ์ะมตีวัด าเนินการเวลาววิฒัน์ทีม่คี่า
เป็นศูนย ์ ซึง่หมายความว่าเมือ่เวลาผ่านไปขอ้มลูทีต่ดิไปกบัวตัถุสิง่ของนัน้จะไม่สามารถถูกเรยีก
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2

2

62

2

3 4

2

L

r

r

Q

r

M
krf

dd




  0
4

2
2

2

62

2

3


 L

r

r

Q

r

M
krf

dd




















 33)3(2

2
dd r

Q

r

Q

d

d



9 

กลบัคนืมาไดห้รอืกล่าวว่าขอ้มลูต่างๆ จะสญูหายไปในหลุมด า การแผ่รงัสขีองหลุมด าเป็นเพยีงรงัสี
ความรอ้นเท่านัน้จะไมม่ขีอ้มลูทีไ่ดถู้กดดูตดิออกมาดว้ย  ซึง่หมายความว่าสมบตัแิละพฤตกิรรมของ
หลุมด าไมข่ึน้กบัสมบตัแิละพฤตกิรรมของสิง่ทีด่ดูเขา้ไป ไมว่่าจะมคีวามซบัซอ้นมากแค่ไหน จะถูก
ท าลายทัง้หมด จงึมกีารเสนอทฤษฏบีท หลุมด าไมม่ขีน (No-hair theorem) ทีก่ล่าวว่า สมบตัขิอง
หลุมด าขึน้กบัพารามเิตอรเ์พยีง 3 ค่าเท่านัน้ คอื มวล M  ประจ ุ Q  และโมเมนตมัเชงิมมุ J ของ
หลุมด า (Ruffini; & Wheeler. 1971: 30) 
 

1.6  ควอซี-นอรม์อล โหมดและควำมถ่ีควอซี-นอรม์อล 
ในปี ค.ศ. 1999 คอคโคทสัและชมดิท ์ (Kokkotas; & Schmidt. 1999: 2) ไดศ้กึษาการ

รบกวนหลุมด าชวารซ์ชาลด,์ หลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอม จากการศกึษากล่าวว่าภายหลงัการ
รบกวนจะมคีลื่นเกดิขึน้และแผ่กระจายตวัออกไป พรอ้มทัง้เสนอทฤษฎคีวอซ-ีนอรม์อล โหมด ทัง้ใน
ของคณติศาสตร ์และทางดาราศาสตร ์ 

ผลการศกึษาไดก้ล่าวไวว้่าเมือ่ท าการรบกวนระบบทีม่หีลุมด า จะเกดิคลื่นขึน้ทีบ่รเิวณ
ภายนอกหลุมด า คลื่นจะเคลื่อนทีท่ ัง้ไปและกลบั แต่เมื่อเขา้สู่บรเิวณทีใ่กลก้บัต าแหน่งฮอรซินั ของ
หลุมด าแลว้ คลื่นจะถูกดดูผ่านพน้ฮอรซินัเขา้ไปในหลุมด า โดยไมเ่คลื่อนทีก่ลบัออกมาจาก ฮอรซินั
นี้อกี ในทางกลบักนัคลื่นทีเ่คลื่อนทีไ่กลออกไปจากหลุมด ามากๆ กจ็ะเคลื่อนทีอ่อกห่างไปเรือ่ยๆ ท า
ใหบ้รเิวณทีไ่กลจากหลุมด ามากๆ มเีฉพาะคลื่นทีเ่คลื่อนทีอ่อกเพยีงอยา่งเดยีว สิง่นี้ถอืเป็นเงือ่นไข
ขอบในการหาผลเฉลยของสมการคลื่นซึง่เป็นหนึ่งในสมการสนามของไอน์สไตน์ได ้ 

ผลการศกึษากล่าวต่อว่าเมือ่ประยกุตเ์งือ่นไขขอบขา้งตน้แลว้ พบว่า โหมดการสัน่ของคลื่น 
และความถีข่องคลื่นทีพ่บจะมไีดห้ลายค่า แต่จะไมต่่อเนื่อง (Discrete) โดยทีเ่รยีกโหมดการสัน่ทีม่ ี
ไดว้่า ควอซ-ี นอรม์อลโหมด (Quasinormal mode) และเรยีกความถีน่ี้ว่า ความถีค่วอซนีอรม์อล 
(Quasinormal frequency) ค่าความถีค่วอซนีอรม์อล ทีพ่บนี้มคีวามส าคญัมากเนื่องจากสามารถใช้
สบืยอ้นกลบัเพื่อหาสมบตัต่ิางๆเช่น มวล, ประจ ุและโมเมนตมัเชงิมุมของหลุมด าได ้

กรณตีวัอยา่งการค านวณหา ความถีค่วอซนีอรม์อล สมมตใิหม้สีนามสเกลาร ์   ทีม่มีวล 

m มารบกวนต่อหลุมด าชวารซ์ชาลด ์4 มติใินปรภิมู ิAdS เราสามารถเขยีนแอคชนัไดด้งันี้ 
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น าไปสู่สมการคลื่นทีเ่ป็นผลเฉลยหนึ่งในสมการสนามของไอน์สไตน์ดงันี้ 
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สามารถใชว้ธิแียกตวัแปรเพื่อแกส้มการหาผลเฉลยได ้ก าหนดใหผ้ลเฉลยเป็นรปูแบบน้ี 
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แทนรปูแบบค าตอบลงไปแลว้จดัรปูใหมจ่ะไดส้่วนของสมการเชงิรศัมดีงันี้ 
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โดยทีม่ศีกัยย์งัผล (Effective potential) หรอืเรยีกอกีชื่อว่าศกัยเ์รจจ-ีวลิเลอร ์ (Regge-Wheeler 
potential) 
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ท าการเปลีย่นพกิดัใหมโ่ดยก าหนดพกิดัใหมเ่ป็น  
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1/*           (1.35) 

 
จดัรปูสมการคลื่น (1.33) ภายใตพ้กิดัใหม ่ไดด้งันี้ 
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*
 rVr         (1.36) 

 
จากเงื่อนไขขอบทีว่่าบรเิวณใกลต้ าแหน่งฮอรซินัของหลุมด า จะมเีพยีงเฉพาะคลื่นเคลื่อนที่

เขา้อยา่งเดยีวคอื )( *rti
e




  และส าหรบัทีต่ าแหน่งไกลจากหลุมด าจะมแีต่เพยีงคลื่นเคลื่อนที่
ออกหรอืเขยีนไดเ้ป็น )( *rti

e



  เงือ่นไขนี้บงัคบัใหโ้หมดของการสัน่ของคลื่นนัน้มไีดห้ลายค่า

แต่ไมต่่อเนื่อง 
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ควำมมุ่งหมำยของกำรวิจยั 
1. เพื่อศกึษาหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิูม ิแอนไท เดอ ซติเตอร ์ทีม่คี่าความ 

โคง้ส่วนยอ่ย (Sectional curvature) ทัง้สามค่าคอื  1,0,1k   
2. เพื่อศกึษาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ทีม่ไีดข้องหลุมด าไรส์

เนอร-์นอรด์สเตรมิในปรภิมูแิอนไท เดอ ซติเตอร ์ ใน 5 มติโิดยก าหนดใหม้วลและประจขุองอนุภาค
รบกวนและความถีข่องคลื่นรบกวนมขีนาดน้อยกว่ามวลและประจขุองหลุมด า 
 
ควำมส ำคญัของกำรวิจยั 
 เพื่อน า ควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ทีม่ไีดข้องหลุมด าไรสเ์นอร-์
นอรด์สเตรมิ ในปรภิูม ิแอนไท เดอ ซติเตอร ์มาศกึษาสมบตัเิบือ้งตน้ของหลุมด า 
 
ขอบเขตของกำรวิจยั 
 หาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และค านวณค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ของหลุมด าไรสเ์นอร-์
นอรด์สเตรมิ ในปรภิูม ิ แอนไท เดอ ซติเตอร ์ ใน 5 มติทิีม่คีวามโคง้ส่วนยอ่ย  1,0,1k โดย
ก าหนดใหม้วลและประจุของหลุมด ามขีนาดใหญ่กว่า มวลและประจุของตวัรบกวน 
 

  

 

 

 

 



MQ   IR i 

บทท่ี 2 
เอกสารและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้อง 

 
 ในการวจิยัครัง้นี้ผูว้จิยัไดศ้กึษาเอกสารและงานวจิยัทีเ่กีย่วขอ้งกบัการรบกวน (Perturbation) 
หลุมด าและพฤตกิรรมต่างๆ ทีพ่บหลงัจากการรบกวนนัน้โดยมุ่งเน้นทีห่ลุมด าสองประเภทคอืหลุมด า 
ชวารซ์ชาลด ์ (Schwarzschild) และหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ (Reissner-Nordström) หลุมด า
ทัง้สองประเภทนี้ทีเ่ป็นทีส่นใจและถูกศกึษา โดยนกัวทิยาศาสตรท์ีท่ าวจิยัหลุมด ามาอย่างต่อเนื่อง 
ผูว้จิยัไดส้รุปรวบรวมเนื้อหาและน าสมการทีม่คีวามส าคญั เพื่อน าเสนอดงัต่อไปนี้ 

ในปี ค.ศ. 1970 วชิเวชวารา (Vishveshwara. 1970: 936-938) ไดศ้กึษาการกระเจงิของ
คลื่นเชงิความโน้มถ่วงของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ และไดแ้สดงใหเ้หน็ว่าความถี่ทีส่อดคลอ้งกบัเงือ่นไข
ขอบเขตของหลุมด าเป็นความถีเ่ชงิซอ้น และเรยีกความถีน่ี้ว่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลโหมด 
 ในปี ค.ศ. 1996 นอยเลอร ์ (Nollert. 1996: 4397-4402) ไดศ้กึษาความถีค่วอซ-ีนอรม์อล
โหมดทีพ่บไดจ้ากหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ และยนืยนัไดอ้กีว่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลจะตอ้งเป็นจ านวน
เชงิซอ้น เพื่อสอดคลอ้งกบัเงือ่นไขขอบทีว่่าบรเิวณต าแหน่งฮอรซินัตอ้งมเีฉพาะคลื่นเขา้อยา่งเดยีว 
(Pure ingoing) และทีต่ าแหน่งไกลๆ จะตอ้งมเีฉพาะคลื่นออกอยา่งเดยีว (Pure outgoing) ในการ
ค านวณสามารถใชส้มการคลื่นรูปทรงเดยีวกบัสมการคลื่นชโรดงิเจอร ์ โดยมีพลงังานศกัย์คอื
พลงังานศกัยเ์รจจ-ีวลิเลอร ์(Regge-Wheeler)   
 ในปี ค.ศ. 1996 แอนเดอรส์นัและโอโนซาวา (Anderson; & Onozawa 1996: 7470-7475) 
ไดท้ าการศกึษาค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอม ในสถานการณ์ทีสุ่ดขัว้
คอืในกรณทีี ่         เพื่อหาความสมัพนัธร์ะหว่างความถีเ่ชงิซอ้นควอซ-ีนอรม์อล         
กบัค่าประจขุองหลุมด า และเพื่อจะคน้หาขอ้มลูเกี่ยวกบัความถีค่วอซ-ีนอรม์อลทีเ่กดิจากการรบกวน
หลุมด าประเภทนี้ ไดค้น้พบว่าในกรณีทีโ่หมดของควอซ-ีนอรม์อลโหมดมคี่าต ่า ( 5,..,0n ) 
พฤตกิรรมของการสลายตวัจะสามารถถูกอธบิายไดโ้ดยงา่ยดว้ยวธิปีระมาณค่าแบบ WKB แต่เมือ่
โหมดมคี่าสงูขึน้ )8,7,6( n แลว้จะพบว่าพฤตกิรรมของความถีค่วอซ-ีนอรม์อลจะมคีวามสลบั 
ซบัซ้อนขึน้มากและไม่สามารถถูกอธบิายง่ายๆ เช่นเดยีวกบักรณีที่โหมดต ่ากว่าส าหรบัหลุมด า   
ไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอมเป็นทีท่ราบกนัว่าจะมตี าแหน่งฮอรซินัอยูส่องทีค่อื 
 
         22 QMMr         (2.1) 
 
เมือ่ M คอืมวลของหลุมด าและ Q  คอืประจขุองหลุมด า ซึง่จากสมการขา้งตน้มเีงือ่นไขว่า MQ 

โดยในงานวจิยัน้ีผูว้จิยัจะก าหนดค่าพารามเิตอรห์นึ่งคอื MQ / เป็นเงือ่นไขในการศกึษาอกีดว้ย
สมการคลื่นในกรณนีี้สามารถเขยีนไดด้งันี้  
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โดยที่ )( *rV คอืพลงังานศกัยย์งัผล (Effective potential) และก าหนดใหเ้ทอมทีข่ ึน้กบัเวลาเป็น tie 

และเพื่อใหง้า่ย ก าหนดพกิดัใหมด่งันี้  
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จากการค านวณพบว่าควอซ-ีนอรม์อลโหมดทีโ่หมดต ่าๆ 5,..,0n สามารถใชว้ธิกีารประมาณ
ค่าความถีเ่ชงิซอ้นดว้ยวธิ ีWKB ไดแ้ละมคี่าดงัต่อไปนี้ 
 

                                                         
2

1

4

0

2

3

02

1
)Re( 





















r

Q

r

M
l           (2.4) 

 

                                               
2

1

2

0

2

0

2

1

4

0

2

3

0

43

2

1
)Im( 























r

Q

r

M

r

Q

r

M
        (2.5) 

 
แต่เมือ่โหมดของควอซ-ีนอรม์อลสงูขึน้ 8,7,6n ส่วนจรงิและส่วนจนิตภาพของความถีค่วอซ-ีนอร์
มอลจะซบัซอ้นขึน้ตามโหมดทีเ่พิม่ขึน้และไมส่ามารถประมาณค่าดว้ยวธิกีารง่ายๆ เช่นเดยีวกบักรณี
โหมดต ่า ดภูาพประกอบ 1 
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ภาพประกอบ 1 กราฟแสดงค่าส่วนจรงิและส่วนจนิตภาพของความถี่ควอซนีอรม์อลของหลุมด าไรส์

เนอร-์นอรด์สเตรมิทีค่่าโหมดต่างๆ 
 

ทีม่า: Nils Andersson.; Hisashi Onozawa. (1996). Quasinormal modes of nearly 
extreme Reissner-Nordström black holes. Physics Letters D. 54: 7470-7475 
 
 ในปี ค.ศ. 1997 ชานและแมนน์ (Chan; & Mann. 1997: 7546) ไดพ้จิารณาทัง้หลุมด า 
(2+1) มติแิละหลุมด าชวารซ์ชาลดใ์นปรภิูมเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์ ใน (3+1) มติ ิ โดยใชว้ธิเีชงิ
วเิคราะห ์ และเชงิตวัเลขแสดงใหเ้หน็การสลายตวัของคลื่นแบบเอกซโ์พเนนเชยีลในพืน้หลงัหลุมด า 
(2+1) มติ ิแต่ว่าพฤตกิรรมของสนามสเกลารใ์นปรภิมูแิอนไท เดอ ซติเตอรไ์มเ่หมอืนกนั 

ในปี ค.ศ. 1999 คอคโคทสัและชมดิท ์ (Kokkotas; & Schmidt. 1999: 2) ไดเ้สนอทฤษฎ ี
ควอซ-ีนอรม์อลโหมดทัง้ในของคณติศาสตรแ์ละทางดาราศาสตร ์ รวมทัง้อภปิรายการรบกวนหลุมด า
ชวารซ์ชาลด,์ หลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอม และหลุมด าเคอร ์

ในปี ค.ศ. 1999 เบอรม์งิแฮม (Birmingham. 1999: 1197-1205) ไดพ้จิารณาผลเฉลยของ
หลุมด าเชงิทอพอโลยใีนปรภิมูแิอนไท เดอ ซติเตอร ์ d  มติ ิทีม่คีวามโคง้เป็น บวก ศนูย ์และเป็นลบ 
ไดศ้กึษาและค านวณหาค่ามวลหลุมด า, อุณหภมู ิ และเอนโทรปีของหลุมด า โดยใชค้วามสมนัยกบั
ทฤษฎสีนามคอนฟอรม์อล 

ในปี ค.ศ. 2000 หวาง ลนิและแอบเดลลา (Wang; Lin; & Abdalla. 2000: 79-88) ได้
ค านวณหาค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอมขนาดใหญ่ ในปรภิมูแิอนไท 
เดอ ซติเตอร ์ พบว่าค่าความถี่มคีวามสมัพนัธก์บัประจุของหลุมด า แต่ความสมัพนัธก์บัอุณหภูมไิม่
เป็นเชงิเสน้ดงัในกรณขีองหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ และเมื่อใชห้ลกัการสมนยัระหว่างปรภิูมเิวลาแอนไท 
เดอ ซติเตอรก์บัทฤษฎสีนามคอนฟอรม์อล พบว่าหลุมด าทีม่ปีระจทุีม่ขีนาดใหญ่กว่ากจ็ะเขา้สู่สมดุล
ทางความรอ้นเรว็กว่า 

ในปี ค.ศ. 2000 โฮโรวทิซแ์ละฮเูบนี (Horowitz; & Hubeny. 2000: 024027) ไดศ้กึษาการ
สลายตวัของสนามสเกลาร ์ จากการรบกวนหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ แอนไท เดอ ซติเตอร ์ ซึง่ก าหนด
โดยค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล การสลายตวัจะเป็นรปูแบบเอกซโ์พเนนเชยีล 
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ในความสมนัยระหว่างกนัของ AdS กบั CFT ท าใหเ้ราสามารถระบุไดว้่าหลุมด าทีม่ ี   
ขนาดใหญ่ จะสมนยักบัสถานะทางความรอ้นและการสลายตวัของคลื่นจากการรบกวน จะสมนยักบั
การสลายตวั เพื่อเขา้สู่สมดุลทางความรอ้นของสนามสเกลารใ์นทฤษฎสีนาม (Field theory) 

ในการศกึษาหลุมด าในปรภิูมเิวลา AdS ทีม่ ี d  มติ ิมกัจะเริม่ศกึษาจากหลุมด าชวารซ์ชาลด ์
เนื่องจากเป็นระบบทีม่คีวามสมมาตรทรงกลมและมมีวลของหลุมด าเป็นพารามเิตอรเ์พยีงตวัเดยีว
การศกึษากล่าวว่าผลเฉลยของระบบจะไดด้งันี้ 
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ขณะที ่ R  คอืรศัม ีAdS และ 0r  คอืปรมิาณทีม่คีวามสมัพนัธก์บัมวลของหลุมด าดงันี้ 
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d   คอืพืน้ทีข่องทรงกลมหนึ่งหน่วยใน 2d  มติ ิและสมการคลื่นคอื 
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โดยที่ Y คอืฮารโ์มนิกสท์รงกลมบน 2dS และเมือ่ก าหนดพกิดัใหมค่อื )(/* rfdrdr   สมการคลื่น 
(2.9) จะสามารถเขยีนไดเ้ป็นรปูแบบทีเ่ป็นมาตรฐานสมการคลื่นทัว่ไปดงันี้ 
 

       0)( *
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*
 rVr         (2.11) 

 
ค่าของพลงังานศกัย ์V จะหายไปทีบ่รเิวณต าแหน่งฮอรซินั ( *r ) และจากการมอียูข่องหลุมด า
ท าใหม้เีงือ่นไขขอบว่า บรเิวณทีใ่กลก้บัต าแหน่งฮอรซินัของหลุมด า จะมเีพยีงเฉพาะคลื่นเขา้อยา่ง
เดยีวคอื )( *rti

e



 และบรเิวณทีห่่างไกลจากหลุมด าจะมแีต่เฉพาะคลื่นออกเพยีงอยา่งเดยีว

คอื )( *rti
e




  เรยีกโหมดของการสัน่ของคลื่นประเภทนี้ว่าควอซ-ีนอรม์อลโหมด และเรยีก
ความถีน่ี้ว่าความถี ่ควอซ-ีนอรม์อล 
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ผลการศกึษากล่าวว่าจากเงื่อนไขดงักล่าวขา้งตน้ท าใหค้วามถีท่ีม่ไีดต้อ้งเป็นจ านวนเชงิซอ้น 
( IR i  ) ทีไ่มต่่อเนื่อง โดยทีส่่วนจรงิ ( R ) ตอ้งมคี่าเป็นบวกและส่วนจนิตภาพ ( I  ) ตอ้ง
มคี่าเป็นลบ นอกจากนัน้จากความสมนยัระหว่าง AdS กบั CFT ท าใหส้ามารถค านวณเวลาทีใ่ชใ้น
การเขา้สู่สมดุลทางความรอ้นจากหลงัการรบกวน ( ) ไดด้ว้ยความสมัพนัธ ์ I /1   
 ในปี ค.ศ. 2001 คารโ์ดโซและเลมอส (Cardoso; & Lemos. 2001: 084017) ไดศ้กึษาการ 
รบกวนหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ ในปรภิูมแิอนไท เดอ ซติเตอร ์ 4 มติ ิ ดว้ยสนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าและ
สนามโน้มถ่วง ผลการศกึษากล่าวว่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลของคลื่นทีเ่กดิขึน้จากการรบกวนดว้ย
สนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าจะมเีฉพาะส่วนจนิตภาพ ส่งผลใหค้ลื่นนัน้ไมม่กีารสัน่แต่จะเพยีงการสลายตวั
เท่านัน้ ต่างจากความถีค่วอซ-ีนอรม์อลของคลื่นทีเ่กดิขึน้จากการรบกวนดว้ยสนามโน้มถ่วงทีม่ที ัง้
ส่วนจรงิและส่วนจนิตภาพ คลื่นทีเ่กดิขึน้จงึมทีัง้การสัน่และสลายตวั 

ในปี ค.ศ. 2003 มอทล์และเนียทซเ์ก ้ (Motl; & Neitzke. 2003: 307-330) ไดค้ านวณเชงิ
วเิคราะห ์ เพื่อหาความถีค่วอซ-ีนอรม์อลเชงิอะซมิโททคิ (Asymptotic) ของหลุมด าชวารซ์ชาลดด์ว้ย
วธิโีมโนโดรม ี (Monodromy) ในมติทิีม่ากกว่าหรอืเท่ากบั 4 มติ ิ และหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอม 
(ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ (Reissner-Nordström) black hole) 4 มติ ิ ส าหรบัหลุมด าชวารซ์ชาลดใ์น 

4d มติ ิ พบว่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลของคลื่นทีเ่กดิจากการรบกวนดว้ยสนามสเกลารแ์ละสนาม
เทนเซอร ์ จะมสี่วนจรงิของความถีค่วอซ-ีนอรม์อลเท่ากบั 3logT Re Hawking และสามารถ
ยนืยนัผลทีไ่ดโ้ดยวธิอีื่นใน 4 มติ ินอกจากนัน้ยงัพบอกีว่าความถี ่ควอซ-ีนอรม์อล มลีกัษณะเป็นช่วง
มคี่าไมต่่อเนื่องส าหรบัหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอมใน 4 มติ ิ  
 ในปี ค.ศ. 2004 มาทนิีส ์ทรอนโคโซและซานีลล ี (Martinez; Troncoso; & Zanelli. 2004: 
084035) ไดห้าผลเฉลยของหลุมด าชนิดใหมท่ีม่คี่าความโคง้ส่วนยอ่ยเป็น -1 ในปรภิูมเิวลาแอนไท 
เดอ ซติเตอร ์ ทีม่สีนามสเกลารท์ าอนัตรกริยิาทัง้กบัหลุมด าและตวัมนัเอง เมือ่ก าหนดใหส้นาม 
สเกลารเ์ป็นศูนย ์ แลว้พบว่าผลเฉลยของหลุมด าจะกลบัไปเป็นหลุมด าชนิดเดมิทีไ่มม่สีนาม สเกลาร ์
แต่จากศกึษาสมบตัทิางเทอรโ์มไดนามกิสเ์ช่น เอนโทรปีของหลุมด าทัง้สองชนิด พบว่าเกดิความไม่
ต่อเนื่องของปรมิาณทางเทอรโ์มไดนามกิส ์ณ บรเิวณการเปลีย่นชนิดของหลุมด าเรยีกปรากฏการณ์
นี้ว่าการเปลีย่นเฟสของหลุมด า (Black hole phase transformation) 

ในปี ค.ศ. 2006 เบอรม์งิแฮมและมอ็กทารี ่(Birmingham; & Mokhtari. 2006: 084026) ได้
ค านวณหาความถีค่วอซ-ีนอรม์อล แบบแม่นตรงของหลุมด าชวารซ์ชาลดใ์นปรภิมูแิอนไท เดอ ซติเตอร ์
ใน d มติทิีม่มีวลเป็นศูนย ์ โดยใช้สมการของโกดามะและอชิบิาช ิ ผลการศกึษาแสดงว่าทัง้ในกรณี
สนามสเกลาร ์สนามเวกเตอร ์และสนามเทนเซอร ์สามารถลดรปูเป็นสมการของสนามสเกลารไ์ด ้ซึง่
สมการสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ (Hypergeometric equation) ไดโ้ดย
มเีนื้อหาดงันี้ 

ในปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์ d  มติจิะมผีลเฉลยและสมการต่างๆ ทีม่คีวามเกี่ยวขอ้ง
ในกรณทีีม่คี่าความโคง้ยอ่ย 1k  ดงัต่อไปนี้      
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โดยที ่                                   
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และ                                      
)()2(

16
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MVold

G
                        (2.14)        

     
ปรมิาตรของฮอรซินัคอื               hxdMVol dd 22)(    
 
ค่าคงทีจ่กัรวาล ( ) คอื  22/)2)(1( ldd   สมการสนามไอน์สไตน์ทีม่คี่าคงทีจ่กัรวาลเป็น
ลบ ( 0 ) คอื   
 

                                                                  g
l

d
R

2

)1( 
            (2.15)                              

 
มคี่าพารามเิตอรม์วล M  เขยีนในเทอมของฮอรซินั ( r ) ไดด้งันี้ 
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                   (2.16) 

  
ส่วนกลบัของอุณหภมูมิดีงันี้   
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2

)3)()1(

4

ldrd

rl







        (2.17)  

 
ในการค านวณหาผลแฉลยควอซนีอรม์อลโหมดและความถี่ควอซี-นอรม์อล เริม่จากการก าหนด
รปูแบบสมการสนามหลกัดงันี้ 
 

                 tiii exYrxrt  )()(),,(        (2.18)  
 

โดยที ่Y  คอืตวับ่งชีค้วามเป็น สนามสเกลาร ์ สนามเวกเตอร ์ และสนามเทนเซอร ์ สมการคลื่นจะอยู่
ในรปูแบบทีง่่ายคอื 
 

                                                          0)(2

2






















 rV

dr

d
f         (2.19)  
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พลงังานศกัย ์V จะแตกต่างไปตามประเภทของสนาม เช่นกรณขีองสนามสเกลารค์อื 
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      (2.20)  

 
เมือ่ด าเนินการหาผลเฉลยของสมการ (2.19) ภายใตพ้ลงังานศกัย ์ (2.20) และเงือ่นไขขอบเขตผล
เฉลยทีไ่ดจ้ะน าไปสู่การหาควอซนีอรม์อลโหมด และความถีค่วอซ-ีนอรม์อลของคลื่นทีเ่กดิจากการ
รบกวนหลุมด าดว้ยสนามสเกลาร ์เพื่อใหก้ารค านวณงา่ยขึน้ไดก้ าหนดตวัแปรใหม่ดงันี้ 
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1
r

l
z          (2.21)  

 
จดัรปูสมการ (2.19) ใหมไ่ดเ้ป็น  
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โดยที ่      ,
4

22l
A


         (2.23)    

 

            ,
4

)4)(2(

4

1











 Q

dd
B         (2.24) 

 

             






 


4

)2(

4

1 22 dd
lmC        (2.25) 

  
ก าหนดรปูแบบค าตอบสมการคอื 
 
                                                             )()1()( zFzzz          (2.26) 
  
แทนรปูแบบค าตอบน้ีลงในสมการ (2.22) ท าใหจ้ดัอยูใ่นรปูแบบสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิไดด้งันี้ 
 

  0)1()1(
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 abF
dz

dF
zbac

dz
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zz       (2.27)  
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จะไดค้่า   และ   ดงันี้ 
 

2

li
      และ   222 4)1(

4

1

4

1
lmd      (2.28)  

 

และค่าสมัประสทิธิม์ดีงันี้        
24
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i
a           (2.29) 
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i
b        (2.30) 

 
          21c        (2.31) 

  
เพื่อใหส้อดคลอ้งกบัเงือ่นไขขอบค่า   และ   ทีไ่ดเ้ป็น 
 

                                 
2

li
          และ     222 4)1(
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1

4

1
lmd                (2.32) 

 
ผลเฉลยของสมการ (2.27) จะประกอบดว้ย 2 ผลเฉลยทีเ่ป็นอสิระเชงิเสน้ต่อกนั (Linearly 
independent) คอื ),,,( zcbaF  และ ),2,1,1(1 zccbcaFz c   จากเงือ่นไขขอบผลเฉลย
ทีบ่รเิวณฮอรซินั ),2,1,1(1 zccbcaFz c   จะหายไปท าให ้
 
                     ),,,()1()( zcbaFzzz          (2.33) 
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และเงือ่นไขขอบของควอซ-ีนอรม์อลโหมดบงัคบัว่า 
 
      nac     และ / หรอื    nbc   ( ..3,2,1,0n )     (2.34)  
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และไดค้วามถีค่วอซ-ีนอรม์อลของสนามสเกลารด์งันี้  
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        (2.35)  

 
ในกรณทีี ่ 5d  
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        (2.36)  

 
   ในปี ค.ศ. 2006 มศุริแิละโคโซมบสั (Musiri; & Koutsoumbas. 0610: 006, 2006) ได้
ท าการศกึษาพฤตกิรรมของการรบกวนของหลุมด าทอโพโลย ี (Topological black hole) ทีม่ขีน 
สเกลาร ์ (With scalar hair) พรอ้มกบัศกึษาการรบกวนหลุมด าเอม็ทแีซด (MTZ) ดว้ยตวัรบกวน
สนามแมเ่หลก็ไฟฟ้า โดยผลการศกึษากล่าวว่าขอ้มลูจากความถีค่วอซ-ีนอรม์อลทีค่ านวณไดน้ าไปสู่
การอธบิายการเปลีย่นเฟสของหลุมด าจากหลุมด าทอโพโลยไีปสู่หลุมด าเอม็ทแีซดได ้ ในระบบทีท่ า 
การศกึษามแีอคชนั (Action) ดงันี้ 
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มพีลงังานศกัยท์ีก่ระท ากบัตนเอง (Self-interaction potential) ดงันี้ 
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สมการสนามทีไ่ดม้ดีงันี้ 
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G 8
3
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            (2.39)   

 

           0



d

dV         (2.40) 

 
โดยที ่     

  g   และ T  เทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน – โมเมนตมัมดีงันี้ 
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 VgggT        (2.41) 
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กรณหีลุมด าทีม่ทีอโพโลย ี 2   จะมผีลเฉลยดงันี้ 
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ds  (2.42) 

 
และสนามสเกลารท์ีพ่จิารณาคอื 
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มตี าแหน่งฮอรซินัที่  r  ทีเ่ป็นผลเฉลยของสมการเป็นดงันี้ 
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         (2.44) 

 
ส าหรบักรณ ี 0  จะไดผ้ลเฉลยส าหรบักรณีสุญญากาศของหลุมด าทอโพโลย ี  
 

        222

1

2

2
2

2

2
2

0

2
1

2
1 


drdr

r

G

l

r
dt

r

G

l

r
ds 





















     (2.45) 

 
ส าหรบัหลุมด าทีม่ปีระจุและมขีนสเกลารจ์ะมแีอคชนัดงันี้ 
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มสีมการสนามดงัต่อไปนี้ 
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หลุมด าทีม่ปีระจแุละมขีนสเกลารท์ีม่ทีอโพโลย ี 2  จะมผีลเฉลยดงันี้ 
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     (2.50) 

 
และสนามสเกลารท์ีพ่จิารณาคอื 
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1        (2.51) 

                                                                           
และองคป์ระกอบศูนยข์องสนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าคอื ค่าคงทีก่ารอนิทเิกรท q  กบั   มคีวามสมัพนัธ์
กนัดงันี้  
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                              (2.52) 

 
เมือ่ 0  ทัง้หลุมด าเอม็ทแีซด และหลุมด าทอโพโลย ีจะมผีลเฉลยทีต่รงกนัคอื 
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     (2.53) 

 
ซึง่มคี่าความโคง้ (Curvature) เป็นลบและมตี าแหน่งฮอรซินัที ่ lr  ดงันัน้เราสามารถกล่าวไดว้่า
หลุมด าเอม็ทแีซดและหลุมด าทอโพโลยต่ีอเนื่องกนัทีต่ าแหน่ง 0  หรอื lr   หลุมด าเอม็ทแีซด
มสีมบตัทิางเทอรโ์มไดนามกิสแ์ละมอุีณหภูม ิเอนโทรปี และมวล ดงันี้ 
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ซึง่สามารถค านวณพลงังานอสิระ (Free energy) ดงันี้ 
 

    )122(
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2   rr
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FMTZ


        (2.57) 

 
หลุมด าทอโพโลย ี 0  มสีมบตัทิางเทอรโ์มไดนามกิสแ์ละมอุีณหภมู ิเอนโทรปี และมวลดงันี้ 
 



 




4

13 2

T         (2.58) 

 

             
G

S
4

2


         (2.59) 

 

             
G

M




8

)( 3

             (2.60) 

 
ซึง่สามารถค านวณพลงังานอสิระไดด้งันี้ 
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)( 3

               (2.61) 

 
นัน่คอืเมือ่จดุอุณหภูมวิกิฤต (Critical temperature) สมการทางเทอรโ์มไดนามกิสข์องทัง้สองเฟสนัน้
มคีวามต่อเนื่องกนัเป็นอย่างดดีงันัน้จงึสามารถกล่าวไดว้่ามกีารเปลีย่นเฟสเกดิขึน้และการเปลีย่น
ดงักล่าวเป็นรปูแบบการเปลีย่นเฟสแบบล าดบัทีส่อง (Second order phase transition) 

ในปี ค.ศ. 2010 ฮ,ี หวาง, ไซ และหลนิ (He; Wang; Cai; & Lin. 2010: 230 - 236) ได้
ค านวณหาควอซ-ีนอรม์อล โหมดและความถีค่วอซ-ีนอรม์อล โดยท ารบกวนหลุมด าแอนไท เดอ   
ซติเตอร ์ ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิใน 4 มติ ิ ซึง่สนามสเกลารม์อีนัตรกริยิากบัสนามแมกเวลล ์ ผลทีไ่ด้
แสดงการเปลีย่นเฟสของหลุมด าเมือ่มอีนัตรกริยิาอย่างแรงระหว่างสนามสเกลารก์บัสนามแมกเวลล ์ 

ในงานวจิยันี้จะเป็นการค านวณหาผลแฉลยควอซนีอรม์อลโหมดและความถีค่วอซ-ีนอรม์อล 
ดว้ยวธิกีารค านวณเชงิวเิคราะหจ์ากงานที ่ ฮ,ี หวาง, ไซ และหลนิ (He, Wang; Cai; & Lin. 2010: 
230-236) ไดศ้กึษาแลว้แต่ดว้ยวธิคี านวณเชงิตวัเลข ดงันัน้จงึขอทบทวนแบบจ าลองในงานวจิยั
ดงักล่าว ในแบบจ าลองนี้มผีลเฉลยดงันี้ 
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  (2.62)  

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
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โดยที ่M คอื มวลของหลุมด า Q  คอื ประจขุองหลุมด า ijh คอื เมตรกิใน 2 มติทิีแ่สดงสมมาตรของ
ระบบ และ k คอืค่าความโคง้ส่วนยอ่ย ในงานวจิยันี้ก าหนดใหเ้ป็น k =0 เนื่องจากหลุมด ามปีระจุ
ไฟฟ้าท าใหร้ะบบมศีกัยไ์ฟฟ้า ( A ) เกดิขึน้อยา่งเดยีวดงันี้ 
 

)0),(( rA                            (2.63)       
 
โดยใหศ้กัยไ์ฟฟ้าขึน้กบัตวัแปรคอืรศัม ี r เท่านัน่ ซึง่สามารถเขยีน )(r เมือ่ไมม่ตีวัรบกวนในระบบ
ไดเ้ป็น 
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r                        (2.64)  

    
ในงานวจิยัก าหนดใหม้ตีวัรบกวนต่อระบบเป็นสนามสเกลาร์ ),,( ixrt ท าใหค้วามหนาแน่นลาก
รานจใ์นแอคชนัของอนัตรกริยิาต่อระบบนี้คอื 
 

                                  2222

4

1
 miqAFL           (2.65)      

 
โดยใหส้นามสเกลารม์มีวลเป็น m และมปีระจเุป็น q  หลงัจากนัน้ท าการเปลีย่นแปร (Variation) 
เทยีบกบั  เพื่อหาสมการของสนามสเกลาร ์ 
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      (2.66)  

 
โดยทีม่วลยงัผล 2222

eff  qgmm tt  สมการ (2.66) เป็นสมการเชงิอนุพนัธย์อ่ยล าดบัทีส่องของ
ตวัแปร 4 ตวั ( t , r  และอกีสองตวัแปร ix  ในเมตรกิ ijh ) ในการหาค าตอบของสมการ (2.66) ใช้
วธิกีารแยกตวัแปรโดยก าหนดผลเฉลยอยูใ่นรปูแบบดงันี้ 
 

 )()(2/)2(

i

dti xSrRreΨ   ,      (2.67) 
 

โดยที่   คอื ความถีข่องคลื่น )( ixS  คอื ฟงักช์นัฮารโ์มนิกส ์ ในกรณนีี้มคี่าเป็นไฮเพอรโ์บลกิ 
เนื่องจากค่าความโคง้ส่วนย่อยเป็น 1k เมือ่แทนผลเฉลยสมการ (2.67) ลงในสมการ (2.66) 
และพจิารณาเฉพาะสมการเชงิรศัมขีอง )(rR อยา่งเดยีวคอื 
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           (2.69)    

 
โดยที ่ 2  คอื ค่าลกัษณะเฉพาะ (Eigenvalue) ของ )( ixS   

ในกรณนีี้ก าหนดให ้ 0  รศัมฮีอรนิซนั( )r  และประจุของหลุมด ามคี่า 1 Qr   
ส าหรบัค่า L  ต่างๆ โดยเลอืก 10qL ,  422 Lm  จะไดค้่าศกัยย์งัผลส าหรบัหลุมด า แอนไท เดอ 
ซติเตอร ์ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิใน 4 มติ ิดงัภาพประกอบ 2.2 ทางซา้ย พฤตกิรรมของศกัยย์งัผลจะ
เปลีย่นแปลงอย่างมากจาก เมือ่ใหม้วลยงัผลมคี่าเป็นลบ ตามสมการ (3.2) และทีร่ะยะอนันต ์ค่าศกัย ์
ยงัผลจะเป็นบวกและเขา้สู่อนนัต ์ เมือ่ 2m < 0  เช่น  3qL ,  222 Lm   จะไดค้่าศกัยย์งัผล    
ดงัภาพประกอบ 1 ทางขวา แสดงใหเ้หน็ว่าค่าของศกัยย์งัผลแทบจะเป็นค่าลบทัง้หมด จะมคี่าบวก
น้อยๆ ใกลบ้รเิวณฮอรซินั 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ 2 แสดงลกัษณะของค่าศกัยย์งัผล โดยกราฟทางซา้ยจะให้ 10qL , 422 Lm     

และกราฟทางขวามคี่า 3qL ,  222 Lm   โดยกราฟทัง้สองกราฟก าหนดให ้ 1 Qr  

 
 ทีม่า:  Xi He, Bin Wang.; Rong-Gen Cai.; & Chi-Yong Lin. (2010). Signature of the 
black hole phase transition in quasinormal modes.  Physics Letters B. 688: 230-236. 

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+He_X/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
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บทท่ี 3 
การด าเนินการวิจยั

  
 จากการศกึษางานวจิยัของ บนิหวาง,ไซ และหลนิ (Bin Wang; Cai; & Lin. 2010: 230-236) ซึง่
ไดศ้กึษาและค านวณเชงิตวัเลขเพื่อหาค่าควอซ-ีนอรม์อลโหมด  โดยการรบกวนหลุมด าแอนไท เดอ   
ซติเตอรด์ว้ยสนามสเกลารซ์ึง่มปีฏกิริยิาต่อสนามไฟฟ้า (หรอืเรยีกอกีชื่อว่าสนามแมกซเ์วลล)์ ทีเ่กดิจาก
หลุมด า ส าหรบังานวจิยัชิน้นี้ผูว้จิยัได้ท าการศกึษาการค านวณเชงิวเิคราะหเ์พื่อหาควอซ-ีนอรม์อลโหมด 
และความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ เชงิทอพอโลยใีนปรภิูมแิอนไท เดอ     
ซติเตอร ์5 มติ ิโดยมขีัน้ตอนการด าเนินงานวจิยัดงันี้ 

1. ท าศกึษาหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิเชงิทอพอโลยใีนปรภิูมแิอนไท เดอ ซติเตอร ์ d  
มติ ิและท าการรบกวนหลุมด าดว้ยสนามสเกลารท์ีม่มีวลและประจุ  

2. ก าหนดใหม้วลและประจุของหลุมด า มขีนาดใหญ่กว่ามวลและประจุของสนามทีม่า
รบกวน โดยพจิารณาในปรภิมู ิแอนไท เดอ ซติเตอร ์ d = 5 มติ ิทีค่วามโคง้ส่วนยอ่ย  1,0,1k  และ
พจิารณาความถี ่ควอซ ี– นอรม์อล ดว้ยวธิกีารประมาณและจดัรปูสมการคลื่นใหเ้ป็นสมการไฮเพอรจ์อีอ
เมตรกิ และหาค าตอบของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกินัน้ 

3. พจิารณาจากเงือ่นไขขอบเขตทีฮ่อรซินัและทีร่ะยะอนนัต์ เพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด
และความถีค่วอซ-ีนอรม์อล    

4. น าค่าทีไ่ดจ้ากขัน้ตอนที่ 3 มาเขยีนกราฟและศกึษาพฤตกิรรมของความถีค่วอซ-ีนอรม์อล 
รวมถงึความสมัพนัธร์ะหว่างส่วนจรงิและส่วนจนิตภาพของความถีค่วอซนีอรม์อลโหมดทีห่าได้ 

5. สรปุและวเิคราะหผ์ล 
 
1. ท าการศึกษาหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตริมเชิงทอพอโลยีในปริภมิูแอนไท เดอ ซิต

เตอร ์ d  มิติ และท าการรบกวนหลุมด าด้วยสนามสเกลารท่ี์มีมวลและประจุ 
เริม่ตน้จากการก าหนดใหร้ะบบมหีลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ถูกรบกวนดว้ยสนามสเกลาร ์

),,( ixrt  ทีม่มีวล m และประจ ุ q กรณนีี้ระบบจะมคีวามหนาแน่นลากรานจข์องส่วนอนัตรกริยิาดงันี้ 
 

                                                                   

(3.1) 
 
ดงันัน้แอคชนัของระบบในปรภิูมเิวลา d   มติคิอื 
 

    (3.2) 
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http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
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โดยที ่                         และ           (3.3) 

 
ท าการหาสมการคลื่นที ่ซึง่เป็นสมการหน่ึงของสมการสนามไอน์สไตน์โดยวธิกีารแปรเปลีย่น (Variation) 
เฉพาะตวัแปร        ไดด้งันี้     

  

(3.4) 

 

ก าหนดให ้            เพื่อหาสมการคลื่น ซึง่ท าใหไ้ดส้มการคลื่นดงันี้ 

 

             (3.5)  

 

โดยมมีวลยงัผล        คอื 

 

              (3.6) 

 
ทัง้นี้ศกัยไ์ฟฟ้า      ทีเ่กดิจากประจขุองหลุมด า      ใน d มติขิณะทีย่งัไมม่รีบกวนใดๆ จากภายนอกคอื 
      
              (3.7)  

 
2. ก าหนดมิติ d = 5 มิติ โดยท่ีความโค้งส่วนย่อย  1,0,1k  และท าประมาณเพ่ือหา

ผลเฉลยของสมการคล่ืน 
ผลเฉลยของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิูมเิวลาแอนไทดซิเิตอร ์ 5 มติ ิ ในรปูแบบไลน์

อเิลเมนทม์ดีงันี้ 
  
              (3.8) 
 
โดยที ่              (3.9) 
 
และ       คอืมวลและ     คอืประจขุองหลุมด าจากสมการ (3.9) สามารถหาต าแหน่งทีเ่ป็นจดุเอกฐานได้
ดงันี้ 
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                                           (3.10)  
                                      
      
 
            
 
 
 
             (3.11) 
 
พบต าแหน่งทีเ่ป็นจดุเอกฐานมอียู่ทัง้สิน้ 6 ต าแหน่งคอื             
             
เพื่อใหส้ะดวกต่อการค านวณ ไดก้ าหนดตวัแปรใหมข่ึน้ดงันี้          ,          ,         ดงันัน้สมการ 
(3.11) จะกลายเป็น 
 
          
  
 
                                                                                                          (3.12) 
   
ท าการก าหนดตวัแปรใหมอ่กีครัง้  zu 2  ,  2

2

2 zu   ,  3

2

3 zu   ,  rr1   ท าใหไ้ดผ้ลดงันี้ 
 
                                                                                                                            (3.13)  
 
                                                                                                         (3.14)          
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  (3.15) 

 
ด าเนินการหาผลเฉลยของสมการคลื่น (3.5) ดว้ยวธิกีารแยกตวัแปรไดโ้ดยทีเ่ราสามารถสมมตริปูแบบ
ผลเฉลยใน 5 มติไิดด้งันี้ 
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)3(2  dll ... ,2 ,1 ,0 l

เมือ่แทนรปูแบบผลเฉลยขา้งตน้ลงในสมการคลื่น (3.5) จะไดส้มการเชงิรศัม ี )(rR ทีข่ ึน้กบัค่า r อยา่ง
เดยีวและสมการเชงิมมุทีเ่กี่ยวขอ้งกบัมุม  ixS  ออกมาแต่ในการศกึษาครัง้นี้เราจะใหค้วามสนใจเฉพาะ
สมการเชงิรศัมเีท่านัน้ 
 

              
     02

2

2




rRrV
dr

rRd
                            (3.17)          

โดยทีพ่กิดัใหมค่อื  
 
                                                                         rfdrdr                                                    (3.18) 
 
และศกัยย์งัผลคอื 
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            (3.19)  

 
และ                                                        (3.20) 
 
เขยีนสมการ (3.17) ในรปูของตวัแปรใหม่ z  ไดเ้ป็นดงันี้ 
 
                                                                              
 
                                                                                       
 
 

                                                                             (3.21) 
 

3. พิจารณาจากเง่ือนไขขอบเขตท่ีฮอริซนัและท่ีระยะอนันต์ เพ่ือหาควอซี-นอรม์อล
โหมด และความถี่ควอซี-นอรม์อล 

เนื่องจากสมการเชงิรศัม ี (3.21) จะมตี าแหน่งทีเ่ป็นเอกฐานซ่อนอยูด่งันัน้เราจงึใชเ้ทคนิค เพื่อเป็นการ
ก าจดัปญัหาเหล่านัน้ออกไปโดยก าหนดใหผ้ลเฉลย )(zR  มรีปูแบบดงันี้ 
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ในการค านวณหาค่า 0  ท าไดโ้ดยก าหนดใหค้ าตอบเชงิรศัมมีผีลเฉลยคอื 

 
                                                                             0z~


R                        (3.23) 

 

ซึง่มอีนุพนัธอ์นัดบัหนึ่ง 1

0
0z





 
z

R และสอง   2

002

2

0z1





 
z

R แทนลงในสมการ (3.21) จะได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                   
                                                                                 
 
 
 
 

 

                                                                              

                                                                             (3.24) 
 
เมือ่พจิารณาทีต่ าแหน่ง 0z  ( r ) โดยแทนค่า 0z  ลงในสมการ (3.24) จะไดด้งันี้ 
                             
                                                 
                                                                                                         (3.25)  
 
 
จากสมการ (3.13) และ (3.25) ท าใหเ้ราสามารถค านวณหาค่า 0   ไดเ้ป็นดงันี้ 
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                                                                             (3.26)   
                
 
                                                                             (3.27)  
 
ค านวณคา่  1  ดว้ยวธิกีารเดยีวกนั คอืก าหนดให ้ 11)-(z~


R และแทนค่า 1zz    

 
                                                                                                   (3.28) 
 
ซึง่เราสามารถค านวณหาค่า 1  ไดด้งันี้    
 
                                                                                             (3.29) 
                                                     
 
                                                                             (3.30) 
 
ค านวณค่า  2  ดว้ยวธิกีารเดยีวกนั คอืก าหนดให ้ 2)z-(z~ 2


R และแทนค่า 2zz   

            
                                                                             (3.31)   
  

 
                                                                             (3.32) 
  
 
                                                                             (3.33) 
 
ค านวณค่า  3  ดว้ยวธิกีารเดยีวกนั คอืก าหนดให ้ 3)z-(z~ 3


R และแทนค่า 3zz   

 
                                                                             (3.34)              
                                                                                                    

       
                                                                             (3.35) 
 
 
หลงัจากนัน้แทนค่า                                                            อกีครัง้ลงในสมการ (3.24)              
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                                                                             (3.36) 
 
หารสมการ (3.36) ตลอดดว้ย                                                   และใชป้ระโยชน์จากสมการ 
(3.29), (3.32) และ (3.34) จะไดด้งันี้ 
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      01

1
4

1

111

1
4

3

1
4

3

1

3

1

2

1

2

62

32

12

4

10

1

3

1

2

11

2

42

233232

1

3

1

2

1

2

3

2

2

2

2

3210

3210

3210

3210

3210























Fzzzzzz
Q

rm

Fzzzzzzq
Q

r

Fzzzzzz
Q

r

Fzzzzzzzzzzzzzzzzzz

zzzzzz

Fzzzzzz















       
 

  

 
  

 
  

       

  
   

0
1

1

1
1

4

1
1

4

3
1

1

4

3

1
1

1
1

1

1
1

2
1

1

2

62

32

2

4

10

32322

2

3

2

33

2

2

2

32

2

132
0

32

2

0























zQ

rm

zzzzz
zqc

Q

r

zzzzz
z

zzzzz
z

zzzz
zz

zzzz
zz

zzzzz
z

zzzzz
z

zzzzz
z










     

           

           

             

           

             

           

             

       

          

          

           

     

            




























































































































FzzzzzzFzzzzzz

Fzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

zzzzzzzzzzzz

zzzzzzzzzzz
z

Fzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

FzzzzzzFzzzzzz

zzzzzz

z

z

zz

zz

1

3233

1

22

32

1

1

32

1

032

3

2

2

222

32

22

2

3

2

2

22

3

2

2

2

2

3233

1

3

1

2323

2

222

1

32

1

313

1

2

1

21

32

2

11

1

32

1

30

3

1

2

1

2032

11

10

32

2

00

1

323

3

1

2232

1

1

32

1

0

2

32

2

3

2

2

22

32103210

3210

32103210

3210

32103210

32103210

32103210

32103210

32103210

32103210

32103210

11

1

11

11

11
2

11

1211

1212

1112

1212

1112

1212

121

1













































      1

3

1

2

11 3210 1





zzzzzz



33 

 

 
   

 
 
 

 
 
 

  
0

1

1
21

1
21

2112
2

1

1
32

3

3

2

2

10

2 










































 JF
zzzz

F

zz

z
z

zz

z
z

zz

Fzz zz





ผลจากสมการ (3.37) ท าใหส้ามารถลดรปูสมการ (3.36) ไดเ้หลอืเพยีงดงัต่อไปนี้ 
 
                                                                              
 
                                                                                     
 
 
 
 
 
 
 

 
……………………………………………………………………………………………..(3.38) 
หารสมการ (3.38) ตลอดดว้ย                         จะไดผ้ลดงันี้  
 
                                                                              
 
 

……………………………………………………………………………………………..(3.39) 
เมือ่พจิารณาทีบ่รเิวณฮอรซินั           สามารถท าการประมาณต่อไดว้่า 
 
                           และ                                             (3.40)   
 
จากการประมาณตามสมการ (3.40) และก าหนดตวัแปรใหมค่อื                   ซึง่มคี่าขอบเขตคอื                                                                                       
               หลงัจากนัน้จดัรปูสมการ (3.39) ใหมไ่ดด้งันี้ 
 
                                                                             (3.41)   
 
 
สมการ (3.41) เป็นสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ 
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01 C 02 C

โดยที ่                                                                                                 (3.42)   
 
                           และ                                             (3.43)   
                                                                       
                 
                                                                             (3.44) 
 
 
 
ผลเฉลยของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิมอียูส่องผลเฉลยทีเ่ป็นอสิระเชงิเสน้ต่อกนัดงันี้ 
 
                                           และ                                                         (3.45)    
 
โดยที ่                      มนีิยามดงันี้ 
 
                                                                                                         (3.46)   
 
พจิารณาทีบ่รเิวณฮอรซินั  ( 1z ) จะไดว้่า 
 
                       );2;1,1();;,(1)-(z~ 2

1

1
1 yccbcaKCyycbaKCR c      (3.47) 

 
                          );2;1,1();;,((y)~ 2

1

1
1 yccbcaKCyycbaKCR c       (3.48) 

 
                         ybaKCyybaKCR ;21;2,2;21;,y~ 111211

11  


   (3.49) 
 
จากพจิารณาเงือ่นไขขอบทีว่่าบรเิวณเฉพาะคลื่นทีเ่คลื่อนทีเ่ขา้สู่หลุมด าเพยีงอย่างเดยีวดงันัน้ค่า    ใน
สมการ (3.30) ทีเ่หมาะสมกบัเงือ่นไขน้ีจงึตอ้งมคี่าเป็นลบ  
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                            (3.50) 

 
จากเงือ่นไขขอบนี้ท าใหเ้ทอมทีเ่ป็นคลื่นออก (เทอมทีส่องของสมการ (3.49) ) ตอ้งหายไปนัน่คอื 
 
                             และ                                           (3.51) 
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สมการ (3.49) จงึเขยีนไดใ้หมก่ลายเป็น 
 
                                                           ybaKyCyR ;21;,)( 11

1 
                        (3.52) 

 
แต่จากกฎของคุมเมอร ์( Kummer’s rule) สมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิจะมสีมบตัดิงันี้ 
 
                                                                             (3.53)  
 
 
 
เนื่องจาก 0 มคี่าเป็นบวกและเมือ่คลื่นเคลื่อนทีอ่อกมาไกลมากจากหลุมด า ( 0z ) และสมัประสทิธิ ์
เทอมทีส่องของสมการ (3.53)                           จะมคี่าเขา้สู่อนนัตด์งันัน้เพื่อป้องกนัปญัหาการลู่ออก 
เช่นน้ี ค่าของ )(a และหรอื )(b  จงึตอ้งมคี่าเขา้สู่อนันต ์ ( ) นัน่หมายความว่า a  และหรอื b  ตอ้ง
เป็นศูนยห์รอืจ านวนเตม็ลบเท่านัน้ จากสมการ (3.44) จะไดว้่า 
 
                                                                                           (3.54) 
        
                                           
 
 
                                                                             (3.55) 
 
จากสมการ (3.54)  พบว่าค่า n  ทีม่ไีดต้อ้งนี้เป็นจ านวนทีไ่มต่่อเนื่อง และหมายถงึโหมดของคลื่นทีม่ไีด้
นัน่เอง เรยีกโหมดการสัน่ทีม่ไีดน้ี้ว่าควอซ-ีนอรม์อลโหมด และความถีท่ีส่อดคลอ้งกบัโหมดนัน้ๆ เรยีกว่า 
ความถี ่ ควอซ-ีนอรม์อล แทนค่า 10 ,  และค่า 32 ,  ใน J   ตามสมการ (3.55) แกส้มการเพื่อหา 
ควอซ-ีนอรม์อลโหมด ( n )  และความถี ่ควอซ-ีนอรม์อล ( ) 
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บทท่ี  4 
ผลการวิจยั 

 
 ผลการวจิยัทีด่ าเนินตามขัน้ตอนในบทที่ 3 จากการก าหนดใหม้วลและประจขุองหลุมด ามี
ขนาดใหญ่กว่ามวล ประจุ ของสนามสเกลารท์ีม่ารบกวน ท าใหส้ามารถหา ควอซ-ีนอรม์อล โหมด 
และความถี ่ควอซ-ีนอรม์อล ในปรภิูมเวลา 5 มติ ิโดยม ี  1,0,1k   ไดด้งัสมการ (3.55)  
 
                                                                             (3.55) 
 
เมือ่ ,...3,2,1,0n  
 
โดยแทนค่า   
 
                                                                              
                
                                                                                                                                                  
 
 
 
 
 
 
 
ความถี ่ควอซ ีนอรม์อล ( ) ทีค่ านวณไดม้สี่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   เป็นไปดงั
ตาราง 1 ถงึตาราง 9  
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ตาราง 1 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,0,1   QrLqk  และ 422 Lm โดยใชค้่า 

J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  

 
        

 
   

 

  0 1.3653 -0.5071  

 1 1.9720 -0.9770  

  2 2.5720 -1.4489  

 3 3.1690 -1.9215  

  4 3.7645 -2.3946  

 5 4.3591 -2.8680  

  6 4.9530 -3.3416  

 7 5.5466 -3.8153  

  8 6.1399 -4.2891  

 9 6.7329 -4.7629  

 10 7.3259 -5.2368  

 
 

 

 
 
 
ภาพประกอบ 3 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่

1,1.1,0,1   QrLqk  และ 422 Lm  
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ตาราง 2 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,01.0,1   QrLqk  และ 422 Lm โดยใช้

ค่า J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  

   
    

 
   

 

  0 1.3711 -0.5088   

 1 1.9777  -0.9797  

  2 2.5777 -1.4521   

 3 3.1747 -1.9251  

  4 3.7702 -2.3984   

 5 4.3647 -2.8720  

  6 4.9587 -3.3457   

 7 5.5523 -3.8195  

  8 6.1455  -4.2934   

 9 6.7386 -4.7673  

 10 7.3315  -5.2412  

 
 
 

 
 
 

ภาพประกอบ 4 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่
1,1.1,01.0,1   QrLqk  และ 422 Lm  
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ตาราง 3 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(  โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,1,1   QrLqk  และ 422 Lm โดยใชค้่า 

J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  
    

 
    

 
   

 

  0 2.0643 -0.6806   

 1 2.6393 -1.2461  

  2 3.2206 -1.7720   

 3 3.8048 -2.2794  

  4 4.3908 -2.7765   

 5 4.9780 -3.2675  

  6 5.5661 -3.7545   

 7 6.1550  -4.2388  

  8 6.7443 -4.7211   

 9 7.3340 -5.2020  

 10 7.9241  -5.6818  

 
 

 

 
 
 

ภาพประกอบ 5 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่
1,1.1,1,1   QrLqk  และ 422 Lm  
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ตาราง 4 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,0,0   QrLqk  และ 422 Lm โดยใชค้่า 

J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  
          

 
   

 

  0 5.5966  -4.6470   

 1 9.3683  -6.0371  

  2 13.0564  -7.6019   

 3 16.7059 -9.2161  

  4 20.3364  -10.8512   
 5 23.9563  -12.4971  

  6 27.5697  -14.1494   

 7 31.1788  -15.8057  

  8 34.7849 -17.4648   

 9 38.3889  -19.1259  

 10 41.9913 -20.7884  

 
 
 

 
 
 

ภาพประกอบ 6 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่
1,1.1,0,0   QrLqk  และ 422 Lm  
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ตาราง 5 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,01.0,0   QrLqk  และ 422 Lm โดยใช้

ค่า J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  
    

 
    

 
   

 

  0 5.6161 -4.6500   

 1 9.3856 -6.0416  

  2 13.0728 -7.6066   

 3 16.7219 -9.2208  

  4 20.3522 -10.8559   

 5 23.9719 -12.5019  

  6 27.5852  -14.1542   

 7 31.1942 -15.8105  

  8 34.8003  -17.4696   

 9 38.4042  -19.1307  

 10 42.0066 -20.7932  

 
 
 

 
 
 

ภาพประกอบ 7 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่
1,1.1,01.0,0   QrLqk  และ 422 Lm  
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ตาราง 6 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,1,0   QrLqk  และ 422 Lm โดยใชค้่า 

J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  

 
  

 
    

 
   

 

  0 7.4747  -4.8509   

 1 11.0956  -6.3950  

  2 14.7122  -8.0042   

 3 18.3224  -9.6386  

  4 21.9283  -11.2852   

 5 25.5314  -12.9385  

  6 29.1326  -14.5959   

 7 32.7324  -16.2561  

  8 36.3313  -17.9181   

 9 39.9294  -19.5815  

 10 43.5270  -21.2459  

 
 
 

 
 
 
ภาพประกอบ 8 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่

1,1.1,1,0   QrLqk  และ 422 Lm  

20 40 60 80
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20

10

n )Re( )Im(
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ตาราง 7 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,0,1   QrLqk  และ 422 Lm โดยใชค้่า 

J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  
          

 
   

 

  0 8.6006  -3.2822   

 1 14.1231  -2.9424  

  2 19.5001  -2.8962   

 3 24.8159  -2.9298  

  4 30.1021  -2.9970   

 5 35.3719  -3.0817  

  6 40.6317 -3.1766   

 7 45.8849  -3.2781  

  8 51.1336  -3.3839   

 9 56.3789 -3.4930  

 10 61.6218  -3.6043  

 
 

 
 
 
ภาพประกอบ 9 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่

1,1.1,0,1   QrLqk  และ 422 Lm  
 
 

20 40 60 80 100

4.0

3.5

3.0
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ตาราง 8 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,01.0,1   QrLqk  และ 422 Lm โดยใช้

ค่า J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  
    

 
    

 
   

 

  0 8.6155  -3.2825   

 1 14.1359  -2.9437  

  2 19.5122  -2.8976   

 3 24.8276 -2.9313  

  4 30.1136  -2.9985   

 5 35.3833 -3.0832  

  6 40.6430  -3.1781   

 7 45.8961  -3.2796  

  8 51.1447  -3.3855   

 9 56.3900 -3.4945  

 10 61.6329  -3.6059  

 
 

 
 

 
ภาพประกอบ 10 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่

1,1.1,01.0,1   QrLqk  และ 422 Lm  
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ตาราง 9 ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ระหว่างส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(   โดย   
10,..,3,2,1,0n  และก าหนดให ้ 1,1.1,1,1   QrLqk  และ 422 Lm โดยใชค้่า 

J  จากสมการ (3.38) และ (3.43)  

 
  

 
    

 
   

 

  0 10.0705  -3.2731  

 1 15.4149  -3.0485  

  2 20.7214  -3.0254  

 3 26.0006  -3.0680  

  4 31.2646  -3.1398  

 5 36.5193  -3.2273  

  6 41.7683  -3.3241  

 7 47.0133  -3.4270  

  8 52.2556  -3.5339  

 9 57.4958  -3.6437  

 10 62.7345  -3.7557  

 
 

 
 
 
ภาพประกอบ 11 กราฟความถี่ระหว่าง ส่วนจรงิ )(x  และส่วนจนิตภาพ )(y  ที่

1,1.1,1,1   QrLqk  และ 422 Lm  
 

20 40 60 80 100

4.0

3.5

3.0

n )Re( )Im(

)Re(

)Im(



 

บทท่ี 5 
สรปุ อภิปรายผลและข้อเสนอแนะ 

 

 การวจิยัครัง้นี้ผูว้จิยัไดค้ านวณหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ของ
หลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์เชงิทอพอโลย ี5 มติ ิทีม่คีวามโคง้
ส่วนยอ่ย  1,0,1k  โดยมกีารรบกวนหลุมด า ดว้ยสนามสเกลารท์ีม่มีวลและประจ ุ โดยมขีัน้ตอน
การด าเนินงานวจิยัดงันี้ 

1. ท าการรบกวนหลุมด าดว้ยสนามสเกลาร ์ ซึง่จะใหส้มการคลื่นของสนามสเกลารใ์นปรเิวลา 
โคง้ทีม่หีลุมด าอยู่ 

2. ก าหนดใหห้ลุมด ามขีนาดของ มวล และ ประจ ุ ใหญ่กว่า มวล ประจ ุ และความถี ่ ของ
สนามสเกลารท์ีร่บกวน โดยใช ้  1,0,1k   ใน 5 มติ ิท าการประมาณสมการคลื่นทีฮ่อรซินั และจดั
สมการคลื่นใหอ้ยูใ่นรปูสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิได ้และหาค าตอบของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ 

3. พจิารณาจากเงือ่นไขขอบเขตทีฮ่อรซินัและทีร่ะยะอนนัต์ เพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด 
และค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล 

4. น าค่าทีไ่ดจ้ากขัน้ตอนที่ 3 มาเขยีนกราฟ 
 

สรปุผลงานวิจยั 
1. ผูว้จิยัสามารถค านวณหาค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลไดแ้ละแสดงผลในตาราง 1 ถงึตาราง 

9 นอกจากนัน้ยงัพบอกีว่าค่าของความถีค่วอซ-ีนอรม์อลถงึทศนิยมต าแหน่งที ่4 นัน้มคี่าแตกต่าง ไม่
ซ ้าค่ากนั 

2. จากตารางแสดงผลขา้งต้นพบว่าส่วนจรงิ )Re( ของความถีค่วอซ-ีนอรม์อลทีไ่ดม้คีา่
เป็นบวกและส่วนจนิตภาพ )Im( มคี่าเป็นลบ หมายความว่าหลงัจากการรบกวนจะมคีลื่นเกดิขึน้
และคลื่นนัน้จะมกีารสัน่และสลายตวัไปแบบเอกซโ์พเนนเชยีล 

3. จากค่าในตาราง 1 ถงึตาราง 6 พบว่าเมือ่โหมด n  มคี่ามากขึน้ ขนาดของส่วนจรงิ 
)Re( และขนาดของส่วนจนิตภาพ )Im( ของความถีท่ีไ่ดจ้ะมคี่ามากขึน้เช่นกนั  ยกเวน้แต่ค่าใน

ตาราง 7 ถงึตาราง 9 เท่านัน้ทีจ่ะมแีนวโน้มเพิม่ขึน้เมือ่โหมดมากกว่า 2 ขึน้ไป  
4. เมือ่เปรยีบเทยีบกราฟความถี ่ควอซ-ีนอรม์อล จากภาพประกอบ 3 ถงึภาพประกอบ 11 

กบักราฟของงานวจิยั ฉาบแกว้ (2012) และ ฮ,ี หวาง, ไซ และหลนิ (He, X.; et al. 2010:  230-
236) พบว่าเสน้กราฟทีไ่ดน้ัน้มลีกัษณะคลา้ยกบัเสน้กราฟ ของงานวจิยั ฉาบแกว้ (2012) และ ฮ,ี 
หวาง, ไซ และหลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236)  
 
 

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
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อภิปรายผล 
จากผลการค านวณขา้งตน้สามารถกล่าวไดว้่า หลงัจากรบกวนหลุมด าดว้ยสนามสเกลาร์

ภายนอกหลุมด าแลว้จะเกดิคลื่นควอซ-ีนอรม์อล ขึน้ โดยมคีลื่นเคลื่อนทีเ่ขา้และหนจีากหลุมด า โดย
บรเิวณต าแหน่งฮอรซินันัน้จะมเีพยีงคลื่นเขา้ และเมือ่ห่างไกลออกมาจากหลุมด ามากๆจะมเีพยีงแค่
คลื่นออก นอกจากนัน้ยงัพบว่าคลื่นดงักล่าวนัน้มไีดห้ลายโหมดทีไ่มต่่อเนื่องกนั โหมดทีส่งูกว่าจะสัน่
ดว้ยความถีท่ีม่ากกว่า แต่จะสลายหายไปดว้ยอตัราทีเ่รว็กว่า 

ผูว้จิยัสามารถค านวณค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลไดใ้นทุกกรณขีองส่วนโคง้ยอ่ย 
และสามารถค านวณไดโ้ดยไมต่อ้งใชข้อ้มลูของส่วนประกอบภายในหลุมด าแต่ใชข้อ้มลูเพยีงมวลและ
ประจขุองหลุมด าเท่านัน้ ซึง่สอดคลอ้งกบัทฤษฎไีมม่ขีน (No hair theorem) นอกจากนัน้ยงัพบอกี
ว่าค่าความถี ่ควอซ-ีนอรม์อล (จ านวนเชงิซอ้น) ของคลื่นทีเ่กดิขึน้ไดจ้นถงึทศนิยมต าแหน่งที ่4 จะมี
ค่าไมซ่ ้ากนั จงึสามารถใชป้ระโยชน์จากค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ในการบอกค่าพารามเิตอร ์ (มวล, 
ประจ)ุ และสมบตัเิฉพาะของหลุมด าได ้

ค่าความถีค่วอซ-ีนอรม์อลทีไ่ดย้งัขึน้กบัค่าส่วนโคง้ยอ่ยของบรเิวณทีร่บกวนโดยทีค่วามโคง้
แบบนูน        จะใหค้วามถีท่ีส่งูกว่าแบบแบนราบ        และมากกว่าแบบโคง้เวา้         ซึง่ผลทีไ่ด้
ท าใหส้ามารถท านายรปูทรงความโคง้ของบรเิวณทีร่บกวนโดยดูจากส่วนจรงิของค่าความถีไ่ดโ้ดย
การรบกวนดว้ยสนามเดยีวกนั 

 
ข้อเสนอแนะ  
 การวจิยัไดท้ าการค านวณ เพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถีค่วอซ-ีนอรม์อล ดว้ย
วธิกีารประมาณ โดยหลุมด าถูกรบกวนดว้ยสนามเกลาร ์ประกอบกบัพารามเิตอรห์ลายตวัทีใ่ชร้ว่ม
พจิารณา ซึง่ผูว้จิยัมขีอ้เสนอแนะดงัต่อไปนี้ 

1. ค านวณค่าความถี ่ ควอซ-ีนอรม์อล ดว้ยการประมาณทีม่ีค่วามแม่นย ามากขึน้ภายใต้
ค่าพารามเิตอรต่์างๆทีม่ากขึน้ของหลุมด า เพื่อเป็นการจดัท าฐานขอ้มลูของความถีก่บัพารามเิตอร์
ของหลุมด า  

2. ศกึษาหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถีค่วอซ-ีนอรม์อลในกรณทีี่ประจุของหลุมด า
และสนามสเกลารท์ีร่บกวนมคี่าเป็นลบ และศกึษาคลื่นทีเ่กดิขึน้หลงัการรบกวน 

3. เพิม่จ านวนของตวัรบกวน เช่น สนามสเกลารร์ว่มกบัสนามเวกเตอร ์ และ เพิม่จ านวนมติิ

ใหส้งูขึน้ เช่น ให ้ 11,7d   เพื่อหาขอ้เทจ็จรงิทีไ่มส่ามารถพบไดใ้นมติทิีต่ ่ากว่า 

 1,0,1k

1k 0k 1k
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