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 The aim of this research is to analytically calculate quasi-normal modes (QNM) and 
frequencies of the 4 dimensional anti de Sitter (AdS) Reissener-Nordstrom (RN) black holes 
with the zero sectional curvature. The system is weakly perturbed by a massive and 
charged scalar field,  which couples to Maxwell field. The solutions are approximated at the 
horizon. To compare with the numerical work, the mass and charge of the scalar field are 
kept small compared to those of the black holes. The result is in agreement with the 
numerical result. 
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บทท่ี 1 
บทน า 

 
ภมิูหลงั 

1.1  ทฤษฎีสมัพทัธภาพพิเศษ 
 ในปี พ.ศ. 2448 (ค.ศ. 1905) ไอน์สไตน์  (Einstein. 1905: 891-921) ไดต้พีมิพท์ฤษฎี
สมัพทัธภาพพเิศษ (special relativity) ทีส่ามารถอธบิายไดท้ัง้ กลศาสตรด์ัง้เดมิ (classical 
mechanics) และทฤษฎไีฟฟ้าแมเ่หลก็ (electromagnetic  theory) ไดด้ว้ยเพยีงทฤษฏเีดยีว  ใน
ทฤษฏมีกีารแปลงระหว่างพกิดัทีเ่รยีกว่า การแปลงแบบโลเรน็ตซ ์(Lorentz  transformation) การ
แปลงนี้ไดม้าจากการก าหนดให้กฎทางฟิสกิสย์อ่มเหมอืนกนัในทุกกรอบอา้งองิเฉื่อยและอตัราเรว็
ของแสงในสุญญากาศเป็นค่าคงตวัสากล  ซึง่ไมข่ึน้อยูก่บัการเคลื่อนทีข่องแหล่งก าเนิดแสงนัน้  ซึง่
เป็นผลทีไ่ดจ้ากการทดลองต่าง ๆ รวมทัง้การทดลองของไมเคลสนัและมอรล์ยี์ (Michelson; & 
Morley.  1887: 333-345) 
 ผลทีต่ามมาของทฤษฎสีมัพทัธภาพพเิศษ น าไปสู่การท านายลกัษณะกายภาพทีต่่างไปจาก
กลศาสตรน์ิวตนัเมือ่อตัราเรว็สมัพทัธร์ะหว่างผูส้งัเกตในพกิดัต่างๆ มคี่าเทยีบเคยีงอตัราเรว็แสง เช่น 
การยดืออกของเวลา และ การหดสัน้ของระยะทาง เพื่อใหอ้ตัรเรว็แสงมคี่าไมเ่ปลีย่นแปลงในแต่ละ
พกิดั เมือ่ตอ้งพจิารณาการเปลีย่นแปลงของต าแหน่ง จ าเป็นตอ้งพจิารณาการเปลีย่นแปลงของเวลา
ดว้ย จงึเป็นการขยายจ านวนมติขิองพกิดัจาก 3 เป็น 4 มติ ิซึง่เป็นการรวมเอาเวลาเขา้ไวใ้นพกิดัที่
บอกทัง้ต าแหน่งและเวลา เรยีกพกิดันี้ว่า พกิดัของปรภิมูิ-เวลา (space-time coordinate) และเรยีก
แต่ละจดุของพกิดันี้เป็นเหตุการณ์ (event) การขยายเป็น 4 มติ ิท าใหเ้วกเตอรใ์นกลศาสตรด์ัง้เดมิ 
จะตอ้งถูกปรบัเปลีย่นไปเป็น  4  มติ ิ และจะตอ้งเชื่อฟงัการแปลงแบบโลเรน็ตซ์ โดยการคณูเชงิส
เกลาร ์(dot product) นิยามจากเวกเตอรส์องชนิด คอื เวกเตอรค์อนทราแวเรยีนต ์(contravariant 
vector) 
 
                                                                                                            (1.1) 
  
และเวกเตอรโ์คแวเรยีนต ์(covariant vector) 
 
                                             (1.2) 
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ผลคณูเชงิสเกลารข์องเวกเตอร ์ A A  คือ 
 

                (1.3) 
 

ขนาดของการกระจดัจะมคี่าไมเ่ปลีย่นแปลง ในแต่ละกรอบอา้งองิ กต่็อเมือ่รวมพจน์ของเวลาเอาไว้
ดว้ย การกระจดัน้อยๆ ก าลงัสอง คอื 

 
             2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2ds c dt dx dy dz c dt dx dy dz                          (1.4) 
 
เมือ่  c   คอื อตัราเรว็แสง 
     , , ,t x y z   คอื เวลาและต าแหน่งในกรอบอา้งองิ S  
     , , ,t x y z     คอื เวลาและต าแหน่งในกรอบอา้งองิ S   
 
เขยีนสมการ (1.4) ใหมเ่ป็น 
                                                                                                            (1.5) 
 
การเขยีนปรมิาณทางกายภาพอื่น ๆ เช่น ความเรว็ นิยามใหเ้ป็น 

 
                                   (1.6) 
 

 

เมือ่  คอื เวลาแท(้proper time) ขนาดก าลงัสองของความเรว็คอื                       

                                                                                                         (1.7) 

อกีตวัอยา่งคอืโมเมนตมัใน 4 มติ ินิยามเป็น 
 
                                                                                                            (1.8) 

ขนาดก าลงัสองของโมเมนตมัคอื 

                                                                                                   (1.9) 
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2mcE   คอืพลงังานรวมของอนุภาค vmP


   คอืโมเมนตมัของอนุภาคใน 3 มติ ิหรอืเขยีน
โมเมนตมัไดเ้ป็น 
 
                                                                                                   (1.10) 
 
และสามารถเขยีนก าลงัสองของโมเมนตมัใหมเ่ป็น 
 
                                                                                                            (1.11) 

 
 

การรวมเอาพลงังานของระบบเป็นส่วนหนึ่งของโมเมนตมัใน 4 มติ ิคอื สามารถเขยีนสมการการ
อนุรกัษ์พลงังานและโมเมนตมัไดใ้นสมการเดยีวกนั และเนื่องจากการเขยีนพลงังานเป็นโมเมนตมั
องคป์ระกอบของเวลา  ท าใหพ้ลงังานของอนุภาคในแต่ละกรอบอา้งองิมคี่าไมเ่ท่ากนั  เช่นเดยีวกบั
มวลในแต่ละกรอบอา้งองิ  การรวมปรมิาณทางฟิสกิสน์ี้หมายความว่าปรมิาณทัง้สองเป็นปรมิาณ
เดยีวกนั  เพยีงแต่มคี่าต่างกนัในพกิดัทีต่่างกนั เช่น มวล (m) เปลีย่นเป็นพลงังาน (E) ได ้ซึง่
ค านวณไดจ้ากสมการทีรู่จ้กักนัดคีอื 2mcE   

1.2  ไฟฟ้าพลศาสตรเ์ชิงสมัพทัธภาพ                                                                                  
สมการของแมกซเ์วลล ์ในรปูแบบ 3 มตินิัน้ สอดคลอ้งกบัเนื้อความเชงิกายภาพของทฤษฎี

สมัพทัธภาพพเิศษอยู่แลว้แต่ตอ้งเขยีนใหมเ่พื่อท าใหม้นัมคีวามไม่แปรเปลีย่น ในแต่ละพกิดั นิยาม
ความหนาแน่นประจุ     และความหนาแน่นกระแส  J


 เป็น 

 

                                                                                         (1.12) 

โดย     c   เป็นองคป์ระกอบของเวลาในเวกเตอรแ์หล่งก าเนิดสนามแมเ่หลก็ไฟฟ้า นิยาม
ศกัยไ์ฟฟ้า     และเวกเตอรศ์กัย์  A


  เป็น 

 
     AA


,                                           (1.13) 

 
โดย     เป็นองคป์ระกอบของเวลาในเวกเตอรศ์กัย ์4 มติ ิ  และนิยามใหอ้นุพนัธข์องเวลาและตวั
ด าเนินการอนุพนัธ ์  เป็นตวัด าเนินการอนุพนัธใ์น 4  มติ ิเขยีนไดเ้ป็น 
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จากนิยามดงักล่าวท าให ้ สนามไฟฟ้า  E


  และสนามแมเ่หลก็  B


  ไมอ่าจเขยีนเป็นเวกเตอร ์    
4  มติ ิได ้ แต่สามารถเขยีนเป็นองคป์ระกอบของเมทรกิซ ์ขนาด  44  ซึง่นิยามไดเ้ป็น 
 
                                           AAF                                       (1.15) 
 
สนามไฟฟ้าและสนามแมเ่หลก็เขยีนเป็นองคป์ระกอบของเมทรกิซ ์ไดเ้ป็น  
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EEE

F                                    (1.16) 

 
การเขยีนสนามไฟฟ้าและสนามแมเ่หลก็เช่นน้ี  ใหค้วามหมายเป็นนยัว่า สนามทัง้สองคอืสิง่เดยีวกนั 
ขึน้อยูก่บักรอบอา้งองิของผูส้งัเกต  ท าใหเ้ขยีนสมการแมกซเ์วลล ์จาก 4 สมการ ลดเหลอื 2 สมการ
ใน 4  มติ ิคอื 
 

                                                  



J

c
F

4
                                     (1.17) 

และ 
                                          
                                         0  FFF                            (1.18) 
 

1.3  ทฤษฎีสมัพทัธภาพทัว่ไป   
 ในปี พ.ศ. 2459 (ค.ศ. 1916) ไอน์สไตน์ (Einstein.  1916:  769-822) ไดเ้สนอทฤษฎี
สมัพทัธ-ภาพทัว่ไป ทีก่ล่าวถงึหลกัการทีว่่า “มวลของวตัถุทีอ่ยูภ่ายใตส้นามความโน้มถ่วง 
(gravitational mass) จะมคี่าเท่ากบัมวลเฉื่อย (inertial mass) ทีต่า้นการเคลื่อนทีก่รณวีตัถุมี
ความเรง่” ท าใหผู้ส้งัเกตไมส่ามารถบอกถงึความแตกต่างระหว่าง แรงเนื่องจากความโน้มถ่วงเมือ่ผู้
สงัเกตอยูน่ิ่งเทยีบกบัโลก กบั แรงเนื่องจากความเรง่เมือ่ผูส้งัเกตเคลื่อนทีด่ว้ยความเรง่  หรอือกีนยั
หนึ่งอาจกล่าวไดค้อื ผูส้งัเกตไมส่ามารถบอกความแตกต่างระหว่าง การตกอยา่งอสิระภายใตแ้รง
โน้มถ่วง กบัการอยูน่ิ่งหรอืเคลื่อนทีด่ว้ยความเรว็คงที ่ ไอน์สไตน์เรยีกหลกัการนี้ว่า หลกัการสมมลู 
(principle of equivalence) 
 จากหลกัการสมมลู ท าใหเ้กดิขอ้ขดัแยง้ในกลศาสตรด์ัง้เดมิ คอื กรอบอา้งองิจะตอ้งเคลื่อนที่
ดว้ยความเรว็คงทีห่รอืหยดุนิ่ง เพื่อใหส้มการการเคลื่อนทีม่รีปูแบบสมการเหมอืนเดมิ แต่ในความ
เป็นจรงิ ผูส้งัเกตตอบไมไ่ดว้่าตนมคีวามเรง่หรอืไม ่ท าใหต้อ้งมกีารแปลงระหว่างกรอบอา้งองิ 
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ส าหรบักรณทีัว่ไปทีอ่าจมคีวามเรง่ได ้ เพื่อใหส้มการการเคลื่อนทีม่รีปูสมการทีไ่มเ่ปลีย่นไปตาม
กรอบอา้งองินัน้ ในทฤษฎสีมัพทัธภาพพเิศษ ผูส้งัเกตเคลื่อนทีด่ว้ยความเรว็คงทีแ่ละมกีารแปลง
แบบโลเรน็ตซ ์แต่กรณทีีก่รอบอา้งองิมคีวามเรง่ ผูส้งัเกตตอ้งหาการแปลงแบบทัว่ไป โดยเมือ่ผู้
สงัเกตลดความเรง่เขา้สู่ศูนยแ์ลว้ การแปลงจะกลายเป็นแบบโลเรน็ตซ์ 

จากระยะทางสัน้ ๆ ในทฤษฎสีมัพทัธภาพพเิศษ 
 
                                                                                                            (1.19) 
                                
 
เรยีก  vg   ว่าเมตรกิเทนเซอร ์ (metric tensor) ( เมตรกิคอืระยะทางสัน้ๆก าลงัสอง ระหว่างสอง
เหตุการณ์ในปรภิมูเิวลาใดๆ) เป็นฟงักช์นัของพกิดั x  ซึง่ค่าของ 

vg  คอื 
 

                                        

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

vg

 
 


 
 
 

 

                                  (1.20) 

 
เรยีกพกิดัในสมการ  (1.1)  ว่า  ปรภิมูเิวลาราบ  (flat spacetime)  และเรยีกพกิดัในกรณทีัว่ไปที ่

 1, 1, 1, 1vg       ว่า  ปรภิมูเิวลาโคง้  (curved spacetime)  vg เป็นตวัแทนความโคง้ของ
ปรภิมูเิวลา  อนัเน่ืองมาจากมวลขนาดใหญ่แผ่สนามความโน้มถ่วง  โดยคณติศาสตรท์ีใ่ชศ้กึษาคอื 
เรขาคณติเชงิอนุพนัธ ์ (differential geometry)  ซึง่ไดม้กีารศกึษามาก่อนจะมกีารเสนอทฤษฎี
สมัพทัธภาพ  ซึง่ใชห้าความโคง้ของปรภิมูเิวลา  และสมการการเคลื่อนทีใ่นปรภิมูเิวลาโคง้นัน้เริม่
จากการศกึษา  แคลคลูสัเวกเตอรบ์นพืน้ผวิโคง้ และการเคลื่อนทีข่องเวกเตอรผ์วิสมัผสัทีเ่คลื่อนที่
ขนานตวัเองไปบนเสน้ทางปิดบนผวิโคง้  เรยีกว่าการส่งแบบขนาน (parallel transport) 
 นิยามความโคง้ของพกิดัสามารถท าได ้โดยการหาอนุพนัธข์องเวกเตอร ์ในพกิดัโคง้ใน
สองทศิทาง คอืในทศิทาง a ก่อน ( aD ) และทศิทาง b ทหีลงั ( bD ) แลว้เอามาลบกนั  การหา
อนุพนัธข์องเวกเตอรบ์นพืน้ผวิโคง้ ในทศิทาง b ก่อนและ ทศิทาง a  ทีห่ลงั 
 

                     (1.21) 
 

 
เรยีก  d

c

abR  ว่า เทนเซอรร์กิช ี(Ricci tensor) สามารถเขยีนเทนเซอรร์กิชลี าดบัทีส่องไดเ้ป็น 
 
 

222222 dzdydxdtcds 
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            (1.22) 
 

aa
x


  และ เรยีก v



 ว่า สญัลกัษณ์ครสิทอฟเฟิล (Christoffel symbol)  

 

                                    abdadbbda

cd
c

ab ggg
g


2

 

 
โดยความโคง้ทีเ่ป็นสเกลาร ์คอื 

 

                                     (1.23) 
 

การเคลื่อนทีข่องอนุภาคในปรภิูมเิวลาโคง้ สามารถศกึษาไดจ้ากแอทชนั (action,A) โดยกรณงีา่ย
ทีสุ่ดคอือนุภาคทดสอบเคลื่อนทีไ่ปในสุญญากาศ ตามความโคง้ R  

 
                               (1.24) 
 

โดย  gdet     คอื  รากทีส่องของดเีทอรม์แินนตข์องเมทรกิของ  abg  และปรมิาณ 
xdg 4det  เป็นปรมิาณทีไ่มเ่ปลีย่นไปตามพกิดั ดงันัน้ปรมิาณทีส่ามารถท าการแปรผนั

(variation) ไดใ้นแอคชัน่ คอื abg  
 
                             (1.25) 
 

และผลทีไ่ดค้อื 
 

                                                 0
2

1
 RgR abab                                    (1.26) 

 
เรยีกสมการน้ีว่า สมการสนามของไอน์สไตน์  (Einstein field equation) โดยทางขวามอืของสมการ
เป็นศูนย ์เพราะเราพจิารณาในกรณทีีเ่ป็นสุญญากาศ หรอืไม่มอีนัตรกริยิาใดๆ แต่ถา้มอีนัตรกริยิา
แมเ่หลก็ไฟฟ้า แลว้แอทชนัจะเป็น 
 
                                                                                                            (1.27) 
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ดงันัน้มตีวัแปรทีส่ามารถแปรผนัไดส้องตวัคอื  abg  และ A  เมือ่ท าการแปรผนัแอคชัน่ดว้ย 
เมตรกิ abg จะไดส้มการไอน์สไตน์ 
 

                                            


T

c

G
RgR

4

2

2

1
                               (1.28) 

 
โดย  T   คอื เทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน – โมเมนตมั (stress energy – momentum tensor) 
มคี่าเท่ากบั 
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1                        (1.29) 

 
และเมือ่ท าการแปรผนั แอทชนัดว้ย ศกัย ์ A จะไดส้มการแมกเวลลด์งัสมการ (2.17) โดยในกรณนีี้
จะไมค่วามหนาแน่นกระแส J นัน่เอง 

ผลเฉลยทีง่า่ยทีสุ่ดของสมการ (1.28) คอืมมีวล M ขนาดใหญ่สรา้งสนามความโน้มถ่วงหรอื
ปรภิมูเิวลาโคง้ในสุญญากาศ และเทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน – โมเมนตมัมคี่าเป็นศูนย ์โดยให้
ระบบมสีมมาตรทรงกลม เรี ยกผลเฉลยหรอืเมตรกิ (metric) ในกรณนีี้ว่า ผลเฉลยชวารซ์ชาลด ์
(Schwarzschild’s solution) (Schwarzschild.  1916: 189-196) 
 

             
1

2 2 2 2 2

2 2

2 2
1 1

GM GM
ds dt dr r d

c r c r



   
         

   
                (1.30) 

 
เพื่อความงา่ยในการค านวณจงึก าหนดให ้ 1 cG  จากสมการ (1.8) จะเหน็ว่าเมตรกิมสีภาวะเอก
ฐาน (singularity) ที ่ 0, 2r r M  และ r   โดยสภาวะเอกฐานทีต่ าแหน่ง  ,2Mr  
สามารถก าจดัออกไปไดโ้ดยการแปลงพกิดั แต่ที ่ 0r   ไมส่ามารถก าจดัออกไปไดไ้มว่่าจะแปลงสู่
พกิดัใด (Wald.  1984: 152-153)   แต่ทีต่ าแหน่ง r = 2M เป็นต าแหน่งทีเ่มตรกิเปลีย่นเครือ่งหมาย
มคีวามหมายทางกายภาพว่าความเรว็ของอนุภาคทีจ่ะหลุดรอดออกจากต าแหน่งนี้ไดจ้ะตอ้งมี
ความเรว็เท่ากบัความเรว็แสงหรอือาจกล่าวไดว้่า เมื่ ออนุภาคเขา้ใกลแ้ละเคลื่อนทีผ่่านรศัม ี r = 2M  
จะถูกดดูไหลไปรวมกนัทีต่ าแหน่ง r = 0 และไมม่สีิง่ใดหลุดรอดออกมาได ้ เรยีกต าแหน่งทีไ่มม่สีิง่ใด
หลุดรอดออกมาไดว้่า ฮอรซินั (horizon)  และเรยีกบรเิวณทีแ่มแ้ต่แสงกไ็มส่ามารถหลุดออกมาไดว้่า 
หลุมด า (black hole) โดยผูเ้รยีกคนแรกคอืนกัฟิสกิสช์ื่อ วิล่เลอร ์(Wheeler.  1969. 24-34) 

ในปี ค .ศ.1917 เดอ ซติเตอร ์ (de Sitter.  1917: 3-28) ไดศ้กึษาระบบทีค่ลา้ยกบัเมตรกิ
ชวารซ์ชาลดโ์ดยเพิม่พจน์ทีเ่กีย่วกบัค่าคงตวัจกัรวาล (cosmological constant) สมการสนาม
ไอน์สไตน์จงึเขยีนไดเ้ป็น 
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                             1
0

2
v v vR g R g                                          (1.31) 

 
ผลเฉลยของสมการ (1.31 ) คอื 
 
                                                                                                            (1.32) 
 

 
โดยนิยามให ้ 23  l  มหีน่วยเป็นระยะทางก าลงัสอง เรยีกผลเฉลยที ่   เป็นบวกว่า ผลเฉลย 
เดอ ซติเตอร ์ (de Sitter solution)    และเรยีกผลเฉลยที ่   เป็นลบว่า ผลเฉลย แอนไท เดอ ซติ
เตอร ์(Anti de Sitter) 
 

ถา้มมีวล M ขนาดใหญ่สรา้งสนามความโน้มถ่วงหรอืปรภิมูเิวลาโคง้ และมอีนัตรกริยิา
แมเ่หลก็ไฟฟ้า โดยใหร้ะบบมสีมมาตรทรงกลม สมการสนามของไอน์สไตน์เขยีนไดด้งัสมการ (1.31)  
และมเีทนเซอรค์วามเคน้ของพลงังาน – โมเมนตมัดงัสมการ (1.29 ) เรยีกผลเฉลยหรอืเมตรกิ 
(metric) ในกรณนีี้ว่า ผลเฉลยไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ (Reissner-Nordström solution) (Hawking, 
S.W.;& Ellis, G.F.R. 1973)  
 
                                                                                                            (1.33) 
 
 

ในกรณหีลุมด าแอนไท เดอ ซติเตอร ์มปีระจไุฟฟ้า Q จะท าใหม้สีนามแมเ่หลก็ไฟฟ้าในระบบ โดย
สมการสนามไอน์สไตน์จงึเขยีนไดเ้ป็น 
 
                                                                                                            (1.34) 
 
ผลเฉลยของสมการ (1.34)  คอื 
 
                                                                                                       (1.35) 
 
 
โดยนิยามให ้ 23  l  มหีน่วยเป็นระยะทางก าลงัสอง  , l  คอืรศัมแีอนไท เดอ ซติเตอร์และ ijh  
คอืเมตรกิทีเ่ป็นมมุของพกิดั ม ี 2d  มติ ิ
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จากเมตรกิเทนเซอรข์องปรภิมูเิวลา จะเหน็ไดว้่าทอพอโลยี  (topology) ของระบบขึน้กบัค่า 
k  หรอืเรยีกว่าค่าความโคง้ส่วนยอ่ย (sectional curvature) ซึง่สามารถแบ่งออกอยา่งงา่ยๆ เป็นไป
ไดส้ามค่าคอื  ฮอรซินัวงร ี (elliptic horizon, 1k   ) ฮอรซินัแบบราบ (flat horizon, 0k  ), 
ไฮเพอรโ์บลกิ (hyperbolic horizon, 1k   )   

1.4  เทอรโ์มไดนามิกสข์องหลมุด า 
ปญัหาส าคญัของหลุมด าคอืเทอรโ์มไดนามกิสข์องหลุมด า ทีม่คีวามขดัแยง้ กบัฟิสกิสด์ัง้เดมิ

คอื   สมบตัแิละพฤตกิรรมของหลุมด าในทฤษฎสีมัพทัธภาพทัว่ไป หลุมด า จะมแีต่ดดูกลนืมวลสาร
และพลงังานไปรวมกนัทีจ่ดุเอกฐาน โดยไมม่กีารแผ่รงัสหีรอืปล่อยอนุภาคใดออกมาเลย  เป็นที่
ทราบกนัว่า ในระดบัจลุภาคการไมม่กีารแผ่รงัสหีรอืปล่อยอนุภาคใดออกมาเลยจะต้ องท าใหอุ้ณหภมูิ
ของหลุมด ามคี่าเขา้สู่ศูนยส์มับรูณ์ ขดักบักฎขอ้ที ่ 3 ทีก่ล่าวว่าไมส่ามารถลดอุณหภมูจินถงึศูนย์
สมับรูณ์ได ้  การดดูกลนืมวลสารและพลงังานท าใหเ้อน โทรปีของหลุมด ามคี่าสงูมาก ท าให้ ไมท่ราบ
ค่าทีแ่น่นอนของสมการ dQ TdS  
 ในปี ค.ศ. 1972 เบเคนสไตน์ (Bekenstein. 1972: 737-740) ไดเ้สนอให ้เอนโทรปีของหลุม
ด าแปรผนัตรงกบัพืน้ผวิฮอรซินั ซึง่ขดัแยง้กบัฟิสกิสด์ัง้เดมิทีใ่หเ้อนโทรปีเป็นฟงักช์นัของปรมิาตร  

ในปี ค.ศ. 1973  บารด์นี; คารเ์ตอร;์ และ ฮอวก์ิง้ (Bardeen; Carter; & Hawking.  1973: 
161) ไดพ้สิจูน์กฎทางเทอรโ์มไดนามกิส ์โดย เอนโทรปีสามารถค านวณไดเ้ป็น  

 
                             (1.36) 
 

A คอื พืน้ทีผ่วิของฮอรซินัของหลุมด า และไดพ้สิจูน์ทางทฤษฎวี่าหลุมด าสามารถแผ่รงัสไีดใ้นระดบั
จลุภาคเพราะผลทางควอนตมั เพื่อสะดวกต่อการค านวณก าหนดให ้ 1 ckG B   ส่วน
อุณหภมูทิีผ่วิฮอรซินัแปรผนัตรงกบัปรมิาณทีเ่รยีกว่าสนามโน้มถ่วงทีผ่วิ (surface gravity,  ) 

 
                            (1.37) 
 

ดงันัน้ TdS สามารถหาค่าไดแ้ละอุณหภมูไิมเ่ป็นศูนยส์มับรูณ์ ท าใหข้อ้ขัดแยง้ทางเทอรโ์มไดนามกิส์
ของหลุมด าถูกก าจดัออกไปดว้ยผลทางควอนตมัในปรภิมูเิวลาโคง้ใกลฮ้อรซินั  ซึง่อาจกล่าวไดว้่ากฎ
เทอรโ์มไดนามกิสข์องหลุมด าเป็นหลกัการพืน้ฐานทีส่ าคญัของทฤษฎคีวอนตมักราวติ ี (quantum-
gravity theory) ทีถู่กเสนอขึน้มาจะตอ้งพสิจูน์ หรอื อธบิายกฎดงักล่าวได ้

อยา่งไรกต็ามเทอรโ์มไดนามกิสข์องหลุมด าท าใหม้คี าถามเพิม่ขึน้อกีหลายขอ้ เช่น การที่
เอนโทรปีของหลุมด าเป็นฟงักช์นัของพืน้ทีไ่มใ่ช่ปรมิาตร หรอืการทีข่อ้มลู (information) ของสสาร
และพลงังานทีถู่กดดูกลนื จะสญูหายไปในหลุมด าหรอืจะถูกปล่อยออกมาในการแผ่รงัสหีรือไม ่เป็น
ตน้ 
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เน่ืองจากทฤษฎสีมัพทัธภาพทัว่ไปเป็นทฤษฎทีีร่วมเอาแรงโน้มถ่วงและแรงแมเ่หลก็ไฟฟ้า
ไวใ้นสมการเดยีว ดงันัน้ผลของทฤษฎีควรจะเป็นกรณทีัว่ไปส าหรบัฟิสกิสด์ัง้เดมิ  ดงันัน้การทีเ่อน
โทรปีเป็นฟงักช์นัของพืน้ผวิของระบบ กค็วรจะเป็นกรณทีัว่ไปมากกว่าการทีเ่อนโทรปีเป็นฟงักช์นั
ของปรมิาตร ท าใหม้กีารเสนอแนวความคดิทีว่่า  ปรมิาตรในฟิสกิสด์ัง้เดมิแท้จรงิคอื  พืน้ผวิหนึ่งใน
ปรภิมูเิวลา ทีม่มีติมิากกว่า 4 มติขิึน้ไป  จงึมกีารเสนอหลกัการโฮโลกราฟฟิก (holographic 
principle) (Susskind. 1995: 6377-6396) ทีก่ล่าวว่าฟิสกิสร์ะดบัมหาทรรศน์(macroscopic) ใน n+1 
มติ ิมสีมบตัทิางฟิสกิส ์เหมอืนกบั ฟิสกิสร์ะดบัจลุทรรศน์(microscopic) บนผวิขอบเขตของระบบทีม่ ี
มติเิป็น n มติ ิซึง่เป็นการแสดงถงึการมอียูข่องมติทิีม่ากกว่า 4 มติ ิ(extra dimensions) 

ขอ้มลูของมวลสารและพลงังานทีถู่กดดูเขา้ไปในหลุมด า โดยทฤษฎสีมัพทัธภาพแลว้ไมไ่ด้
สญูหายไปไหนแต่ถูกเกบ็ไวใ้นหลุมด าตลอดไปส่วนในทฤษฎคีวอนตมัในปรภิมูเิวลาราบขอ้มลูไมไ่ด้
สญูหายไป เพราะเมือ่ทราบสถานะทางควอนตมัของระบบและระดบัพลงังานทีเ่วลาหนึ่งแลว้  เรา
สามารถ  หาสถานะทีเ่วลาอื่นไดด้ว้ยการกระท าของตวัด าเนินการเวลาววิฒัน์ (time evolution 
operator) ซึง่เป็นตวัด าเนินการยนูิแทร ี(unitary operator) มคี่าไมเ่ป็นศูนยเ์มือ่เวลาผ่านไป แต่ใน
ปรภิมูเิวลาชวารซ์ชาลดต์วัด าเนินการเวลาววิฒัน์ มคี่าเป็นศูนยเ์มือ่เวลาผ่านไป มคีวามหมายว่า
ขอ้มลูไมส่ามารถถูกเรยีกกลบัคนืมาได ้หรอืขอ้มลูสญูหายในหลุมด า การแผ่รงัสขีองหลุมด าเป็น
เพยีงรงัสคีวามรอ้นไมม่ขีอ้มลูทีถู่กดดูออกมาดว้ย  ซึง่หมายความว่า สมบตัแิละพฤตกิรรมของหลุม
ด าไมข่ึน้กบัสมบตัแิละพฤตกิรรมของสิง่ทีด่ดูเขา้ไป ไมว่่าจะมคีวามซบัซอ้นมากแค่ไหน จะถูก
ท าลายทัง้หมด จงึมกีารเสนอทฤษฏบีท หลุมด าไมม่ีขน (No-hair theorem) ทีก่ล่าวว่า สมบตัขิอง
หลุมด าขึน้กบัปรมิาณเพยีง 3 ปรมิาณ คอื มวล ประจ ุและ โมเมนตมัของหลุมด า (Ruffini; & 
Wheeler.  1971: 30) 

ในปี ค .ศ. 2004 มาทนิีส ์ ทรอนโคโซ  และ ซานีลล ี (Martinez; Troncoso; & Zanelli. 
2004: 084035) ไดท้ าค านวณหาผลเฉลยของหลุมด าชนิดใหม ่ทีม่สีนามสเกลาร์(scalar field) อยูใ่น
ระบบทีเ่ป็น ปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร์  4 มติ ิและมคี่าความโคง้ส่วนยอ่ยเท่ากบั -1 แต่เมือ่
ก าหนดให ้สนาม สเกลารท์ีร่บกวนระบบมคี่าเขา้สู่ศูนย ์ปรากฏว่า ผลเฉลยจะเปลีย่นกลบัไปเป็น 
หลุมด าแอนไท เดอ ซติเตอร์ ปกต ิดงัสมการ (1.32) (ทีม่คี่า k =-1) จากการศกึษาและวเิคราะหท์าง
เทอรโ์มไดนามกิสข์องหลุมด าทัง้สองชนิด พบว่าโดยทัว่ไป เอนโทรปีมคี่าไมเ่ท่ากนั แต่อาจเท่ากนั
ไดเ้มือ่มวลของหลุมด าและการรบกวนของสนามสเกลารม์ขีนาดทีพ่อเหมาะ มาทนิีส ์ ทรอนโคโซ  
และ ซานีลล ีเรยีกปรากฏ นี้ว่าเป็นการเปลีย่นเฟสของหลุมด า (black hole phase transformation) 
ซึง่เป็นการเปลีย่นสถานะหรอืชนิดของหลุมด าจากชนิดหน่ึงไปเป็นอกีชนิด  

ผลงานวจิยัของ มาทนิีส ์ ทรอนโคโซ  และ ซานีลล ี ท าใหม้กีารศกึษาและมกีารพบการ
เปลีย่นเฟสของหลุมด าอกีหลายชนิด ทีไ่ดจ้ากการรบกวนหลุมด า ดว้ยสนามสเกลาร ์การเปลีย่นเฟส
นี้เป็นการแสดงใหเ้หน็ถงึอทิธผิลภายนอกทีม่ต่ีอหลุมด า ซึง่ขดัการหลกัการของทฤษฏบีทไมม่ขีน
ของหลุมด า ทีส่มบตัทิางฟิสกิสข์องหลุมด าขึน้อยูก่บัพารามเิตอรเ์พยีง 3 ชนิดดงัทีไ่ดก้ล่าวขา้งตน้ 
แต่ในกรณขีองปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร์  นี้ หลุมด าทีม่พีารามเิตอรท์ีเ่หมาะสามารถถูก
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รบกวน แลว้เปลีย่นชนิดได ้ดงันัน้ผลการวจิยัการเปลีย่นเฟสของหลุมด า ท าใหอ้าจกล่าวไดว้่า หลุม
ด ามขีน (black holes have hair)  

การทีห่ลุมด ามขีนท าใหเ้กดิผลกระทบขึน้หลายอยา่ง เช่น ฟิสกิสข์องหลุมด าอาจเปลีย่นไป
ขึน้กบัพารามเิตอรท์ีภ่ายในและภายนอกหลุมด า นัน้กห็มายความว่า ขอ้มลูทีห่ลุมด าดงึดดูเขา้มา
ไมไ่ดห้ายไป แต่อยูใ่นหลุมด า และถูกปล่อยออกมาในรปูของการแผ่รงัสใีนระดบัจลุภาค หรอื อาจ
กล่าวไดว้่า ในกลศาสตรค์วอนตมั ขอ้มลูไมม่กีารสญูหาย แต่อาจถูกท าใหอ้ยูใ่นสถานะพวัพนั  
(entangled states) และตามหลกัการแลว้สามารถท าการค านวณยอ้นกลบัหาสถานะเริม่ตน้ก่อนถูก
ดดูเขา้หลุมด าได ้แต่จะยุง่ยากมาก ท าใหอ้าจกล่าวไดว้่า การเปลีย่นเฟสของหลุมด าไดข้จดัขอ้
ขดัแยง้ ในเรือ่งการไมส่ญูหายของขอ้มลู ระหว่างกลศาสตรค์วอนตมักบัทฤษฏสีมัพทัธภาพ  

หลุมด าส่งอทิธผิลไปในระบบ  ดว้ยการแผ่สนามโน้มถ่วงออกไป  ท าใหเ้กดิความโคง้ของ
ปรภิมูเิวลา การมอียูข่องหลุมด า  มผีลต่อสภาพทางเรขาคณติและสมบตัทิางฟิสกิสข์องระบบ เมือ่มี
อนุภาคเคลื่อนทีเ่ขา้ไปในระบบ แลว้จะตอ้งเคลื่อนทีไ่ปตามสภาพทางเรขาคณติและสมบตัทิางฟิสกิส์
ของระบบทีเ่ป็นไปตามอทิธผิลของหลุมด านัน้เอง        เมือ่ท าการรบกวนระบบหรอือาจกล่าวไดว้่า
รบกวนหลุมด าผ่านระบบทีม่ปีรภิมูเิวลาโคง้       สมบตัแิละพฤตกิรรมอนุภาคหรอืสนามทีใ่ชร้บกวน
จะตอ้งเป็นไปตามอทิธผิลของหลุมด า        ท าใหส้มบตัแิละปรมิาณบางอยา่งของตวัรบกวนอาจถูก
ก าหนดโดยหลุมด า  เช่น   เสน้ทางการเคลื่อนทีข่องอนุภาครบกวน (geodesics)  ผลเฉลยของคลื่น
รบกวน ความถีข่องคลื่นรบกวน 

ตวัอยา่งทีส่นใจคอื ผลเฉลยและความถีข่องคลื่นรบกวน ในระบบทีม่หีลุมด า เมือ่ท าการ
รบกวนน้อย ๆ  ในระบบจะท าใหเ้กดิคลื่นเคลื่อนทีใ่นระบบ   เมือ่คลื่นส่วนเคลื่อนทีใ่กลห้ลุมด าและ
ผา่นต าแหน่ง ฮอรซินัแลว้ คลื่นจะถูกดดูกลนื ไมม่คีลื่นวิง่ออกมาจากฮอรซินัน้ี ส่วนคลื่นทีเ่คลื่อนที่
ออกไปจากหลุมด ากจ็ะวิง่หนีออกไปเรือ่ยๆ หรอืทีบ่รเิวณไกลมากจากหลุมด าไมม่คีลื่นวิง่เขา้ จาก
เงือ่นไขขอบเขตทัง้สองต าแหน่งนี้ท าใหส้ามารถแกห้าผลเฉลยจากสมการคลื่นในสมการไอน์สไตน์
ได ้โดยมคีวามถีข่องคลื่นมไีดเ้ป็นเพยีงบา้งค่า เรยีกผลเฉลยนี้ว่า ควอซนีอรม์อลโหมด 
(quasinormal mode) และเรยีกความถีน่ี้ว่า ความถีค่วอซนีอรม์อล (quasinormal frequency) โดยม ี

 
ความมุ่งหมายของการวิจยั 

1. เพื่อศกึษาหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมู ิแอนไท เดอ ซติเตอร ์ทีม่คี่าความ 
โคง้ส่วนยอ่ย 0k  (Sectional curvature) 

2. เพื่อศกึษาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถีค่วอซ-ีนอรม์อล โหมด ของหลุมด า 
ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมู ิแอนไท เดอ ซติเตอร์ ใน 4  มติ ิดว้ยวธิกีารประมาณ  
โดยก าหนดใหม้วลและประจขุองอนุภาครบกวนและความถีข่องคลื่นรบกวนมขีนาดน้อยกว่ามวล  
และประจขุองหลุมด า 
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ความส าคญัของการวิจยั 
 การค านวณหาความถีค่วอซ-ีนอรม์อล โหมด เชงิวเิคราะหห์ลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ใน 
ปรภิมู ิแอนไท เดอ ซติเตอร ์
 
ขอบเขตของการวิจยั 
 การค านวณเชงิวเิคราะหโ์ดยวธิีการประมาณ ของหลุมด า ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมู ิ
แอนไท เดอ ซติเตอร ์ ใน 4 มติ ิ โดยก าหนดใหม้วลและประจขุองหลุมด ามขีนาดใหญ่กว่า มวล 
ประจ ุและความถีข่องตวัรบกวน 
 

 นิยามศพัทเ์ฉพาะ    

  ควอซีนอรม์อลโมด หมายถงึ ผลเฉลยของสมการคลื่น ทีต่ าแหน่งฮอรซินัมเีฉพาะ
คลื่นวิง่เขา้หลุมด า และ ทีต่ าแหน่งไกลจากหลุมด ามแีต่คลื่นวิง่ออกจากหลุมด า 
 
 

 

 

 

 

 



บทท่ี 2 
เอกสารและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้อง 

 
 ในการวจิยัครัง้นี้ ผูว้จิยัไดศ้กึษาเอกสารและงานวจิยัทีเ่กีย่วขอ้ง และไดน้ าเสนอตามหวัขอ้
ต่อไปนี้ 

1. ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ในปรภิมูเิวลาทีค่่าคงตวัจกัรวาลเป็นศนูย ์  
2. หลุมด าเชงิทอพอโลยใีนปรภิมูเิวลา แอนไท เดอ ซติเตอร ์
3. ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ในปรภิมูเิวลา แอนไท เดอ ซติเตอร ์

 
ควอซี-นอรม์อล โหมด ในปริภมิูเวลา ท่ีค่าคงตวัจกัรวาลเป็นศนูย์  

ในปี ค.ศ. 1970 ซรีลิล ิ (Zerilli.  1970: 2141-2160) ไดศ้กึษาการแผ่รงัสทีีม่คีวามถี่ไม่
ต่อเนื่องของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ใน 4 มติ ิจากการท าเพอรเ์ทอรเ์บชนั โดยก าหนดเงื่อนไขขอบเขต 
ในสองบรเิวณ คอื ทีฮ่อรซินัมแีต่อนุภาคและคลื่นไหลเขา้ไปในหลุมด า และ ทีบ่รเิวณไกลๆจากหลุม
ด ามแีต่อนุภาคและคลื่นวิง่หนีออกไป  

ในปี ค.ศ. 1970 วชิเวชวารา (Vishveshwara.  1970 : 936-938) ไดศ้กึษาการกระเจงิของ
คลื่นเชงิความโน้มถ่วงของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์และไดแ้สดงใหเ้หน็วา่ความถี่ทีส่อดคลอ้งกบัเงื่อนไข
ขอบเขตของหลุมด า เป็นความถี่เชงิซอ้น และเรยีกความถี่นี้วา่ ความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด 

ในปี ค.ศ. 1998  ฮอด (Hod.  1998: 4293) ใชห้ลกัการของบอร ์(Bohr's correspondence) 
ไดศ้กึษาสเปกตรมัของพืน้ที ่(area spectrum) ของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์พบวา่พืน้ทีข่องหลุมด ามคี่า
เป็น 24 ln3   ;  1,2,...n pA l n n    ซึง่มคี่าไม่ต่อเนื่อง ทัง้ยงัสอดคลอ้งกบัความสมัพนัธเ์อนโทรปี
พืน้ทีท่างอุณหพลศาสตรข์องหลุมด าและหลกัการของบอร ์

ในปี ค.ศ. 2003  เดรเยอร ์(Dreyer.  2003: 081301)  ไดศ้กึษาควอซ-ีนอรม์อล โหมด 
สเปกตรมัของพืน้ที ่และเอนโทรปีของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์โดยก าหนดใหพ้ารามเิตอรข์องอมิเมอซ ี

(Immirzi parameter) ซึง่มคี่าเท่ากบั
22

3ln


 ผลการค านวณหาเอนโทรปีของหลุมด านี้สอดคลอ้งกบั

เอนโทรปีของเบเคนสไตน์และฮอวก์ิง้ คอื 
24 Pl

A
S   

ในปี ค.ศ. 2003 กนัสแ์ททเทอร ์(Kunstatter.  2003: 161301) ไดศ้กึษาและใชค้วอซ-ีนอร์
มอล โหมด ในการค านวณเอนโทรปีของหลุมด า โดยผลทีไ่ดเ้ป็น เอนโทรปีของเบเคนสไตน์และฮอว์
กิง้ ของหลุมด าสมมาตรทรงกลม ใน 4 มติแิละใน d มติ ิ  

ในปี ค.ศ. 2003 มอทล์และเนียทซเ์ก ้(Motl; & Neitzke.  2003: 307-330) ไดค้ านวณเชงิ
วเิคราะห ์เพื่อหาความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด อะซมิโททคิ (asymptotic) ของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์
ดว้ยวธิโีมโนโดรม ี (monodromy)  ในมติทิีม่ากกวา่หรอืเทา่กบั 4 มติ ิ และหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์    
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สตรอม (Reissner-Nordstrom black hole)  4 มติ ิ ส าหรบัหลุมด าชวารซ์ชาลดใ์น 4d  มติพิบวา่ 
ในการเพอรเ์ทอรเ์บชนัโหมดสเกลารแ์ละโหมดเทนเซอรบ์างคา่  ส่วนจรงิของความถี่ ควอซ-ีนอร์
มอล โหมด มคี่าเท่ากบั 3logT Re Hawking  สามารถยนืยนัผลทีไ่ดโ้ดยวธิอีื่น ใน 4 มติ ิส าหรบั
หลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอมใน 4 มติ ิพบวา่ความถี่ ควอซ-ีนอรม์อล โหมด จะมลีกัษณะเป็นช่วง 
มคี่าไม่ต่อเนื่องส าหรบัการท าเพอรเ์ทอรเ์บชนัโหมดสเกลารแ์ละโหมดเวกเตอร์-เทนเซอร ์  

ในปี ค.ศ. 2003 โกนอปลย์า (Konoplya.  2003: 024018) ไดศ้กึษาลกัษณะควอซ-ีนอร์
มอล โหมด ของหลุมด าชวารช์ชายด ์ใน d มติ ิแสดงใหเ้หน็วา่ส่วนจรงิของความถี่ควอซ-ีนอรม์อล 
โหมดซึง่แทนความถี่การสัน่จรงิมคี่าแปรผนัตรงกบัจ านวนมติขิองปรภิมูเิวลา (D) และแปรผกผนักบั
รศัม ีฮอรซินั( 0r ) โดยใชว้ธิ ีดบับลวิ เค บ ีของชทัซ ์ ววิ  และ ไอเยอร ์ (WKB method of Schutz, 
Will and Lyer) ค านวณควอซ-ีนอรม์อล โหมด ในล าดบัสงูๆ ซึง่จะช่วยใหห้าค่าไดถู้กตอ้งมากขึน้ 

ในปี ค .ศ. 2003 คารโ์ดโซและคนอื่นๆ (Cardoso; et al.  2003: 064026) ไดค้ านวณ
พลงังานของแผ่คลื่นเชงิความโน้มถ่วง (gravitational energy radiation) เนื่องจากการชนกนัของ
สองอนุภาคในรปูของความถี่คทัออฟ (cutoff frequency) ในกรณทีีอ่ยา่งน้อยอนุภาคหนึ่งเป็นหลุม
ด า ความถี่คทัออฟจะมคี่าใกลเ้คยีงกบัความถี่ความถี่ควอซ-ีนอรม์อลโหมดต ่าสุด และ ไดค้ านวณ
ความถี่ความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมดในมติสิงูๆ รวมทัง้ยงัค านวณการป ลดปล่อยพลงังานใน
กระบวนการสรา้งคู่อนุภาค (pair creation) ของหลุมด า 

ในปี ค .ศ. 2003 มุศริแิละซอีอปซสี (Musiri; & Siopsis.  2003: L285-L291) ไดค้ านวณ
เชงิวเิคราะหเ์พื่อหาค่าควอซ-ีนอรม์อล โหมด อะซมิโททคิ ของหลุมด าชวารซ์ชาลดใ์น 4 มติ ิ โดย
การกระจายสมการคลืน่ของ  ม อทล์ และ เนียทซเ์ก ้ (Motl and Neitzke) ล าดบัทีศ่นูยแ์ละแสดงค่า
แกไ้ขล าดบัทีห่นึ่ง (first order correction) ผลทีไ่ดต้รงกบัผลจากวธิ ีดบับลวิ เค บี  และตรงกบัวธิี
ค านวณเชงิตวัเลขในกรณีของคลื่นสเกลารแ์ละคลื่นเชงิความโน้มถ่วง (scalar and gravitational 
waves) 

 
หลุมด าเชิงทอพอโลยีในปริภมิู แอนไท เดอ ซิตเตอร์ 
 ในปี ค .ศ. 1998 มาดลัซนีา (Madalcena.  1998: 231) ไดเ้สนอหลกัการสมนยักบัระห่วาง 
ทฤษฏสีมัพทัธภาพในปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร์  n+1 มติ ิ กบั ทฤษฎี สนามคอนฟอรม์อล 
(conformal field theory) ใน n มติซิึง่เป็นขอบเขตของปรภิมูแิอนไท เดอ ซติเตอรน์ัน้  

ในปี ค .ศ. 1999 เบอรม์งิแฮม (Birmingham.  1999: 1197-1205) ไดพ้จิารณาผลเฉลยของ
หลุมด าเชงิทอพอโลย ีในปรภิมูแิอนไท เดอ ซติเตอร ์ d มติ ิทีม่คีวามโคง้เป็น บวก ศนูยแ์ละเป็นลบ 
และไดศ้กึษาและค านวณหาค่ามวลหลุมด า, อุณหภมู ิและเอนโทรปี ของหลุมด า โดยใชค้วามสมนยั
กบัทฤษฎสีนามคอนฟอรม์อล 

ในปี ค .ศ. 1983 ฮอวก์ิง้และเพจ (Hawking; & Page.  1983: 577-588) ไดศ้กึษาหลุมด า
ในปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร์  โดยเปรยีบเทยีบกบัหลุมด าทีท่บีรเิวณไกลๆเป็นปรภิมูริาบ      
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มลีกัษณะคลา้ยกบัหลุมด าในปรภิมูริาบ โดยคุณสมบตัทิางเทอรโ์มไดนามกิส ์ทัง้ลกัษณะของ
อุณหภมู ิและเอนโทรปีของหลุมด ามคี่าเท่ากบัพืน้ทีผ่วิฮอรซินัหารดว้ยสี ่     
 
ควอซี-นอรม์อล โหมด ในปริภมิู แอนไท เดอ ซิตเตอร์ 
 ในปี ค .ศ. 1997 ชานและแมนน์ (Chan; & Mann.  1997: 7546) ไดพ้จิารณาทัง้หลุมด า 
(2+1) มติ ิและหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ในปรภิมูิ เวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์ใน (3+1)มติ ิโดยใชว้ธิเีชงิ
วเิคราะหแ์ละเชงิตวัเลขแสดงใหเ้หน็การสลายตวัของคลื่นแบบเอกซโ์พเนนเชยีลในพืน้หลงัหลุมด า 
(2+1) มติ ิแต่วา่พฤตกิรรมของสนามสเกลารใ์นปรภิมูแิอนไท เดอ ซติเตอรไ์มเ่หมอืนกนั 

ในปี ค .ศ. 1999 คอคโคทสัและชมดิท ์ (Kokkotas; & Schmidt. 1999: 2)  ไดเ้สนอทฤษฎ ี
ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ทัง้ในของคณิตศาสตร ์และทางดาราศาสตร ์รวมทัง้อภปิรายการเพอรเ์ทอรเ์บ
ชนัหลุมด าชวารซ์ชาลด ์, หลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สตรอมและหลุมด าเคอร ์

ในปี ค .ศ. 2000 หวาง ลนิและแอบเด ลลา (Wang; Lin;& Abdalla. 2000:79-88) ได้
ค านวณหาค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ของหลุมด าไรสเ์นอร-์ นอรด์สตรอมขนาดใหญ่ ในปรภิมูิ
แอนไท เดอ ซติเตอร์  พบวา่ค่าความถี่มคีวามสมัพนัธก์บัประจุของหลุมด า แต่ความสมัพนัธก์บั
อุณหภมูไิม่เป็นเชงิเสน้ดงัในกรณีของหลุมด าชวารซ์ชาลด ์ และ เมื่อใช้ หลกัการสมนยัระหวา่งปรภิมูิ
เวลาแอนไท เดอ ซติเตอร์ กบัทฤษฎสีนามคอนฟอรม์อล พบวา่หลุมด าทีม่ปีระจุทีม่ขีนาดใหญ่กวา่ก็
จะเขา้สู่สมดุลทางความรอ้นเรว็กวา่ 

ในปี ค.ศ. 2000 โฮโรวทิซแ์ละฮเูบนี (Horowitz; & Hubeny.  2000: 024027) ไดศ้กึษาการ
สลายตวัของสนามสเกลารท์ีอ่อกจากหลุมด าชวารซ์ชาลด ์แอนไท เดอ ซติเตอร ์ซึง่ก าหนดโดย
ค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ทีก่ารสลายตวัเป็นแบบเอกซโ์พเนนเชยีล  ในปรภิมูแิอนไท เดอ 
ซติเตอร ์การสลายตวัของสนามสเกลาร์ มคีวามเกีย่วขอ้งกบัสถานะทางความรอ้นในทฤษฎสีนามซึง่
จะไดเ้วลาในการเขา้สู่สมดุลความรอ้น และไ ดค้ านวณหาเวลานี้  3, 4 และ 6 มติ ิกรณีหลุมด ามี
ขนาดใหญ่  
 ในปี ค .ศ. 2001 คารโ์ดโซและเลมอส (Cardoso; & Lemos.  2001: 084017) ไดศ้กึษา
ค่าควอซ-ีนอรม์อลของโหมดของการท าเพอรเ์ทอรเ์บชนั หลุมด าชวารซ์ชาลดใ์นปรภิมูแิอนไท เดอ 
ซติเตอร ์ ดว้ยสนามแม่เหลก็ไฟฟ้าและสนามความโน้มถ่วง และค านวณเชงิวเิคราะหแ์ละเชงิตวัเลข 
ความถี่ทีไ่ดบ้างค่าในโหมดแม่เหลก็ไฟฟ้ามเีฉพาะส่วนจนิตภาพจงึไม่มกีารสัน่ มแีต่การสลายตวั
เท่านัน้ ส่วนการท าเพอรเ์ทอรเ์บชนัโหมดความโน้มถ่วงมที ัง้แบบคู่และคี(่even and odd parities) 
พบวา่ความถี่ไม่มพีฤตกิรรมเหมอืนควอซ-ีนอรม์อลโหมดในกรณีโหมดสนามแม่เหลก็ไฟฟ้า โดย
โหมดความโน้มถ่วงแบบคี ่มพีฤตกิรรมต่างจากการท าเพอรเ์ทอรเ์บชนัโหมดแม่เหลก็ไฟฟ้าในปรภิมูิ
แอนไท เดอ ซติเตอร ์แต่มพีฤตกิรรมคลา้ยกบั ในกรณีของหลุมด าชวารซ์ชาลดท์ีม่ปีรภิมูเิวลาราบใน
บรเิวณไกลๆ 
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ในปี ค.ศ.  2003  แอโรส และคนอื่นๆ   (Aros, R. ; et al.  2003: 044014) ไดค้ านวณหา 
ควอซ-ีนอรม์อลโหมดแบบแม่นตรง(exact) ของหลุมด าเชงิทอพอโลย ีทีม่มีวลเป็นศนูย ์ของปรภิมูสิ ี่
มติแิละมติทิีส่งูกวา่ โดยมรีายละเอยีดดงันี้ 
 ในการแกส้มการสนามไอน์สไตน์ (Einstein field equations) โดยแทนค่าคงทีข่องจกัรวาล 
( ) เป็นลบ และถอืวา่จกัรวาลเป็นแบบสุญญากาศ กล่าวคอื จากสมการสนามของไอน์สไตน์ ใน 4 
มติ ิสามารถเขยีนไดเ้ป็น 
 

1
0

2
v v vR g R g               (2.1) 

 
ผลเฉลยของสมการ สนามไอน์สไตน์ โดยแทน ค่าความโคง้ส่วนยอ่ยเป็น k=-1 (sectional 
curvature) หรอืระบบมสีมมาตรไฮเพอรโ์บลกิ สามารถเขยีนในรปูของเมตรกิ  คอื    
                     
                     
 

                                                                                                                      (2.2) 
 

 
 
เรยีกผลเฉลยนี้วา่  แอนไท เดอ ซติเตอร ์  คอื มวลของหลุมด า l  คอื รศัมแีอนไท เดอ ซเิตอร ์
และ ijh  คอื เมตรกิใน 2 มติทิีแ่สดงสมมาตรของระบบ การหาควอซ-ีนอรม์อล โหมดในกรณีนี้จะท า
ใน สีม่ติ ิและ ก าหนดให ้มวลของหลุมด ามคี่าเท่ากบัศนูย ์ ( 0 ) โดยเขยีน  (2.2)  ไดเ้ป็น  
 
     
                                                                                                            (2.3) 
 
 
 
จะมฮีอรซินัที ่ lr  ท าเพอรเ์ทอรเ์บชนัสนามสเกลาร ์  โดยมสีมการคลืน่เป็น 
                                  

                                                □                                                (2.4) 
 
 
โดยมคีวามโคง้ทีเ่ป็นสเกลาร ์                  และ   □                                          คือ ตวัด าเนินการ
ลาปลาซ-เบลตราม ี(Laplace-Beltrami)   
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r
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สมการคลื่นจงึลดรปูไดเ้ป็น                                      

     
                                           □                                                 (2.5) 
 
โดยที ่  222

eff /2 lmm     
 
ท าการเปลีย่นตวัแปรใหอ้ยูใ่นรปูของ  z  ดงันี้                 และ            จะไดส้มการในรปูของ
เมตรกิ   คอื 
                                                                                                        
                                                                                                            (2.6) 
 
 
แทนค่าในสมการ  (2.5)  จะได ้
 

  0
111 2

eff 






















 mgg

g
gg

g
gg

g
j

ij

iz

zz

zt

tt

t    (2.7) 

 
ค าตอบของสมการ  (2.7)  แยกเป็นโครงสรา้งได ้
 
                                                )()( ij

ti hYezR                                     (2.8) 
 

)( ijhY คอื ฟงักช์นัฮาโมนิกของมุมทัง้สองในสีม่ติ ิโดยเป็นไปตามสมการ     
 

 
 
 

Qคอื ค่าลกัษณะเฉพาะ(eigenvalue) หรอืเขยีนไดเ้ป็น 2

4

1
Q และ   คอื จ านวนจรงิใดๆ 

สมการ  ( 2.7)  จะสามารถจดัรปูไดเ้ป็น  
 
 
                                                                                                            (2.9) 
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นิยามโครงสรา้งของคลื่นดงันี้                                       จากสมการนี้ท าใหส้ามารถเขยีน
สมการ (2.9)  ใหอ้ยูใ่นรปูของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ (Hypergeometric equation) คอื 
 
 
                                                                                                            (2.10) 
 
ก าหนดให ้     
                                                                                                            (2.11) 
 
 
ค าตอบของสมการ  (2.10)  เขยีนได ้
                                                                                                        
                                                                                                            (2.12) 
  
โดย 1C  และ 2C  คอืค่าคงตวัทีใ่ชใ้นการรวมผลเฉลยเชงิเสน้  
 
 
                                                                                                            (2.13) 
 
 
พจิารณาทีฮ่อรซินั ( z=0 )  ท าใหป้ระมาณผลแลยในสมการ (2.12)                             จะได ้
 
                                                                                        (2.14) 
 
ลกัษณะของสนามสเกลาร ์ใกล้ๆ ที ่ฮอรซินั คอื 
 

  
                                                                                                            (2.15) 
 
 

พจิารณาทีบ่รเิวณฮอรซินั (       ) จะมแีต่คลื่นเคลื่อนทีเ่ขา้และจะหายไปในหลุมด าเท่านัน้ จงึให ้            
ท าใหค้ลื่นทีเ่คลื่อนทีเ่ขา้ขอบฟ้าเหตุการณ์มโีครงสรา้งดงันี ้
 
                                     );;,()1()( 11 zcbaFzzzR                                 (2.16) 
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ท าการกระจายสมการ (2.16) ไปทีร่ะยะอนนัต ์โดยก าหนดให ้ zx 1  ที ่ r  หรอื 0x ,  

1z  จะไดส้มการในรปูไฮเพอรจ์อีอเมตรกิของ  K(z)  ได ้
 

                          0)1(1)1(
2

2

 abK
dx

dK
xbacba

dx

Kd
xx          (2.17) 

 
ค าตอบของสมการ  (2.17)  เขยีนได ้

)1;1;,( )1()1;1;,( )( 1111 zbacbcacFzBzcbabaFAzK bac    
      (2.18) 

A และ B คอืค่าคงตวัทีใ่ชใ้นการรวมผลเฉลยเชงิเสน้ ต่อไปท าการกระจายสมการ (2.16) ไปทีร่ะยะ
อนนัต ์จะได ้
 

    
)1;1;,(
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)1(            

)1;1;,(
)()(

)()(
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11

2/3

11

zbacbcacF
ba

cbac
zz

zcbabaF
bcac

bacc
zzzR

















       (2.19) 

 
เนื่องจากผลของเงื่อนไขขอบเขตทีร่ะยะอนนัต(์ 1z )กล่าวคอื  0  (Aros, R. ; et al.  2003: 
044014) เพราะศกัยย์งัผล(effective potential) ลู่ออก(diverged) ทีบ่รเิวณนี้ ในกรณนีี้ก าหนดให ้ 

  จะท าให ้ 0
4

3
49

4

1

2

3 22

ff   lme เมื่อ 0ff em  ส่งผลใหพ้จน์ทีส่องในสมการ 

(2.19) จะมคี่าลู่ออก ทีบ่รเิวณ r  หรอื 1z  ซึง่ขดักบัการทีม่อียูข่องผลเฉลยในบรเิวณนี้ที่
ตอ้งมคี่าเขา้สู่ศนูย ์หรอืเหลอืเฉพาะพจน์แรกในสมการ (2.19)  ดงันัน้จงึตอ้งก าจดัพจน์ทีส่องใน
สมการ(2.19 โดยก าหนดใหข้ ัว้ของฟงักช์นัแกมมาทีเ่ป็นส่วนหารในพจน์ทีส่อง เป็น ศนูย/์หรอื 
จ านวนเตม็ลบ จะไดว้า่                           
                                                                                                            (2.20) 
 หรอื    
                                                                                                                                               (2.21) 
 

เมื่อ    ,...3,2,1,0n จากสมการ (2.10) (2.11) (2.13) (2.20)  และ  (2.21)  ท าใหส้ามารถหา 
ความถี่ควอซ–ีนอรม์อล โหมด  คอื  
                                                     
                (2.22) 
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กรณี     จะท าใหพ้จน์แรกในสมการ (2.19) ลู่ออก และพจน์ทีส่องเขา้สู่ศนูย ์ที ่ 1z  ดงันัน้
จงึตอ้งก าจดัพจน์แรก  โดยก าหนดใหข้ ัว้ของฟงักช์นัแกมมาทีเ่ป็นส่วนหารในพจน์แรก เป็น ศนูย์
หรอื จ านวนเตม็ลบ จะไดว้า่              
                        
                                                              (2.23) 
 หรอื    
                       (2.24) 
 
เมื่อ    ,...3,2,1,0n จากสมการ สมการ (2.10) (2.11) (2.13) (2.23)  และ  (2.24)  จะไดค้วามถี ่
ควอซ ี– นอรม์อล โหมด  คอื  
 
                                                                                                            (2.25) 
 
การหาควอซ-ีนอรม์อล  โหมด  มากกวา่ 4 มติ ิความโคง้ทีเ่ป็นสเกลาร ์ คอื                          

และม ี   
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22
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mme


    ค าตอบของสมการคลื่นแยกเป็นโครงสรา้งไดเ้หมอืนกรณ ี4 มติ ิ

แต่   2

2

2

3








 


d
Q   จะไดส้มการในฟงักช์นัของ z คอื  

 
                                                                                                            (2.26) 
 
 
 
และนิยามโครงสรา้งของคลื่น                                       จากสมการนี้ท าใหส้ามารถเขยีน
สมการ (2.26) ใหอ้ยูใ่นรปูของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ (Hypergeometric   equation)  เหมอืนกบั
สมการ  (2.17)  และค าตอบของสมการเช่นเดยีวกบัสมการ (2.18)  โดยที ่
 
 
     
                                                                
               (2.27) 
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และให ้
                                                           (2.28) 
 
 
 
พจิารณาคลา้ยกบักรณี 4 มติ ิ  จะไดค้ลืน่ทีเ่คลื่อนทีเ่ขา้บรเิวณฮอรซินัมโีครงสรา้งดงันี ้
แมกเวลล ์
                                (2.29) 
 
ท าการกระจายสมการ (2.29) ไปทีร่ะยะอนนัต ์จะได ้
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d 











 



       (2.30) 

 
เนื่องจากผลของเงื่อนไขขอบเขตทีร่ะยะอนนัตก์ล่าวคอื 1,0  z  พจิารณาเช่นเดยีวกบักรณสีีม่ติ ิ 
 

กรณี      จะไดค้วามถี่ควอซ–ีนอรม์อล โหมด คอื   
 
                                               
                             (2.31) 
 
 

กรณี      จะไดค้วามถี่ควอซ–ีนอรม์อล โหมด  คอื 
 
                                              
                                                                                                            (2.32) 
 
 

ในปี ค .ศ. 2004 มาทนิีส ์ ทรอนโคโซ และ ซานีลล ี (Martinez; Troncoso; & Zanelli. 
2004: 084035) ไดค้ านวณหาผลเฉลยของหลุมด าชนิดใหม่ ทีม่คี่าความโคง้ส่วนยอ่ยเป็น -1 ใน
ปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซเิตอร ์ทีม่สีนามสเกลาร์ ท าอนัตรกริยิาทัง้กบัหลุมด าและตวัมนัเอง เมื่อ
ก าหนดใหส้นามสเกลารเ์ป็นศนูยแ์ลว้ผลเฉลยของหลุมด าจะกลบัไปเป็นหลุมด าชนิดเดมิทีไ่ม่มี
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สนามสเกลาร ์แต่จา กศกึษาสมบตัทิางเทอรโ์มไดนามกิสเ์ช่น เอนโทรปี ของหลุมด าทัง้สองชนิด 
พบวา่เกดิความไม่ต่อเนื่องของปรมิาณทางเทอรโ์มไดนามกิส ์ณ บรเิวณการเปลีย่นชนิดของหลุมด า 
เรยีกปรากฏการณ์นี้วา่ การเปลีย่นเฟสของหลุมด า (black hole phase transformation) 

ในปี ค.ศ. 2006 เบอรม์งิแฮมและมอ็กทารี ่(Birmingham; & Mokhtari.  2006: 084026) 
ไดค้ านวณหาความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด แบบแม่นตรงของหลุมด าชวารซ์ชา ลดใ์นปรภิมูแิอนไท 
เดอ ซติเตอร ์ ใน d มติทิีม่มีวลเป็นศนูย ์โดยใช้ สมการของโกดามะและอชิบิาช ิ และแสดงวา่ทัง้ใน
กรณีโหมด สเกลารโ์หมดเวกเตอร ์และโ หมดเทนเซอร ์สามารถลดรปูเป็นสมการสนามสเกลาร ์ซึง่
สมการสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ (Hypergeometric equation) ได ้

 ในปี ค.ศ. 2010 ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He; Wang; Cai; & Lin. 2010: 230-236) ได้
ค านวณเชงิตวัเลขเพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมดและความถีค่วอซ-ีนอรม์อล โดยท าเพอรเ์ทอรเ์บชนั
หลุมด าแอนไท เดอ ซติเตอร ์ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิใน 4 มติ ิซึง่สนามสเกลารม์อีนัตรกริยิากบัสนาม
แมกเวลล ์ผลทีไ่ดแ้สดงการเปลีย่นเฟสของหลุมด าเมื่อมอีนัตรกริยิาอยา่งแรงระหวา่งสนามสเกลาร์
กบัสนามแมกเวลล ์ 

ในงานวจิยันี้จะเป็นการค านวณหาผลแฉลยควอซนีอรม์อลโหมดและความถี่ควอซ-ีนอร์
มอล ดว้ยวธิกีารค านวณเชงิวเิคราะหจ์ากงานที ่ ฮ,ี หวาง,ไซ และ หลนิ (He, Wang; Cai; & Lin.  
2010: 230-236) ไดศ้กึษาแลว้แต่ดว้ยวธิคี านวณเชงิตวัเลข ดงันัน้ จงึขอทบทวนแบบจ าลองใน
งานวจิยัดงักล่าว  

ในแบบจ าลองนี้ม ีเมตรกิแอนไท เดอ ซติเตอร ์ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิใน 4 มติ ิจากสมการ 
(1.35) คอื 
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 (2.33) 

 
M คอื มวลของหลุมด า  Q คอื ประจุของหลุมด า ijh คอื เมตรกิใน 2 มติทิีแ่สดงสมมาตรของระบบ 
และ k คอืค่าความโคง้ส่วนยอ่ย ในงานวจิยันี้ก าหนดใหเ้ป็น k=0  เนื่องจากหลุมด าม ีประจุไฟฟ้า 
(Q) ท าใหร้ะบบมศีกัยแ์ม่เหลก็ไฟฟ้า ( A ) เป็น 
 

)0),(( rA                                  (2.34) 
 
โดยใหศ้กัยแ์ม่เหลก็ไฟฟ้ามเีพยีงศกัยไ์ฟฟ้าทีม่ตีวัแปรเป็นเพยีงรศัม ี r เท่านัน่ ซึง่สามารถเขยีน  

)(r  เมื่อไม่มตีวัรบกวนในระบบ ไดเ้ป็น 
 

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
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ในงานวจิยัก าหนดใหม้ตีวัรบกวนอ่อนๆ ในระบบเป็น สนามสเกลาร ์(scalar field, ),,( ixrt ) โดย
ความหนาแน่นลากรานจ(์Lagrange density, L) ในแอทชัน่ของอนัตรกริยิาต่างๆ ในระบบนี้เขยีนได้
เป็น 
 

                                          2222

4

1
  miqAFL          (2.36) 

 
โดยใหส้นามสเกลารม์มีวลเป็น m และมปีระจุเป็น q  สมการของความหนาแน่นลากรานจ ์ (2.36) 
สามารถท าการเปลีย่นแปร(variation) เทยีบกบั  นัน่คอื  เพื่อใหไ้ดส้มการคลื่นของสนาม 
สเกลาร ์ 
 
                  (2.37) 
 
 
โดย 2222

eff  qgmm tt  สมการ (2.37) เป็นสมการเชงิอนุพนัธย์อ่ยล าดบัทีส่องของตวัแปร 4 
ตวั ( t , r  และ อกีสองตวัแปร ix  ในเมตรทิ ijh )  
         

สมการ(2.37) สามารถถูกแยกตวัแปรได ้เมื่อก าหนดให ้ )()(2/)2(

i

dti xSrRreΨ   , 
  คอื ความถี่ของคลื่น )( ixS  คอื ฟงักช์นัฮาโมนิก(harmonic function) ในกรณนีี้เป็นไฮเพอรโ์บ
ลกิ(hyperbolic) เพราะ ค่าความโคง้ส่วนยอ่ยเป็น k=-1 ท าใหแ้ยกตวัแปรเหลอืเป็นสมการเชงิ
อนุพนัธส์ามญัล าดบัทีส่องของ )(rR ทีเ่ป็นฟงักช์นัของรศัม ีคอื 
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                            (2.38) 

 
โดยที ่ )(/* rfdrdr                              
                                                                                                           
                 (2.39) 
 

2  คอื ค่าลกัษณะเฉพาะ(eigenvalue) ของ )( ixS   
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ในกรณีนี้ก าหนดให ้ 0  รศัมฮีอรนิซนั( )r  และประจุของหลุมด า มคี่า  1 Qr   
ส าหรบัค่า L  ต่างๆ  โดยเลอืก 10qL ,  422 Lm จะไดค้่าศกัยย์งัผลส าหรบัหลุมด า แอนไท เดอ 
ซติเตอร ์ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิใน 4 มติ ิดงัภาพประกอบ 1 ทางซา้ย พฤตกิรรมของศกัยย์งัผลจะ
เปลีย่นแปลงอยา่งมากจาก เมื่อให้ มวลยงัผลมคี่าเป็นลบ ตามสมการ (3.2) และทีร่ะยะอนนัต ์ ค่า
ศกัยย์งัผลจะเป็นบวกและเขา้สู่อนนัต ์ เมื่อ 2m < 0 เช่น  3qL ,  222 Lm   จะไดค้่าศกัยย์งัผล
ดงัภาพประกอบ 1 ทางขวา แสดงใหเ้หน็วา่ค่าของศกัยย์งัผลแทบจะเป็นค่าลบทัง้หมด จะมคี่าบวก
น้อยๆใกลบ้รเิวณฮอรซินั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ 1 แสดงลกัษณะของค่าศกัยย์งัผล  โดยกราฟทางซา้ยจะให ้ 10qL ,  422 Lm      
   และกราฟทางขวามคี่า  3qL ,  222 Lm   โดยกราฟทัง้สองกราฟก าหนดให ้ 1 Qr  
 ทีม่า:  Xi He, Bin Wang.; Rong-Gen Cai.; & Chi-Yong Lin.  (2010).  Signature of the 
black hole phase transition in quasinormal modes.  Physics Letters B. 688: 230-236. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+He_X/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
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ภาพประกอบ 2  กราฟแสดงค่าความถี่ควอซนีอรม์อล  ของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมู ิ    
   แอนไท เดอ ซติเตอร ์4 มติ ิทีค่่า q ต่างๆ 
 ทีม่า:  Xi He, Bin Wang.; Rong-Gen Cai.; & Chi-Yong Lin.  (2010).  Signature of the 
black hole phase transition in quasinormal modes.  Physics Letters B. 688: 230-236. 
 

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+He_X/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Cai_R/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1


บทท่ี 3 
การด าเนินการวิจยั 

 
 จากการศกึษางานวจิยัของ ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) ซึง่
ไดศ้กึษาและค านวณเชงิตวัเลขเพื่อหาค่าควอซ-ีนอรม์อล  โหมด  โดยการเพอรเ์ทอรเ์บชนัของหลุม
ด าแอนไท เดอ ซติเตอร์   ซึง่สนามสเกลารม์อีนัตรกริยิากบัสนามแมกเวลล์ ส าหรบังานวจิยัชิน้น้ี
ผูว้จิยัไดจ้ะท าการศกึษาการค านวณเชงิวเิคราะหเ์พื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถีค่วอซ-ี
นอรม์อล โหมด ของหลุมด า ไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์เชงิทอพอโล
ย ี4 มติ ิโดยน าขอ้ผลการค านวณมาเปรยีบเทยีบกบัขอ้มลูของงานวจิยั ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, 
X.; et al.  2010: 230-236) ซึง่มขี ัน้ตอนการด าเนินงานวจิยัดงันี้  
 1.  ท าเพอรเ์ทอรเ์บชนัหลุมด าดว้ยสมการคลื่นสเกลาร์ของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ 
ในปรภิูมเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์เชงิทอพอโลย ีd  มติ ิ
 2. ก าหนดใหห้ลุมด ามมีวล และ ประจหุลุมด า มขีนาดใหญ่กว่า มวลและประจขุองอนุภาค
รบกวน และความถีค่วอซนีอรม์อลโหมด  โดยใช้  0k  ใน 4 มติ ิและพจิารณาความถี ่ควอซ ี – 
นอรม์อล โหมด  ใน 4 มติ ิ ท าการประมาณ โดยจดัรปูแบบใหเ้ป็นสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ และหา
ค าตอบของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ 
 3. พจิารณาจากเงือ่นไขขอบเขตทีฮ่อรซินัและทีร่ะยะอนนัต์ เพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล   
โหมด 
 4. น าค่าทีไ่ดจ้ากขัน้ตอนที่ 3 มาเขยีนกราฟเพื่อเปรยีบเทยีบกบักราฟของงานวจิยั ฮ,ี 
หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) 
 
 3.1 พจิารณาสนามสเกลาร์ ( ) ทีร่บกวนหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิในปรภิมูแิอนไท 
เดอ ซติเตอร ์เชงิทอพอโลย ี d มติ ิ
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มวลยงัผล (effective mass, effm ) ของสนามสเกลารค์อื         
 
                                               2222

ff  qgmm tt

e                                (3.2) 
 
โดย m คอื มวลของอนุภาครบกวน q  คอื ประจขุองอนุภาครบกวน และ )(r  คอื ศกัยไ์ฟฟ้า
เนื่องจากประจขุองหลุมด า (Q)  
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เมือ่ สนามศกัยส์เกลาร ์ 0  ค าตอบของสมการที ่ (3.1)  แยกเป็นโครงสรา้งได้ 
 

 
                                                                                                            (3.3) 
                                    
โดย )( ixS  คอื ฟงักช์นัฮารโ์มนิก (Harmonic function) ของตวัแปรทีเ่ป็นมมุในสองมติิ ทีม่คี่า
เจาะจง (eigenvalue) ... ,2 ,1 ,0   ),3(2  ldll  แทนสนามศกัยส์เกลารใ์นสมการ (3.3) ลง
ในสมการคลื่น (3.1) แยกตวัแปร เอาตวัแปรเวลา (t) และ ตวัแปรของมมุออก ( ix )เหลอืแต่ตวัแปร
ของรศัม ี โดยก าหนดให ้   rfdrdr    ดงันัน้สมการคลื่นในฟงักช์นัของรศัม ีคอื 
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3.2  ก าหนดใหห้ลุมด ามมีวล และ ประจหุลุมด า มขีนาดใหญ่กว่า มวลและประจขุองอนุภาค
รบกวน และความถีค่วอซ-ีนอรม์อลโหมด  โดยใช้ 0k  ใน 4 มติ ิ กล่าวคอื   
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โดยที ่  M  คอื มวลของหลุมด า L  คอื  รศัมขีองแอนไท เดอ ซติเตอร ์ Q  คอื ประจขุองหลุมด า 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพประกอบ  3  แสดงลกัษณะของค่าศกัยย์งัผล ของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมูแิอน   
   ไท เดอ ซติเตอร ์4 มติ ิโดยกราฟทางซา้ยจะให ้ 10qL ,  422 Lm  และกราฟทางขวามคี่า       
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พจิารณาสมการ (3.6) ทีฮ่อรซินั (Horizon) ซึง่มเีงือ่นไขคอื    0rf  ท าใหไ้ดผ้ลเฉลยของสมการ 
(3.6) คอื 
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โดย    
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ท าใหส้ามารถจดัรปูสมการ (3.6) ไดเ้ป็น 

 

                          (3.11) 
 

และ 
 
 
 

 
 
แทนสมการ (3.11)  ในสมการ  (3.4)  จะได ้
                    

                 (3.12) 
 
ก าหนดใหผ้ลเฉลย  zR ทีฮ่อรซินั (horizon) มโีครงสรา้งดงันี้  
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โดยที ่  
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3.3   ก าหนดให ้     zy 1    ดงันัน้ทีฮ่อรซินั  0y    หรอื   1z   จะสามารถจดั
รปูสมการ (3.15)  ไดเ้ป็น 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                 

       (3.16)   
 

 
เขยีนสมการ  (3.16)  ในรปูไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ (hypergeometric) ของ  K   ไดเ้ป็น 
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และ      
            
 
                 
 
 
 
 
                                                                                                            (3.18) 
 
เนื่องจากเราพจิารณากรณทีี ่มวล ประจ ุและความถีข่องตวัรบกวน  มคี่าน้อย กว่า มวลและประจุ
ของหลุมด า และเพื่อสะดวกในการค านวณในการวจิยัน้ี ก าหนดให ้ 0  ท าใหส้ามารถประมาณ
ค่า J  ไดด้งันี้ 
 

 
                                                                                                            (3.19) 
 
จะสามารถเขยีน สมการ (3.16)  ไดเ้ป็น 
 
 
                 (3.20) 
 
 
 
ผลเฉลยของสมการ  ( 3.17 )  คอื 
     
                                                                                                            (3.21) 
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3.4  พจิารณาจากเงือ่นไขขอบเขตทีฮ่อรซินัและทีร่ะยะอนนัต์     โดยทีฮ่อรซินั ( 0y )  
จะสามารถเขยีนสมการ  (3.21)  ได ้ 
  
         (3.23) 
 
ใหผ้ลเฉลย R(z) ทีฮ่อรซินั (horizon) มโีครงสรา้งดงันี้ 
 
                             )(1 yKyR

 (ค่าคงที)่ 1y ...  +  (ค่าคงที)่ 1y  
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 ใหเ้ป็นเครือ่งหมายลบ เพื่อให ้ )(1 yKyR


  เป็น

คลื่นทีเ่คลื่อนเขา้สู่ฮอรซินัของหลุมด าเท่านัน้  ผลเฉลยของสมการ ( 3.17 ) คอื 
 
                   (3.23)      
 
โดยอาศยัคุณสมบตัขิองฟงักช์นัไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ (hypergeometric) ท าใหเ้ราสามารถเขยีนผล
เฉลยบรเิวณระยะอนนัตห์รอื  1y  ไดเ้ป็น 
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                   (ค่าคงที)่...  +  (ค่าคงที)่ bacz  …                                             (3.24) 
 
โดยที ่ 021  bac  ในบรเิวณไกลๆจากฮอรซินั ( 1y  หรอื 0z ) ผลเฉลย R(z) 
ประมาณไดค้อื 
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                        (3.25) 

 
จากสมบตัขิองฟงักช์นัแกมมา (gamma function) นัน่คอื  )( n  จะได ้
 
                                               หรอื            nb                    (3.26) 
 
เมือ่ ,...3,2,1,0n  
 
สมการ  (3.26)  เขยีนในเทอมของ  43210 ,,,,      จะได ้  
 
 
 
 
 
 
 
สามารถจดัรปูไดเ้ป็น 
 
                                                                                                            (3.27) 
 
แทนค่า 43210 ,,,,   และค่า J  ตามสมการ (3.27) และแกส้มการหาความถี ่ควอซ-ีนอรม์อล 
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บทท่ี  4 
ผลการวิจยั 

 
 การวจิยัทีด่ าเนินตามขัน้ตอนในบทที ่3 จากการประมาณใหม้วลและประจุของหลุมด ามี
ขนาดใหญ่กวา่มวล ประจุและความถี่ของคลื่นรบกวน  เราสามารถรปูแบบสมการเพื่อหาความถี่ 
ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ใน 4 มติ ิโดยม ี 0k   ไดด้งัสมการ (3.27) คอื 
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ตาราง 1  ค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมดระหวา่ง ส่วนจรงิ )Re( และส่วนจนิตภาพ )Im( โดย    
   18,..,3,2,1,0n  และ ก าหนดให ้  q =0, L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดยใชค้่า  J  จาก  
   สมการ (3.19) 
 

          

 
   

 

  0 0.11 -1.79   

 1 0.47 -3.20  

  2 0.89 -4.50   

 3 1.30 -5.60  

  4 1.70 -6.70   

 5 2.15 -7.80  

  6 2.60 -8.80   

 7 3.00 -9.80  

  8 3.40 -10.80   

 9 3.80 -11.70  

  10 4.20 -12.60   

 11 4.60 -13.60  

  12 5.00 -14.60   

 13 5.40 -15.50  

  14 5.70 -16.40   

 15 6.10 -17.40  

  16 6.50 -18.30   

  17 6.90 -19.20   

  18 7.31 -20.10   

 
 
 
 
 
 

n )Re( )Im(
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น าขอ้มลูจากตาราง 1 มาเขยีนกราฟระหวา่งความถี่ ส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(  
ไดด้งันี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ  4  กราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ (x) และส่วนจนิตภาพ (y) ที ่ q =0, L=1.1,             
   r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดยใชค้่า  J จากสมการ(3.19) 
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ตาราง 2  ค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมดระหวา่ง ส่วนจรงิ (x) และส่วนจนิตภาพ (y) โดย    
   15,..,3,2,1,0n  และ ก าหนดให ้  q =1, L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดยใชค้่า  J   
   จากสมการ (3.19) 
 

 
        

 
   

 

  0 0.30 -3.30   

 1 0.80 -4.50  

  2 1.20 -5.70   

 3 1.60 -6.70  

  4 2.00 -7.80   

 5 2.50 -8.80  

  6 2.90 -9.80   

 7 3.30 -10.80  

  8 3.70 -11.70   

 9 4.10 -12.70  

  10 4.50 -13.60   

 11 4.90 -14.60  

  12 5.30 -15.50   

 13 5.70 -16.40  

  14 6.10 -17.40   

  15 6.50 -18.30   
 

 

 
 
 
 
 
 
 

n )Re( )Im(
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น าขอ้มลูจากตาราง 2 มาเขยีนกราฟระหวา่งความถี่ ส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(  
ไดด้งันี้ 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ  5  กราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ (x) และส่วนจนิตภาพ (y) ที ่ q =1, L=1.1,             
   r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดยใชค้่า  J  จากสมการ (3.19) 
 
 
จากสมการ (3.27) ผูว้จิยัจะแกส้มการหาค่าค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด แต่ครัง้นี้เราจะค่า J  ที ่
ยงัไม่ไดท้ าการประมาณ ในสมการ  (3.27)  คอื 
 
 
 
 
 
 
 
 
สามารถแกห้าความถี่ ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ( ) ไดด้งัตาราง 3 และตาราง 4 

     

       

  
   

  
   

  
   432

34244

2

4

432

43233

2

3

432

42322

2

2

4

1

3

1

2

12

1

432

432

22

432

2

22

4

4141

3

3131

2

2121
010

111111111

111
1

111

)(

111

4

1

2

1

2

1

2
21

aaa

aaaaa

aaa

aaaaa

aaa

aaaaa

a

a

a

a

a

a

aaa

aaaLm

aaaQ

r

aaa
J







































































41 
 

ตาราง 3  ค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมดระหวา่ง ส่วนจรงิ )Re( และส่วนจนิตภาพ )Im( โดย   
   20,..,3,2,1,0n  และ ก าหนดให ้  q =0, L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2L2=4 โดยใชค้่า J   
   จากสมการ (3.18) 
 

          

 
   

 

  0 0.20 -1.59   

 1 0.58 -2.77  

  2 0.94 -3.76   

 3 1.30 -4.67  

  4 1.65 -5.53   

 5 1.99 -6.36  

  6 2.32 -7.18   

 7 2.65 -7.99  

  8 2.98 -8.79   

 9 3.31 -9.58  

  10 3.63 -10.37   

 11 3.96 -11.15  

  12 4.28 -11.93   

 13 4.59 -12.71  

  14 4.91 -13.48   

 15 5.24 -14.26  

  16 5.55 -15.04   

 17 5.87 -15.80  

  18 6.19 -16.57   

 19 6.51 -17.38  

  20 6.83 -18.12   

 
 

 

n )Re( )Im(
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น าขอ้มลูจากตาราง 3 มาเขยีนกราฟระหวา่งความถี่ ส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im(  
ไดด้งันี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพประกอบ  6   กราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ (x) และส่วนจนิตภาพ (y) ที ่ q =0, L=1.1,             
   r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดยใชค้่า J   จากสมการ (3.18) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)Re(
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ตาราง 4  ค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมดระหวา่ง ส่วนจรงิ )Re( และส่วนจนิตภาพ )Im( โดย  
   16,..,3,2,1,0n  และ ก าหนดให ้  q =1, L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดยใชค้่า J   
   จากสมการ (3.18) 
 

          

 
   

 

  0 0.00 -1.67   

 1 0.35 -2.84  

  2 0.76 -3.81   

 3 1.14 -4.71  

  4 1.51 -5.57   

 5 1.86 -6.40  

  6 2.21 -7.21   

 7 2.55 -8.02  

  8 2.88 -8.81   

 9 3.22 -9.60  

  10 3.55 -10.39   

 11 3.87 -11.17  

  12 4.20 -11.95   

 13 4.52 -12.73  

  14 4.85 -13.50   

 15 5.17 -14.28  

  16 5.49 -15.05   

 17 5.81 -15.82  

  18 6.13 -16.59   

 19 6.45 -17.36  

  20 6.77 -18.13   

 
 
 

n )Re( )Im(
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น าขอ้มลูจากตาราง 4 มาเขยีนกราฟระหวา่งความถี่ ส่วนจรงิ           และส่วนจนิตภาพ  
ไดด้งันี้ 
 

 
 
ภาพประกอบ  7   กราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ (x) และส่วนจนิตภาพ (y) ที ่q =1, L=1.1,             
   r+ =Q=1 และ  m2L2=4 โดยใชค้่า J   จากสมการ (3.18) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)Re( )Im(

)Re(
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น าขอ้มลูกราฟความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด โดยวธิกีารค านวณเชงิวเิคราะห ์มาเปรยีบเทยีบกบั
กราฟของงานวจิยั ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) ดงันี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ  8   กราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ )Im( ที ่ q =0,   

   L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2
L

2
=4 โดย     แสดงผลจากค านวณเชงิวเิคราะห ์โดยใชค้่า  J จาก  

   สมการ(3.18)   ■ แสดงผลจากค านวณเชงิวเิคราะห ์โดยใชค้่า  J จากสมการ (3.19)   ▲  
   แสดงผลเชงิตวัเลข ของงานวจิยั ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



)Re(

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
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ภาพประกอบ  9  ภาพประกอบ  8   กราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ   
   )Im( ที ่ q =1, L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2

L
2
=4  โดย     แสดงผลจากค านวณเชงิวเิคราะห ์โดย  

   ใชค้่า  J จากสมการ (3.18)   ■ แสดงผลจากค านวณเชงิวเิคราะห ์โดยใชค้่า  J จากสมการ   
   (3.19)   ▲ แสดงผลเชงิตวัเลข ของงานวจิยั ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230- 
   236) 
 



)Re(

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1


บทท่ี 5 
สรปุ อภิปรายผลและข้อเสนอแนะ 

 

 การวจิยัครัง้นี้ผูว้จิยัไดศ้กึษาการค านวณเชงิวเิคราะหเ์พื่อหาควอซี-นอรม์อล โหมด และ

ความถี่ควอซ-ีนอรม์อล โหมด ของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์

เชงิทอพอโลย ี 4 มติ ิ ทีม่คีวามโคง้ส่วนยอ่ยเป็นศนูย ์ 0k  โดยมกีารรบกวนหลุมด า ดว้ยสนาม  

สเกลารท์ีม่ ีมวล ประจุ และมกีารเขา้คู่ควบกบัสนามแม่เหลก็ไฟฟ้า โดยน าขอ้ผลการค านวณมา

เปรยีบเทยีบกบัขอ้มลูของงานวจิยั ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) ซึง่มี

ข ัน้ตอนการด าเนินงานวจิยัดงันี้ 

 1.  ท าเพอรเ์ทอรเ์บชนัหลุมด าดว้ยสนามสเกลาร ์ซึง่จะใหส้มการคลื่นของสนามสเกลาร ์

ในปรเิวลาเวลาโคง้ทีม่หีลุมด าอยู ่

 2. ก าหนดใหห้ลุมด ามขีนาดของ มวล และ ประจุ ใหญ่กวา่ มวล ประจุ และความถี่ ของ

สนามสเกลารท์ีร่บกวน โดยใช ้ 0k  ใน 4 มติ ิท าการประมาณสมการคลื่นทีฮ่อรซินั โดยสามารถ

จดัสมการคลื่นใหเ้ป็นสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิได ้และหาค าตอบของสมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ 

 3. พจิารณาจากเงื่อนไขขอบเขตทีฮ่อรซินัและทีร่ะยะอนนัต ์เพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด 

และ ค่าความถี่ควอซ-ีนอรม์อล 

 4. น าค่าทีไ่ดจ้ากขัน้ตอนที ่ 3 มาเขยีนกราฟเพื่อเปรยีบเทยีบกบักราฟของงานวจิยั ฮ,ี 

หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) 

สรปุผลงานวิจยั 

จากภาพประกอบ  8  แสดงกราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ 

)Im(  ที ่ q =0, L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดย    จากค านวณเชงิวเิคราะห ์โดยใชค้่า  J 

จากสมการ (3.18)   และค่า  J จากสมการ (3.19)    เปรยีบเทยีบกบักราฟจาการค านวณผลเชงิ

ตวัเลข ของงานวจิยั ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236)  จะเหน็วา่เสน้กราฟที่

ไดจ้ากค านวณเชงิวเิคราะห ์มคีวามชนัเดยีวกบัเสน้กราฟจาการค านวณผลเชงิตวัเลข ของงานวจิยั 

ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) 

 

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
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จากภาพประกอบ  9  แสดงกราฟความถี่ระหวา่ง ส่วนจรงิ )Re(  และส่วนจนิตภาพ 

)Im(  ที ่ q =1, L=1.1, r+ =Q=1 และ  m2L2=4  โดย    จากค านวณเชงิวเิคราะห ์โดยใชค้่า  J 

จากสมการ (3.18)   และค่า  J จากสมการ (3.19)    เปรยีบเทยีบกบักราฟจาการค านวณผลเชงิ

ตวัเลข ของงานวจิยั ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) จะเหน็วา่เสน้กราฟที่

ไดจ้ากค านวณเชงิวเิคราะห ์มคีวามชนัเดยีวกบัเสน้กราฟจาการค านวณผลเชงิตวัเลข ของงานวจิยั 

ฮ,ี หวาง, ไซ และ หลนิ (He, X.; et al.  2010: 230-236) 

อภิปรายผล 

จากผลการค านวณเชงิวเิคราะห ์เพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถี่ควอซ-ีนอรม์อล 

ของหลุมด าไรสเ์นอร-์นอรด์สเตรมิ ในปรภิมูเิวลาแอนไท เดอ ซติเตอร ์เชงิทอพอโลย ี4 มติ ิจะใหค้่า

สอดคลอ้งกบัผลการค านวณผลเชงิตวัเลข โดยจะมกีารคลาดเคลื่อนของผลการค านวณ เนื่องจาก

เป็นการประมาณ สมการไฮเพอรจ์อีอเมตรกิ  

ข้อเสนอแนะ  

 การวจิยัไดท้ าการค านวณเชงิวเิคราะห ์เพื่อหาควอซ-ีนอรม์อล โหมด และความถี่ควอซ-ี

นอรม์อล ดว้ยวธิกีารประมาณ โดยหลุมด าถูกรบกวนดว้ยสนามเกลารท์ีเ่ขา้คู่ควบกบัสนามแม่เหลก็

ไฟฟ้า ประกอบกบัพารามเิตอรห์ลายตวัทีใ่ชร้่วมพจิารณา ท าใหม้คีวามซบัซอ้นในการค านวณ ซึง่

ผูว้จิยัมขีอ้เสนอแนะดงัต่อไปนี้ 

1. น าผลการค านวณทีไ่ดใ้นการวจิยั ไปค านวณต่อไป โดยใหจ้ดัใหเ้ป็นการท าเพอรเ์ทอรเ์บชนั

ล าดบัที ่0 ได ้ 

2. เปลีย่นพารามเิตอรต่์างๆ คอื ค่าความโคง้ส่วนยอ่ยเป็น k= -1  ขนาดของมวลและประจุของ

สนามสเกลารม์ขีนาดไม่น้อยเมื่อเปรยีบเทยีบกบัหลุมด า 

3. สนามสเกลารท์ีร่บกวนระบบ ไม่จ าเป็นตอ้งมขีนาดน้อยๆ ซึง่จะส่งผลกระทบกบัเสถยีรภาพ

ของหลุมด า  

4. เพิม่จ านวนมติ ิเช่น d=5 และเพิม่จ านวนของตวัรบกวน เช่น สนามสเกลาร ์2 ชนิดในระบบ 

http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Lin_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Wang_B/0/1/0/all/0/1
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