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             เราทดลองใช้เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีเพ่ือศกึษาความพวัพนัของสถานะเชิงความร้อนของระบบ        
คู่คิวบิตในสมดลุความร้อน และพบว่าเกณฑ์นีไ้ม่สามารถตรวจจบัความพวัพนัของระบบได้ ในขณะ     
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             We apply the local information criterion to the thermal state of the system of two coupled 
qubits in thermal equilibrium and find that, unlike the ppt-criterion, entanglement of this system 
can not be detected by this criterion. This study leads to the more general conclusion about any 
thermal state as follows: the local information criterion always fail to detect the entanglement of 
any thermal state if there exists a temperature where the system in thermal equilibrium has                 
a transition between separable state and inseparable state. This failure of the local information 
criterion supports the more sensitivity of the ppt-criterion in detecting entanglement. 
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บทที่ 1 

บทนํา 
 

ความสาํคัญและที่มาของงานวจิัย 

       ในหลายปีท่ีผ่านมา ได้มีความพยายามท่ีจะสร้างระบบการถ่ายโอนข้อมลูท่ีมีความเร็วสงู    

โดยใช้หลกัการทางกลศาสตร์ควอนตมัท่ีเรียกว่า ความพวัพนั (entanglement) หลกัการดงักล่าวนี ้  

ทําให้สามารถสร้างระบบพืน้ฐาน เช่น คู่ของอิเล็กตรอน คู่ของโฟตอน หรือ คู่ของอะตอม ท่ีอยู่ห่างกนั

มากๆ  แต่สามารถมีอนัตรกิริยา (interaction) ต่อกันอย่างฉับพลนัได้ ระบบพืน้ฐานนีไ้ด้นําไปสู ่       

การพัฒนาการขนส่งข้อมูลท่ีมีความเร็วสูง หรืออาจเรียกได้ว่าฉับพลนั เช่น การขนส่งเชิงควอนตมั                         

(quantum teleportation) และการคณนาเชิงควอนตมั (quantum computation) อีกทัง้ยงัสามารถ

นําไปประยุกต์ใช้กับระบบความปลอดภัยของการเข้ารหัสท่ีเรียกว่า การเข้ารหัสเชิงควอนตัม 

(quantum cryptography) ได้อีกด้วย 

  โดยนิยามแล้ว ความพัวพัน คือ สหสัมพันธ์เชิงควอนตัม (quantum correlation)                 

ระหวา่งระบบ  ท่ีเป็นผลสืบเน่ืองมาจากโครงสร้างของทฤษฎีควอนตมัโดยตรง ซึง่ไม่สามารถอธิบายได้

ด้วยกลศาสตร์แบบฉบบั ทฤษฎีของความพวัพนันี ้ได้รับการพฒันาไปในหลากหลายทิศทางภายใต้

หลกัการของความสามารถในการแยกกันได้ (separability) ของสถานะควอนตมัซึ่งนิยามโดย         

เวอร์เนอร์ (Werner. 1989: 4277) ต่อมา เพียร์เรส(Peres. 1996: 1413) ได้ค้นพบเง่ือนไขจําเป็น 

(necessary condition) สําหรับความสามารถในการแยกกนัได้ท่ีสามารถตรวจจบัความพวัพนัได้อย่าง

มีประสิทธิภาพ เง่ือนไขจําเป็นนีเ้รียกว่า เกณฑ์พีพีที (ppt-criterion) แม้ว่าเกณฑ์พีพีทีนีจ้ะมี

ประสิทธิภาพสูงในการตรวจจับความพัวพนั แต่ก็ยังมีสถานะท่ีแยกกันไม่ได้หรือสถานะพัวพนัท่ีไม่

สามารถตรวจจบัได้จากเกณฑ์พีพีที เช่น สถานะท่ีแยกกนัไม่ได้อย่างอ่อน (weak inseparable state)

สองสถานะซึง่ค้นพบโดย โฮโรเด็คคี  (M. Horodeck; P. Horodecki; & R. Horodecki. 1996: 1)       

ในเวลาต่อมา หนิว และ หวาง (Niu; & Wang. 2004: 103) ได้ค้นพบเง่ือนไขจําเป็นสําหรับ

ความสามารถในการแยกกันได้อีกเ ง่ือนไขหนึ่งซึ่งในท่ีนีจ้ะขอเรียกว่า  เกณฑ์ข้อมูลเฉพาะท่ี                  

(local information criterion) และได้แสดงว่าเกณฑ์นีส้ามารถตรวจจบัความพวัพนัของสถานะ                

ท่ีแยกกนัไมไ่ด้อยา่งออ่นทัง้สองสถานะของ โฮโรเด็คคี ได้ อย่างไรก็ดี เกณฑ์นีก็้ยงัอ่อนกว่าเกณฑ์พีพีที

ในกรณีทัว่ไป 



2 
 

   ในงานวิจยันี ้จะศึกษาเอนแทงเกิลเมนท์ของระบบคู่คิวบิตในสมดลุความร้อน ซึ่งได้เคยศึกษา

มาแล้วโดยใช้เกณฑ์พีพีที (สทุธิพงษ์ โล้เจริญรัตน์; และ สพุิชญ แขมมณี.  2551: 328)  แตใ่นงานวิจยันี ้

จะทดลองใช้เกณฑ์ข้อมูลเฉพาะท่ีและจะแสดงว่าเกณฑ์ข้อมูลเฉพาะท่ีล้มเหลวในการตรวจจับความ

พวัพนัของระบบนี ้พร้อมทัง้แสดงถึงความล้มเหลวของเกณฑ์นีใ้นกรณีทัว่ไปมากขึน้ ซึง่เป็นการสนบัสนนุ

ข้อสงัเกตขุองหนิว และหวาง ท่ีวา่ เกณฑ์นีเ้ป็นเกณฑ์ท่ีออ่นกวา่เกณฑ์พีพีทีในกรณีทัว่ไป 

 

ความมุ่งหมายของงานวจิัย 

เพ่ือศกึษาความพวัพนัของคูค่วิบติในสมดลุความร้อนท่ีมีอนัตรกิริยาตอ่กนัในรูปแบบของอนัตรกิริยา 

       ไดโพล-ไดโพลไฟฟ้า 

เพ่ือศกึษาเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีและการประยกุต์ใช้กบัปัญหาความพวัพนัของคูค่วิบติในสมดลุความร้อน 

เพ่ือศกึษาถึงความล้มเหลวของเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ี 

 

ขอบเขตของงานวจิัย 

             ใช้เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีศึกษาความพวัพนัของคู่คิวบิตในสมดลุความร้อนโดยคู่คิวบิตใน

งานวิจยันี ้กําหนดให้มีอนัตรกิริยาตอ่กนัในรูปแบบของ อนัตรกิริยาไดโพล-ไดโพลไฟฟ้า 

 

ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับจากงานวจิัย 

      ได้ทราบถึงขอบเขตบางประการของเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีในการตรวจจบัความพวัพนั 
 



 

 

บทที่ 2 

เอกสารและงานวจิัยที่เก่ียวข้อง 
 

ในการวิจยัครัง้นี ้ ผู้วิจยัได้ศกึษาเอกสารและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้อง และได้นําเสนอตามหวัข้อตอ่ไปนี ้

1 ระบบเด่ียว (Single system) 

2 ระบบประกอบและความพวัพนั (Composite system and entanglement) 

3 เกณฑ์พีพีที  (PPT: positive partial transpose criterion) 

4 เง่ือนไขจําเป็นและเง่ือนไขเพียงพอของการแยกกันได้  (Necessary and 

sufficient  condition for seperability) 

5 เกณฑ์ของความสามารถในการแยกกนัได้และข้อมลูเฉพาะท่ีในสถานะท่ีแยก

ได้ (separability criterion and local information in separable states) 

 

ระบบเดี่ยว(Sakurai. 1994 :176-179) 

            ในปี ค.ศ. 1927  นอยมนั ( Neumann) ได้ศึกษาและใช้ตวัดําเนินการหนาแน่น (density 

operator)  ในการอธิบายสถานการณ์ทางฟิสิกส์ของอองซอมเบิลบริสุทธ์ิ (pure ensemble)และ     

อองซอมเบิลผสม (mixed ensemble) อองซอมเบิลบริสทุธ์ิ นิยามได้ว่าเป็นการรวบรวมระบบทาง

ฟิสิกส์ท่ีมีสถานะหมือนกนัเป็น        ในทางตรงกนัข้าม อองซอมเบิลผสม เป็นการรวบรวมสถานะทาง

ฟิสิกส์ ท่ี มีสถานะต่างกันเป็น ,..., )2()1(  ซึ่ง มีสัดส่วนประชากรเป็น  ,..., 21 pp  กล่าวได้ว่า           

อองซอมเบิลผสมเป็นการผสมกนัของอองซอมเบิลบริสทุธ์ิ สําหรับสดัส่วนประชากรของอองซอมเบิล

ผสมนีจ้ะถกูจํากดัด้วย เง่ือนไขท่ีทําให้เป็นปกต(ิnormalization condition) 

 

        
1

i
ip                         (2.1) 

 

   สมมติว่าถ้าจะทําการวดัอองซอมเบิลผสม ด้วยผู้สงัเกต (observable)  A  แล้วค่าเฉล่ีย         

ในการวดัของ A  จะหาได้อย่างไรหากทําการวดัเป็นจํานวนหลายๆครัง้ คําตอบสามารถแสดงได้ด้วย

สมการดงันี ้


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)()( ii

i
i ApA   

 

            aap
i a

i
i  



2
)(     (2.2) 

 

                เม่ือ A  คือคา่อองซอมเบิลเฉล่ีย (ensemble average) ของ A  โดย a  และ a  คือคา่

ลกัษณะเฉพาะและเคทลกัษณะเฉพาะของ Aตามลําดบั ในทางกลศาสตร์ควอนตมั 
)()( ii A คือ

คา่คาดหมายของ A  เม่ือพิจารณาเทียบกบัสถานะ )(i  สมการท่ี (2.2)  ประกอบด้วย 2
)(ia        

ซึ่งก็คือ ความน่าจะเป็นในกลศาสตร์ควอนตมั และ ip  เป็นสดัส่วนประชากร ในอองซอมเบิลผสม                      

ของสถานะ )(i  เราสามารถเขียนคา่อองซอมเบิลเฉล่ีย ตามสมการท่ี (2.2) โดยใช้ฐานหลกัทัว่ไป

อ่ืนๆ  b  ได้เป็น 

 
)()( i

i b b

i
i bbAbbpA    

 

 

 

                  bAbbbp
b b

ii

i
i 







   
 

)()(      (2.3) 

 

หากนิยามเทอมท่ีขึน้กบัดชันี i ในสมการท่ี (2.3) ด้วยตวัดําเนินการ 

 


i

ii
ip )()(                                     (2.4) 

 

ซึง่เรียกว่าตวัดําเนินการหนาแน่นและเรียกตวัแทนเมทริกซ์(matrix representation)ของตวัดําเนินการ

หนาแน่นนีว้า่หรือท่ีเรียกวา่เมทริกซ์หนาแน่น (density matrix) สมการท่ี (2.3) จะเขียนได้เป็น  

 

bAbbbA
b b


 

  

                                          Atr              (2.5) 
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เพราะวา่ผลรวมแนวทแยงมมุของสมาชิกในเมทริกซ์ซึง่เขียนแทนด้วย  Atr   ไม่ขึน้กบัฐานหลกัหนึ่งๆ

เราจึงสามารถเลือกฐานหลกัท่ีเหมาะสมมาใช้สําหรับสมการท่ี  (2.5) ได้ ตวัดําเนินการหนาแน่น             

มีคณุสมบตัหิลกัๆอยูส่ามข้อคือ  

                1. ตวัดําเนินการหนาแน่น  เป็นเฮอร์มิเชียน (Hermitian)  ซึง่สมการท่ี  (2.4)  ได้แสดงไว้       

                             อยา่งชดัเ จน 

    2. ตวัดําเนินการหนาแน่น สอดคล้องกบัเง่ือนไขท่ีทําให้เป็นปกต ิ(normalization condition) 

 

         



i b

ii
i bbptr )()(   

 

                
i

ii
ip )()(    

     

                1          (2.6) 
 

     3. ตัวดําเนินการหนาแน่นเป็นตัวกําเนินการบวก (positive operator) นั่นคือ                         

ค่าลกัษณะเฉพาะทัง้หมดของตวัดําเนินการหนาแน่นเป็นบวก  0  เน่ืองจากอองซอมเบิลผสม           

เกิดจากการรวมกนัของอองซอมเบิลบริสทุธ์ิ ดงันัน้ อองซอมเบิลบริสทุธ์ิ สามารถระบุได้โดย 1pi             

ท่ี ni และ 0pi  สําหรับ i   ตวัอ่ืนๆ ซึง่ทําให้ตวัดําเนินการหนาแน่นสําหรับอองซอมเบิลบริสทุธ์ิ

เขียนได้เป็น  
 

)()( nn         (2.7) 
 

จากสมการท่ี (2.7)เราสามารถเขียนได้วา่สําหรับอองซอมเบลิบริสทุธ์ิ   

 

  12 tr        (2.8) 

 

ซึง่เป็นคา่ท่ีมากท่ีสดุกลา่วถงึ สําหรับอองซอมเบลิผสมใดๆ  2tr  จะเป็นจํานวนบวกท่ีมีคา่น้อยกวา่1 
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ระบบประกอบและความพวัพนั  

       พิจารณาระบบประกอบ ท่ีบรรยายได้โดยปริภมูิเวกเตอร์ V   ซึง่ประกอบด้วยระบบย่อย

สองระบบท่ีบรรยายโดยปริภมูิเวกเตอร์ 1V  และ 2V  ระบบประกอบ V  สามารถเขียนได้เป็น 21 VV               

ซึง่เรียกวา่ ผลการคณูเทนเซอร์ (tensor product) ของ 1V  และ 2V  

     นิยามของผลการคูณเซอร์  (Cohen-Tonnoudji; et al.  1977: 154-157) 

       ให้ 1V  และ 2V  เป็นปริภูมิเวกเตอร์ ท่ีมีมิติเป็น 1N และ 2N  ตามลําดับ เราเรียก 

21 VVV  ว่าผลการคณูเทนเซอร์ ของ 1V และ 2V  ถ้า 1)1( V และ  2)2( V แล้วมีเวกเตอร์ 

V เขียนแทนด้วย )2()1(   ซึ่งเรียกว่า ผลการคูณเทนเซอร์ ของ )1( และ )2( ซึ่ง

สอดคล้องกบัเง่ือนไขดงัตอ่ไปนี ้
 

  -  คณุสมบตักิารคณูแบบเชิงเส้นโดยจํานวนจินตภาพ 

 

               )2()1()2()1(    

 

         )2()1()2()1(   uu     (2.9) 

 

  - สมบตักิารกระจายของเวกเตอร์  

 

  )2()1()2()1()2()2()1( 2121    

 

  )2()1()2()1()2()1()1( 2121          (2.10) 

 

   - เ ม่ื อ ฐ า น ห ลั ก ข อ ง ป ริ ภู มิ  1V แ ล ะ  2V คื อ   )1(iu  แ ล ะ  )2(lv  ต า ม ลํ า ดั บ 

 )2()1( li vu   จะ เ ป็นฐานหลักของ  V ดัง นั น้ ถ้ า  1N และ  2N มี ค่ า จํ า กัด  มิ ติ ข อ งV                          

จะเท่ากบั 1N 2N  
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    เวกเตอร์ของ V   

     พิจารณาผลการคูณเทนเซอร์ของเวกเตอร์   )2()1(    ซึ่ง  )1(  และ  )2(     

สามารถเ ขียนในรูปของ  )1(iu  และ   )2(lv  ได้ เ ป็น
i

i
i ua)1( และ

l
l

l vb)2(                

ตามลําดบั  ดงันัน้การกระจายเวกเตอร์ )2()1(    ในเทอมของ    21 li vu   สามารถเขียนได้

เป็น    21)2()1(
,

l
li

ili vuba  
 
นัน่คือส่วนประกอบของเวกเตอร์ของผลการคณูเทนเซอร์  

ก็คือผลคณูของสว่นประกอบของแตล่ะเวกเตอร์ท่ีนํามาทําการคณูเทนเซอร์กนั 
 

      มีเวกเตอร์ใน V  ซึ่งไม่ได้เป็นผลการคูณเทนเซอร์ของเวกเตอร์ใน 1V กับเวกเตอร์ใน 2V

เน่ืองจาก     21 li vu  โดยสมติฐาน เป็นฐานหลกัใน V ดงันัน้เวกเตอร์ทั่วไปของ V สามารถ

แสดงโดย    21
,

, l
li

ili vuc   ซึ่งโดยทัว่ไปแล้วจํานวนเชิงซ้อน 1N 2N  ตวัของ lic , ใดๆ     

ไม่สามารถขียนให้อยู่ในรูป liba ได้สําหรับจํานวนเชิงซ้อน  1N ตวัของ ia  และ 2N  ของ lb ใดๆ ดงันัน้

เวกเตอร์  ใดๆใน V  จงึไมส่ามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของ )2()1(    ได้เสมอไป 

   

           ผลคูณสเกลาร์ของ V   

เรานิยามผลคณูเชิงสเกลาของ    )2()1()2(1   และ   )2()1()2(1   โดย 
 

    )2()2()1()1()2(1)2(1      (2.11) 
 

 สําหรับเวกเตอร์ทัว่ไปใน V ซึง่เป็นผลรวมเชิงเส้นของเวกเตอร์ของผลคณูเทนเซอร์ เราสามารถ

ใช้คณุสมบตัิพืน้ฐานของผลคณูเกลาร์ช่วยในการคํานวณได้ สงัเกตว่าสําหรับฐานหลกัท่ีตัง้ฉากปกติ

(orthonormal)   1iu  และ  )2(lu ใดๆใน 1V และ 2V ตามลําดบั จะได้ว่า    )2(1 li vu  ใน V

จะเป็นฐานหลกัท่ีตัง้ฉากปกตเิช่นกนัดงัสมการตอ่ไปนี ้
 

    )2()2()1()1()2(1)2(1 lliilili vvuuvuvu      

  

                                 llii               (2.12) 
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               ผลการคูณเทนเซอร์ของตวัดาํเนินการ 

       พิจารณาตวัดําเนินการเชิงเส้น )1(A ท่ีนิยามใน 1V  เราสามารถนิยามตวัดําเนินการเชิง

เส้น )1(
~
A  ท่ีนิยามใน V  ซึง่เรียกว่า ส่วนต่อขยายของ )1(A  ใน V  ได้ดงันี ้เม่ือ )1(

~
A  กระทํากบั 

)2()1(   จะนิยามวา่ 

 

     )2()1(1)2()1(1
~   AA      (2.13) 

 

สําหรับเวกเตอร์ทัว่ไป  )2()1(
,

, l
li

ili vuc   ใน V เม่ือให้ )1(
~
A กระทําบน   จะได้วา่ 

 

     
li

lili vuAcA
,

, )2()1(1)1(1
~     (2.14) 

 

เราสามารถนิยามสว่นตอ่ขยาย )2(
~
B สําหรับตวัดําเนินการ )2(B  ท่ีนิยามใน 2V  ได้ในทํานองเดียวกนั 

 - ถ้า )1(A  และ )2(B  เป็นตวัดําเนินการเชิงเส้นท่ีกระทําใน 1V และ 2V  ตามลําดบัแล้ว ผลการ

คณูเทนเซอร์ )2()1( BA   ซึ่งเป็นตวัดําเนินการเชิงเส้นใน  V  สามารถนิยามได้จากความสมัพนัธ์คือ 
      )2()2()1()1()2()1( )2()1(  BABA     

 

 

  สถานะที่ไม่เก่ียวพันกัน (Werner. 1989: 4277) 

               พิจารณาระบบควอนตมัประกอบท่ีอธิบายโดยปริภมูิฮิลเบิร์ต BA VVV   สถานะท่ีไม่

เก่ียวพนักนั(uncorrelated state)ของระบบนีนิ้ยามโดยตวัดําเนินการหนาแน่น  ท่ีกระทําใน V  ซึง่
BA   เม่ือ  A  และ B  คือตวัดําเนินการหนาแน่น ท่ีกระทําใน AV  และ BV  ตามลําดบั 

นิยามนีส้มมลูกบัการกล่าวว่าค่าคาดหมาย  BAtr   สําหรับการวดัร่วม  (joint Measurement) 

ของผู้สงัเกต A และ     ผู้สงัเกต B  บนแตล่ะระบบยอ่ย จะแยกได้เสมอ นัน่คือ  

    

     BtrAtrBAtr  1.1.   
 

                  BtrAtr BA                    (2.15) 
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สถานะเก่ียวพนัและความพวัพนั (Werner. 1989: 4277) 
     สมมติว่าเคร่ืองมือสําหรับจดัเตรียมสถานะ มีสวิทซ์ซึง่สามารถตัง้ได้ท่ี  ni ..,3,2,1  และ

หากตัง้ไว้ท่ี i  เคร่ืองมือของแต่ละระบบทัง้สองของแต่ละระบบก็ทําการเตรียมสถานะเป็น  A
i  และ 

B
i  สมมติว่า เรามีตัวสุ่มท่ีผลิตตัวเลข ni ..,3,2,1  ด้วยความน่าจะเป็น ip  เราสามารถรวม

เคร่ืองมือ   ทัง้สามเพ่ือเป็นเคร่ืองมือชิน้ใหม่สําหรับจัดเตรียมสถานะได้ตามขัน้ตอนดังต่อไปนี ้     

สําหรับการทําการ  ทดลองแต่ละครัง้  เม่ือทําการสุ่มตวัเลข  ni ,..,1 แล้ว เคร่ืองมือทัง้สองก็ทําการ

ตัง้สวิทซ์ตามผลของการสุม่ท่ีได้  (ดภูาพประกอบ 1) กระบวนการนีจ้ะทําให้ได้คา่คาดหมายของการวดั

ของผู้สงัเกต A และ B เป็น  

 
 

ภาพประกอบ 1 เคร่ืองมือสําหรับเตรียมสถานะเก่ียวพนัแบบฉบบั(classically correlated state) 

 

  

(2.16) 
 

เม่ือตวัดําเนินการหนาแน่น   คือ 
 

          
B
i

A
i

i
ip           (2.17) 

     BAtrBtrAtrp B
i

A
i

i
i  
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 ท่ีมาในทางฟิสิกส์ของความสัมพันธ์นีก็้คือการสุ่มจากตัวกําเนิดซึ่งสามารถเลือกให้เป็น

เคร่ืองมือแบบฉบบั (classical device) ล้วนๆได้ ด้วยเหตนีุจ้ึงเรียกตวัดําเนินการหนาแน่น (สถานะ)                         

ตามสมการท่ี (2.17) ว่าสถานะเก่ียวพนัแบบฉบบั (classically correlated) หรือสถานะไม่พวัพนั 

(disentangled state) และเรียกสถานะท่ีไม่เก่ียวพนัแบบฉบบั(คา่สถานะ  ท่ีไม่สามารถเขียนได้ใน

รูปแบบของสมการท่ี (2.17)) วา่สถานะเก่ียวพนัแบบ EPR (EPR correlated state) หรือ สถานะพวัพนั 

(entangled state)  

เกณฑ์พพีที ี 

         ในงานของ เพียร์เรส (Peres. 1996: 1413) ได้อธิบายด้วยพีชคณิตง่ายๆ ของเง่ือนไข

จําเป็น (necessary condition) สําหรับความสามารถในการแยกกนัได้ หรือก็คือเง่ือนไขจําเป็นสําหรับ

การแยกกนัได้ของสถานะตามสมการท่ี (2.17) ท่ีมาของเง่ือนไขของการแยกกนัได้ ทําได้โดยการเขียน

สว่นประกอบเมทริกซ์หนาแน่นให้ชดัเจนด้วยดชันีทัง้หมด สําหรับสมการท่ี  (2.17) จะได้  

 

  )()(,
B
i

i
mn

A
iinm p  

 

ดชันีลาตินอ้างถึงระบบแรก ส่วนดัชนีกรีกอ้างถึงระบบท่ีสอง (ระบบย่อยอาจมีมิติแตกต่างกันได้)      

เม่ือนิยามเมทริกซ์ใหม ่คือ 

  mnnm ,,       (2.18) 
 

นัน่คือเฉพาะดชันีลาตนิของ   ถกูสลบัสบัเปล่ียน จากสมการท่ี (2.17)   เขียนได้เป็น  
 

)()( B
i

i

TA
iip       (2.19) 

 

เน่ืองจากเมทริกซ์สบัเปลี่ยน  )()( A
i

TA
i   เป็นเมทริกซ์ท่ีเป็นบวกและมีผลรวมในแนวทะแยงมมุ

เป็นหนึ่ง ซึ่งทําให้  เป็นเมทริกซ์หนาแน่น ดังนัน้ "ค่าลักษณะเฉพาะของ   จะไม่เป็นลบ"               

ซึ่งเป็นเง่ือนไขจําเป็นสําหรับการแยกกันได้ตามสมการ (2.23) เง่ือนไขนีเ้รียกว่า "เกณฑ์ พีพีที (PPT 

criterion) โดยอกัษรย่อ PPT ย่อมาจาก Positive Partial Transpostion ซึ่งหมายความว่าการ

สบัเปล่ียนบางสว่น(ของ  )เป็น บวก นัน่คือ 0  
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   สงัเกตว่าค่าลกัษณะเฉพาะของ   จะไม่เปล่ียนแปลงภายใต้การแปลงยูนิทารีซึ่งแสดงได้

โดยการพิจารณา Au และ Bu  ของฐานหลกัสําหรับผู้สงัเกตทัง้สอง ดงันี ้

 
tBABA uuuu )()(    

ดงันัน้ 
tBTABTA uuuu )()(    

 

นัน่ซึง่ก็คือ การแปลยนิูทารี ให้คา่ลกัษณะเฉพาะของ   ไมเ่ปล่ียนแปลง 
 

เงื่อนไขจาํเป็นและเงื่อนไขเพยีงพอของการแยกกันได้  

       โฮโรเด็คคี (M.Horodecki; P.Horodecki; &  R. Horodecki 1996: 1)ได้แสดงถึงเง่ือนไข

จําเป็นและเง่ือนไขพียงพอของสถานะผสม และพบว่าสําหรับระบบ 22 และ 32 เกณฑ์พีพีที 

ไม่ได้เป็นเพียงเง่ือนไขจําเป็นแต่เป็นเง่ือนไขเพียงพอด้วย อย่างไรก็ตาม ข้อสรุปนีไ้ม่จริงสําหรับระบบ

ทัว่ไป  
 

เกณฑ์ของความสามารถในการแยกกันได้และข้อมูลเฉพาะที่ในสถานะที่แยกได้  

       จากผลงานเร่ือง ความพวัพนัของ  ไอน์สไตน์(Einstein), โพโดสกี(้Podolsky)  และ โรเซ็น 

(Rosen)  (Einstein; Podolsky; & Rosen. 1935: 777) ทําให้ทฤษฎีควอนตมั เกิดการเปล่ียนแปลง

อย่างมาก    ความพัวพัน ได้ให้การทดสอบท่ีมีประสิทธิภาพใน ทฤษฎีควอนตัมแบบไม่เฉพาะท่ี  

(quantum nonlocality) (Bell. 1991: 195) และยงัเป็นวิธีการท่ีมีประโยชน์สําหรับ                         

กระบวนการ     ทางข้อมลูควอนตมัต่างๆ อาธิ กาเข้ารหสั  (cryptography)  (Ekert.  199: 661)                         

การขนสง่  (teleportation)  (Bennett; & et al 1993: 1895 )และ  การคณนาเชิงควอนตมั  (quantum  

computation)  (Shor. 2001) 

   ความสามารถของการแยกกนัได้ของสถานะควอนตมัเป็นปัญหาท่ีได้รับความสนใจเป็นอย่าง

มากในการพฒันาทฤษฎีของความพวัพนั  สถานะ             ของระบบ  Alice  และ  Bob  จะสามารถ

แยกกนัได้    (Werner.1989: 4277) ถ้าสามารถเขียนอยูใ่นรูป 
 

                       (2.20) 
 

AB

 
i

ii

iAB
p 
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    สําหรับบางการแจกแจงของความน่าจะเป็น  (probability  distribution)   
i

p   และเมทริกซ์

หนาแน่น  i   และ  i   ของระบบ  Alice  และ  Bob  ตามลําดบั 
 

   เพียร์เรส  (Peres. 1996: 1413) ได้ค้นพบเง่ือนไขจําเป็นอสําหรับความสามารถในการ

แยกกนัได้  และแสดงว่าการสบัเปล่ียนบางส่วนเทียบกบัหนึ่งระบบย่อยของเมทริกซ์หนาแน่นสําหรับ

สถานะแยกกันได้ จะเป็นบวก  นั่นคือ  0jT   เม่ือ   BAj ,   ดังนัน้  jT   จะมีค่าลักษณะ

เฉพาะท่ี ไม่เป็นลบ  ซึ่งเป็นท่ีรู้จกักนัในนามของเกณฑ์พีพีที(PPT: positive partial transpose)    

เกณฑ์นีเ้คยถกูแสดงโดยโฮโรเด็คคี  (M.Horodecki; P.Horodecki; &  R. Horodecki 1996: 1)            

ว่าเป็นเง่ือนไขเพียงพอด้วยระบบ  22   และ  32   แต่สําหรับกรณีอ่ืนๆ  อาจไม่เป็นเง่ือนไข

เพียงพอ  เกณฑ์การตัดทอนซึ่งเสนออย่างเป็นอิสระกันโดยโฮโรเด็คคี  (M.Horodecki; & 

P.Horodecki.  1999: 4206) เซิร์ฟและคณะ (Cerf; Adami; & Gingrich. 1999: 898) ได้ให้เง่ือนไข

จําเป็นอีกเง่ือนไขหนึ่งท่ีเป็นรูปแบบโดยทัว่ไป โดย อาวเบอริโอและคณะ  (Albeverio;  Chen;  & Fei. 

2003: 062313)  เรียกวิธีการนีว้่าความพวัพนัวีทเน็ซ  (entanglement  witness)(Terhal. 2000: 319) 

และเกณฑ์เมเจอร์ไรเซชนั (majorization)  แสดงโดยนิวเซนต์ (Nielsen; & Kempe. 2001: 5184)               

ไ ด้ มี กา รแสดง อีกว่ า  ความแปรปรวนของผู้ สั ง เ กต   สามารถตรวจจับความพัวพัน ไ ด้                         

(Gühne. 2004: 117903)   
 

    ความหมายทางกายภาพของนิยามของเมทริกซ์หนาแน่นท่ีแยกกนัไม่ได้  คือสถานะพวัพนั     

ท่ีไม่สามารถสร้างได้โดยตวัดําเนินการเฉพาะท่ี ในขณะท่ีเมทริกซ์หนาแน่นท่ีแยกกนัได้สามารถเตรียม

ได้โดยตวัดําเนินการเฉพาะท่ี  โดยสญัชาตญาณ เม่ือเมทริกซ์หนาแน่นท่ีแยกกันได้ท่ีแบ่งได้เป็นสอง

ส่วน  กระทําบนหนึ่งส่วนของปริภูมิฮิลเบิร์ต  จะสามารถดึงข้อมลูเฉพาะจากสถานะท่ีแยกได้  

คณุสมบตัินีใ้ห้เง่ือนไขจําเป็นของความสามารถในการแยกกนัได้สําหรับเมตริกซ์หนาแน่น ซึ่งในท่ีนี ้  

จะขอเรียกวา่ "เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ี" (local information criterion) (Niu; & Wang. 2004: 103) 
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 ทฤษฎีบท (local information criterion)    ถ้า        เป็นเมทริกซ์หนาแน่นท่ีแยกกนัได้แล้ว 

 

                                                                                                   (2.21) 

และ            

                  (2.22) 
 

เม่ือ          เป็นเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ (eigenvector) ของ A  ท่ีสอดคล้องกบัคา่ลกัษณะเฉพาะ  ka    

               เป็นเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะของ       ท่ีสอดคล้องกบัคา่ลกัษณะเฉพาะ  
l

b    
และ                เป็นเมทริกซ์หนาแนน่ลดรูป(reduced density matrix) ของ        สําหรับสว่นของ  A(B)   
    

            พสูิจน์   

         ถ้า   AB  เป็นสถานะท่ีแยกกนัได้ ซึ่งสามารถเขียนในรูปของสมการ  (2.20) เราจะทําเทรซ  

(trace)  ของระบบ  B  ในสมการท่ี  (2.21) เพ่ือให้ได้  kkkA
i

i
iA fafp      ดงันี ้

 

      






  
i

Bkk
ii

iBkkAB ffpTrffTr II   

             

    






  
i

i
kk

i
i ffpTr    

  

    






 
i

kk
i

iA ffpTr       

                          

       kkkkA affaTr             (2.23)      

 

สมการท่ี (2.22) ก็สามารถพิสจูน์ได้โดยวธีิเดียวกนันี ้                 #  

           

 

 

AB


  
lllAAB

bggTr I

   kBkkAB affTr  I

k
f

l
g B

ABA )( B
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บทแทรก    ถ้า              เป็นสถานะท่ีแยกกนัได้  ดงันัน้ 
 

                                                                                                                       (2.24)                         

และ              

                                                                                                                (2.25)         
                                                                                                                                                 

เม่ือ  jk     และ   lm   

เกณฑ์ของความสามารถในการแยกกนัได้นีส้ามารถทําเป็นรูปแบบทัว่ไปได้โดยตรงสําหรับระบบท่ีแบง่
ได้หลายสว่น  (multipartite  system)  กลุม่  N  สถานะควอนตมั             เรียกว่า    สถานะท่ีแยกกนั
ได้  ถ้าสามารถเขียนได้เป็น  (Vedral; & Plenio. 1998: 1619)    
 

 

 

และเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีสําหรับกรณีนีคื้อ 

 

         kNBkkNAB aIIffTr  ......  

 

          lNllANAB bIggITr  ......  

 

               jjjBANAB dnnIITr  ...(...  
  
เม่ือ  

j
d   เป็นค่าลกัษณะเฉพาะของเมตริกซ์หนาแน่นลดรูปของ           สําหรับส่วนของN                          

ท่ีสอดคล้องกบัเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ   

    เพ่ือท่ีจะทดสอบเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีนี ้จะทําการพิจารณาสถานะท่ีไม่สามารถแยกกนัได้

อย่างอ่อน (weak inseperable state) ท่ีน่าสนใจสองสถานะ  ซึง่ค้นพบโดยโฮโรเด็คคี (Horodecki.  

1997: 333)  ท่ีไม่สามารถตรวจจับได้โดยเกณฑ์พีพีที  เมทริกซ์หนาแน่นตวัแรกของระบบ 33      

เป็นเมทริกซ์สมมาตรของจําวนจริง                

AB


   0
lmAAB

ggTr I

   0 BjkAB ffTr I

N
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B
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iiNAB
p    ...

...



NAB ...
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เม่ือ  10  a เมตริกซ์หนาแน่นลดรูปของ  a   คือ  
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ซึง่มีคา่ลกัษณะเฉพาะ และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตวัท่ีสอง  เป็น   

 

             

   
 2

222

2
812

18140131

a

aaaa
b




  

และ 

                                 1,0,12 g  

 

ตามสมการ ท่ี   (2.23)  พิจารณาผลต่าง  aS ซึ่ ง นิยามโดย     222 bggTrS A
a

a  I                     

เม่ือแทนค่า 2g  และค่า  2b  จะพบว่า )0(2  bSa ซึ่งขัดแย้งกับเกณฑ์ของสมการ  (2.23) ดัง

แสดงในภาพประกอบ 2  
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ภาพประกอบ 2  การตรวจพบสถานะพวัพนั 33 ของโฮโรเดค็คี โดยใช้เกณฑ์ตามสมการท่ี   (2.22)   
 

    การขดัแย้งกบัเกณฑ์นีแ้สดงให้เห็นว่า เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ี( สมการท่ี (2.22) ) สามารถ

ตรวจจบัความพวัพนัหรือความไม่สามารถแยกกนัได้ของสถานะ 33  ท่ีไม่สามารถแยกกนัได้อย่าง

ออ่นนีไ้ด้โดยสมบรูณ์ 

 ตวัอยา่งท่ีสอง  เป็นระบบ 42     ซึง่มีเมทริกซ์หนาแน่นคือ 
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เม่ือ  10  b  เมทริกซ์หนาแน่นท่ีลดสรูปของ  b   คือ 

 



17 
 

 
































2
31

2
21

2
21

2
31

00

0200

0020

00

17

1

bb

bb

b

b

b
b  

 

ในทํานองเดียวกนั  คา่ลกัษณะเฉพาะและเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตวัท่ี สาม เป็น 

 

   
 2

222

3
712

17121101

b

bbbb
b




  

และ 

        1,0,0,13 g  

 

ซึ่งทําให้    3333 bbggTrS A
b

b  I  0  ข้อขัดแย้งกับเกณฑ์ของสมการ  (2.22)  

ดังแสดงในภาพประกอบ  3 นี แ้สดงให้เห็นว่าเกณฑ์ข้อมูลเฉพาะที่ตามสมการที่  (2.22)           

สามารถตรวจจับความพัวพันของระบบ 42 นีไ้ด้อย่างสมบูรณ์ 

 

 

 
 

ภาพประกอบ 3  การตรวจพบสถานะพวัพนั 42  ของโฮโรเดค็คี โดยใช้เกณฑ์ตามสมการท่ี (2.22)   
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    มันเป็นธรรมชาติท่ีจะคาดการณ์ว่าเง่ือนไขนีเ้ป็นเง่ือนไขท่ีเพียงพอด้วย  อย่างไรก็ตาม             

น่ีไม่ใช่กรณีท่ีเป็นจริง  สถานะเวอร์เนอร์  (Werner)  ท่ีมีตวัแปรเสริม  x    10  x   ซึง่เป็นสว่นผสม         

ของสัดส่วนของสถานะเดี่ ยว   และสัดส่วนแบบสุ่ม   x1  ท่ี ขัดแย้งกับ เ ง่ือนไขพี พี ที                     

(Peres.  1996: 1413)  จะไม่ขดัแย้งกบัเกณฑ์นี ้ และคณุสมบตัินีไ้ม่ไวตอ่ร้อยละของสดัสว่นแบบสุม่              

มนัน่าสนใจท่ีจะสงัเกตสมการท่ี  (13)  และ  (31)  ในแหล่งอ้างอิง  (Horodecki. 1997: 333) ซึง่ไม่

ขดัแย้งกบัเกณฑ์นี ้ แม้วา่มนัจะเป็นสถานะพวัพนัซึง่ขดัแย้งกบัเกณฑ์พีพีที  จริงๆแล้วเกณฑ์นีต้ัง้อยู่บน

พืน้ฐานของวิธีทางค่าลักษณะเฉพาะ  ในขณะท่ีมันเป็นสถานะไอโซสเปกทรัล (isospectral)                    

ท่ีมีสเปกตรัม  (spectrum)  ของคา่ลกัษณะเฉพาะเหมือนกนัทัง้แบบเฉพาะท่ี  และแบบวงกว้าง 
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AB
   เป็นสถานะพวัพนั  ขณะท่ี  

AB
   เป็นสถานะท่ีแยกกนัได้  ดงัท่ีสงัเกตไว้โดย เนลเซนและคณะ   

(Nielsen; & Kempe. 2001 : 5184)  ดงันัน้วิธีการนี ้เป็นวิธีท่ีออ่นกวา่เกณฑ์พีพีทีในกรณีทัว่ไป 



บทที่ 3  

วธีิการดาํเนินงานและผลงานวจิัย 
 

การแยกกันได้ของคู่ควิบติในสมดุลความร้อน  

       ระบบท่ีเราจะพจิารณานีป้ระกอบด้วยควิบติซึง่มีสองระดบัพลงังานสองตวัท่ีมีอนัตรกิริยา

ตอ่กนั โดยพลงังานระหวา่งชัน้บนกบัชัน้ลา่งของควิบติ A และ B คือ A  และ B  ตามลําดบั              

ตวัดําเนินการแฮมิลโทเนียน (Hamiltonian operator) ของระบบนีคื้อ 

 

 

  

 

โดย    เทอมท่ีแสดงถงึพลงังานของควิบติ A    คือ  

     

เทอมท่ีแสดงถงึพลงังานของควิบติ B     คือ  

      

        เทอมท่ีแสดงถงึอนัตรกิริยาระหวา่งควิบติทัง้สอง  คือ 

 

เม่ือ        คือ ความแรงของอนัตรกิริยา (coupling strength) และ 2/h  เม่ือ h  คือคา่คงตวัของ

แพลงค์   และ BA
Z

,  (Pauli spin matrix), BA,
  (spin flip matrices) นิยามโดย 

 

 

 

 

ในสมดลุความร้อนท่ีอณุหภมูิ T  ตวัดําเนินการหนาแน่นหรือสถานะของระบบนี ้คือ  
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ซึง่สามารถเขียนในรูปของเมทริกซ์หนาแน่น ได้เป็น (ดภูาคผนวก ก) 
 

 

 

 

 

 

เม่ือ k  คือคา่คงท่ีของโบลต์ซมนัน์,  

         และ  Tr  คือสญัลกัษณ์สําหรับเทรชของเมทริกซ์ (trace of a matrix)  

          

              เราจะทําการศึกษาความพวัพนัของระบบซึ่งประกอบไปด้วยคิวบิตซึ่งมีสองระดบัพลงังาน 

สองตวัท่ีมีอันตรกิริยาต่อกันแบบไดโพลในสมดุลความร้อน โดยใช้บทนิยามของการแยกกันได้         

ของเวอร์เนอร์ ซึ่งกล่าวไว้ว่า ระบบซึ่งประกอบไปด้วยสองระบบย่อย A และ B ใดๆ                         

จะสามารถแยกกนัได้ ถ้าเมทริกซ์หนาแน่นของระบบสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปแบบของสมการ 
 

 
  

เม่ือ  คือ การแจกแจงของความนา่จะเป็น (probability distribution) 
 

    }{},{ B
i

A
i

 คือ เมทริกซ์หนาแนน่ของระบบยอ่ย A และ B ตามลําดบั  
 

    จากการใช้เกณฑ์พีพีทีซึ่งเป็นเง่ือนไขจําเป็นและเพียงพอกับระบบ 22  พบว่าค่า

ลกัษณะเฉพาะของ AT  สามารถหาได้จากพหนุามลกัษณะเฉพาะ   0det  1 AT  ซึง่เม่ือพิจารณา

แล้วจะเห็นว่า  ค่าลักษณะเฉพาะทัง้ส่ีตัวจะเป็นบวกเสมอสามตัว ส่วนอีกตัวหนึ่งจะมีค่าเป็นบวก 

ภายใต้เง่ือนไข 
2
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2

4
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R 
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



   สําหรับกรณีสั่นพ้อง (Resonance case: 0 )   

เ ง่ื อ น ไ ข นี ล้ ด รู ป เ ป็ น  1sinh2 







kT
g  ซึ่ ง ส ามา รถแสดงความหมาย ในกา รแยกกั น ไ ด้                         

ตามภาพประกอบ 4 
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
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ภาพประกอบ  4   แสดงเง่ือนไขท่ีทําให้คา่ลกัษณะเฉพาะเป็นบวก (หรือลบ)   ในกรณีสัน่พ้อง  
 

    จากกราฟ จดุตดับนแกนนอน (x0) ซึง่มีคา่ประมาณ 0.88 แสดงให้เห็นวา่ในกรณีสัน่พ้อง 

ระบบจะสามารถแยกกนัได้เม่ือ 0.88kTg  และไมส่ามารถแยกกนัได้เม่ือ 0.88kTg         

ซึง่ก็คือระบบจะสามารถแยกกนัได้เม่ืออณุหภมูิของระบบสงูพอท่ีจะทําให้อสมการ 0.88kTg       

เป็นจริง และระบบจะไมส่ามารถแยกกนัได้เม่ืออณุหภมูขิองระบบต่ําพอท่ีจะทําให้อสมการนีไ้มเ่ป็นจริง 

กลา่วอีกนยัหนึง่ คือ ระบบจะสามารถแยกกนัได้เม่ือพลงังานความร้อน (thermal energy) มากพอเม่ือ

เทียบกบัพลงังานอนัตรกิริยา (interaction energy) โดยสอดคล้องกบัอสมการ 0.88kTg           

และระบบจะไมส่ามารถแยกกนัได้ เม่ือพลงังานอนัตรกิริยามากพอเม่ือเทียบกบัพลงังานความร้อน    

โดยสอดคล้องกบัอสมการ 0.88kTg  
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การใช้เกณฑ์ข้อมูลเฉพาะที่เพื่อศกึษาการแยกกันได้ของคู่ควิบติในสมดุลความร้อน 

     จากสมการท่ี (3.2)  เราสามารถหาเมทริกซ์หนาแน่นลดรูป A  ได้เป็น(ดภูาคผนวก ข) 
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ซึง่มีคา่ลกัษณะเฉพาะ และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตวัท่ีหนึง่เป็น   

 

 
 




22 cossin 222
1

RRBA

eeea





   และ 









0

1
1f   ตามลําดบั 

 

และคา่ลกัษณะเฉพาะ และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตวัท่ีสองเป็น  
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    เม่ือนําคา่ลกัษณะเฉพาะและเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะเหลา่นีแ้ทนในสมการท่ี (2.21) ปรากฏ

ว่าสอดคล้องกับสมการท่ี (2.21)   หรือ    02,1  affTrs BjkAB I  ในทํานองเดียวกัน

จากสมการท่ี (3.2)  เราสามารถหาเมทริกซ์หนาแน่นลดรูป B  ได้เป็น(ดภูาคผนวก ข) 
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ซึง่มีคา่ลกัษณะเฉพาะ และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตวัท่ีหนึง่เป็น  
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และคา่ลกัษณะเฉพาะ และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะตวัท่ีสองเป็น  

 

 
 

2 2 22 2
2 sin cos

R RA B
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    

 
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







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    เม่ือนําคา่ลกัษณะเฉพาะและเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะเหลา่นีแ้ทนในสมการท่ี (2.22) ปรากฏ

ว่าสอดคล้องกับสมการท่ี (2.22)   หรือ   0)( 2,12,12,1  bggITrs A  จากการวิเคราะห์นี ้

แสดงวา่เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีไมส่ามารถตรวจจบัความพวัพนัของระบบได้ (ดภูาพประกอบ 5) 

ภาพประกอบ 5 0)( xs สําหรับทกุคา่ 0x  ซึง่แสดงวา่ เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีไมส่ามารถตรวจ

ความพวัพนัของระบบได้ ในขณะท่ีเกณฑ์พีพีที ได้แสดงวา่ ระบบจะเปลี่ยนจากสถานะท่ีแยกไมไ่ด้

ไปสูส่ถานะท่ีแยกได้ ท่ีคา่ 88.00 x  สําหรับกรณีสัน่พ้อง  
 

               จากการใช้เกณฑ์ข้อมูลเฉพาะท่ีในการตรวจจับความพวัพนัของคู่คิวบิตนีผ้ลปรากฏว่าไม่

สามารถท่ีจะตรวจจบัความพวัพนัได้ซึง่แตกตา่งกบัเกณฑ์พีพีทีท่ีสามารถตรวจจบัความพวัพนัของคูค่ิว

บติได้อยา่งสมบรูณ์   

T1   kTgx 

)(xs  

88.00 x  

Seperable/disentangled 
region 

Inseperable/entangled 
region 

0)( xs
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ความล้มเหลวของเกณฑ์ข้อมูลเฉพาะที่ 

                   จากการนําเกณฑ์ข้อมูลเฉพาะท่ีมาทดลองตรวจจับความพวัพนัของคู่คิวบิตท่ีสามารถ

ตรวจจบัได้โดยเกณฑ์พีพีที ผลท่ีได้คือเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีไม่สามารถท่ีจะตรวจจบัความพวัพนัของ   

คูค่ิวบิตได้ คําถามท่ีน่าสนใจคือ เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีจะล้มเหลวสําหรับระบบใดๆในสมดลุความร้อน

ด้วยหรือไม่ หรือบงัเอิญล้มเหลวเฉพาะในระบบคู่คิวบิตท่ีเราสนใจนี ้เพ่ือตอบคําถามนี ้  พิจารณา

ภาพประกอบ 6 สําหรับระบบใดๆในสมดลุความร้อน สมมตุิว่าระบบมีการเปลี่ยนแปลงจากสถานะท่ี

แยกไม่ได้ไปสู่สถานะท่ีแยกได้ท่ีจุด 0x  (นั่นคือท่ีอุณหภูมิค่าหนึ่ง) เน่ืองจากเกณฑ์ข้อมูลเฉพาะท่ี          

เป็นเง่ือนไขจําเป็นของการแยกกันได้ จะได้ว่า 0)( xs  สําหรับทุก 0xx   และ  )(xs  อาจเร่ิมไม่

เท่ากบัศนูย์ท่ี 0xx     

 

 

 

 

 

 

 

 

 Tx 1  
 

ภาพประกอบท่ี 6 แสดงกราฟของ )(xs สําหรับระบบใดๆในสมดลุความร้อนซึง่อาจเร่ิมไมเ่ท่ากบัศนูย์ ท่ี 

       )( 0xx   เม่ือ 00 x เป็นจดุท่ีเกิดการเปล่ียนสถานะจากสถานะท่ีแยกไมไ่ด้ไปสู ่สถานะท่ีแยกได้  

    จากภาพประกอบท่ี 6 เราจะแสดงว่านอกจาก 0)( xs  สําหรับทกุ xx  แล้ว 0)( xs

สําหรับทุก xx   ด้วย นัน่คือจะทําการแสดงว่า   ࢙ሺ࢞ሻ ൌ ૙  สําหรับทุก ࢞ ൐ 0  ในลําดบัต่อไป

จะทําการพิสจูน์ข้อความจริงนี ้แต่ก่อนจะทําการพิสจูน์จะขอนิยามฟังก์ชนั  )(xs ให้ชดัเจนก่อน ดงันี ้       

ให้  nE   เป็นเค็ทเจาะจงของตวัดําเนินการแฮมิลโทเนียน H  นั่นคือ nnn EEEH  จะได้ว่า
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ให้ x หรือ Cx เม่ือ C เป็นคา่คงท่ี สมการข้างต้นเขียนได้เป็น  
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เม่ือ   
n

xCEH neTrez  โดย nnJ  ไมข่ึน้กบั x และ lb เป็นผลบวกของฟังก์ชนักําลงั(power 

funtion) ของ xe (สงัเกตไุด้จากสมการของ 2121  , , , ggbb ในหวัข้อ 3.2 ) โดยอาศยันิยามของ 

)(xs ตามสมการท่ี (3.3) เราจะทําการพิสจูน์วา่ 0)( xs สําหรับทกุ 0x  ดงัตอ่ไปนี ้

 

   พสูิจน์ 

    ให้ g :    1,0,0   เป็นฟังก์ชนัท่ีนิยามโดย xexg )( และ Rf )1,0(:  เป็น

ฟังก์ชันท่ีนิยามโดย )(
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เน่ืองจาก )(xg  และ )(xf เห็นได้ชัดว่าเป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ (analytic function) ดังนัน้

)()( xgfxs    ก็ย่อมเป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์บนช่วง  ,0  ด้วยเหตนีุ ้ )(xs จึงมีอนุกรมกําลงัซึ่งลู่

เ ข้ า ท่ีทุกๆ  x  ในช่วง   02,0 x รอบจุด  0x  ใดๆในช่วง   ,0   นั่น คือ n

n
n xxaxs )()( 0

0

 



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เม่ือ 
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n  ซึ่งลู่เข้าทุกๆ x  ในช่วง  02,0 x  เลือก xx 0 จะได้ 0
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n สําหรับ

ทุก n  เพราะ 0)()( xs n สําหรับทุก n  (ดูภาคผนวก ค)นั่นคือ 0)( xs สําหรับทุก  xx  2,0     

ในลําดบัถดัไป หากทําการพิสจูน์เช่นเดียวกนันีโ้ดยเลือก xx  20  (โดยทราบว่า 0)( xs สําหรับทกุ 

 xx  2,0 )ก็จะได้ 0)( xs สําหรับทุก  xx  4,0  และหากทํากระบวนการนีต้่อไปเร่ือยๆ ก็ย่อม

ได้วา่ 0)( xs   สําหรับทกุ 0x                          # 
 

หมายเหต ุ:   สําหรับกรณี kBkk
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เม่ือ ,  
n

xCEH neTreZ 
nBkkn

k
nn EIffEJ )()(   ซึ่งไม่ขึน้กับ x  และ ka เป็นผลบวก

ของฟังก์ชนักําลงัของ xe  
    จากการพิสจูน์ข้างต้นสรุปได้ว่า ถ้าระบบมีการเปล่ียนแปลงจากสถานะที่แยกไม่ได้

ไปสู่สถานะที่แยกได้ที่ อุณหภูมิหน่ึง แล้ว 0)( xs  สําหรับทุก 0x  นั่นคือ เกณฑ์ข้อมูล

เฉพาะท่ีล้มเหลวในการตรวจจบัความพวัพนัของระบบ 
 



บทที่ 4  

สรุปผลงานวจิัย อภปิรายและข้อเสนอแนะ 
 

    ในงานวิจยันีผู้้วิจยัได้นําระบบคูค่ิวบิตท่ีมีรูปแบบ ของอนัตรกิริยาเป็นแบบไดโพล-ได้โพลไฟฟ้า  

ในสมดุลความร้อนมาพิจารณาถึงความพัวพันของสถานะเชิงความร้อนโดยทดลองใช้เกณฑ์ข้อมูล

เฉพาะท่ี ซึง่เป็นเกณฑ์ท่ีประสบความสําเร็จในการตรวจจบัความพวัพนัของสถานะท่ีแยกไม่ได้อย่างอ่อน

(หมายถึงเกณฑ์พีพีทีไม่สามารถตรวจจบัได้)ของโฮโรเด็คกี(M. Horodeck; P. Horodecki; & R. 

Horodecki. 1996: 1)  มาใช้ในการตรวจจบัความพวัพนั ผลท่ีได้คือ เกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีไม่สามารถ

ตรวจจบัความพวัพนัได้ในขณะท่ี เกณฑ์พีพีที สามารถตรวจจบัความพวัพนัได้อย่างสมบูรณ์ ( สทุธิพงษ์ 

โล้เจริญรัตน์: สพุิชญ แขมมณี.( 2551). หน้า328.) จากผลการวิเคราะห์ความล้มเหลวของเกณฑ์ข้อมลู

เฉพาะท่ี ทําให้ผู้วิจยัสงสยัว่าเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีจะล้มเหลวสําหรับสถานะเชิงความร้อนใดๆหรือไม่เม่ือ

ระบบในสมดุลความร้อนมีการเปลี่ยนแปลงสถานะระหว่างสถานะท่ีแยกได้และสถานะท่ีแยกไม่ได้             

ท่ีอุณหภูมิหนึ่ง(เช่นเดียวกับท่ีเกิดขึน้กับระบบคู่คิวบิตในสมดุลความร้อน) จากการวิเคราะห์ทาง

คณิตศาสตร์ โดยอาศยัคุณสมบตัิของฟังก์ชนัวิเคราะห์พบว่า ข้อสงสยัข้างต้นเป็นจริงคือ เกณฑ์ข้อมูล

เฉพาะท่ีจะล้มเหลวเสมอ สําหรับสถานะเชิงความร้อนใดๆ ท่ีระบบในสมดลุความร้อนมีการเปลี่ยนแปลง

ระหว่างสถานะท่ีแยกได้และสถานะท่ีแยกไม่ได้ท่ีอุณหภูมิหนึ่ง ความล้มเหลวของเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ี

ดงักลา่วเป็นการสนบัสนนุข้อสงัเกตขุองหนิวและหวาง(Niu; & Wang. 2004: 103) ท่ีว่าเกณฑ์ข้อมลู

เฉพาะท่ีน่าจะออ่นกวา่เกณฑ์พีพีที ในกรณีทัว่ไป 

   ประเดน็ท่ีน่าสนใจศกึษาตอ่ไปสําหรับงานวิจยัใช้แนวทางนีก็้คือเกณฑ์ข้อมลูเฉพาะท่ีจะสามารถ

ตรวจจับความพวัพนัของสถานะเชิงความร้อนใดๆท่ีไม่มีการเปล่ียนแปลงระหว่างสถานะท่ีแยกได้และ

สถานะท่ีแยกไม่ได้ท่ีอุณหภูมิหนึ่งหรือไม่ เช่นระบบของคิวบิตกับสนามควอนไทซ์(quantited field)                

ซึง่ระบบมีความพวัพนัเสมอท่ีอณุหภมูิใดๆ (Khemmani; Sa-yakanit; & Strunz. 2005: 341) 
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       เราสามารถหาค่าลกัษณะเฉพาะของพลงังาน (energyeigenvalue) และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะ
ของพลังงาน (energyeigenvector) โดยพิจารณาพหุนามลักษณะเฉพาะ (characteristic 
polynomial) ของฮามิลโทเนียน  H 
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ภาคผนวก ค 
 

 เน่ืองจาก )(xs เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ )(xs ย่อมหาอนุพันธ์ได้ไม่จํากัดครัง้ท่ีจุดใดๆในช่วง 

 ,0  นั่นคือ )()( xs n หาค่าได้สําหรับทุก n  ท่ีจุด x ใดๆในช่วง  ,0  สําหรับท่ี n  ใดๆพิจารณา 

)(lim)( )()( xsxs n

xx

n


  (เพราะว่า )( )1( xs n หาค่าได้ทําให้ )( )( xs n มีความต่อเน่ืองท่ีจุด x ใดๆ

ใ น ช่ ว ง ),0(  )  แ ล ะ  0)(lim )(lim )()( 


xsxs n

xx

n

xx
เ พ ร า ะ 0)( xs สํ า ห รั บ ทุ ก   xx  ,0                       

( -xx  หมายถึง x   ลูเ่ข้าสู ่ x  ทางซ้าย)เพราะฉะนัน้จะได้วา่ 0)()( xs n สําหรับทกุ n          # 
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