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The aim of this thesis is to analytically calculate the quasi-normal modes and 
frequencies of the topological anti de Sitter Schwarzschild black holes in 4 and 5 
dimensional tensor and vector mode perturbation, where the section curvature of the black 
holes is k=-1. In this work we make approximation in which the black hole mass is large. Our 
results are in agreement with the cases of the sectional curvature equal to 1 (k=1) . 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
ภูมิหลัง 

 ในป ค.ศ. 1905 ไอนสไตน (Einstein.  1905: 891-921) ไดเสนอทฤษฎีสัมพัทธภาพเฉพาะ 
(special relativity theory) ซึ่งเปนการรวมเอากลศาสตรดั้งเดิม (classical mechanics) และทฤษฎี
แมเหล็กไฟฟา (electromagnetic theory) ไดเปนทฤษฏีเดียวโดยใชการแปลงลอเรนตซ (Lorentz 
transformation) ซึ่งเปนการแปลงระหวางกรอบเฉ่ือย (inertial frame) โดยกําหนดใหรูปแบบสมการ
การเคล่ือนที่ไมเปล่ียนแปลงตามการเปล่ียนพิกัด และกําหนดใหอัตราเร็วแสงมีคาคงตัว ซึ่งเปนผลจาก
การทดลองที่ไมพบร้ิวการแทรกสอดของคล่ืนแสง ที่มีแหลงกําเนิดที่มีความเร็วและทิศทางการเคล่ือนที่
ที่ตางกัน เชน การทดลองของไมเคลสันและมอรลีย (Michelson; & Morley.  1887: 333-345) 
  การมีอัตราเร็วคงตัวของแสงทําใหเกิดการยืดและหดของระยะทางและเวลาในกรอบอางอิงที่
มีความเร็วไมเทากันสงผลใหขนาดของการกระจัดจะมีคาคงตัวไดในแตละกรอบอางอิงก็ตอเม่ือรวมเอา
พจนของเวลาเอาไวดวย การกระจัดนอยๆกําลังสองคือ 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2ds c dt dx dy dz c dt dx dy dz                     (1.1) 
เม่ือ  c   คือ อัตราเร็วแสง 
     , , ,t x y z   คือ เวลาและตําแหนงในกรอบอางอิง S  
     , , ,t x y z     คือ เวลาและตําแหนงในกรอบอางอิง S  
การเพิ่มองคประกอบของเวลาเขาไปในเวกเตอร ก็คือ การเพิ่มจํานวนมิติจาก 3 มิติเปน 4 มิติ เราเรียก
พิกัดที่มีทัง้ระยะทางและเวลานี้วา พิกัดปริภูมิเวลา (spacetime coordinate) เราอาจเขียนสมการ 
(1.1) ใหมเปน 

     i
idxdxds 2                                           (1.2) 

เราใชไอนสไตนคอนเวนชั่น (Einstein’s convention) โดยละการเขียนเคร่ืองหมายการรวมพจน (


3

0i
) 

           ),,,(),( 3210 dxdxdxdxxdcdtdx i   ,    0,1,2,3i             (1.3) 
โดยที่ idx  คือ เวกเตอรคอนทราแวเรียนต (contravariant vector) องคประกอบ 0i   แทน
องคประกอบเวลา และ 1,2,3i   แทนองคประกอบของระยะทาง และเขียน 



2 
 
      ),( xdcdtdxi

                            (1.4) 
โดยที่ idx  คือ เวกเตอรโคแวเรียนต (covariant vector) 
 ในป ค.ศ. 1916 ไอนสไตน (Einstein. 1916: 769-822) ไดเสนอทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไป 
(general relativity) ซึ่งกลาวถึงหลักการสมมูล (principle of equivalence) ที่วามวลของวัตถุที่อยู
ภายใตสนามความโนมถวง (gravitational mass) จะมีคาเทากับมวลเฉ่ือย (inertial mass) ที่ตานการ
เคล่ือนที่ที่มีความเรง ทําใหผูสังเกตไมสามารถแยกไดวา ตนอยูนิ่งแตมีแรงเนื่องจากสนามความโนม
ถวง กับ การที่ผูสังเกตมีความเรงได ในทํานองเดียวกันผูสังเกตก็ไมสามารถแยกไดวา ตนอยูนิ่งโดยไม
มีแรงใดกระทํากับการตกอิสระภายใตสนามโนมถวงได ทําใหการแปลงระหวางพิกัด เปนการแปลง
แบบทั่วไปที่มีความเรงได เพราะผูสังเกตไมสามารถบอกไดวาตนมีความเรงหรือไม ดังนั้นขนาดของ
การกระจัดใน 4 มิติ สามารถเขียนใหอยูในรูปทั่วไปไดเปน 
 2 v

vds g dx dx
          (1.5) 

เม่ือ  vg คือ เทนเซอรเมตริก (metric tensor) (เมตริกคือระยะทางส้ันๆกําลังสอง ระหวางสอง
เหตุการณในปริภูมิเวลาใดๆ) เปนฟงกชันของพิกัด x  ซึ่งคาของ vg  คือ 

 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

vg

 
  
 
  

                        (1.6) 

เรียกพิกัดในสมการ (1.1) วา ปริภูมิเวลาราบ (flat spacetime) และเรียกพิกัดในกรณีทั่วไปที่ 
 1, 1, 1, 1vg       วา ปริภูมิเวลาโคง (curved space-time) vg เปนตัวแทนความโคงของปริภูมิ

เวลา อันเนื่องมาจากมวลขนาดใหญแผสนามความโนมถวง โดยคณิตศาสตรที่ใชศึกษาคือ เรขาคณิต
เชิงอนุพันธ (differential geometry) 
 เทนเซอรความโคงของปริภูมิมีนิยามเปน 

 , ,v v v v vR      
                      (1.7) 

เรียก vR  วา เทนเซอรริกซี (Ricci tensor) โดยแทนสัญลักษณ 






 x


 ,   และ  

 , , ,
1
2v v v vg g g g 

                         (1.8) 

เรียก v

 วา สัญลักษณคริสทอฟเฟล (Christoffel symbol) โดยคาความโคงที่เปนสเกลารคือ 

 v
vR g R

               (1.9) 
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 สมการสนามของไอนสไตน (Einstein field equation) หรือสมการการเคล่ือนที่ของอนุภาคที่
เคล่ือนที่ในปริภูมิเวลาโคงคือ 

 4

1 8
2v v v

GR g R T
c  


                                  (1.10) 

โดย vT  คือ เทนเซอรความเคนของพลังงาน – โมเมนตัม (stress energy – momentum tensor) 
 ผลเฉลยที่งายที่สุดของสมการ (1.10) คือมีมวล M ขนาดใหญสรางสนามความโนมถวงหรือ
ปริภูมิเวลาโคงในสุญญากาศ และเทนเซอรความเคนของพลังงาน – โมเมนตัมมีคาเปนศูนย โดยให
ระบบมีสมมาตรทรงกลม เรียกผลเฉลยหรือเมตริก (metric) ในกรณีนี้วา ผลเฉลยชวารซชาลด 
(Schwarzschild’s solution) (Schwarzschild. 1916: 189-196) 

 
1

2 2 2 2 2
2 2

2 21 1GM GMds dt dr r d
c r c r


            
   

                           (1.11) 

เพื่อความงายในการคํานวณจึงกําหนดให 1 cG  จากสมการ (1.8) จะเห็นวาเมตริกมีสภาวะเอก
ฐาน (singularity) ที่ 0, 2r r M  และ r    โดยสภาวะเอกฐานที่ตําแหนง  ,2Mr  สามารถ
กําจัดออกไปไดโดยการแปลงพิกัด แตที่ 0r   ไมสามารถกําจัดออกไปไดไมวาจะแปลงสูพิกัดใด 
(Wald. 1984: 152-153)แตที่ตําแหนง r = 2M เปนตําแหนงที่เมตริกเปล่ียนเคร่ืองหมายมีความหมาย
ทางกายภาพวา ความเร็วของอนุภาคที่จะหลุดรอดออกจากตําแหนงนี้ไดจะตองมีความเร็วเทากับ
ความเร็วแสงหรืออาจกลาวไดวาเม่ืออนุภาคเขาใกลและเคล่ือนที่ผานรัศมี r = 2M จะถูกดูดไหลไป
รวมกันที่ตําแหนง r = 0 และไมมีส่ิงใดหลุดรอดออกมาได  เรียกตําแหนงที่ไมมีส่ิงใดหลุดรอดออกมาได
วา ฮอริซัน (horizon)  และเรียกบริเวณที่แมแตแสงก็ไมสามารถหลุดออกมาไดวา หลุมดํา (black 
hole) โดยผูเรียกคนแรกคือนักฟสิกสชื่อ วีลเลอร (Wheeler.  1969. 24-34) 
 ในป ค.ศ.1917 เดอ ซิตเตอร (de Sitter. 1917: 3-28) ไดศึกษาระบบที่คลายกับเมตริกชวารซ
ชาลดโดยเพิ่มพจนที่เกี่ยวกับคาคงตัวจักรวาล (cosmological constant) สมการสนามไอนสไตนจึง
เขียนไดเปน 

 1 0
2v v vR g R g                                                   (1.12) 

ผลเฉลยของสมการ (1.12) คือ 

 
12 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 21 1r M r Mds dt r d
l r l r


   

          
   
                    (1.13) 
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โดยนิยามให 23  l  มีหนวยเปนระยะทางกําลังสอง เรียกผลเฉลยที่   เปนบวกวา ผลเฉลย เดอ 
ซิตเตอร (de Sitter solution)    และเรียกผลเฉลยที่   เปนลบวา ผลเฉลย แอนไท เดอ ซิตเตอร (Anti 
de Sitter)  
 ทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไปเปนทฤษฎีที่ในระดับมหาทรรศน (macroscopic) ที่รวมเอาแรงโนม
ถวงและแรงแมเหล็กไฟฟาไวในทฤษฎีเดียว ซึ่งผลของทฤษฎีควรครอบคลุมทุกกรณีของแรงโนมถวง
และแมเหล็กไฟฟา แตการมีอยูของหลุมดําไดสรางขอขัดแยงหลายประการ อาทิเชน    เวลาที่ ฮอริซัน
หยุดนิ่งเม่ือเปรียบเทียบกับเวลาของผูสังเกตที่อยูไกลออกไปจากหลุมดํา การเปล่ียนเคร่ืองหมายของ
เมตริกที่ฮอริซันหมายถึงการเปล่ียนปริภูมิเปนเวลาและเวลาเปนปริภูมิ เปนตน 
 โดยปญหาสําคัญทีห่ลุมดํามีความขัดแยงกับฟสิกสดั้งเดิมคือ เทอรโมไดนามิกสของหลุมดํา 
ในฟสิกสดั้งเดิม ทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไปเปนทฤษฎีในระดับมหาทรรศน (macroscopic) โดยหลุมดํา
ในทฤษฎีจะมีแตดูดกลืนมวลสารและพลังงานไปรวมกันที่จุดเอกฐาน โดยไมมีการแผรังสีหรือปลอย
อนุภาคใดออกมาเลย ทําใหมวลของหลุมดํามีแตเพิ่มไมมีการลดลง รัศมีฮอริซันแปรผันตรงกับมวลของ
หลุมดํา H BHr M และพื้นที่ผิวของฮอริซันแปรผันตรงกับมวลกําลังสองหรือ 2

BHA M  เพิ่มข้ึนโดยไม
ลดลง 
 การดูดกลืนมวลสารและพลังงาน ทําใหเอนโทรปมีคาสูงมากและการไมมีการแผรังสีหรือ
ปลอยอนุภาคใดออกมาเลยจะตองทําใหอุณหภูมิของหลุมดําควรมีคาเขาสูศูนยสัมบูรณ ทําใหเกิดขอ
ขัดแยงกับกฎเทอรโมไดนามิกสขอที่หนึ่ง คือไมทราบคาที่แนนอนของสมการ dE TdS dW   เม่ือ 
dQ TdS  และกฎขอสามที่กลาววาไมสามารถลดอุณหภูมิจนถึงศูนยสัมบูรณได  ในป ค.ศ. 1972 เบ
เคนสไตน (Bekenstein. 1972: 737-740)  ไดเสนอให  เอนโทรปของหลุมดําแปรผันตรงกับพื้นผิวฮอริ-
ซัน แทนที่เอนโทรปจะแปรผันตรงกับปริมาตรเหมือนในฟสิกสดั้งเดิม ในป ค.ศ. 1973 บารดีน; คาร
เตอร; และ ฮอวกิ้ง (Bardeen; Carter; & Hawking. 1973: 161) ไดพิสูจนทางทฤษฎีวาหลุมดํา
สามารถแผรังสีไดในระดับจุลทรรศน (microscopic) เพราะผลทางควอนตัม 

 






22
 T

ck
T

B

                                                                                   (1.14) 

เม่ือ   คือ ความโนมถวงที่ผิวฮอริซัน (surface gravity) และเพื่อสะดวกตอการคํานวณกําหนดให 
1 ckB  โดย เอนโทรปสามารถคํานวณไดเปน 
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                                                                                       (1.15) 

ดังนั้น TdS สามารถหาคาได และอุณหภูมิไมเปนศูนยองศาสัมบูรณ ทําใหขอขัดแยงทางเทอรโม-
ไดนามิกสของหลุมดําถูกกําจัดออกไปดวยผลทางควอนตัม ในปริภูมิเวลาโคงใกลฮอริซันซึ่งอาจกลาว
ไดวากฎเทอรโมไดนามิกสของหลุมดําเปนหลักการพื้นฐานที่สําคัญของทฤษฎีควอนตัม-กราวิตี 
(quantum-gravity theory) ที่ถูกเสนอข้ึนมาจะตองพิสูจน หรือ อธิบายกฎดังกลาวได 
 อยางไรก็ตาม เทอรโมไดนามิกสของหลุมดําทําใหมีคําถามเพิ่มข้ึนอีกหลายขอ เชน การที่เอน
โทรปของหลุมดําเปนฟงกชันของพื้นที่ไมใชปริมาตร หรือการที่ขอมูล (information) ของสสารและ
พลังงานที่ถูกดูดกลืนจะสูญหายไปในหลุมดําหรือจะถูกปลอยออกมาในการแผรังสีหรือไม เปนตน 
 เนื่องจากทฤษฎีสัมพัทธภาพทั่วไปเปนทฤษฎีที่รวมเอาแรงโนมถวงและแรงแมเหล็กไฟฟาไว
ในหลักการเดียว ดังนั้นผลของทฤษฎีควรจะเปนกรณีทั่วไปสําหรับฟสิกสดั้งเดิม  และเอนโทรปควรเปน
ฟงกชันของพื้นผิวของระบบ ก็ควรจะเปนกรณีทั่วไปมากกวาการที่เอนโทรปเปนฟงกชันของปริมาตร 
ทําใหมีการเสนอแนวความคิดที่วา ปริมาตรในฟสิกสดั้งเดิมแทจริงคือ พื้นผิวหนึ่งในปริภูมิ-เวลา ที่มีมิติ
มากกวา 4 มิติข้ึนไป  จึงมีการเสนอหลักการโฮโลกราฟฟก (holographic principle) ที่กลาววาระบบ
ทางฟสิกสในปริภูมิเวลาที่มี n+1 มิติ มีฟสิกสเหมือนกับ ฟสิกสบนผิวขอบเขตของระบบที่มีปริภูมิเวลา 
n มิติ (Susskind. 1995: 6377-6396) ดังนั้นกฎเทอรโมไดนามิกสของหลุมดําเปนการแสดงถึงการมีอยู
ของปริภูมิเวลาที่มีมากกวา 4 มิติ (extra  dimensions) 
 ขอมูลของมวลสารและพลังงานที่ถูกดูดเขาไปในหลุมดํา โดยทฤษฎีสัมพัทธภาพแลวไมได
สูญหายไปไหนแตถูกเก็บไวในหลุมดําตลอดไป สวนในทฤษฎีควอนตัมในปริภูมิเวลาราบขอมูลไมได
สูญหายไป เพราะเม่ือทราบสถานะทางควอนตัมของระบบและระดับพลังงานที่เวลาหนึ่งแลวเรา
สามารถหาสถานะที่เวลาอ่ืนได ดวยการกระทําของตัวดําเนินการเวลาวิวัฒน (time evolution 
operator) ซึ่งเปนตัวดําเนนิการยูนิแทรี (unitary operator) มีคาไมเปนศูนยเม่ือเวลาผานไป แตใน
ปริภูมิเวลาชวารซชาลดตัวดําเนินการเวลาวิวัฒน มีคาเปนศูนยเม่ือเวลาผานไป มีความหมายวาขอมูล
ไมสามารถถูกเรียกกลับคืนมาได หรือขอมูลสูญหายในหลุมดํา การแผรังสีของหลุมดําเปนเพียงรังสี
ความรอนไมมีขอมูลที่ถูกดูดออกมาดวย (Hawking. 2005: 084013-084016) ซึ่งหมายความวา 
สมบัติและพฤติกรรมของหลุมดําไมข้ึนกับสมบัติและพฤติกรรมของส่ิงที่ดูดเขาไป ไมวาจะมีความ
ซับซอนมากแคไหน จะถูกทําลายทั้งหมด จึงมีการเสนอทฤษฏีบท หลุมดําไมมีขน (No-hair theorem) 
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ที่กลาววา สมบัติของหลุมดําข้ึนกับปริมาณเพียง 3 ปริมาณ คือ มวล ประจุ และ โม-เมนตัมของหลุม
ดํา (Ruffini; & Wheeler.  1971: 30) 
 
ความมุงหมายของการวิจัย 

1. เพื่อศึกษาหลุมดําชวารซชาลด ในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร ที่มีคาความโคงสวน 
ยอย 1k    (Sectional curvature) 

2. เพื่อศึกษาควอซ-ีนอรมอล โหมด และความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด ของหลุมดํา 
ชวารซชาลด ในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร ใน 4 และ 5 มิติ โดยวิธีเพอรเทอรเบชัน 
 
ความสําคัญของการวิจัย 
 คํานวณหาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด เชิงวิเคราะหหลุมดําชวารซชาลด ใน 
ปริภูมิ แอนไท เดอ ซิตเตอร 
 
ขอบเขตของการวิจัย 

1.ใชสมการของโกดามะและอิชิบาชิ (Kodama; & Ishibashi.  2003: 701-722) ในการ 
คํานวณหาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด 
 2.ใชการคํานวณเชิงวิเคราะหโดยการทําเพอรเทอรเบชันลําดับที่ศูนยของหลุมดําชวารซ-
ชาลด ในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร  โหมดเวกเตอรและโหมดเทนเซอร ใน 4 มิติและ 5 มิต ิ
 
 นิยามศัพทเฉพาะ 
 ควอซี-นอรมอล โหมด หมายถึง รูปแบบการส่ันของคล่ืนที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ขอบเขตของหลุมดําซึ่งมีอยู 2 ขอบเขต กลาวคือที่ฮอริซัน (horizon) และที่ระยะอนันต  โดยกําหนดที ่
ฮอริซัน (horizon) มีเฉพาะคล่ืนที่เคล่ือนที่เขาเทานั้น และ ที่ระยะอนันตมีเฉพาะคล่ืนที่เคล่ือนที่ออก
เทานั้น 
 
 
 



 
 

บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
 ในการวิจัยคร้ังนี้ ผูวิจัยไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และไดนําเสนอตามหัวขอ
ตอไปนี้ 

1. ควอซี-นอรมอล โหมด ในปริภูมิเวลาที่คาคงตัวจักรวาลเปนศูนย    
2. หลุมดําเชิงทอพอโลยีในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร 
3. ควอซี-นอรมอล โหมด ในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร 

 
ควอซ-ีนอรมอล โหมด ในปริภูมิเวลา ท่ีคาคงตัวจักรวาลเปนศูนย 
 ในป ค.ศ. 1957  เรกจและวีลเลอร (Regge; & Wheeler.  1957: 1063-1069)  ไดศึกษาการ
ทําเพอรเทอรเบชันหลุมดําชวารซชาลด  ในโหมดเวกเตอรของปริภูมิเวลา 4 มิติ 

ในป ค.ศ. 1970 ซีริลลิ (Zerilli.  1970: 2141-2160) ไดศึกษาการทําเพอรเทอรเบชันหลุมดํา
ชวารซชาลด  ในโหมดสเกลารของปริภูมิเวลา 4 มิติ โดยกําหนดเงื่อนไขขอบเขต ในสองบริเวณ คือที ่
ฮอริซันมีแตอนุภาคและคล่ืนไหลเขาไปในหลุมดํา และ ที่บริเวณไกลๆจากหลุมดํามีแตอนุภาคและคล่ืน
ว่ิงหนีออกไป 

ในป ค.ศ. 1970 วิชเวชวารา (Vishveshwara.  1970: 936-938)  ไดศึกษาการกระเจิงของ
คล่ืนเชิงความโนมถวงโดยหลุมดําชวารซชาลด และนับเปนนักวิจัยทานแรกที่ไดแสดงใหเห็นวาความถี่
ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตของหลุมดํา เปนความถี่เชิงซอน และเรียกความถี่นี้วา ความถี่ควอซ-ี
นอรมอล โหมด 

ในป ค.ศ. 1971   เดวิสและและคนอ่ืนๆ (Davis; et al.  1971: 1466-1469)  ไดทําเพอร-
เทอรเบชัน โดยการสมมติใหอนุภาคที่มีขนาดเปนจุดและมีมวล (m) ตกลงไปในหลุมดําชวารซชาลด 
มวล M  โดยให  M >> m  พบวาสามารถคํานวณพลังงานที่หลุมดําแผออกมาไดประมาณ 
0.0104mc2(m/M) 

ในป ค.ศ. 1972  เบเคนสไตน (Bekenstein.  1972: 737) ไดเสนอให เอนโทรปของหลุมดํา
แปรผันตรงกับพื้นที่ผิวของฮอริซัน 
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ในป ค.ศ. 1998  ฮอด (Hod.  1998: 4293) ไดศึกษาสเปกตรัมของพื้นที่ (area spectrum) 
ของหลุมดําชวารซชาลด พบวาพื้นที่ผิวฮอริซันแบงออกเปนชั้นๆและมีคาไมตอเนื่อง ดังสมการ  

24 ln3   ;  1,2,...n pA l n n   ݈௣  คือ ความยาวพลังค (Planck length, 1.61619910-35 เมตร)  
ในป ค.ศ. 2003 มอทล (Motl.  2003: 1135-1162)  ไดศึกษาการคํานวณเชิงวิเคราะหเพื่อ

หาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด ของหลุมดําชวารชชายดใน 4 มิติ โดยพิจารณาในกรณีความถี่มีคา
สูงๆ พบวาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด  สําหรับสปน(j) เลขคี่และจํานวนเต็มคร่ึง ความถี่ควอซ-ีนอร-
มอล โหมด มีคาเปน  ω = ுܶ௔௪௞௜௡௚[2݅ߨ(݇ + ݆)], ܼ݇߳  สวนสปนเลขคู ความถี่ควอซ-ีนอร
มอล โหมด  ω = ுܶ௔௪௞௜௡௚[2݅ߨ(݇ + 1/2) ± ݈݊3], ݇ ∈ ܼ   

ในป ค.ศ. 2003  เดรเยอร (Dreyer.  2003: 081301) ไดศึกษาควอซ-ีนอรมอล โหมด  
สเปกตรัมของพื้นที่ และเอนโทรปของหลุมดําชวารซชาลดใน 4 มิติ พบวา   เม่ืออาศัย ควอซ-ีนอร-มอล 
โหมด และกําหนดใหพารามิเตอรของอิมเมอซี (Immirzi parameter) มีคาคงตัว แลวสามารถพิสูจน
สมการพื้นที่ของเบเคนสไตนและฮอวกิ้งได 

ในป ค.ศ. 2003 กันสแททเทอร (Kunstatter.  2003: 161301) ไดศึกษาการคํานวณเอน-โทร
ปของหลุมดําชวารซชาลดใน 4 มิติ โดยใชผลของควอซ-ีนอรมอล โหมด พบวาสามารถพิสูจนสมการ
เอนโทรปของเบเคนสไตนและฮอวกิ้งได 

ในป ค.ศ. 2003 มอทลและเนียทซเก (Motl; & Neitzke.  2003: 307-330) ไดพิสูจนเพือ่หา
ความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด อซิมพโททิก (asymptotic) ของหลุมดําชวารซชาลด ตัง้แต 4 มิติ และ
หลุมดําไรสเนอร-นอรดสตรอม (Reissner-Nordstrom black hole) ใน 4 มิติ  เม่ือพิจารณากรณีทํา
เพอรเทอรเบชันในโหมดสเกลารและโหมดเทนเซอรบางคา  พบวาความถี่สวนจริงของความถี่ ควอซ-ี
นอรมอล โหมดของหลุมดําชวารซชาลด ตั้งแต 4 มิติ มีคาเทากับ log3HawkingT   สวนหลุมดําไรสเนอร-
นอรดสตรอม (Reissner-Nordstrom black hole) พบวาในกรณีทําเพอรเทอรเบชันโหมดสเกลารและ
โหมดเวกเตอร-เทนเซอร  สามารถทราบไดแตเพียงวา ความถี่ ควอซ-ีนอรมอล โหมด อซิมพโททิก มี
พฤติกรรมเปนชวงๆ ไมตอเนื่อง 

ในป ค.ศ. 2003 เบอรติและกอกโกเทส (Berti; & Kokkotas.  2003: 044027) ไดศึกษาการ
คํานวณเชิงตัวเลขเพื่อหาคา ควอซ-ีนอรมอล โหมด อซิมพโททิก (asymptotic quasi-normal modes) 
ของหลุมดําไรสเนอร-นอรดสตรอม (Reissner-Nordstrom black hole) และหลุมดําเคอร (Kerr black 
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hole) พบวา ในกรณีหลุมดําไรสเนอร-นอรดสตรอม (Reissner-Nordstrom black hole) ความถี่สวน
จริงและสวนจินตภาพของความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด สามารถเขียนใหอยูในรูปของฟงกชันของประจุ
ได  สวนในกรณีหลุมดําเคอร (Kerr black hole) พบวาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด สอดคลองกับ
ความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด ของหลุมดําไรสเนอร-นอรดสตรอม (Reissner-Nordstrom black hole) 
เม่ือกําหนดใหดัชนีเชิงมุม (angular index) เทากับศูนย และเม่ือดัชนีเชิงมุม (angular index) เทากับ 
2 จะไดความถี่ 2 2 Hi n T   ,  คือ โมเมนตัมเชิงมุมและ 

ในป ค.ศ. 2003 โกนอปลยา (Konoplya.  2003: 024018) ไดศึกษาการคํานวณเชิงตัวเลข
เพื่อหาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด ของหลุมดําชวารชชายด ที่มีคาสปนตางๆ ในมิติใดๆ โดยใชวิธี 
ดับบลิว เค บี ของชัทซ วิว และ ไอเยอร (WKB method of Schutz, Will and Iyer) พบวาใน 4 มิติ 
ความถี่สวนจริงของความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด แปรผันตรงกับ 1

0
dr   เม่ือ 0r  คือรัศมีฮอริซัน 

(horizon) และ d  คือมิติของปริภูมิเวลา 
ในป ค.ศ. 2003 เบอรติและคนอ่ืนๆ (Berti; et al.  2003: 124018)  ไดศึกษาการคํานวณเชิง

ตัวเลขเพื่อหาคา ควอซ-ีนอรมอล โหมด ที่มีคาสูงๆ ของหลุมดําเคอร (Kerr black hole) จากการ
คํานวณพบวามีเพียงบางคาเทานั้นที่สอดคลองกับขอคาดเดาของฮอด (Hod’s conjecture) 

ในป ค.ศ. 2003 คารโดโซและคนอ่ืนๆ (Cardoso; et al.  2003: 064026) ไดศึกษาการแผ
คล่ืนเชิงความโนมถวง (gravitational radiation) ที่เกิดจากการชนของคูอนุภาคที่มีขนาดเปนจุดใน
ปริภูมิเวลาชวารซชาลด พบวาสามารถคํานวณการแผของพลังงานเชิงความโนมถวง (gravitational 
energy) ในรูปของความถี่คัทออฟ (cutoff frequency) และยังสามารถคํานวณการปลดปลอยพลังงาน
ในกระบวนการสรางคูอนุภาค (pair creation) ของหลุดดําได 

ในป ค.ศ. 2003 มุศิริและซีออปซีส (Musiri; & Siopsis.  2003: L285-L291) ไดศึกษาการ
คํานวณเชิงวิเคราะหเพื่อหาคาควอซ-ีนอรมอล โหมด อซิมพโททิก ของหลุมดําชวารซชาลดใน 4 มิติ 
โดยการกระจายสมการคล่ืนของ เอล. มอทล และ  เอ. เนียทซเก (L.   Motl and A. Neitzke) ลําดับที่
ศูนยและคํานวณคาแกไขลําดับที่หนึ่ง (first order correction) ผลการคํานวณตรงกับผลที่ไดจากวิธี 
ดับบลิว เค บ ี และตรงกับวิธีคํานวณเชิงตัวเลขในกรณีของคล่ืนสเกลารและคล่ืนเชิงความโนมถวง 
(scalar and gravitational waves) 
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 

 

   

1 1 2 ,
2 2

1 1 2 ,
2 2

3 ,

tt

rr

ij ij ij

R ff d ff
r

f fR d
f r f

R R h h d f rf

   

 
   

     

ในป ค.ศ. 2004  โพลีโครนาโกส (Polychronakos.  2004: 044010) ไดศึกษาทฤษฎีความ
โนมถวงเชิงควอนตัม (loop quantum gravity theory) พบวาสามามารถเชื่อมโยงสเปกตรัมพื้นที่ (are 
spectrum) และควอซ-ีนอรมอล โหมดของหลุมดํา  

ในป ค.ศ. 2007 มุศิริและไซออปซีส  (Musiri; & Siopsis.  2007: 064001) ไดศึกษาการ
คํานวณเชิงวิเคราะหเพื่อหาคาควอซ-ีนอรมอล โหมด อซิมพโททิก (asymptotic) ที่มีคาสปนตางๆ ใน
ปริภูมิเวลาชวารซชาลด (Schwarzschild spacetime) โดยใชสมการของตูคอลสกี้ (Teukolsky)  
พบวาผลการคํานวณในลําดับที่ศูนยตรงกับผลที่ไดจากวิธี ดับ บลิว เค บี  สวนในกรณีของดิแรก- เฟอร
มิออน ผลการคํานวณที่ไดตรงกับผลการคํานวณเชิงตัวเลข 

 
หลุมดําเชิงทอพอโลยีในปริภูมิเวลา แอนไท เดอ ซิตเตอร 
 ในการแกสมการสนามไอนสไตน (Einstein field equations)   โดยแทนคาคงที่ของจักรวาล 
( ) เปนลบ และถือวาจักรวาลเปนแบบสุญญากาศ กลาวคือ จากสมการสนามของไอนสไตนสามารถ
เขียนไดเปน 

1 0
2v v vR g R g                                  (2.1) 

  
ผลเฉลยของสมการ (2.1) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกของฮอริซัน (Birmingham. 1999: 
1197-1205)  คือ 

2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) i j
ijds f r dt f r dr r h x dx dx                        (2.2)                          

โดย ijh คือเมตริก ที่มี 2d   มิติ และสามารถเขียนองคประกอบของเทนเซอรริกซี (Ricci tensor) ได
เปน 
  
 
          (2.3) 
 
เม่ือ  
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 2 2

1 ,   ,  ,
2 2 2trtr titj ij rirj ij

ijkl ijkl ij ji il jk

r r fR f R ff h R h
f

R r R h r f h h h h


    

    

2

2 2( ) d
d

M rf r k
r l




 
   
 

            2.4) 

โดย 

 
)()2(

16
2

 dd MVold
G

               (2.5) 

ในที่นี้ )( 2dMVol  คือปริมาตรของฮอริซัน และ l   คือ รัศมีแอนไท เดอ ซิตเตอร  ซึ่งสัมพันธกับคาคง
ตัวของจักรวาล ดังสมการ 

22
)2)(1(

l
dd 

              (2.6) 

สมการ (2.5) สรางข้ึนมาเพี่อให  f r  เปนฟงกชันที่ไมมีหนวย และสมการ (2.2) เขากันไดกับสมการ
สนามของไอนสไตนในกรณีคาคงตัวจักรวาลเปนลบ  กลาวคือ 

  
2

1
v v

d
R g

l 


               (2.7) 

จากสมการ (2.6) สามารถเขียนใหอยูในรูปของปริภูมิของไอนสไตน (Einstein space) ที่เปนฟงกชัน
ของเมตริกฮอริซัน คือ 
    3ij ijR h d kh                          (2.8) 
พิจารณาสมการ (2.3) ทําใหเราสามารถเขียนเทนเซอรรีมันน (Riemann tensor) 
      

 
(2.9) 
 

จะเห็นไดวาโทโพโลยีของฮอริซันมีคาข้ึนกับ k  หรือเรียกวาคาความโคงสวนยอย (sectional 
curvature) ซึ่งมีโอกาสเปนไปไดสามคาคือ  ฮอริซันวงรี (elliptic horizon, 1k   ) ฮอริซันแบบราบ 
(flat horizon, 0k  ), ฮอริซันไฮเพอรโบลิก (hyperbolic horizon, 1k   )   

พิจารณาสมการ (2.4) และสมการ (2.9) เขียนเทนเซอรรีมานนใหเปนฟงกชันของเมตริก ฮอริ
ซันไดเปน 

 ijkl ik jl il jkR k h h h h                                 (2.10) 
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จากสมการ (2.2), (2.4) และ (2.10) แสดงใหเห็นวาสามารถสรางปริภูมิเวลาไอนสไตน 
(Einstein spacetime) จากคาคงตัวของจักรวาลที่เปนลบ   และพารามิเตอร M สามารถสรางผิว ฮอริ-
ซัน ใหมีความโคงในลักษณะตางๆดังที่กลาวมาแลวขางตน ซึ่งถูกกําหนดโดยคา k  และเรียกความโคง
ของผิวฮอริซนัที่ถูกเขียนในรูปของเทนเซอรรีมันน (Riemann tensor) วา ปริภูมิไอนสไตน (Einstein 
space)   

เนื่องจากคา k  เกี่ยวของกับอุณหภูมิที่ผิวฮอริซันของหลุมดํา (Alsup; & Siopsis.  2008: 
086001) คือ 

   2 2

2

1 3
4H

d r d kl
T

l r




  
                                  (2.11) 

ในป ค.ศ. 1968  คารเตอร (Carter.  1968: 280-310) ไดทําการหาผลเฉลยของสมการ
สนามของไอนสไตนในสุญญากาศที่มีคาคงตัวของจักรวาลเปนศูนยและไมเปนศูนย โดยอาศัยสมการ
ฮามิลตัน-จาโคบีและชโรดิงเจอร (Hamilton-Jacobi and Schrodinger equation)       

ในป ค.ศ. 1983 ฮอวกิ้งและเพจ (Hawking; & Page.  1983: 577-588) ไดศึกษาเทอรโม-
ไดนามิกสของหลุมดําในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร พบวาหลุมดําในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร มี
คุณสมบัติบางอยางทางเทอรโมไดนามิกสคลายกับหลุมดําในปริภูมิอซิมพโททิกราบ เชน  เอนโทรป 
ของหลุมดํามีคาเทากับพื้นที่ผิวฮอริซันหารดวยส่ี 

ในป ค.ศ. 1994 บราวน เครียชตัน และ มานน (Brown; Creighton; & Mann.  1994: 6394-
6403) ไดศึกษาอุณหภูมิ, พลังงาน, และ ความจุความรอนของหลุมดําที่มี 3 และ 4 มิติ ในปริภูมิแอน 
ไท เดอ ซิตเตอร อะซิมโททิค ในกรณี 1k   ผลเฉลยของหลุมดําชวารซชาลด แอนไท - เดอ ซิตเตอร  
จะมีอยูเฉพาะกรณีที่อุณหภูมิของหลุมดํามีคามากกวาคาอุณหภูมิที่นอยที่สุดคาหนึ่งเทานั้น 

 
ควอซ-ีนอรมอล โหมด ในปริภูมิ แอนไท เดอ ซิตเตอร 
 ในป ค.ศ. 1997 ชานและแมนน (Chan; & Mann. 1997: 7546) ไดทําการคํานวณเชิง
วิเคราะหและเชิงตัวเลขเพื่อศึกษาพฤติกรรมอซิมพโททิก (asymptotic behaviour) ของสนามสเกลาร
ในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร พบวาพฤติกรรมของสนามสเกลารในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร
เหมือนกับในปริภูมิอซิมพโททิกราบ 
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 ในป ค.ศ. 1998 มัลดาซีนา (Madalcena.  1998: 231) ไดเสนอขอคาดเดาวาทฤษฎีสตริงใน
ปริภูมิแอน ไท เดอ ซิตเตอร สมนัยกับทฤษฎีสนามคอนฟอมอล (conformal field theory) ที่ขอบเขต
ของปริภูมิแอน ไท เดอ ซิตเตอร 
 ในป ค.ศ. 1999 เบอรมิงแฮม (Birmingham.  1999: 1197-1205) ไดหาผลเฉลยของหลุมดํา
เชิงโทโพโลยีในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร และไดคํานวณหาคามวลหลุมดํา, อุณหภูมิ และเอนโทรป 
 ในป ค.ศ. 2000 โฮโรวิทซและฮูเบนี (Horowitz; & Hubeny.  2000: 024027) ไดศึกษาการ
คํานวณเชิงตัวเลขโดยการทําเพอรเทอรเบชันสนามสเกลาร เพื่อหาคาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด 
ของหลุมดําชวารซชาลด ในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร ที่มี 4, 5 และ 7 มิติ โดยใชคาความโคง
สวนยอยเทากับ +1  
 ในป ค.ศ. 2001 คารโดโซและเลมอส (Cardoso; & Lemos.  2001: 084017) ไดคํานวณเชิง
วิเคราะหและเชิงตัวเลขโดยการทําเพอรเทอรเบชันโหมดแมเหล็กไฟฟาและโหมดความโนมถวง เพื่อหา
คาควอซี-นอรมอล โหมด ของหลุมดําชวารซชาลด ในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร  ที่มีความโคง
สวนยอยเทากับ +1 พบวา ความถี่บางคาในโหมดแมเหล็กไฟฟามีเฉพาะสวน จินตภาพ  และความถี่
ของโหมดความโนมถวงเม่ือแทนเลขควอนตัมเชิงมุม (angular quantum number) เปนเลขคี่ พบวา
ความถี่มีพฤติกรรมเหมือนกับในกรณีหลุมดําชวารซชาลดในปริภูมิอซิมโททิกราบ 

ในป ค.ศ. 2003 โกดามะและอิชิบาชิ (Kodama; & Ishibashi.  2003: 701-722)   ได
พัฒนาการคํานวณควอซ-ีนอรมอลโหมดของปริภูมิที่มีมิติสูงและสามารถเขียนสมการการคํานวณหา
ความถี่ของหลุมดําใหอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับสองที่เปนฟงกชันของรัศมี กลาวคือ 

  02
2




















 rV

dr
df                                                            (2.12) 

เม่ือ     คือ ความถี่ของหลุมดํา และ V  คือ ศักยของหลุมดําที่เกิดจากการรบกวนระบบหลุมดํา ดวย
สนามสเกลาร  ซึ่งสามารถแบงออกเปน 3 โหมด (ดูภาคผนวก) คือ  
โหมดเทนเซอร 

        










 








3

2

2

2
2

2 4
2

4
2

4
422 d

d
TT r

Md
l
rddddk

r
frV                   (2.13) 

 
โดย 2

Tk  คือ คาไอเกนของการแปลงแบบเทนเซอร 
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โหมดเวกเตอร 

         










 








3

2

2

2
2

2 4
23

4
42

4
421 d

d
VV r

Md
l
rddddk

r
frV          (2.14) 

โดย 2
Vk  คือ คาไอเกนของการแปลงแบบเวกเตอร 

โหมดสเกลาร 

   

  
22

12
2
116 



 



xdd

rU
r
frVS



                                                     (2.15) 

เม่ือ 3 d
d

r
Mx    ,   22  dk S  

โดย 2
Sk  คือ คาไอเกนของการแปลงแบบสเกลาร  

             

            

            

2
3 2 22 2

2

4 2 3 3 2

2 2

2 1 12 2 1 4 4 4 6

        2 1 -12 2 6 2 1 16 4 2

        2 1 4 2 2 3 2 4 2 4 6 1

rU r d d d x d d d x d d
l

d d x d d d d x d d

d d d d d d d d x

 

   



           

            
              

  

                                                                                                                             (2.16) 
 ในป ค.ศ. 2003 โกดามะและอิชิบาชิ (Kodama; & Ishibashi.  2003: 901-919)  ไดทําเพอร
เทอรเบชันเชิงเสนเพื่อคํานวณความเสถียรของหลุมดําชวารซชาลด อซิมพโททิก ในปริภูมิราบ ไดเปน
ผลสําเร็จ 

ในป ค.ศ. 2006 เบอรมิงแฮมและม็อกทาร่ี (Birmingham; & Mokhtari.  2006: 084026) ได
คํานวณหาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด แบบแมนตรงของหลุมดําชวารซชาลดในปริภูมิแอนไท เดอ 
ซิตเตอร  โดยกําหนดใหมวลหลุมดํามีคาเปนศูนย  โดยใชสมการของโกดามะและอิชิบาช ิ
 พิจารณาสมการ (2.12) – (2.15) จะพบวา สามารถคํานวณคาความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด 
แบบแมนตรงได โดยการกําหนดใหมวลของหลุมดํามีคาเทากับศูนย(M=0) ทําใหรูปแบบของศักย
กลายเปน 
 โหมดเทนเซอร 

      







 



 2

2

2 4
2

4
42

l
rddddQ

r
frV TT                    (2.17) 

เม่ือ 22  TT kQ  
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 โหมดเวกเตอร 

       







 



 2

2

2 4
42

4
42

l
rddddQ

r
frV VV                    (2.18) 

เม่ือ 12  VV kQ  
 โหมดสเกลาร 

       







 



 2

2

2 4
64

4
42

l
rddddQ

r
frV SS                    (2.19) 

เม่ือ 2
SS kQ    

 พิจารณาสมการ (2.17) – (2.19)  พบวามีโครงสรางเหมือนกันกับศักยของสนามสเกลาร 
กลาวคือ จากสมการสนามสเกลาร 

  ଵ

√ି௚
∂ఓඥ−݃ ݃ఓఊ߲ఊ = ݉ଶ ,    

m คือ มวลของสนามสเกลาร และ สนามสเกลาร (t, r, xi)  สามารถแยกองคประกอบตามตัวแปรได
เปน ൫ݐ, ,ݎ ௜൯ݔ = (ݎ)ܻ൫ݔ௜൯݁ି௜ఠ௧,โดย  ܻ൫ݔ௜൯ คือ ฟงกชันฮารมอนิก(harmonic 
function) ของตัวแปร ݔ௜ โดยมีสมการลักษณะเฉพาะ(eigen equation) คือ ߘଶܻ = −ܻܳ , ܳ 
คือ คาลักษณะเฉพาะ (eigen value)  และศักยยังผลในกรณีนี้มีรูปแบบเปน   

               ܸ = ௙
௥మ ቂܳ − (ௗିଶ)(ௗିସ)

ସ
+ (ௗ(ௗିଶ)

ସ
+ ݉ଶ݈ଶ) ௥మ

௟మ ቃ   

ซึ่งจะเหมือนกับในกรณีของโหมอเทนเซอร โหมดเวกเตอร และ โหมดสเกลาร เม่ือ m มีคาดังตอไปนี ้
 โหมดเทนเซอร 

 022 lm                        (2.20) 
 โหมดเวกเตอร 

  222  dlm                        (2.21) 
 โหมดสเกลาร 

  3222  dlm                       (2.22) 
ทําการเปล่ียนตัวแปรใหอยูในรูปของ z   ดังนี้ 

2

2

1
r
lz                                 (2.23) 
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จากสมการ (2.23) จะพบวาที่ lrz  0   และ  rz 1   ดังนั้นในกรณีมวลหลุมดําเปน
ศูนย สมการ (2.12) จะเขียนไดเปน 

  0
12

311 2

2

















 




z
CB

z
A

dz
dz

dz
dzz               (2.24) 

เม่ือ   

  

 






 









 






4
2

4
1

4
42

4
1

4

22

22

ddlmC

QddB

lA 

                     (2.25) 

นิยามโครงสรางของคล่ืนดังนี ้
     zFzzz   1                       (2.26) 

จากสมการ (2.26) ทําใหสามารถเขียนสมการ (2.24) ใหอยูในรูปของสมการไฮเพอรจีออเมตริก 
(Hypergeometric equation) คือ 

     011 2

2

 abF
dz
dFzbac

dz
Fdzz                    (2.27) 

โดย 

 
2

2

2
3

12
24

1
24

1







 









dQ

c

ib

ia









                      (2.28) 

ในที่นี้จะพิจารณาคล่ืนที่เคล่ือนที่เขาขอบฟา ทําใหตองกําหนดเคร่ืองหมายของ  และ   ดังนี ้

  222 41
4
1

4
1

2

lmd

li










                     (2.29) 

โดย  β  มีคาในกรณีตางๆเปน  

,4  ,
4

2       ,4    ,
4

4      
,5,4/)6(
,4,0







 







 









 dddd
dd
d

TVS   
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กําหนดใหคล่ืนที่เคล่ือนที่เขาขอบฟามีโครงสรางดังนี ้

     zcbaFzzz ,,,1                        (2.30) 
พิจารณาในกรณี 4มิติ  ทําการกระจายสมการ (2.30) ไปที่ระยะอนันต จะได 
 

     

   zbacbcacF
ba

cbaczz

zcbabaF
bcac
bacczzz













 1;1;, 
)()(

)()(1           

1;1;, 
)()(
)()(1

11
2/1

11





 

                                                                                                                                           (2.31) 

เนื่องจากผลของเงื่อนไขขอบเขตที่ระยะอนันตกลาวคือ 1  ,0  z  และ 2249
4
1

4
1 lm  

ทําใหพจนแรกในสมการ (2.31) ลูออก ซึ่งจะตองถูกกําจัดออกไป ไดโดยกําหนดให ข้ัวของฟงกชัน
แกมมาของพจนแรกในสมการ (2.31) เปน 

nac                               (2.32) 
หรือ 
  nbc                         (2.33) 
เม่ือ n = 0,1,2,3,… 
จากสมการ (2.32) และ (2.33)  จะไดความถี่ควอซ-ีนอรมอล โหมด คือ 







 

4
32 n

l
i

l
S

S


                         (2.34) 

 

และ     





 

4
32 n

l
i

l
V

V


                                 (2.35) 

พิจารณาในกรณีมิติเปนเลขคูที่สูงกวา 4 มิติ  ทําการกระจายสมการ (2.30)ไปที่ระยะอนันตจะได 

     
     

     
     zbacbcacF

ba
cbaczz

zcbabaF
bcac
bacczz













 1,1,,1       

1,1,,1

2/1 



            (2.36) 

โดย 0 ,พบวาที่ระยะอนันต หรือที่ 1z    สมการ (2.36) จะเหลือเฉพาะเทอมแรก  ดังนั้นความถี่  
ควอซี-นอรมอล โหมด สามารถคํานวณไดดังนี ้
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





 









 









 



4
12

4
12

4
32

dn
l
i

l

dn
l
i

l

dn
l
i

l

T
T

V
V

S
S










                  (2.37) 

 
พิจารณาในกรณี 5 มิติ  ทําการกระจายสมการ (2.30) ไปที่ระยะอนันต จะได 

   
   

   
 

         n
n

nn zznbnan
n
ba

ba
bazz 




 




11ln12
!

1
0

2
4/1                

                                                                                                                   (2.38) 
สามารถคํานวณหาความถี่ ควอซ-ีนอรมอล โหมดได โดยใชวิธีเดียวกับในกรณี 4 มิติ ดังนี้ 
(Birmingham; & Mokhtari.  2006: 084026) 

 







 









 

2
32

12
2
12

n
l
i

l

n
l
i

l

n
l
i

l

T
T

V
V

S
S










                             (2.39) 

 
พิจารณาในกรณีมิติเลขคี่ที่สูงกวา 5   ทําการกระจายสมการ (2.30) ไปที่ระยะอนันต จะไดความถี่ 
ควอซี-นอรมอล โหมด เหมือนกับสมการ (2.37) 

ในป ค.ศ. 2006 เอาสัพ และ ซีออฟซีส (Alsup; & Siopsis.  2008: 086001) ไดทําไดทํา
เพอรเทอรเบชันโดยใชสมการของโกดามะและอิชิบาชิ เพื่อคํานวณหาความถี่ควอซ-ีนอรมอลโหมด 
ลําดับต่ําสุด (low frequency) แบบแมนตรงของหลุมดําชวารซชาลดในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอร  ที่มี
คาความโคงสวนยอยเปน -1 โดยกําหนดใหมวลหลุมดํามีขนาดใหญ  
 



 

 

บทที่ 3 
วิธีดําเนินวิจัย 

 
 ในงานวิจัยนี้ ผูวิจัยไดดําเนินการตามข้ันตอนดังนี ้
 1.การคํานวณเชิงวิเคราะหเพื่อหาควอซ-ีนอรมอล โหมด และความถี่ควอซ-ีนอรมอล 
โหมด ของหลุมดําชวารซชาลด แอนไท เดอ ซิตเตอร เชิงทอโพโลยี ใน 4 มิติ ในโหมดเทนเซอร และใน
โหมดเวกเตอร 
 2.การคํานวณเชิงวิเคราะหเพื่อหาควอซ-ีนอรมอล โหมด และความถี่ควอซ-ีนอรมอล 
โหมด ของหลุมดําชวารซชาลด แอนไท เดอ ซิตเตอร เชิงทอโพโลยี ใน 5 มิติ ในโหมดเทนเซอรและ
โหมดเวกเตอร 
 
1.การคํานวณเชิงวิเคราะหเพื่อหาควอซ-ีนอรมอล โหมด และความถี่ควอซี-นอร
มอล โหมด ของหลุมดําชวารซชายด แอนไท เดอ ซิตเตอร เชิงทอโพโลยี ใน 4 มิติ 
ในโหมดเทนเซอรและเทนเซอร 
 1.1 โหมดเทนเซอร   
  ในการศึกษาจะเร่ิมจากการพิจารณา ผลเฉลยของสมการสนามของไอนสไตนใน
สุญญากาศที่มีคาคงตัวของจักรวาลเปนลบ  ดังสมการ (2.2) 
      2 2 1 2 2 i j

ijds f r dt f r dr r h x dx dx     
และสมการ (2.4) 

  
2

3 2
d
d

M rf r k
r l




 
   
 

                     

เม่ือ  k  คือ คาความโคงสวนยอย 
 M  คือ มวลของหลุมดํา 
 r  คือ รัศมีของหลุมดํา 
 l  คือ รัศมีแอนไท เดอ ซิตเตอร 
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 ijh  คือ เมตริกที่ของมุมใน d – 2 มิติ 
 ในงานวิจัยนี้ สนใจกรณีคาความโคงสวนยอยเทากับ 1   จากสมการ (2.4) จะไดวา 

  
2

3 21 d
rf r

r l



 
    
 

       (3.1) 

โดยกําหนดให dM   
 พิจารณาระบบที่มีเฉพาะมวลของหลุมดําเทานั้นและจํานวนมิติของปริภูมิเวลามีคาตั้งแต 4 
มิติข้ึนไป จะไดวาสมการการคํานวณการรบกวนเชิงความโนมถวงที่เปนผลจากสมการสนามของ
ไอนสไตนสามารถลดรูปใหกลายเปนสมการอนุพันธอันดับสองที่เปนฟงกชันของรัศมี (Kodama; & 
Ishibashi.  2003: 901-919)   ดังสมการ (2.12)   

  
2

2 0df V r
dr


        
   

           

และจากสมการ (2.13) 

        










 






 3

2

2

2
2

2 4
2

4
2

4
422 d

d
TT r

Md
l
rddddk

r
frV                

กรณี 4 มิติ (d=4)    พิจารณาสมการ (3.1) จะได 
 

 
 

2

21 rf r
r l
 

    
 

        (3.2) 

หรือ  

    3 2 2
2

1f r r l r l
l r

         (3.3) 

   3 2
2 3 32

1f r r r r r r r
l r            (3.4) 

พิจารณาสมการ (3.4) ที่ฮอริซัน (horizon) ซึ่งมีเงื่อนไขคือ   0f r   ดังนั้นผลเฉลยของสมการ (3.4) 
คือ  
 r A B           (3.5) 

    2
1 3
2 2

r A B i A B           (3.6) 
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    3
1 3
2 2

r A B i A B           (3.7) 

โดยที ่

 
1
32 2 4 6

2 4 27
l l lA   

   
  

      (3.8) 

 
1
32 2 4 6

2 4 27
l l lB   

   
  

      (3.9) 

พิจารณาสมการ (3.8) และสมการ (3.9)  ในกรณี 2l   จะไดวา 

  
1

2 3A l                    (3.10) 
 0B                      (3.11) 
กําหนดให  

 rz
r
                     (3.12) 

 1 1rz
r




                     (3.13) 

 2
2

rz
r
                     (3.14) 

 3
3

rz
r
                     (3.15) 

พิจารณาสมการ (3.14) และสมการ (3.15) ในกรณี ในกรณี 2l   จะไดวา 

 2
1 3
2 2

z i                     (3.16) 

 3
1 3
2 2

z i                     (3.17) 

จากสมการ (3.4) และสมการ (3.12) - (3.15) จะไดวา 

    2 3
2 32 2 1r rf z z z z z

l z
                       (3.18) 

พิจารณาสมการ (2.13) และสมการ (3.18)   จะไดวา 

        
2 3

2 22 3
2 32 2 2 2

21 2T T
r r r zV r z z z z z k z
l r z l r



 

 
       

 
             (3.19) 
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   

  

  

0 0

2

1
2 3 2 3

2
2

2
2 3 2 2 3

2
3

3
2 3 3 3 2

1,  2 2

1 1

1

1

i r l
r r z z

i r l z
r r z z z

i r l z
r r z z z

 
















   

 
 

 
 

 
 

   

         
          

    

       

2

2 3 2

0 2 3 1 2 3

2 3 3 2

2

0 2 3 0
2 3

2
2 2 2 2

1 2 3 2 2 3 3 2 3
2 3

2
2 2 2
1 2 3

1

2 1 1 2

1 2 1 1 2 1

2 1 2 1 2 1

1 1 1 2

2

T

d Fz z z z z z
dz

z z z z z z z z z z dF
dzz z z z z z z z

r lz z i zF
r r

lz z z z z z k zF
r r

l

 

 


 

  


  



  

       
  

         
 

       
 
 

             
 

     2

2 3

0z F
r r r

 
 

 

     

            

     

2
2 2 22

2 3 2

2
2 3 2 3 2 3

2 2 4 2 22 3
2 2

2 3 2 2 2
2 3 2 3

1

1 1 1

21 2 0T

dz z z z z z
dz

dz z z z z z z z z z z z z z z z
dz

r l r zl zz z z z z k z
r r r l r r

  




  

             

   
             

  

แทนสมการ (3.18) และสมการ (3.19) ในสมการ (2.12)  จะไดวา 
 
            
                                                                                                                                           (3.20) 
 
 
กําหนดให  
          1 2 3

2 31oz z z z z z z F z                      (3.21) 
โดยที ่
                   
 
 
                                                                                                                                           (3.22) 
 
 
แทนสมการ (3.21) ในสมการ (3.20) และนํา      1 2 30

1 1 11
2 31z z z z z z          หารตลอดจะ

ไดและแทน 1 1z   
 
 
 
 
 
                                                                                                                              (3.23) 
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     

       

          

  

2

0 12

2

0 2 3 0
2 3 2 3

2
2 2 2 2
1 2 3 2 2 3 3 2 3

2 3 2 3

2
2 2 2
1 2 3

2 3 2 3

1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1
1 1

1 1 1 1 2
1 1

1 2 0
1 1

T

d F dFz z z z
dz dz

r lz z i F
z z r r

lz z z z z z k F
z z r r

l F
z z r r r

 


 

  

  





      

 
          

 
                

 
         

        

   

 

2
2 2

0 2 3 0 1 2 3 2 2 3
2 3

2 2
2 2 2 2 2
3 2 3 1 2 3

2 3 2 3

2

0

2 1 2 1 2 1 1 1

1 2 2

3 2 1

T

r lz z i z z z z
r r

l lz z k
r r r r r

ri

   

   












            

          

 
    

 

ทําการกําจัดภาวะเอกฐานที่อยูภายในผิวฮอริซัน (horizon)  โดยนํา   2 3z z z z   หารตลอด
สมการ (3.23) และทําการประมาณที่ 1z   กลาวคือทําการประมาณบริเวณ ฮอริซัน (horizon) จะได
วา 

 
          

          
                                                                                                               
                                                                                                                              
                                                                                                                              (3.24) 
 

พิจารณาพจนที่เปนสัมประสิทธิ์ของ F  จากคา 1 2 3,  ,      ในสมการ (3.22) และเนื่องจาก 
2

2 3r r r l  , 2 31 rz z

       ทําใหพจนที่เปนสัมประสิทธิ์ของ F  ในสมการ (3.24) สามารถ

เขียนใหมไดเปน 

        

   

     
   

2
2 2

0 2 3 0 1 2 3 2 2 3
2 3

2 2
2 2 2 2 2
3 2 3 1 2 3

2 3 2 3

2 2 2
2

0 0 2 2 2
2 3

2 1 2 1 2 1 1 1

1 2 2

13 2 1 2 2 1 2 2 1
1 1

T

T

r lz z i z z z z
r r

l lz z k
r r r r r

r r r r ri k
lz z

   


   

 
 

    





    

            

          

   
           

    

 

                     (3.25) 

ในกรณี l   จะไดวา  
1

2 3r l   และ 0r

    และจากสมการ (3.16) - สมการ (3.17) ทําให

สมการ (3.25) สามารถเขียนไดเปน  
      
             
            
                                                                                                                             (3.26) 
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ดังนั้นสมการคล่ืนของหลุมดําที่มีขนาดใหญจึงเขียนไดเปน 
    
                                                                                                                                           (3.27) 
 
 1.2 โหมดเวกเตอร 
  พิจารณาจากสมการ (2.14) ศักยของโหมดเวกเตอรคือ 

 
         











 






 3

2

2

2
2

2 4
23

4
42

4
421 d

d
VV r

Md
l
rddddk

r
frV        

และสมการ (3.1) 

  
2

3 21 d
rf r

r l



 
    
 

                     

เม่ือกําหนดให  4d   ทําใหสมการ (2.14) และสมการ (3.1)  เขียนใหมไดเปน 

    2
2

31V V
fV r k
r r

     
                 (3.28) 

  
2

21 rf r
r l
 

    
 

                  (3.29) 

ในทํานองเดียวกับสมการ (3.4) – สมการ (3.9)  เนื่องจากในงานวิจัยนี้ไดกําหนดใหมวลหลุมดํามี

ขนาดใหญ  ดังนั้นหากพิจารณาสมการ (3.8) – (3.9) ในเงื่อนไขดังกลาว, 
2 4 6

4 27
l l
   จะไดวา 

  
1

2 3A l                    (3.30)  

 
1

4 3
0

27
lB


 
 
 

                  (3.31) 

ในที่นี้กําหนดนิยามให 

 rx
r

                     (3.32) 

 1 1rx
r




                     (3.33)

 2
2

rx
r

                     (3.34) 

       
22

0 1 02
21 2 1 1 2 1 1 0
3

rd F dFz z z z i F
dz dz


  




  
            

  
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           

          

           

2
2 2 2 2 2 22

1 2 3 1 2 32

2 2 2 22 2
1 2 3 1 2 3

2
2 22 2

1 2 3 1 2 32

2 4 4

2

31

0

V

d dx x x x x x x x x x x x x x
dx dx
d dx x x x x x x x x x x x x x
dx dx
d lx x x x x x x x x x x x x k x
dx r r

l x
r




 



          

              

                

  

 3
3

rx
r

                     (3.35) 

เม่ือกําหนดใหมวลหลุมดํามีคามากๆ ทําใหสมการ (3.5) เขียนใหมไดเปน 

  
1

2 3r A l                      (3.36) 
ในทํานองเดียวกัน สมการ (3.6) เขียนใหมไดเปน 

 2
1 3
2 2

r i                      (3.37) 

สมการ (3.7) เขียนใหมไดเปน 

 3
1 3
2 2

r i                      (3.38) 

และในทํานองเดียวกัน 

      
2

1 2 32

rf r x x x x x x
l x
                    (3.39) 

โดยที่  
 1 2 3 0x x x                      (3.40) 

 
2

1 2 1 3 2 3 2

lx x x x x x
r

                      (3.41) 

 
2

1 2 3 3

lx x x
r




                    (3.42) 

จากสมการ (3.39) ทําใหเขียนสมการ (3.28) ใหมไดเปน 

      2
1 2 32 4

1 31V VV x x x x x x k x
l x r





 
      

 
               (3.43) 

สมการ (2.12) จึงเขียนไดเปน 
  
  
 

                                                                        (3.44) 
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        

         

           

      
      

2

1 2 3 0 1 2 32

1 2 3 2 1 3

3 1 2 1 2 3 2 3

2 1 3 1 3

3 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

d F dFx x x x x x x x x x x x x
dx dx

dF dFx x x x x x x x x x
dx dx
dFx x x x x x x x x x x x x x x F
dx

x x x x x x x x x x F

x x x x x x x x x x



 

 





          

             

                 

         
        

             
     

 
  

 
  

 
  

 

0 1 2 3 2 1 3 3 1 2

2 2 2
1 1 2 3 2 2 1 3 3 3 1 2

2 4 2 4 2 4
1 2 3

2 2 2
1 2 1 3 2 1 2 1 3 1 3 2

2 2
2 2

2 2

1 2 1 2 1 2

1 3V

F

x x x x x x x x x x x x F

x x x x x F x x x x x F x x x x x F

x x x x x x x x xl l lF F F
r x x x x r x x x x r x x x x

l lk F x F
r r

   

  

  

  

 


             
           

  
  

     

 
    

 
0

เพื่อหาผลเฉลยของสมการ (3.44) จึงกําหนดให 
      1 20

3
1 2 3x x x x x x x F                       (3.45) 

โดยที ่
 0  -1, 3                   (3.46) 

 
  

2
1

1
1 2 1 3

xi l
r x x x x



 
 

                 (3.47) 

 
   

2
2

2
2 1 2 3

xi l
r x x x x



 
 

                 (3.48) 

 
  

2
3

3
3 1 3 2

xi l
r x x x x



 
 

                 (3.49) 

เม่ือแทนสมการ (3.45)  ในสมการ (3.44) สามารถดึงพจน      1 2 30
1 1 11

1 2 3x x x x x x x          
ออกจากสมการได 
 
  
 
  
 
 
 
                                                                                                                                          
                                                                                                                                           (3.50) 
 
 
กําหนดให 

2

0
l
r




                    (3.51) 

และจากสมการ  (3.39) และสมการ (3.41)   ทําใหบางเทอมในสมการ (3.42) สามารถลดรูปไดดังนี้คือ  
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            

 

1 2 3 2 1 3 3 1 2

2

0 2

1 2 1 2 1 2

2

x x x x x x x x x x x x

li x
r

  




          

  

      
      
      

1 2 3 2 3

2 1 3 1 3

3 1 2 1 2

0

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x







        
         
         


     
  

     
 

2 2 2
1 1 2 3 2 2 1 3 3 3 1 2

2
0 2 3

2 3 2 32 2 2
1 2 1 3 2 3

2 1
1

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x
x x x x x

x x x x x x

  



          

 
      

         

           

      

  
     

 

 

2

1 2 3 0 1 2 32

1 2 3 2 1 3

2

3 1 2 0 0 2

2
0 2 3

2 3 2 32 2 2
1 2 1 3 2 3

2
2

2

1 2

1 2 1 2

1 2 2

2 1
1

1 3V

d F dFx x x x x x x x x x x x x
dx dx

dF dFx x x x x x x x x x
dx dx
dF lx x x x x i x F
dx r

x x x
x x x x x F

x x x x x x

l k F x
r



 

  






          

             

 
          

 

 
      

  
2

2
2 0l F
r

 
  

 

           
 

 
 

  

   

  
     

 

2
1 2 3

1 1 0 12
2 3

2 2 2
2 2

0 0 2 2 2

2
2 3 0 2 3

2 3 2 32 2 2
1 2 1 3 2 3

1 2 1 2
1 2 1 2

2 1 3
1 0

2 1
1

V

x xd F dFx x x x
dx x x x x x dx

l l li x k x F
r r r

F
x x x x x x x x

x x x x x
x x x x x x

 
 

 


  

               
     

    
        

    
              

                                                                                                                                                                                                                                                                   
                                                                                                                                           (3.52) 
                
 
                                                                                                                                           (3.53) 
 
               
                                                                                                                                           (3.54) 
 
และ 

  
   

 
   

 
  

1 2 3

1 2 1 3 2 1 2 1 3 1 3 2

0
x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
  

  
     

              (3.55) 

 
อาศัยสมการ (3.52) – สมการ (3.55)  ทําใหสมการ (3.49) ลดรูปไดเปน    
 
 
 
 
                                                                                                                                            
 
                                                                                                                                           (3.56) 
นําพจน    1 2 3x x x x x x x    หารตลอดสมการ (3.56) 
                         
 
                                                                                                                                            
                                                                                                                                           (3.57)  
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พิจารณา  
 

 
 

2 3

2 3

1 2 1 2
x x x x

  


 
 ในสมการ (3.57)  จะไดวา 

  
 

 
 

     
  

2 3 2 3 3 2

2 3 2 3

1 2 1 2 1 2 1 2x x x x
x x x x x x x x

         
 

   
               (3.58) 

ทําการประมาณที่ฮอริซัน กลาวคือ 1x    และหลุมดํามีขนาดใหญ จะได 
       

  
2 3 3 2

2 3

1 2 1 2
1

x x x x
x x x x

     
 

                                                            (3.59) 

เนื่องจากในงานวิจัยนี้กําหนดให 2r l    ทําให 

 2
1 3
2 2

x i                      (3.60) 

 3
1 3
2 2

x i                      (3.61) 

แทนสมการ (3.60) และสมการ (3.61)  ในสมการ (3.59) จะไดวา 

        
        2 3 3 2

1 2 3
2 3 2 3

1 2 1 2 1 3 2 1 1
x x x x

x x
x x x x x x x x

 


    
      

           (3.62) 

ในทํานองเดียวกันพิจารณาเทอมสัมประสิทธิ์ของ F  ในสมการ (3.56)  จากเงื่อนไขขางตนทําให
สามารถทําการประมาณไดดังนี้คือ 
   2 31 1 3x x                       (3.63) 
 2 3 1x x                       (3.64) 

 
2

2 0l
r
                       (3.65) 

 0
1 3

i                       (3.66) 

จากสมการ (3.63) – สมการ (3.66) ทําใหเทอมสัมประสิทธิ์ของ F  ในสมการ (3.57) ลดรูปไดเปน

  

   

  
     

 

 

2 2 2
2 2

0 0 2 2 2

2
2 3 0 2 3

2 3 2 32 2 2
1 2 1 3 2 3

22 2
2 0

2 0 1 2 2 2

2 1 3
1   

2 1
1

1                       1 2 1
3 3

V

V

l l li x k x F
r r r

x x x x x x x x
x x x x x

x x x x x x

ll lk
r r r

 




  

  

  

    
        

    
 

            

     

              (3.67) 
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1

1
1

1

1
2

2

1

xz
x
xz
x
xz
x



 



แทนสมการ (3.62) และสมการ (3.67) ในสมการ (3.57) จะได 

     
22 2 2

2 0
1 0 0 0 12 2 2 2

11 1 2 2 1 1 2 1 0
3 3V

ld F dF l lx x k F
dx dx r r r


    

  

 
                

 
                                                                                                                    (3.68) 
 
2.การคํานวณเชิงวิเคราะหเพื่อหาควอซี-นอรมอล โหมด และความถ่ีควอซี-นอรมอล โหมด 
ของหลุมดําชวารซชายด แอนไท เดอ ซิตเตอร เชิงทอโพโลยี ใน 5 มิติ ในโหมดเวกเตอรและ
เทนเซอร 
 
 จากสมการ (3.1)  ในกรณี 5 มิติ (d = 5) จะไดวา 

 
 

2

2 21 rf r
r l
 

    
 

                  (3.69) 

หรือ 

   4 2 2 2
2 2

1f r r l r l
l r

                      (3.70) 

ในที่นี้เราจะกําหนดให  2x r   ดังนั้นเราจึงสามารถเขียนสมการ (3.70)  

 2 2 21f x l x l
lx

                       (3.71) 

ผลเฉลยของสมการ (3.71) ที่ฮอริซัน (horizon)  คือ 

 
2 2

1,2 1,2 1
42

x r l l
l l   

                     (3.72) 

กําหนดให 
                     
 
                                                                                                                                           (3.73) 
 
จากสมการ (3.72) จะเห็นวาในกรณี 2l   จะทําให 2 1z     ดังนั้นเราจึงสามารถเขียนสมการ 
(3.71) ที่เปนฟงกชันของ z ไดเปน 



30 
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2 2

2 2
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1 2 4 / 4,   2 2 4 / 4
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3 2 / 4,    2 / 4

V V T T

V T

V T

Q k d d Q k d d

Q d d Q d d

Q d Q d

         

    

    

 

 

1/2 2
1

1 2

1/2 2
2

1 2

3 5,   
4 4

2

2

V Ta a

x lb i
x x

x lc i
x x





 

 


 


   22
2

1 z z zxf
l z

 
                   (3.74) 

พิจารณาศักยของหลุมดําในโหมดเทนเซอร, สมการ (2.13) และโหมดเวกเตอร, สมการ (2.14)  ใน
กรณี 5 มิติ (d = 5) พบวาโครงสรางของศักยมีความคลายกัน เราจึงสามารถเขียนศักยไดเปน 

 
2

, 1 2 32 2 3V T d
f rV Q Q Q
r l r




 
   

 
                 (3.75) 

เม่ือ 
                                                                                                                 (3.76)                             
 
 
ในกรณี 5 มิติ (d = 5) เราสามารถเขียนศักยที่เปนฟงกชันของ z  ไดดังนี้ 

   
2 2 2 2

1 1 1 2 32
22 4

1

1 x l Q z x Q l Q zxV z z z
x l z

  
    

 
               (3.77) 

แทนสมการ (3.77) ในสมการ (2.12) จะได 
 
                                            
 
                               
 
                                                                                                                                           (3.78) 
 
กําหนดให   

     21 b caz z z z F z                     (3.79) 
เม่ือ                    
 
                                                                                                                                            
                                                                                                                                           (3.80) 
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แทนสมการ (3.79) และสมการ (3.80) ในสมการ (3.78) จะไดวา  
 
 
         
 
 
                      
                                                                                                                                            
 
                                                                                                                                           (3.81) 
นํา  2z z  หารสมการ (3.81) จะได 
 
 
 
                                  
 
 
                                                                                                                                            
 

            (3.82) 
ในกรณีที่มวลหลุมดํามีขนาดใหญ จะไดวา 2 1z   และที่บริเวณฮอริซัน (horizon) 1z   
 
                     (3.83) 
เม่ือ 

 
22 3
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2 8 8 8 4
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 
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 
              (3.84) 
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z




 
            

 

   
 

   

2

2
2

2 1 2

2 2 2

1
1 2 1 2

2 2 2
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2 2 2

11( 1) (2 1) (2 )( 1) (1 2 )
2

12 2 2
2

1
2 2

4 4

1

H

z zd F dFz z b z a z c
dz z z dz

z z zb z zba bc ca a
z z z z z z

c z za bzz z z z z z z
z z z z z z

Q zQ rcz
z z z z z z

z z



 
         

      
               

              


  
  


       

2 2
3 3

2 1 2 2 2 2

0

1 1 14
2 1 2 1

H H

F

r r
z z z z z z

 
 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
                        

 
     

2
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1(1 ) 1 2 1 2 2 1 0
2 11

d F dFz z b b a z J F
d zd z

                 



บทที่ 4 
ผลวิจัย 

 
 การวิจัยที่ดําเนินตามข้ันตอนในบทที่ 3 เปนการคํานวณหาเพื่อหาคาความถี่ของหลุมดําเชิง
โทพอโลยีในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอรใน 4 และ 5 มิติ ของโหมดเวกเตอรและโหมดสเกลาร 
 
1.กรณี 4 มิติ ในโหมดเทนเซอร 
 จากสมการ (3.27)  กําหนดให  

 1y z             (4.1) 
จะเห็นวาที่ระยะอนันต 1y  เราจึงสามารถเขียนสมการ (3.27) เพื่อกระจายฟงกชัน F  ใกลฮอริซัน 
(horizon) ไดเปน 

 
     

22

1 0 1 02

21 1 2 1 2 2 1 1 0
3

rd F dFy y y i F
dy dy


   




  
             

  

                                                                                  (4.2) 
สมการ (4.2) มีผลเฉลยเปนฟงกชันไฮเพอรจีออเมตริก (hypergeometric) ซึ่งสองผลเฉลยคือ 
 , ; ;F a b c y  และ   12 1 ,1 ;2 ;y F a b c y     โดยที่ 

    
1

2 2
2

0 1 0 1 0
21 1
3

ra i    



  
        

  
    (4.3) 

    
1

2 2
2

0 1 0 1 0
21 1
3

rb i    



  
        

  
    (4.4) 

 11 2c           (4.5) 
 
ในที่นี้จะเลือกให 0 2    ทําใหไดวา 
 3c a b            (4.6) 
เราตองเลือกผลเฉลยทีเ่ปนคล่ืนเคล่ือนที่เขาฮอริซัน(horizon) กลาวคือโครงสรางของคล่ืนจะเขียนได
เปน 
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        1 2 32

2 31 , ; 3;1z z z z z z F a b a b z            (4.7) 
ตอไปเราจะทําการกระจายสมการ (4.7) ไปสูบริเวณระยะอนันต โดยอาศัยคุณสมบัติของฟงกชันไฮ
เพอรจีออเมตริก (Hypergeometric) ซึ่งจะไดวา 

     
   

   
   

   
   

   
         

1

0

0

, ; ;1 1
! 1

1
ln 1 1

! !

m
nm n n

n n
n

nn n

n

a m b mm a b m
F a b a b m z z z

a b n m

a ba b m
z z n n m a n b n

a m b m n n m
   










    
    

  

   
               




          (4.8) 
เนื่องจากที่ระยะอนันต ศักยยังผลมีคาเปนอนันตทําใหคล่ืนบริเวณนี้จะตองมีคาเขาสูศูนย แตฟงกชัน
คล่ืน  z  สามารถประมาณไดเปน 

      
   

 
   

1 2m a b m a b m
z z z

a b a m b m
      

 
     

    (4.9) 

จากเหตุผลขางตนทําใหตองกําหนดให  a  หรือ  b  ลูออก จากคุณสมบัติของฟงกชันแกมมาจะ
ไดวา a n   หรือ b n   เม่ือ 0,1, 2,3,...n   จากสมการ (4.3) และสมการ (4.4) จึงเขียนไดเปน 

    
1

2 2
2

1 0 1 0
22 1 1
3

ri n
   




  
         

  
               (4.10) 

หรือ 
 

 
2

2

3 4 1
2 3

n ni
r n





  
    

                  (4.11) 

ในกรณีความถี่สูงๆ หรือ n  มีคามากๆ สมการ (4.11) สามารถประมาณไดเปน 

 2

3
2
i n
r



                    (4.12) 

 
2.กรณี 4 มิติ ในโหมดเวกเตอร 
 ทําการเปล่ียนตัวแปร โดยกําหนดให  02 1y x    ทําใหสมการ (3.68) สามารถเขียน
ใหมไดเปน  

   
22 2 2

2 0
1 0 0 12 2 2 2

0

1 11 2 1 2 1 0
2 3 3V

ld F dF l ly y k F
dy dy r r r


   

   

 
           

 
        (4.13) 
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สมการ (4.13) มีผลเฉลยเปน Confluent Hypergeometric function   

  1 1 ; ;F F a b y                    (4.14) 
เม่ือ  

 
 

22 2
2 0

0 0 1 2 2 2
0

1 1 2 1
2 3V

ll la k
r r r


  

   

 
       

 
               (4.15) 

 11 2b                      (4.16) 
ณ บริเวณฮอริซัน (horizon)  จะมีคําตอบอยูสองคําตอบ คือ 

  1 1 1 ; ;F F a b y                    (4.17) 

  1
2 1 1 1 ;2 ;bF y F a b b y                     (4.18) 

 
พิจารณาพฤติกรรมของคล่ืนที่บริเวณ r หรือ  x   จากสมการ (3.43) จะไดวา 

  2
2

1 1V VV k
l

                     (4.19) 

กําหนดให 

 
1z
x

                     (4.20) 

 * 2

rdrdz dz
f z f

                     (4.21) 

ดังนั้นจะไดสมการคล่ืนเปน 

 

22
2

2 2
*

1 0Vkd
dz l


 

    
 

                 (4.22) 

ผลเฉลยของสมการ (4.22) คือ 

   xi z
xz e                       (4.23) 

เม่ือ 

 

1
2 2

2
2

1 Vk
l

 
    
 

                  (4.24) 

 2x
dzz r
z f

                      (4.25) 

แต 
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    1 2 32f z z z z z z

r z




                      (4.26) 

พิจารณาสมการ (4.21) 

     
2

1 2 3
x

r dzz
z z z z z z

 
                   (4.27) 

 

            
2

1 2 1 3 1 2 1 2 3 2 3 1 3 2 3

1 1 1
x

rz dz
z z z z z z z z z z z z z z z z z z


 

            


                    (4.28) 

              2 2 2
1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2/ / /

1 2 3ln r z z z z r z z z z r z z z z
xz z z z z z z                 

             (4.29) 

แตจากสมการ (4.23) และสมการ (4.29) จะเห็นวาเม่ือ 0z  จะไดวา    คาคงตัว (constant) 
พิจารณาผลเฉลยที่ฮอริซัน (horizon) โดยสนใจพจนที่เปนคล่ืนเคล่ือนที่เขาฮอริซัน (horizon) เทานั้น 
ซึ่งจะไดวา 

  0 1
1 1 ; ;x y F a b y                          (4.30) 

จากคุณสมบัติของฟงกชัน Confluent Hypergeometric เม่ือ y   จะได 
 

 
   

       

 
       

1
1 1

0

1

0

1; ;
!

1
                      

!

ni a a R
Rn n

n

ny a b S
Sn n

n

a a b yF a b y e y O y
b b a n

b a a ye y O y
a n

   




 




      
     

        




              (4.31) 

ดังนั้นจากสมการ (4.31) สามารถทําการประมาณไดเปน 

 
 

 
 
 1 1

i a a y a bb b
F e y e y

b a a
   


  

                 (4.32) 

เม่ือ 
  02 1y x                       (4.33) 
และ 
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   

 
 
 

0 0a a bi a yb b
x e y e y

b a a
      

  
  

                (4.34) 

แตจาก 0 1    และ 3  ดังนั้นจึงพิจารณากรณี 0 1     ทําให  ye    ดังนั้นจึงตองกําหนดให 
 a    หรือ 

 a n                      (4.35) 
เม่ือ 0,1,2,...n   

 
 

22 2
2 0

0 0 1 2 2 2
0

1 1 2 1
2 3 3V

ll lk n
r r r


  

   

 
        

 
              (4.36) 

แทนคา 0  และ 1  ในสมการ (4.36)  จะได 

  2 0
2

3 3 1 1 1
3 3V

ri n i k
l r

 



        
                (4.37) 

แต   

 0 0 1a n n                        (4.38) 
และเนื่องจากเราทราบวาเม่ือ r ,    คาคงตัว ทําให 

 00 1a n                      (4.39) 
หรือ  

 1n                      (4.40) 
แทนสมการ (4.40) ในสมการ (4.37)  จะได 

  2 0
2

3 3 1 1 1
3 3V

ri i k
l r

 



        
                          (4.41) 

ในกรณีหลุมดํามีขนาดใหญจะไดวา 

 2

3ri
l

                                                                                                             (4.42) 

ในกรณี 0n   จะไดวา 

    2 203 1 1 1 1 2
3 3V V

ii k k
r r


 

             
                                                 (4.43) 

จะเห็นไดวาความถี่ต่ําที่สุดของหลุมดําจะแปรผกผันกับรัศมีฮอริซัน (horizon) ของหลุมดํา และ
สอดคลองกับ ผลงานวิจัยของ เอาสัพ และ ซีออฟซีส (Alsup; & Siopsis.  2008: 086001) ตอไป 
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พิจารณากรณี 0 3     จะทําให   6 1 0xye e    เม่ือ x   ทําใหไมมีขอจํากัดสําหรับ 
 b a   และ  a  แต   คาคงตัว หรือกลาวคือ 

 0 0a                      (4.44) 
หรือ 

 
 

22 2
2 0

0 0 0 1 2 2 2
0

1 11 2 1 0
2 3 3V

ll lk
r r r


   

   

 
        

 
              (4.45) 

 
 11 3 6

3 0
6

 
                    (4.46) 

ดังนั้นจะได 

 
2

2
1 2

7 1 7
3 18 V

l k
r




                       (4.47)  

หรือ 

 

2 2
2

2

7 1 7
3 3 18 V
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                       (4.49) 

 
3.กรณี 5 มิติ 
พิจารณาสมการ (3.83) และสมการ (3.84)  กําหนดให 1y z     เราสามารถเขียนสมการ (3.82) 
ใหมไดเปน 

  
2

32

11 1 2 1 2 2 0
2

d F dFy y b a b y J F
dy dy

              
              (4.50) 

ดังนั้นผลเฉลยของสมการ (4.50) จึงมีสองคําตอบแตในที่นี้จะเลือกคําตอบที่สอดคลองกับเงื่อนไขของ
คล่ืนที่ฮอริซัน กลาวคือ บริเวณฮอริซันจะมีเฉพาะคล่ืนที่เคล่ือนที่เขาเทานั้น ดังนั้นผลเฉลยที่เราเลือกใช
คือ 
  1 2 1 , ;1 2 ;F F b y                     (4.51) 
โดยที ่

       
2

3
1 1
4 4

a b a b J         
 

                                                                    (4.52) 
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3
1 1
4 4

a b a b J         
 

                                                                    (4.53) 

อาศัยคุณสมบัติของฟงกชันไฮเพอรจีออเมตริก (hypergeometric function) ทําใหไดผลเฉลยของ
สมการ (4.50) ที่ระยะอนันตคือ
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
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

    


  

               
            





                   (4.54) 
จะเห็นไดวาที่ระยะอนันต  สมการ (4.53) จะมีคาลูเขาสูอนันตดวยพจน mz  ดังนั้นเพื่อกําจัดพจนนี้
ออกไปเราจึงตองกําหนดให 
 n                                                                           (4.55) 
หรือ n                                                                                                                   (4.56) 
เม่ือ  0,1, 2,3,...n  จากสมการ (4.52) - สมการ (4.53) และสมการ (4.55) – สมการ (4.56) จะได 
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3
1 1
4 4

a b a b J n         
 

                                                                  (4.57) 

จากสมการ (4.57) จะสามารถคํานวณความถี่ไดเปน 
 
 
 
                                                                                                                                           (4.58) 
 
ในกรณี 1n   
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               (4.59) 

ในกรณี 0n  (โหมดต่ําที่สุด) 0n  เม่ือพิจารณาให lrH   โดย   ประมาณไดเปน 
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บทที่ 5 
สรุป และอภิปรายผลการวิจัย 

 
 ในการวิจัยคร้ังนี้ผูวิจัยไดศึกษาและคํานวณความถี่ของหลุมดําชวารซชาลดขนาดใหญเชิงโท
พอโลยีในปริภูมิแอนไท เดอ ซิตเตอรใน 4 และ 5 มิติ โดยวิธีเพอรเทอรเบชัน 
 
สรุปผลวิจัย 
 ในการศึกษาควอซี – นอรมอล โหมดของหลุมดําคือการศึกษาสมการคล่ืนที่มีเงือ่นไขขอบเขต 
2 ตําแหนง กลาวคือ บริเวณฮอริซัน (Horizon) จะมีเฉพาะคล่ืนที่เคล่ือนที่เขาเทานั้น  และที่ระยะอนันต
จะมีเฉพาะคล่ืนที่เคล่ือนที่ออกเทานั้น  จากการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในลักษณะดังกลาว ทําให
พบวาความถี่ที่คํานวณไดที่อยูในรูปของจํานวนเชิงซอน 
 
อภิปรายผลการวิจัย 

 จากการวิจัยพบวา ในกรณีโหมดเทนเซอร และโหมดเวกเตอร ใน 4 มิติ และ 5 มิติ 
ความถี่ที่คํานวณไดจะแปรผันตรงกับ n  เม่ือ 0,1,2,3,...n   นอกจากนี้ยังพบวาพฤติกรรมของคล่ืนที่
ระยะอนันตในกรณีโหมดเทนเซอร  ใน 4 มิติ และในกรณีโหมดเทนเซอร และโหมดเวกเตอร ใน 5 มิติ มี
คาลูเขาสูศูนย  ในขณะที่พฤติกรรมของคล่ืนที่ระยะอนันตในกรณีโหมดเวกเตอร ใน 4 มิติ  พบวาคล่ืนมี
คาคงตัวและความถี่ในกรณี n = 0 มีคาสอดคลองกับผลของอัลซับ (Alsup; & Siopsis. 2008: 
086001)  
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ภาคผนวก ก 

สมการคล่ืนและศักยในสมการคล่ืน 

 

 

 

 

 

 

 



ภาคผนวก ก 

สมการคล่ืนและศักยในสมการคล่ืน 

สมการคล่ืนสามารถหาไดจากสมการสนามของไอนสไตน (Einstein field equations) ซึ่ง
เปนสมการในรูปของเทนเซอร ในกรณี 4 มิติมีทั้งหมด 4 4 16   สมการ   สามารถแบงออกไดเปน 3 
กลุม  ตามองคประกอบของเวลาและปริภูมิ คือ 

1.เวลาและ/หรือ รัศมี  เรียกสมการกลุมนี้วาสมการสเกลาร 

2.เวลา หรือ รัศมี กับ มุมเชิงข้ัว   และมุมแอซิมุท (azimuth)   เรียกสมการกลุมนี้วา
 สมการเวกเตอร 

3.มุมเชิงข้ัว   และมุมแอซิมุธ (azimuth)    เรียกสมการกลุมนี้วาสมการเทนเซอร 

ตัวอยางเชน ในกรณีสมการสเกลารของหลุมดําไรสเนอร – นอรดสตรอม (Reissner – Nordstrom 
black holes)  (http://www.phys.sinica.edu.tw/~heptheory) จะไดวา 

   2 2 2 2 2ds f r dt h r dr r d                          (ก.1)       

เม่ือ           1

2
21 M Qf r h r
r r


                                                                                 (ก.2) 

โดยสมการสเกลารซึ่งไดมาจากองคประกอบของเวลาและรัศมี คือ    

 2 0                                                                                                                  (ก.3) 

ในกรณีปริภูมิเวลามีสมมาตรเปนทรงกลมจะไดวา  

                       (ก.4) 

โดยที่        
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และตองสอดคลองสมการ 

                                                                                                                                             (ก.6) 

 

เม่ือ L  คือ ตัวดําเนินการโมเมนตัมเชิงมุม (angular momentum operator)  

โดยที่  

                                                                                                                                             (ก.7) 

สมการ   เม่ือจัดรูปแลวจะไดเปน 

                                                                                                                                             (ก.8) 

เม่ือ 

                                                                                                                                             (ก.9) 

และมีศักยยังผลคือ
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เม่ือ    Q   คือ ประจุไฟฟาของหลุมดํา 
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แตในกรณีทั่วไป สมการคล่ืนไมไดอยูใน 4 มิติ และปริภูมิเวลาไมไดอยูในสมมาตรทรงกลม การสราง
สมการคล่ืนสามารถทําไดเชนเดียวกัน โดยกําหนดให เมตริก (Kodama; & Ishibashi.  2003: 701-
722) เปนดังนี ้ 

    2 2 2a b
ab nds g y dy dy r y d                  (ก.11) 

เม่ือ  1,0, ba   แทนองคประกอบของเวลาและรัศมี 

 3,2n    แทนองคประกอบของมุมแอซิมุธ   และมุมเชิงข้ัว   

โดยสมการสนามของไอนสไตนมีมิติทั้งหมดเปน d d  มิติ แตก็สามารถจัดไดเปน 3 กลุมเชนเดิม คือ  

1.กรณีสเกลาร สมการสนามของไอนสไตนสามารถจัดรูปไดเปน 

 2 0n k S                                                                                                     (ก.12) 

เม่ือ   S   คือ  ฟงกชั่นฮารมอนิค (harmonic function) 

        n  คือ ตัวดําเนินการลาปลาส –  เบลทรามี (Laplace – Bertrami operator) 

         2 1 , 0,1,2,...k l l n l                                                                                   (ก.13) 

2.กรณีเวกเตอร สมการสนามของไอนสไตนสามารถจัดรูปไดเปน 

   0~ 2  iVn Vk                                                                                                    (ก.14) 

เม่ือ  ijji
V

ij VDVD
k

V ˆˆ
2
1

  

 iD̂    คือ อนุพันธโคแวเรียนต (covariant derivative) 

  2 1 1, 0,1, 2,...Vk l l n l                      (ก.15) 

3.กรณีเทนเซอร สมการสนามของไอนสไตนสามารถจัดรูปไดเปน 

   0~ 2  ijTn Tk                                 (ก.16) 
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  2 1 2, 0,1, 2,...Tk l l n l                      (ก.17) 

เม่ือทําการจัดรูปสมการขางตนทําใหอยูในลักษณะสมการคล่ืนไดเปน 

   02
2




















 rV

dr
df                                                                              (ก.18) 

โดย  V   คือ ศักยยังผล ในกรณีนี้เปน ศักยยังผลสเกลาร   ศักยยังผลเวกเตอร   ศักยยังผลเทน
เซอร  ดังสมการ  (2.13) – (2.15)  ตามลําดับ 
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