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 We derive the upper bound for the exact ground-state energy of fermionic  
matter involving a single power of the number of electrons in matter, N  . The upper 
bound is based on the following construction. We consider the N   electrons localized in 
k  non- overlapping ordered squares size 2 2L L   with the k  nuclei placed at the 
centers of each square area with appropriate choices of trail wavefunctions for the N  
electrons. 
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บทท่ี 1 
บทน า 

 
1.   ความเป็นมาของงานวิจยั 

 การพจิารณาพลงังานที่สถานะพื้นเป็นวธิกีารหนึ่งที่มคีวามส าคญัต่อการวเิคราะห์ความ
เสถียรของสสาร  โดยในปี พ.ศ.  2511 ไดซอนและเลนาร์ด  ;&Dyson Lenard   1 2  ได้
ท าการศึกษาปญัหาของระบบที่มหีลายอนุภาค ( N อนุภาค) โดยได้แยกพิจารณาเป็นสองกรณี
ไดแ้ก่สสารทีเ่ป็นไปตามหลกักดีกนัเพาลหีรอืสสารประเภทเฟอรม์อิอน  Fermionicmatter   และ
สสารที่ไม่เป็นไปตามหลกักีดกนัของเพาลีหรอืสสารประเภทโบซอน  Bosonic matter  พบว่า
ส าหรบัสสารประเภทเฟอรม์อิอน  Fermionicmatter  พลงังานที่สถานะพื้น NE N ส าหรบั
สสารประเภทโบซอน Bosonic matter  พลงังานที่สถานะพื้นมคี่า ,NE N  1   ซึ่งกฎ
ของเลขยกก าลงัดงักล่าวได้ถูกน ามาพฒันาโดยลปีและเทอลิง่  ;Leib  &Thirring )  3 5  โดย
สสารประเภทเฟอร์มอิอนเนื่องจากพลงังานที่สถานะพื้นมคี่า  NE N  เพราะฉะนัน้เมื่อมกีาร
รวมตวัของสองระบบจะไดพ้ลงังานก่อนการรวมตวัเป็นสดัส่วนกบั 2N N N   และหลงัรวมตวัมี
ค่าเป็นสดัส่วนกบั  2N  จะพบว่าพลงังานก่อนรวมตวักนั และหลงัรวมตวัของสองระบบ ยงัคงมคี่า
เท่าเดมินัน่คอืระบบยงัคงมคีวามเสถียรซึ่งแสดงให้เห็นว่าเมื่อมกีารรวมตวักนัของสสารประเภท
เฟอรม์อิอนจากสองระบบเป็นหน่ึงระบบ สสารจะมกีารขยายตวั  inflation และหากพจิารณาความ
เสถยีรของระบบทีป่ระกอบดว้ยสสารประเภทโบซอนทีม่สีภาพเป็นกลางทางไฟฟ้าม ีประจุบวก N  
อนุภาค และประจุลบ N  อนุภาค นัน่คอื ในหนึ่งระบบ ประกอบด้วย 2N  อนุภาค และถ้าน าสอง
ระบบมารวมกนัจะเป็นระบบทีป่ระกอบดว้ย 2 2N N  อนุภาคโดยประจุบวกถูกตรงึอยู่กบัที ่ เมื่อ
พจิารณาเฉพาะประจลุบทีเ่คลื่อนที ่พบว่าพลงังานก่อนการรวมตวักนัมคี่าเป็นสดัส่วนกบั N N 

2N และหลงัรวมมคี่าเป็นสดัส่วนกบั  N N


  2N


 เป็นผลให้ เมื่อมกีารรวมตวักนัของ

สองระบบเป็นหน่ึงระบบของสสารประเภทโบซอนจะมกีารคายพลงังานออกมา    2 2N N
  

  
2310N  อนุภาค จะเห็นว่า พลงังานที่คายออกมามลีกัษณะไม่เป็นเชงิเส้นซึ่งแสดงถงึความไม่

เสถยีรของสสารดว้ยเหตุนี้เมื่อมกีารรวมตวักนัของสสารประเภทโบซอนจาก 2 ระบบเป็น 1 ระบบ
จะเกดิการยบุตวั

   ในปี พ.ศ.2548 มโนเกยีนและสรินิิลกุล  6  แสดงใหเ้หน็ว่าเมื่อพจิารณาการเพิม่ขึน้ของ

ปริมาณความหนาแน่นของประจุ  x ในลักษณะทรงกลม   พบว่าเมื่อรัศมี R  มีอัตราการ

ขยายตวัมากกว่า 1/3N  จะท าใหร้ะบบมสีเถยีรภาพ โดยที่ N แทนจ านวนอเิลก็ตรอน  โดยในอดตี 



2 
 

นักวจิยัหลายท่านได้ศกึษาหาค่าพลงังานที ่สถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนและโบซอนใน

สองมติ ิ

   ในปี พ.ศ.2547 มโนเกยีนและมุทาพร   . . &  .Manoukian E B Muthaporn C  7  ไดใ้ช้
ฟงัก์ชนัคลื่นทดลองเพื่อหาขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพื้นของสสารประเภทโบซอนโดยเมื่อ
พจิารณาในสองมติไิด้  20.0002NE N   ในปี พ.ศ.2553 กติตศิกัดิ ์ศรวีงค์ษา และคณะ  8 9

ได้ท าการหาขอบเขตล่างของพลงังานที่สถานะพื้นในสองมติขิองสสารประเภทเฟอรม์อิอนและโบ
ซอนโดยใช้ฟงัก์ชนัความหนาแน่นของประจุได้ขอบเขตล่างของพลงังานที่สถานะพื้นของสสาร
ประเภทโบซอนมคี่า  2

max4 1NE N Z    โดย maxZ  แทนประจุทีอ่ยู่ในนิวเคลยีสในหน่วย e  
ขอบเขตล่างของพลงังานที่สถานะพื้นของสสารประเภทเฟอรม์อิอนมคี่า  max4 1NE qN Z     
ในหน่วยรดิเบริก์โดยที ่  2 1q s   แทนจ านวนของสถานะสปิน และ s  แทนเลขสปินของอนุภาค 

   เพื่อให้ครอบคลุมการศกึษาพลงังานที่สถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติิ
ผู้วิจยัจงึท าการศึกษาขอบเขตบนของพลงังานสถานะพื้นของสสารประเภทเฟอร์มอิอนภายใต้
ฟงัก์ชนัคลื่นทดลองและศกัยแ์บบคูลอมบ์ในสองมติ ิเพื่อใช้เปรยีบเทยีบค่าขอบเขตล่างพลงังานที่
สถานะพื้นของสสารประเภทเฟอร์มอิอนและน าค่าขอบเขตของพลงังานที่สถานะพื้นดงักล่าวมา
ศกึษาความเสถยีรของสสารต่อไป 

 

2. ความมุ่งหมายของงานวิจยั 

        สามารถค านวณหาค่าขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอน
ในสองมติ ิ

 

3. ความส าคญัของการวิจยั 

         ใชฟ้งักช์นัคลื่นทดลองในการหาขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพื้นของสสารในสองมติ ิ

 

4. ขอบเขตของการวิจยั 

 ต าแหน่งของนิวเคลยีสและอเิลก็ตรอนทีใ่ชใ้นการวเิคราะหแ์สดงในภาพประกอบที ่1 โดยที ่

 

 

 

  



3 
 

iR แทนเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของนิวเคลยีส iZ e+  

jR แทนเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของนิวเคลยีส jZ e+  

ix แทนเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของอเิลก็ตรอน i  

jx แทนเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของอเิลก็ตรอน j  

 

 

 

 

 

 

 

พจิารณาระบบทีเ่ป็นกลางทางไฟฟ้า 
 

1

, 2

k

i

i

N z k



        1.4.1   

 และก าหนดใหป้ระจบุวกไม่เคลื่อนที ่ โดยก าหนดใหค้่าคงตวัทางไฟฟ้า 
0

1

4

 
 
 

 มคี่าเป็น 1  

จะเขยีนตวัด าเนินการแฮมลิโทเนียน  Hamiltonian Operator  ไดด้งันี้ 

2 22

1 1 1

ˆˆ
2

N N k N k
i j i j ji

i j i j i ji i j i j i j

e e z z e z ep
H

m x x R R x R
   1.4.2   

 

โดยที ่ N แทนจ านวนอนุภาคและ k  แทนจ านวนนิวเคลยีส  

2

1

ˆ

2

N
i

i

p

m
 แทนตวัด าเนินการของพลงังานจลน์ของระบบ 

N
i j

i ji j

e e

x x
  แทนพลงังานศกัยท์ีเ่กดิจากประจลุบตวัที ่ i  กบัประจลุบตวัที ่ j  

ภาพประกอบ 1ระบบท่ีใชใ้นการวเิคราะห์  

jx

-i jx x  
je  

ie
 

y

i jx R  
-i jR R  

ix  

iR  

jR  

iZ e+  

jZ e+  

x
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2k
i j

i ji j

z z e

R R
 แทนพลงังานศกัยท์ีเ่กดิจากประจุบวกตวัที ่ i  กบัประจบุวกตวัที ่ j  

2

1 1

N k
j

i ji j

z e

x R
แทนพลงังานศกัยท์ีเ่กดิจากประจุบวกตวัที ่ i  กบัประจลุบตวัที ่ j  

 

ขอบเขตของงานวจิยัสามารถหาค่าดงัต่อไปนี้ได้ 
1 หาและไดข้อบเขตบนของพลงังานศกัยค์ลูอมบท์ีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอน 
2 หาและไดค้่าของพลงังานจลน์ทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติ ิ
3 หาและไดข้อบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติ ิ

 
5. ประโยชน์ท่ีได้รบัจากการวิจยั  

ทราบค่าขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติ ิเพื่อ
น าไปเปรยีบเทยีบกบัขอบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติ ิ
เพื่อวเิคราะหค์วามเสถยีรของสสารต่อไป 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทท่ี 2 
ทฤษฏีและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้อง 

 
ทฤษฎทีีเ่กีย่วขอ้งกบังานวจิยัน้ีประกอบดว้ย   
      

1. สมการชเรอดงิเงอร ์        
2. สมการชเรอดงิเงอร ์ 2 มติใินพกิดัเชงิขัว้      
3. แสดงการหาฟงักช์นัคลื่นไฮโดรเจนอะตอมทีส่ถานะพืน้ใน 2 มติ ิ   
4. บ่อศกัยล์กึจ ากดั 
5. บ่อศกัยล์กึอนนัต์ 
6. ฟงักช์นัคลื่นของอนุภาคอสิระในสองมติ ิ  
7. การค านวณค่าเบือ้งตน้ของพลงังานสถานะพืน้ของไฮโดรเจนหนึ่งอะตอมใน 2 มติ ิ 
8. ระบบทีม่หีลายอนุภาค        
9. เอกสารงานวจิยัทีเ่กีย่วขอ้ง        
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1. สมการชเรอดิงเงอร ์  Schrodinger equation  

พจิารณาปญัหาของอนุภาคเดีย่วในหน่ึงมติไิดส้มการชเรอดงิเงอรด์งัน้ี 

     
2 2

22
V x x E x

m x
 

 
   

 
      2.1.1  

เนื่องจากในกรณีของตวัแปรเดีย่วนัน้ 

   x d x

x dx

 



  

   2 2

2 2

x d x

x dx

 



 

ดงันัน้ สมการชเรอดงิเงอรจ์งึกลายเป็น 

 
     

22

22

d x
V x x E x

m dx


   

   
 2.1.2  

กรณปีญัหาสองอนุภาคเช่นอะตอมไฮโดรเจนไดส้มการชเรอดงิเงอรใ์น 2   มติพิกิดัฉากเป็น 

   
2 2 2

2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

, ,
2 2

Ze
r r E r r

m m r r
 

  
      

  

  2.1.3  

เมือ่ 1 2,r r  คอืเวกเตอรบ์อกต าแหน่งของอเิลก็ตรอนกบันิวเคลยีสตามล าดบั 

1 1 1
ˆ ˆr x i y j   

2 2 2
ˆ ˆr x i y j   

2 2
2

1 2 2

1 1

2 2
2

2 2 2

2 2

x y

x y

 
  

 

 
  

 

 

ส่วน  1 2,r r  คอืฟงักช์นัคลื่นทีม่ตีวัแปรสีต่วัคอื     1 2 1 1 2 2, , , ,r r x y x y   
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2. สมการชเรอดิงเงอร ์ 2  มิติในพิกดัเชิงขัว้  

2
2

2
V E

m
 

 
   

  

 

  
2 2

2 2

1 1

2
r V E

m r r r r

 
 



      
             

 

จาก     R r S   

 
2 2

2 22

S R R S
r V E

m r r r r
 



      
             

 

หารดว้ย     R r S   ได ้

 2 2

2

1 1
0

2

V ER S
r

m Rr r r Sr RS





       
             

 

      
2 2

2 2

1 1

2

R S
r E V

m Rr r r Sr 

      
             

 

            
2 2

2 2

1 2r R S mr
r E V

R r r S 

     
           

 

    
2 2

2 2

2 1r R mr S
r E V

R r r S 

     
            

 

จากสมการทางดา้นซา้ยขึน้กบัตวัแปร r  และดา้นขวาขึน้กบั   สมการจะเป็นจรงิไดเ้มื่อเท่ากบัค่า
คงตวัเท่านัน้ 

    
2

2

2r R mr
r E V

R r r


  
   

  
    2.2.1  

                 
2

2

1 S

S




  
   

   

  2.2.2  

สมการ  2.2.1 เรยีกว่า สมการเชงิอนุพนัธย์อ่ยเชงิรศัม ี  Radial part  

สมการ  2.2.2 เรยีกว่า สมการเชงิอนุพนัธย์อ่ยเชงิมุม  Angular part  
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ต่อมาพจิารณาสมการ  2.2.1  แทน  
 r

R r
r


  และ   1                                                         

ได ้   

                              
  

   
22 2

2 2

1

2 2

d
r V r r E r

m dr mr
  

 
   
  

   2.2.3  

จากสมการ  2.2.3  ให ้u  แทนมวลลดทอน  Reduce mass      

 
  22 2

2 2

1

2 2

d
V r E

u dr ur


 

 
    

 

             2.2.4  

โดย  
 r

R r
r


  

แทนค่า
 

2Ze
V

r
   เนื่องจากจากประจุทีม่นีิวเคลยีสเป็น Ze  และอเิลก็ตรอนมปีระจ ุ e  

ซึง่เป็นกรณขีองอะตอมคลา้ยไฮโดรเจน 

  
 

  22 2 2

2 2

1

2 2

d Ze
E

u dr r ur


 

 
     

 

             2.2.5  

 เปลีย่นตวัแปรโดยให ้

   
8u E

r                   2.2.6  

 และ  
2

2

u Ze

E
                   2.2.7  

โดย   เป็นตวัแปรของการกระจดั และ   เป็นตวัแปรของพลงังาน 

พจิารณา 

  
8u Ed d d d

dr d dr d
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2 2

2 2 2

8u Ed d d d d d d

dr dr dr d dr dr d

    

 

    
      

    
 

แทนค่าในสมการ  2.2.5  จะได ้

  
 

 
2

22 2 2

2 2 2

18 8
8

2 2

u E u Ed Ze
u E E

u d u


  

  


       

จดัรปูสมการใหม่ 

 

 2 2

2 2

18
4 4

d Ze u

d E


  

  


     

 2

2 2

1
0

4

d

d

  
 

  


     

หรอื  
         

 2

2 2

1 1
0

4

d

d

 
 

  

  
    

 
             2.2.8  

เนื่องจาก   มขีอบเขตตัง้แต่ 0 ถงึ   ดงันัน้ค าตอบของสมการ  2.2.8 จะตอ้งหาค่าไดท้ี ่ 0 

และ  ซึง่ส าหรบั  สมการ  2.2.8  ลดรปูเป็น 

     

2

2

1
0

4

d

d





 

 
 
พบว่า 
 

2e





    
 

จาก   เป็นตวัแปรทีข่ ึน้กบั r  ดงันัน้จะก าหนดใหค้ าตอบของสมการ  2.2.8 เป็น 

       2F e


  


             2.2.9  

แทนค่าสมการ  2.2.9   ในสมการ  2.2.8  

    
   

   
2

2 2

1 1
0

4 4

Fd d
F F F F

d d
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2

2 2

1
0

d d
F F F

d d


  

   

 
    

 
       2.2.10  

แกส้มการ  2.2.10  ไดโ้ดยก าหนดให ้  F  อยูใ่นรปูอนุกรมตามสมการ 

 
   

 
1

k

k

k

F A 




              2.2.11  

ซึง่  F   จะมคี่าเป็น 0  ดงันัน้ฟงักช์นัคลื่นจะเท่ากบัศูนยท์ี ่ 0r    

พจิารณา 

      1

1

k

k

k

dF
A k

d











  

  
          

 
  

2

2

2
1

1 k

k

k

d F
A k k

d











   

แทนค่าในสมการ  2.2.10 จะได ้

  
 2 1

2
1 1 1

1
1 0k k k

k k k

k k k

A k k A k A k


  
 

  
 

  

 
     

 
             2.2.12  

พจิารณาสมัประสทิธิข์องสมการ  2.2.12  ทีม่กี าลงัของ   เท่ากนั 

     11 1 0k kk k A k A
           เมือ่ 2k   

 
    

1

1 1

k

k

A k

A k k

 


  
   เมือ่ 2k   

เมือ่ k   ได ้ 1 1

1

k

k

A

A k

 


 แสดงว่าอนุกรมจะหาค่าไมไ่ดถ้า้ไมม่กีารหยดุอนุกรมและทีค่่า  

ใดๆ เมือ่ k   เพื่อใหอ้นุกรมหยุดได ้และเลอืกค่า k  ทีไ่มท่ าใหต้วัเลขเป็นศูนยโ์ดยให ้

1rk n    

    1rn     

ให ้ n   โดยเรยีก n  ว่าเลขควอนตมัหลกั  Principal quantum number  

    1rn n     เมือ่ rn  เป็นเลขควอนตมัเชงิรศัม ี
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เนื่องจาก 0rn   ดงันัน้ n  ตอ้งมคี่า 

1. 1n    
2. n  เป็นจ านวนเตม็ 

และได ้        2
nR F e



 


  

     2

1

k

k

k

A e



 



 
  
 
  

โดย kA เป็นสมัประสทิธิท์ีม่คี่าขึน้กบั n และ   

 
 

 
 

1

2 1

2 12
3

1 !2

2 1 !
n n

nZ
R r e L

na n n










    
   

      

  

 เมือ่  
2

2
a

ue
   แทนรศัมขีองบอรห์  Bohr radius   

และ  p

qL   เป็น Associated Laguerre polynomial   เมือ่พจิารณาทีส่ถานะพืน้จะได้   

  0
10

r

a
a

R r e
a



     2.2.13  

พจิารณาสมการ  2.2.2  Angular part   

       
2

2
0

d S
S

d



   

และ         ; 0iS Ae         

      ; 0S A B      

เนื่องจาก     มคี่า 0 ถงึ 2   และ    2S S    ดงันัน้   ตอ้งเป็นจ านวนเตม็ 

2 ... 3, 2, 1,0,1,2,3,...m m       

ได ้  

 
1

2

imS e 


      2.2.14  

 



12 
 

3. การหาค่าฟังกช์นัคล่ืนไฮโดรเจนอะตอมท่ีสถานะพืน้ 1  1, 0n   ใน 2  มิติ 

จาก               2d r rdrd  

พจิารณาภายใตเ้งือ่นไข      
2

2 1d r        2.3.1  

จาก                                              ,r R r S    

   
2

2 2 2

0 0

rdrd R r rdr S d



   



    

จาก      0
10

r

a
a

R r e
a



     โดยที ่ a   แทน  Bohr radius   
2

2
, a

me
   ได ้    

0

2
a


     

 

 ,r  ทีส่ถานะพืน้ 2 มติมิคี่า 

 
2 1

r

ar e
a






  โดยที ่ a  แทน  Bohr radius    

ให ้   1

a
     ได ้      

 
2 rr e  


                 2.3.2  

 

 

 

 

 

 

1  .         

        .

  

Siri Sirininlakul Basic Calculations of Ground State Energy of Two Dimensional

Fermionic Matter Consisting of One and Two Hydrogen Atoms

Srinakharinwirot Science Journal
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4. บ่อศกัยลึ์กจ ากดั  finite squarewell potential  

  

 

 

 

 

ภาพประกอบ 2  รปูร่างของบ่อศกัยล์กึจ ากดั  finite square well และฟงักช์นัทางคณติศาสตร ์

ทีม่า :  

 

คอื     
0

0

V

V




 



   

 วเิคราะหส์มการชเรอดงิเงอรไ์ด้ 

22

022

I
I I

d
V E x a

m dx


                  2.4.1  

         

22

22

II
II

d
E a x a

m dx


               

  2.4.2  

       

22

022

III
III III

d
V E

m dx


                    x a         2.4.3  

สมการ  2.4.1 จดัอยูใ่นรปูใหมไ่ดว้่า 

      
 

2

02 2

2I
I

d m
V E

dx


 

 
จะไดผ้ลเฉลยอยูใ่นรปู 

 1 2
x x

I A e A e      2.4.4  

  

 V x  

 

 0V    

 1995Griffiths, David J. .Introduction to Quantum Mechanics.London. 

Prentice Hall International, Inc.
 

 1
,   . 1995 .    . . 

  , .

Griffiths David J Introduction to Quantum Mechanics London

Prentice Hall International Inc

 

บริเวณ III  
0V  

บริเวณ I  

a  
x  

บริเวณ II  

a  

เมือ่ a x a    

เมือ่ x a  
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พจิารณาในบรเิวณ I  เมือ่ x  ส่งผลให้ xe    แต่จากเงือ่นไขทีว่่า ฟงักช์นัคลื่นจะตอ้ง

มคี่าจ ากดัทุกต าแหน่งของ x  ดงันัน้ผลเฉลยสมการ  2.4.4 เป็น 

x
I Ae                2.4.5  

จากเหตุผลขา้งต้น ผลเฉลยของสมการ  2.4.3  คอื 

x
III Be                2.4.6  

ส่วนผลเฉลยของสมการ  2.4.2 คอื 

sin cosII C kx D kx                2.4.7  

เมือ่ 
     

2mE
k   

เงือ่นไขขอบเขต 

 ฟงักช์นัคลื่นและอนุพนัธต์อ้งมคี่าต่อเนื่องตรงรอยต่อนัน่คอื 

1. ที ่ ;x a    I II 
    

 

     
sin cosaAe C ka D ka       

      
I IId d

dx dx

 
   

   cos sinaAe k C ka D ka     

2. ที ่ ;x a          II III       

         sin cos aC ka D ka Be      

     
II IIId d

dx dx

 
   

      cos sin ak C ka D ka Be      

   ก าหนดให ้ 

   x x    เป็นฟงักช์นัทีม่ชีื่อเรยีกว่า ฟงักช์นัคู่  even function  
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   x x       เป็นฟงักช์นัทีม่ชีื่อเรยีกว่า ฟงักช์นัคี ่  odd function  

จากผลทีไ่ด ้ท าใหส้ามารถแยกเขยีนผลเฉลยในสมการออกเป็นฟงักช์นัคู่และเป็นฟงักช์นัคีไ่ดว้่า 

ฟงักช์นัคู่    x x    

  x
I x Ae   

  cosII x D kx   

  x
III x Ae    

ฟงักช์นัคี ่    x x     

  x
I x Be  

 

  sinII x C kx   

  x
III x Be    

ดงันัน้ จงึเลอืกใชเ้งือ่นไขขอบเขตที ่ x a   ในกรณขีองฟงักช์นัคู่ 
   II IIIa a    

ได ้   
cosaAe D ka                2.4.8  

น าสมการ  2.4.8 มาหาอนุพนัธ ์   

      sinaAe kD ka                  2.4.9  
เมือ่หารสมการ  2.4.9 ดว้ยสมการ  2.4.8 จะพบว่า 

      tank ka              2.4.10  

ในกรณฟีงักช์นัคีพ่จิารณาขอบเขต x a  

            II IIIa a   

        sin aC ka Be              2.4.11  

น าสมการ  2.4.11 มาหาอนุพนัธ ์

      cos aCk ka Be                2.4.12  
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น าสมการ  2.4.12 หารดว้ยสมการ  2.4.11  

cotk ka                2.4.13  

สงัเกตว่า 

           
 2 2 0

02 2 2

22 2 mVmE m
k V E    

 

   
   

2
2 2 0

2

2mV a
ka a      

ซึง่ถา้ให ้ x ka  และ y a  สมการ จะเขยีนใหมไ่ดว้่า 

  
2 2 2x y R                2.4.14  

 

ซึง่เป็นสมการวงกลม โดยมรีศัม ี  
2

02mV a
R    

 
สมการ  2.4.10  และ  2.4.13 นัน้ เมือ่คณูทัง้สองขา้งดว้ย a  จะได ้    

 
tana ka ka   และ cota ka ka    

 
หรอืเมือ่เขยีนใหอ้ยูใ่นเทอมของ x  และ y จะได ้

tany x x  ( กราฟเสน้ทบึ )           2.4.15  
และ 

coty x x   (กราฟเสน้ประ)           2.4.16  
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
                                     

 
ภาพประกอบ 3กราฟแสดงจุดตดัหรอืผลเฉลยของสมการ  2.4.14 ถงึ  2.4.16  

       ทีม่า ;     

0x

 
2x

 
1x

 

x
 

y

 

 Griffiths, David J. 1995 .Introduction to Quantum Mechanics.London. 

Prentice Hall International, Inc.
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ผลเฉลยของสมการกค็อืจุดตดัของกราฟกรณนีี้จดุตดัเกดิขึน้ทีต่ าแหน่ง 0 1 2, ,x x x  ตามล าดบั จาก
ความสมัพนัธ ์

2mE
k   และ x ka , n nx k a  

         

2 2
2 2

22 2
E k x

m ma
   , 

2
2

22
n nE x

ma
  

ดงันัน้เมือ่แทนจดุตดัดงักล่าว จะไดค้่าพลงังานต่างๆ ดงันี้ 

 
2

2
0 022

E x
ma

  

 
2

2
1 122

E x
ma

  

 
 

2
2

2 222
E x

ma
  

นัน่ คอื ค่าพลงังานของอนุภาคในบ่อศกัยล์กึจ ากดัมคี่าไมต่่อเนื่องกนั ซึง่สอดคลอ้งกบัทฤษฎี
ควอนตมั 
เมือ่พจิารณค่าไอเกนแต่ละค่าไดด้งันี้ 

0n   ฟงักช์นัคู่ 

              0
x

I x Ae
 

 

                      0cosII x D k x   

                                                     0
x

III x Ae
 

  
 

เมือ่ 0
0

x
k

a
  และ  0 0

0

2m V E



  

 

1n    ฟังก์ชนัค่ี           

      1
x

I x Be  
 

            1sinII x C k x   

           1
x

III x Be    
 

เมือ่ 1
1

x
k

a
  และ  0 1

1

2m V E



  

2n   ฟงักช์นัคู่ 

             2
x

I x Ae 
 

     2cosII x D k x 
 

         2
x

III x Ae  
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เมือ่ 2
2

x
k

a
  และ  0 2

2

2m V E



  

 

ซึง่รปูร่างของฟงักช์นัไอเกนเหล่าน้ีแสดงในภาพประกอบที ่ 4   

 

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 4 : ฟงักช์นัไอเกนของบ่อศกัยล์กึจ ากดั  

        ทีม่า;  

 

 

5. บอ่ศกัยลึ์กอนันต ์  Infinite well   

 

 

 

 

 

ภาพประกอบ 5  รปูร่างของบ่อศกัยล์กึอนนัต ์  infinite square well และฟงักช์นัทางคณติศาสตร ์

        ทีม่า;  

2n 

1n   

0n 

-a
 

a
 

 , . 1995 . . .Griffiths  David J Introduction to Quantum Mechanics London  

Prentice Hall International, Inc.
 

 

 0V    

บริเวณ III   บริเวณ I  

2L  
x  

บริเวณ II  

0  

V   
V   

 , . 1995 . . .Griffiths  David J Introduction to Quantum Mechanics London  

Prentice Hall International, Inc.
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ฟงักช์นัทางคณติศาสตร ์คอื 

 

0

V x




 


  

             

วเิคราะหส์มการชเรอดงิเงอรไ์ด้ 

2 2

22
I I

d
V E

m dx


                            0x        2.5.1   

22

22

II
II

d
E

m dx


                 0 2x L                2.5.2  

22

22

III
III III

d
V E

m dx


                     2x L               2.5.3  

ให ้ , ,I II III    แทนฟงักช์นัคลื่นในแต่ละช่วง 

จาก บรเิวณ  0x    และ 2x L   ซึง่  V  เท่ากบัอนันต ์      

ไดผ้ลเฉลย 

  0I x                2.5.4  

  0III x                2.5.5  

จดัรปูสมการ  2.5.2  ได ้

2

2 2

2II
II

d mE

dx


    

         2
IIk    

เมือ่ 
2

2mE
k   ไดผ้ลเฉลย 

  sin cosII x A kx B kx                 2.5.6  

โดยที่ A  และ B  คอืค่าคงทีใ่ดๆ 

0x  ,  2x L  

0 2x L    
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เงือ่นไขขอบเขต 

เงือ่นไขขอบเขต  boundary condition  หมายถงึ ฟงักช์นัคลื่นและอนุพนัธต์อ้งมคี่า

ต่อเนื่อง 

ทุกแห่ง ดงันัน้ I II   ตรงรอยต่อ 0x    

0B       

ได ้     sinII A kx                                           2.5.7  

ส่วนตรงรอยต่อ 2 ;x L  II III   หรอื 

0 sin 2A kL  

จะได ้                2kL n  

2

n
k

L


  

เมือ่ n  เป็นจ านวนเตม็บวก 

 
2 2 2

28
n

n
E

mL


                      2.5.8   

สรปุไดว้่า 

อนุภาคในบ่อศกัยอ์นนัต์นัน้มรีะดบัพลงังานเป็นชัน้ๆและฟงักช์นัคลื่นเป็น 

  
n

sin
2

II

x
x A

L


                         2.5.9  

เมือ่ n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
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6. ฟังกช์นัคล่ืนของอนุภาคอิสระใน 2 มิติ  

พจิารณาจากสมการชเรอดงิเงอรท์ีไ่มข่ึน้กบัเวลา โดยก าหนดพลงังานศกัยม์คี่าเป็นศูนย์  ดงันี้  

   2 2, , 0x y k x y                  2.6.1  

เมือ่    
2 2

2

2 2x y

 
  

 
  และ 2

2

2mE
k   

รปูฟงักช์นัทีส่ามารถแยกตวัแปร   Separable Function ใน 2 มติ ิพจิารณาพกิดัฉาก 

  Cartesian Coordinates  ได ้ดงันี้ 

     ,x y X x Y y                 2.6.2  

เมือ่  ,x y  แทนฟงักช์นัคลื่นใน 2 มติ ิ

  X x   แทนฟงักช์นัคลื่นทีข่ ึน้กบั x  

  Y y   แทนฟงักช์นัคลื่นทีข่ ึน้กบั y  

 

น า  2.6.2 แทนในสมการ  2.6.1  ได ้ดงันี้ 

        

 
   

 
     

2 2
2 2

2 2

d d
0

d d
x y

X x Y y
Y y X x k k X x Y y

x y

 
     
  

 

 

น า    X x Y y หารทัง้สองขา้งของสมการ จะได ้

 

 

 

 2 2
2 2

2 2

d d1 1
0

d d
x y

X x Y y
k k

X x Y yx y
     

         
 

 
2

2

2

d
0

d
x

X x
k X x

x
       2.6.3  

 
 

2
2

2

d
0

d
y

Y y
k Y y

y
                2.6.4  
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ผลลพัธข์องสมการ  2.6.3 และ  2.6.4   คอื 

  i
0

x
k x

X x C e                2.6.5    

 
i

1
y

k y
Y y C e               2.6.6  

เมือ่ 0C  แทนค่าคงทีท่ีไ่ดจ้ากการแก้สมการอนุพนัธอ์นัดบัสองของ   X x  

1C  แทนค่าคงทีท่ีไ่ดจ้ากการแก้สมการอนุพนัธอ์นัดบัสองของ  Y y  

เมือ่ท าการนอรม์อลไลซจ์ะไดค้่า  0 1

1

2
C C


   

จะได ้         
1

2
x

ik x
X x e


  

      
1

2

y
ik y

Y y e


  

และ           ,x y X x Y y   

   
 

 i1
,

2

x y
k x k y

x y e



               2.6.7            
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7. การค านวณค่าเบือ้งต้นของพลงังานสถานะพืน้ของไฮโดรเจนหน่ึงอะตอมใน

สองมิติ  

 

 

 

 
 
ภาพประกอบที ่6 : แบบจ าลองการค านวณค่าพลงังานสถานะพืน้ของไฮโดรเจนอะตอม 

เมือ่พจิารณาระบบเป็นกลางทางไฟฟ้า 
1

, 2

k

i

i

Z N k



   และก าหนดใหป้ระจุบวกไมเ่คลื่อนที่ 

 จะไดค้่าฮามลิโทเนียนของระบบ 

2 22 2

1 1 1

ˆ

2

N N k N k
i j ji

i j i j i ji i j i j i j

Z Z e Z ep e
H

m x x L L x L    

   
  

                2.7.1  

กรณสีสารประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ยไฮโดรเจนอะตอม 1 อะตอมจะได ้

 

 

 

  

ภาพประกอบที ่ 7 : แบบจ าลองไฮโดรเจนอะตอม 

ให ้ 1 1-x L r  

22

1 1 1

ˆ

2

N N k
ji

i ji i j

Z ep
H

m x L  

 


   

 

    

1 1-x L  1x  

1L


 

y

 

   + 

   

- 

x
 

jx

-i jx x  
je  

ie
 

y

-i jx L
-i jL L  

ix  

iL  

jL  

iZ e  

jZ e+  

x
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จากฟงักช์นัคลื่นแบบอสมมาตร  anti symmetric wave function ใน 2 มติขิองสสารประเภทเฟอรม์ิ

ออน 

   1 1

1
,..., det ,

!
N N jx x x

N
         

ซึง่ฟงักช์นัคลื่นดงักล่าวพจิารณาภายใตเ้งือ่นไข 

 
1,...,

22 2 2
1 2 1 1 2 2, ..., , ,..., 1

N

n

N N Nd x d x d x x x x

 

       

   i j ij



                   2.7.2  

จากวธิกีารแยกตวัแปร 

     1 1 1,j j jx x      โดย  j   แทน spin function  

จะไดว้่าถ้าค่า spin  ต่างกนั ค่าของฟงักช์นัคลื่นจะเป็นเซตทีต่ ัง้ฉากกนั  orthogonal  

0ij   เมือ่ i j  

1ij   เมือ่ i j  

จากสมการ  2.3.2 ฟงักช์นัคลื่นของไฮโดรเจนอะตอมในสองมติ ิ

       1 1

1 1 1 1 1 1

2
,

x L
x x L e


       



 
     2.7.3  

    

2

2

me
   

โดยที่ 1


แทน Bohr radius  

เมือ่พจิารณากรณขีองไฮโดรเจนอะตอม 1 โมเลกุลจะพบว่าเทอมที ่ 2  และ 3  ของสมการที ่
 2.7.1  จะไมถู่กน ามาคดิโดยจะไดค้่าคาดหวงัของพลงังาน 

2 2
1

1 1

ˆ

2

p e
H

m x L
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พจิารณาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ได้ 

     
2 2

21
1 1 1 1 1

ˆ
, ,

2 2

p
d x x x

m m
                   2.7.4  

จาก     
2 2 2

21ˆ

2

r r
r r

p
d r e e

m m

 
 



 
    

        
2 4 2

2

0 0
d drre r

m








    

        
2 4

2

0

2
drre r

m

 
   

  ให ้ 2u   และ
  

1

0

ure dr u



   

2

20 0

1
d dr urre r e r

u u


 

 
  

   

          
2

1

4
  

ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ 

  

2 2 2
1ˆ

2 2

p

m m


    

 

พจิารณาค่าคาดหวงัของพลงังานศกัยค์ลูอมบ์ 

         
   2

1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
, ,d x x x

x L x L
     

              2.7.5  

           
     2

1 1 1 1 1
1 1

1
d x x x

x L
     


  

แทนค่าฟงัก์ชนัคลื่นจะได ้

        

1 1 1 1

2
2 2

1
1 1 1 1

2 1 2x L x Le
e d x e e

x L x L
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1 12 2
2

1
1 1

2
x L

e e
d x

x L






 

 
  

ก าหนดให ้  1 1-D x L  และ D D  

จะได ้  2 2
1d D d x   เปลีย่นตวัแปรลงในสมการขา้งตน้จะได้ 

1 1
2 22 2 2 2

2 2
1

1 1

2 2
x L D

e e e e
d x d D

x L D

 
 

 

  

  
   

       

2 2 2
2

0 0

2
d dDe
De








     

       
22e                       2.7.6  

ค่าพลงังานทีส่ถานะพืน้ส าหรบัสสารประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ยไฮโดนเจนอะตอม 1 อะตอม 

  
2 2

22
2

H e
m


     

แทน  
2

2

me
    

  

2
2 2 2

2

2 2
2

2

me me
H e

m
 

   
       

   

 

        

4

2

3

2

me
                      2.7.7  

ไดพ้ลงังานทีส่ถานะพืน้แบบแมน่ตรงของอะตอมไฮโดรเจนหนึ่งอะตอมเท่ากบั 
4

2

3

2

me
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8. ระบบท่ีมีหลายอนุภาค 

การวเิคราะหป์ญัหาสสารทีป่ระกอบดว้ยอนุภาคหลายตวัเมือ่ใชห้ลกัการพจิารณาอนุภาคที่
เหมอืนกนัทุกประการ  identical particles  พจิารณาปญัหาในสองมติจิะไดเ้ทอมของพลงังาน
จลน์ดงันี้ 

 
2

22 2
1 1

1

... ,...,
2

N

N j N

j

d x d x x x
m





      2.8.1  

เมือ่พจิารณาอนุภาคทัง้สองทีเ่หมอืนกนัทุกประการ ท าให้ 

   

   

1 2 2 1

1 2 2 1

, ,

ˆ ˆ, ,

V x x V x x

H x x H x x




 

ส าหรบัโอกาสทีจ่ะพบอนุภาค 

    1 2 2 1, ,P x x P x x  

              
2 2

1 2 2 1, ,x x x x   

    1 2 2 1, ,x x x x                2.8.2  

จากสมการ  2.8.2 ฟงักช์นัคลื่นซึง่เป็นผลเฉลยของสมการชเรอดงิเงอรข์องระบบทีม่หีลายอนุภาค
แบ่งเป็น 

ฟังกช์นัคล่ืนแบบสมมาตร เมือ่พจิารณาฟงักช์นัคลื่นแบบสมมาตรใน ระบบ N  อนุภาค จาก 
ระบบ อนุภาคเดีย่ว 1 2 3, , ,..., N     เขยีน สมการฟงักช์นัคลื่นแบบสมมาตร ได ้ดงันี้  

       1 2 1 1 2 2

1 ˆ, ,..., ,...,
!

s N N N

P

x x x P x x x
N

         2.8.3  

เมือ่  

s  แทนฟงักช์นัคลื่นรวมของระบบทีส่มมาตร 

1

!N
 แทนค่าคงทีท่ีไ่ดจ้ากเงือ่นไขการนอรม์อลไลซ์ 

 ˆ ...P  แทนตวัด าเนินการเรยีงสบัเปลีย่นอนุภาคและเลขควอนตมั  

i     แทนฟงักช์นัคลื่นทีเ่ป็นไปไดท้ัง้หมดของแต่ละอนุภาคตัง้แต่อนุภาคตวัที1่ถงึ
อนุภาคตวัที ่ N  

ix  แทนเวกเตอรต์ าแหน่งของอนุภาคตวัที่ i  
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ฟังกช์นัคล่ืนแบบอสมมาตร ฟงักช์นัคลื่นแบบอสมมาตร ในระบบ N    อนุภาค จากระบบอนุภาค
เดีย่ว 

1 2 3, , ,..., N    นิยามในรปูของสเลเตอรด์เีทอรม์แินนต์   Slater Determinant  ดงันี้ 

         1 2 1 1 2 2

1 ˆ, ,..., 1 ,...,
!

P
A N N N

P

x x x P x x x
N

            2.8.4  

จะไดว้่า   

     
     

     

1 1 2 2

1 1 2 2
1 2

1 2

1
, ,...,

!

N N

N N
A N

N N N N

x x x

x x x
x x x

N

x x x



  

  


  

 

เมือ่ A  แทนฟงักช์นัคลื่นรวมของระบบทีอ่สมมาตร  antisymmetric wavefunction  

 P̂  แทนตวัด าเนินการเรยีงสบัเปลีย่นอนุภาคและเลขควอนตมั 

i  แทนฟงักช์นัคลื่นทีเ่ป็นไปไดท้ัง้หมดของแต่ละอนุภาคตัง้แต่อนุภาคตวัที1่ถงึ
อนุภาคตวัที ่ N   

ix  แทนเวกเตอรต์ าแหน่งของอนุภาคตวัที่ i  

อนุภาคโบซอนและอนุภาคเฟอรมิ์ออน    Bosons and Fermions   

             ในทางกลศาสตรค์วอนตมั แบ่งประเภท ของอนุภาคตามรปูแบบฟงักช์นัคลื่น และสปิน 

ได ้ดงัต่อไปนี้  

อนุภาคโบซอน  Bosons   

อนุภาคโบซอนเป็นอนุภาคทีม่ฟีงักช์นัคลื่นแบบสมมาตรและมเีลขสปินเป็นเลขจ านวนเตม็ 

  Integer Spin  ไมเ่ป็นไปตามหลกัการกดีกนัของเพาล ีดงันัน้ในแต่ละสถานะควอนตมั จะมี

อนุภาคอยูไ่ดไ้ม่จ ากดั   

อนุภาคเฟอรมิ์ออน  Fermions   

อนุภาคเฟอรม์อิอนเป็นอนุภาคทีม่ฟีงัก์ชนัคลื่นแบบอสมมาตร และมเีลขสปินเป็นเลข 

จ านวนครึง่   –   Half Integer Spin  ถา้น าอนุภาคเฟอรม์อิอน 2  อนุภาค ไปอยูใ่นสถานะ

เดยีวกนัจะ ไดฟ้งักช์นัคลื่นรวมเป็นศูนย ์เน่ืองจากฟงักช์นัคลื่นเป็นแบบอสมมาตร ซึง่จะสอดคลอ้ง

กบัหลกักดีกนัของเพาล ี
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9  เอกสารงานวิจยัท่ีเก่ียวข้อง 

ในปี พ.ศ. 2511 เลนารด์; และไดซอน    Lenard A.; & Dyson Freeman J.  2  ได้
ศกึษา 
ความเสถยีรภาพของสสาร พบว่าขอบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของอนุภาคเฟอรม์อิอนคอื 

2/3 4

2N

Aq Nme
E

h
  เมือ่ q   แทนสปินจานวนมาก, N  แทนจ านวนรวมของอนุภาค ประจุลบ, m  

มวลของอนุภาคประจลุบ, e  แทนประจขุองอนุภาค และ A  แทนค่าคงที ่
ในปี พ.ศ. 2518 ลปี; และเทอรร์งิ    3L i e b  E .  H . ;  &  T h i r r i n g  W .  E . ได้ศกึษาหา

ขอบเขตล่างของพลงังานจลน์ของอนุภาคเฟอร์มอิอน พบว่าภายใต้เงื่อนไขการนอร์มอลไลซ์
ขอบเขตล่างของพลงังานจลน์ของอนุภาคเฟอรม์อิอน คอืT

2/32  
3

5/3
x x

R

K d   เมื่อ แทน

ฟงักช์นัคลื่น  x  
แทนความความหนาแน่นของอนุภาคและไดข้อบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ คอื  

2
1/2

7/3

1

2.08 1

k
j

j

Z
H N

N
 



  
    
  

   

  

ในปี พ.ศ. 2518 ลปี; และเทอรร์งิ  Lieb E. H.; & Thirring W. E.  5 ไดศ้กึษาหาขอบเขต 
ล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของอนุภาคเฟอรม์อิอนและอนุภาคโบซอน พบว่าขอบเขตล่างของ
พลงังานทีส่ถานะพืน้ของอนุภาคเฟอรม์อิอน คอื 
 

   

2
1/2

7/3

12/31.13 1

k

j

j

Z

H q N
N

 


  
  
  
     
  
  
   


 

เมือ่พจิารณาเลขยกก าลงัของ N ไดข้อบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของอนุภาคเฟอรม์อิอน คอื 

NE N  และ  ไดข้อบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทโบซอน คอื 5/3
NE N  

ในปี พ.ศ. 2531 คอนลอน; ลปี; และยนู  Conlon; Lieb; & Yau H. T.  10  ไดท้ าการ 
พสิจูน์หาขอบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของอนุภาคโบซอน โดยการสมมตใิห ้ N k  เมือ่ 

N   แทน จ านวนอนุภาคประจเุป็นลบ และ k  แทนอนุภาคประจเุป็นบวก พบว่าพลงังานทีส่ถานะ

พืน้ ของอนุภาคโบซอน 7/5
NE AN    และถา้สมมตใิห ้ N k   และจ านวนอนุภาคประจเุป็นลบ 

มคี่ามากๆท าให ้ค่าคงที ่ A  จากพลงังานทีส่ถานะพืน้ส าหรบัอนุภาคโบซอนจะมคี่าเป็น 0.79  
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ในปี พ.ศ. 2546 มทุาพร และมโนเกยีน  Muthaporn C.; & Manoukian E.B.  จาก
บทความวจิยั  11Instability of "bosonic matter" in all dimension     พบว่าขอบเขตบน
ของพลงังานทีส่ถานะพืน้แบบแมน่ตรง NE  ของอนุภาคโบซอนทีม่ปีระจลุบ N  อนุภาคและอนุภาค
โบซอนทีม่ปีระจบุวก N  อนุภาค โดยก าหนดใหอ้นุภาคโบซอนทีม่ปีระจบุวกไมเ่คลื่อนทีก่บัอนัตร

กริยิาคลูอมบใ์นมติิ  ใดๆ 
 

 

2 /4

2 2 32 16 2
N

me N
E

 


 

 
   

 

ในหน่วยรดิเบริก์ โดย  2N




คุณสมบตัเิฉพาะนี้พบว่าความไมเ่สถยีรภาพของ สสารประเภทโบซอน ไมเ่ป็นลกัษณะทีเ่กีย่วขอ้ง
กบัจ านวนมติขิองอวกาศ 
 ในปี พ.ศ. 2547 มุทาพร และมโนเกยีน  Muthaporn C.; & Manoukian E.B.  7 จาก

บทความวิจยั 2 2N Law for bosons in D   แสดงให้เห็นว่าพลงังานที่สถานะพื้นของระบบที่มี

ประจลุบ N อนุภาค  เมือ่ก าหนดประจบุวกไมเ่คลื่อนที ่และพจิารณาภายใต้ศกัยแ์บบคูลอมบใ์นสอง

มติมิคี่าขึน้กบั 2N  โดย    
 

4 2

2 422 32 1 /
N

me N
E

n 

 
    

 

  

ในปี พ.ศ. 2548 สริ ิสรินิิลกุล และมโนเกยีน   . . ;& .E B Manuokian S Sirininkul  6    
จาก บทความวจิยัเรื่อง -High Density Limit and Inflattionof Matter แสดงให้เหน็ว่าเมื่อมกีาร
รวมตวักนั ของอนุภาคเฟอรม์อิอน ไดผ้ลสรปุว่าอตัราการเพิม่รศัมทีรงกลมต้องไม่ชา้กว่า 1/3N  เมื่อ 
N  คอืประจลุบและพจิารณาภายใตศ้กัยแ์บบคลูอมบใ์น 2  มติ ิ 

ในปี พ.ศ. 2553  สริ ิสรินิิลกุลและมโนเกยีน ( . . ,E B Manoukian . ;& .C Muthaporn S  
 ) 6Sirininlakul  พบว่าเมื่อพจิารณาสสารประเภทโบซอนเมื่อประจุลบรวมตวักนัจะเกดิการยุบตวั

ของทรงกลมในอตัราการลดลงของรศัมมีคี่าไม่เกนิ 1/3N  และกรณีสสารประเภทเฟอรม์อิอนเมื่อมี
การรวมตวักนัของอนุภาค จะมกีารเพิม่ขึ้นของรศัมใีนอตัราไม่ช้ากว่า 1/3N โดย N แทนจ านวน
อนุภาค 
 ในปี พ.ศ. 2553  กิตติศักศิ ์ศรวีงค์ษา (มหาวทิยาลยัศรนีครนิทรวิโรฒ)  8  อ้างอิง
บทความวจิยัเรือ่งขอบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารใน 2  มติ ิ 

1. ไดข้อบเขตล่างของ พลงังานทีส่ถานะพืน้ ของสสารประเภทโบซอนใน 2 มติ ิคอื 

 
4

2
max2

4 1
2

N

me
E N Z

 
    

 

 ในหน่วยรดิเบริก์  

2. ไดข้อบเขตล่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้ ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนใน 2 มติ ิคอื 

   
4

max2
4 1

2
N

me
E q N Z

 
    

 

  ในหน่วยรดิเบริก์  

ในปี พ.ศ. 2555 พิศุทธวรรณ ศรภีิรมย์  สิรนิิลกุล และ สิร ิสิรนิิลกุล จากบทความวิจยั 

ขอบเขตล่างที่ชดัเจนของพลงังานสถานะพื้นของสสารที่เป็นไปตามหลกัการกดีกนัในสองมติิ  13  
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ศกึษาขอบเขตล่างทีช่ดัเจนของพลงังานสถานะพืน้ของสสารทีเ่ป็นกลางประเภทเฟอรม์อิอนในสอง

มติิภายใต้อนัตรกิรยิาคูลอมบ์โดยที่ประจุบวกถูกก าหนดให้อยู่กบัที่  คอื N FE c N   ในหน่วยริ

เบริก์ และยงัพบว่าพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารแปรผกผนักบัตวัคณูสปิน 

 ในปี พ.ศ. 2555  สริ ิสรินิิลกุล  จากบทความวจิยัเรื่อง การค านวณค่าเบือ้งต้นของพลงังาน
สถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติทิีป่ระกอบดว้ยไฮโดรเจนหนึ่งและสองอะตอม  9

ได้ค่าพลงังานสถานะพื้นแบบแม่นตรงของอะตอมไฮโดรเจนจ านวนหนึ่งอะตอมเท่ากบั  
4

2

3

2

me
   

และค่าขอบเขตบนของพลงังานสถานะพื้นของสสารประเภทเฟอร์มอิอนที่ประกอบด้วยอะตอม

ไฮโดรเจนจ านวนสองอะตอมคอื 
4

2

3
2

2

me 
   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทท่ี 3 
วิธีการด าเนินงานวิจยั 

 
1. ขัน้ตอนการด าเนินการวิจยั 

 พจิารณาฮามลิโทเนียลของพลงังานภายใตฟ้งักช์นัคลื่นทดลองเพื่อหาค่าคาดหวงัพลงังาน
จลน์และขอบเขตบนของค่าคาดหวงัของพลงังานศกัยโ์ดยในส่วนของพลงังานจลน์จะเริม่ค านวณจาก
ระบบทีป่ระกอบดว้ยหนึ่งอนุภาค สองอนุภาค สามอนุภาค และสีอ่นุภาค ตามล าดบัเพื่อพจิารณา
แนวโน้มของค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ทีเ่กดิขึน้ทีไ่ด ้จากนัน้น าค่าคาดหวงัดงักล่าวและขอบเขต
บนของค่าคาดหวงัพลงังานศกัยค์ลูอมบม์าสรปุเป็นขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสาร
ประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติ ิ

แผนผงัการด าเนินงานวิจยั 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 i jV x x   i jV R R   i jV x R  

พิจารณาพลงังานศกัย ์
V̂   

 

ขอบเขตบนของพลงังานท่ีสถานะพื้น 
ˆ ˆ ˆH T V        

 

พจิารณาค่าคาดหวงัของพลงังานศกัย ์
แบบคลูอมบ ์  

 

พิจารณาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ N อนุภาค 
2

1

p̂

2

N
i

i
m

 



  

 

พจิารณาฮามลิโทเนียลของระบบโดยใชฟ้งักช์นัคลื่นทดลอง 

 

พิจารณาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ระบบสองอนุภาค 

 
พิจารณาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ระบบสามอนุภาค 

 
พิจารณาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ระบบส่ีอนุภาค 

 

พิจารณาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ระบบหน่ึงอนุภาค 
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ก าหนดใหน้ิวเคลยีส  ไมเ่คลื่อนที ่และวางตวัในทศิทาง  1,1  โดยระยะห่างระหว่างนิวเคลยีสเป็น 
D  หน่วยและD  มคี่ามากพอทีท่ าใหพ้ืน้ทีส่ ีเ่หลีย่มไมซ่อ้นทบักนั โดยที่นิวเคลยีสวางอยู่ตรงกลาง
ของแผ่นสีเ่หลีย่มจตุัรสัขนาด 2 2L L    
ดงัภาพประกอบที ่ 7   โดยที ่

1 1 2 2
ˆ ˆj j

jR L x L x    

1 1 2 2
ˆ ˆi i

ix x x x x   

ix  แทนเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของอเิลก็ตรอนตวัที ่ i  

1

ix  แทนขนาดของเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งอเิลก็ตรอนตวัที ่ i  ในแนวแกน 1x  

2

ix  แทนขนาดของเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งอเิลก็ตรอนตวัที ่ i  ในแนวแกน 2x  

jR   แทนเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของนิวเคลยีสตวัที ่ j  เทยีบกบัจดุก าเนิด 

1

jL  แทนขนาดของเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของนิวเคลยีสตวัที ่ j ในแนวแกน 1x  

2

jL  แทนขนาดของเวกเตอรร์ะบุต าแหน่งของนิวเคลยีสตวัที ่ j ในแนวแกน 2x  

D   แทนระยะห่างนิวเคลยีสสองนิวเคลยีสทีอ่ยูใ่กลก้นัโดย 2 2i jR R D L    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ภาพประกอบ 7 แบบจ าลองการวเิคราะห์ 

 

2L  

2L  

2Z e

 

1Z e  

3Z e

 

kZ e  

1x  

2x  

D  

D  
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2.  ฟังกช์นัคล่ืนทดลองท่ีใช้ในการวิเคราะห ์

ก าหนดให ้ N แทนฟงักช์นัคลื่นอสมมาตรของสสารประเภทเฟอรม์อิอน N  อนุภาค 

โดย  1 1 2 2, , , ,..., ,N
N Nx x x       

       

     

     

     

1 1 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

, , ,

, , ,1

!

, , ,

N N

N N

N N N N N

x x x

x x x

N

x x x

     

     

     

      3.2.1   

ฟงักช์นัคลื่นทดลองทีใ่ชใ้นงานวจิยัน้ี คอื ฟงักช์นัคลื่นทดลองของอนุภาคทีส่ถานะพืน้ในบ่อศกัย์
อนนัตต์ามสมการ  2.5.9  ซึง่ขยายผลในสองมติจิะได้ 

 
   

 
1 1 2 21

, cos cos
2 2

i j i j

j i i i

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
                

 3.2.2

 

โดยที ่
1 1 2 2,i j i jx L L x L L   

 
 ,j i ix   แทนฟงักช์นัคลื่นของอนุภาคตวัที ่ j   

2L   แทนขนาดของพืน้ทีท่ีใ่ชใ้นการวเิคราะห ์

 ik    แทนฟงักช์นัสปินของสสาร 

 

3.  พลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรมิ์ออนหน่ึงอนุภาคในสองมิติ 

เมือ่พจิารณาระบบทีป่ระกอบดว้ยหน่ึงอนุภาค จะสามารถเขยีนฟงักช์นัคลื่นทดลองไดด้งัน้ี 

 1

1 1,x  

 
   

 
1 1 1 1

1 1 2 2
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1
cos cos

2 2

x L x L
k

L L L

 


    
   
   
   

    3.3.1   

หาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ไดด้งันี้ 

ท าการหาอนุพนัธอ์นัดบัหนึ่งของ 1  เทยีบแกน  1x  
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2 2 2
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x k
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   3.3.2  

หาอนุพนัธอ์นัดบัสองของ 1  เทยีบแกน  1x  
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1 1 1 12
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1 1 12

1
cos cos

4 2 2

, 3.3.3
4
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k
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หาอนุพนัธอ์นัดบัหนึ่งของ 1  เทยีบแกน  2x  
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1 1 2 2

1 1 1 11

2

1
, cos sin

2 2 2

x L x Ld
x k

L L L Ld x

  
  

      
               

 3.3.4

 
หาอนุพนัธอ์นัดบัสองของ 1  เทยีบแกน  2x  
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2

1 1 12
,

4
x

L


 

 
  
 

                3.3.5   

เพราะฉะนัน้ จากสมการ  3.3.3  และ  3.3.5  จะได ้

 
   

 
2 2
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1 1 1 1 1 1 12 2
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36 
 

             
 

2

1 1 12
,

2
x

L


 


  

น า 
2

2m

  คณูทัง้สองขา้งของสมการ  3.3.5   

           
   

2 2 2
2

1 1 1 1 1 1 12
, ,

2 4
x x

m mL


        

จะไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนหนึ่งอนุภาค ดงันี้ 

     

   
22

2 1 11
1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1

2

ˆ
, ,

2 2

4

p
x x

m m

mL

     


 

  



 

         
  

2 2

24mL


                3.3.6   

 

4.  พลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรมิ์ออนสองอนุภาคในสองมิติ 

กรณ ี 2  อนุภาค สามารถเขยีนฟงักช์นัคลื่นอสมมาตรของสสารประเภทเฟอรม์อิอนได้ ดงันี้ 
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1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

2 1 1 2 2 2
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x x

x x
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       1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2

1
x , x , x , x ,

2!
               3.4.1   

โดยที ่
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แทนสมการ  3.4.2 -  3.4.5 ลงในสมการ  3.4.1  
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                    3.4.6   

ส าหรบักรณทีีร่ะบบทีม่สีองอนุภาคสามารถหาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ได ้ดงันี้ 

2 2 22
2 2 2 2 2 21 2

1

ˆ ˆ ˆ

2 2 2

i

i

p p p

m m m
     



    

  
2 2

2 2 2 2 2 2

1 2
2 2m m

   
 

                  3.4.7  

พจิารณาอนุภาคตวัทีห่นึ่งหาอนุพนัธอ์นัดบัหนึ่งของ 2 เทยีบกบัอนุภาคตวัทีห่นึ่งในแนวแกน 1x   
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หาอนุพนัธอ์นัดบัทีส่องของ 2 เทยีบกบัอนุภาคตวัทีห่นึ่งในแนวแกน 1x  

 

 

   

 
   

 

   

 
   

2 2 1 1 2 2

2 2 1 1

2 2
1

1

2 2 1 1 2
2 2 1 1

1 2 2

1 2 2 1

2 2 1 1

2

2 1

2 2 1

1 2

1 1
cos cos

2 22

cos cos
2 2 4

1
cos cos

2 2

cos cos
2

d x L x L

L L Ld x

x L x L
k k

L L L

x L x L

L L L

x L x
k k

L

  

  
 

 


 

    
            

      
     
       

    
   
   
   

 
 
 
 

 1 2 2
1

22 4

L

L L

    
    
    

 

เพราะฉะนัน้   
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     3.4.8  

หาอนุพนัธอ์นัดบัทีห่นึ่งของ 2   เทยีบกบั อนุภาคตวัทีห่นึ่งในแนวแกน 2x   
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หาอนุพนัธอ์นัดบัทีส่องของ 2  เทยีบกบั อนุภาคตวัทีห่นึ่งในแนวแกน 2x   
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เพราะฉะนัน้ 
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              3.4.9   

จากสมการ  3.4.8  และ  3.4.9 จะไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของอนุภาคตวัทีห่นึ่ง ดงันี้ 
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            3.4.10  
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น า 
2

2m
  คณูตลอดสมการ  3.4.10   

      
   

2 2 2
2 2 2

1 22 4m mL


 

 
    

 
 

ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของอนุภาคตวัทีห่นึ่ง 

         

2 22
2 2 2 2 2

1 22 4m mL
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              3.4.11   

พจิารณาอนุภาคตวัทีส่องหาอนุพนัธอ์นัดบัทีห่นึ่งของ 2  เทยีบกบั อนุภาคตวัทีส่องในแนวแกน 1x   
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เพราะฉะนัน้ 
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           3.4.12   

หาอนุพนัธอ์นัดบัหนึ่งของ 
2  เกีย่วกบั อนุภาคตวัทีส่องในแนวแกน 
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หาอนุพนัธอ์นัดบัทีส่องของ 2   เทยีบกบั อนุภาคตวัทีส่องในแนวแกน 2x  
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            3.4.13  
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จากสมการ  3.4.11  และ  3.4.12 จะไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของอนุภาคตวัทีส่อง ดงันี้ 
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           3.4.14  

น า 
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   คณูตลอดสมการ  3.4.14  

        
   

2 2 2
2 2 2

2 22 4m mL
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24mL


             3.4.15   

น าสมการ  3.4.11  และ  3.4.15 แทนลงในสมการ  3.4.7  จะไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์

ส าหรบัสสารประเภทเฟอรม์อิอนสองอนุภาค ดงันี้ 
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              3.4.16  
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5.  พลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรมิ์ออนสามอนุภาคในสองมิติ 

กรณสีามอนุภาค สามารถเขยีนฟงักช์นัคลื่นอสมมาตรของสสารประเภทเฟอรม์อิอนไดด้งัน้ี 
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โดยที ่    
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          3.5.10  
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แทนสมการ  3.5.2  ถงึ  3.5.10 ลงในสมการ  3.5.1  จะได ้
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                   3.5.11   
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ดงันัน้ส าหรบักรณทีีร่ะบบทีม่สีามอนุภาคสามารถหาค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ได ้ดงันี้ 
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ท าการหาอนุพนัธอ์นัดบัสองของ 
3  เทยีบกบั อนุภาคตวัทีห่นึ่งในแนวแกน 2x  
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จากสมการ  3.5.13  และ  3.5.14 ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของอนุภาคตวัทีห่นึ่ง 

   
   

2 2 2
3 3

2 2 2
1 1

1 2
2

d d

Ld x d x


 

 
     

   
 

 

   
   

2
2 3 3

1 22L


 

 
   

 
           3.5.15  

น า 
2

2m
   คณูตลอดสมการ  3.5.15  ได ้

        
   

2 2 2
2 3 3

1 22 4m mL


 

 
   

 
 

2 22
3 2 3 3 3

1 22 4m mL


        

      
2 2

24mL


             3.5.16   



48 
 

พจิารณาอนุภาคตวัทีส่องหาอนุพนัธอ์นัดบัสองของ 
3  เทยีบกบั อนุภาคตวัทีส่องในแนวแกน 1x  

 

 

     

     
     

 

2 3 1 1 1 1 2 22
1 1 2 2 1 1

2 2 3
2

1

2 2 3 3 3 3

2 2 1 1 2 2

1 2 3

2 12
1 1

2 3

1 1
cos cos cos

4 2 2 23!

cos cos cos
2 2 2

1
cos

4 2

d x L x L x L

L L L L Ld x

x L x L x L
k k k

L L L

x L

L L L

   

  
  



         
        
            

       
     
     
     

  
  
  

   

     
     

2 1 3 2

2 2 1 1

3 2 1 3 1 3

2 2 1 1 2 2

1 2 3

cos cos
2 2

cos cos cos
2 2 2

x L x L

L L

x L x L x L
k k k

L L L

 

  
  

     
    
    
    

       
     
     
     

 

    
     3 1 3 1 1 22

1 1 2 2 1 1

2 3

1
cos cos cos

4 2 2 2

x L x L x L

L L L L L

           
      
            

 

     
     

     

   

1 2 2 3 2 3

2 2 1 1 2 2

1 2 3

1 3 1 3 2 22
1 1 2 2 1 1

2 3

2 2 3 1

2 2 1 1 2

cos cos cos
2 2 2

1
cos cos cos

4 2 2 2

cos cos cos
2 2

x L x L x L
k k k

L L L

x L x L x L

L L L L L

x L x L x

L L

  
  

  

 

       
     
     
     

        
       
            

    
   
   
   

 
     

3 1

2

1 2 3
2

L
k k k

L


  

 
 
 
 

 

    
     3 3 3 3 1 22

1 1 2 2 1 1

2 3

1
cos cos cos

4 2 2 2

x L x L x L

L L L L L

           
      
            

 

     
     

     
1 2 2 1 2 1

2 2 1 1 2 2

1 2 3cos cos cos
2 2 2

x L x L x L
k k k

L L L

  
  

       
     
     
     

 

     
     2 3 2 3 3 22

1 1 2 2 1 1

2 3

1
cos cos cos

4 2 2 2

x L x L x L

L L L L L

           
      
            

 

     
     

     
3 2 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 2 3cos cos cos
2 2 2

x L x L x L
k k k

L L L

  
  

        
                   

เพราะฉะนัน้    

 

 
 

2 3 2
3

2 2
2

1
4

d

Ld x

 


 
  
 

            3.5.17   



49 
 

ท าการหาอนุพนัธอ์นัดบัสองของ 
3  เทยีบกบั อนุภาคตวัทีส่องในแนวแกน 2x   

 

 

     

     
     

 

2 3 1 1 1 1 2 22
1 1 2 2 1 1

2 2 3
2

2

2 2 3 3 3 3

2 2 1 1 2 2

1 2 3

2 12
1 1

2 3

1 1
cos cos cos

4 2 2 23!

cos cos cos
2 2 2

1
cos

4 2

d x L x L x L

L L L L Ld x

x L x L x L
k k k

L L L

x L

L L L

   

  
  



         
        
            

       
     
     
     

  
  
  

   

     
     

     

2 1 3 2

2 2 1 1

3 2 1 3 1 3

2 2 1 1 2 2

1 2 3

3 1 3 1 1 22
1 1 2 2 1 1

2 3

cos cos
2 2

cos cos cos
2 2 2

1
cos cos cos

4 2 2 2

c

x L x L

L L

x L x L x L
k k k

L L L

x L x L x L

L L L L L

 

  
  

  

     
    
    
    

       
     
     
     

        
       
            


     

     

     

   

1 2 2 3 2 3

2 2 1 1 2 2

1 2 3

1 3 1 3 2 22
1 1 2 2 1 1

2 3

2 2 3 1 3

2 2 1 1 2

os cos cos
2 2 2

1
cos cos cos

4 2 2 2

cos cos cos
2 2

x L x L x L
k k k

L L L

x L x L x L

L L L L L

x L x L x

L L

  
  

  

 

       
     
     
     

        
       
            

     
   
   
   

 
     

     

1

2

1 2 3

3 3 3 3 1 22
1 1 2 2 1 1

2 3

2

1
cos cos cos

4 2 2 2

L
k k k

L

x L x L x L

L L L L L


  

  

 
 
 
 

        
       
            

 

   

     
     

     

   

1 2 2 1 2 1

2 2 1 1 2 2

1 2 3

2 3 2 3 3 22
1 1 2 2 1 1

2 3

3 2 1 1

2 2 1 1 2

cos cos cos
2 2 2

1
cos cos cos

4 2 2 2

cos cos cos
2 2

x L x L x L
k k k

L L L

x L x L x L

L L L L L

x L x L x

L L

  
  

  

 

       
     
     
     

        
      
            

    
   
   
   

 
     

1 1

2

1 2 3
2

L
k k k

L


  

  
     

 

เพราะฉะนัน้    

 

 
 

2 3 2
3

2 2
2

2
4

d

Ld x

 


 
  
 

    3.5.18   



50 
 

จากสมการ  3.5.17  และ  3.5.18 ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของอนุภาคตวัทีส่อง 
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ท าการหาอนุพนัธอ์นัดบัสองของ 
3  เทยีบกบั อนุภาคตวัทีส่ามในแนวแกน 2x   
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            3.5.22   

จากสมการ  3.5.21  และ  3.5.22 ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของอนุภาคตวัทีส่าม 
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   คณูตลอดสมการ  3.5.23 ได ้
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             3.5.24   

น าค่าจากสมการ    3.5.16 , 3.5.20  และ  3.5.22 แทนลงในสมการ  3.5.12  จะไดค้่าคาดหวงั
ของพลงังานจลน์ส าหรบัสสารประเภทเฟอรม์อิอนสามอนุภาคดงันี้ 
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6.  พลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรมิ์ออนส่ีอนุภาคในสองมิติ 

กรณ ี 4  อนุภาค สามารถเขยีนฟงักช์นัคลื่นอสมมาตรของสสารประเภทเฟอรม์อิอนไดด้งัน้ี 
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สามารถเขยีนฟงัก์ชนัคลื่นอสมมาตรของสสารประเภทเฟอรม์อิอนสีอ่นุภาคไดด้งัน้ี 
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3 1 3 1

1 1 2 2

1 3 3 3

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

    3.6.4  

 
   

 
4 1 4 1

1 1 2 2

1 4 4 4

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

    3.6.5  

 
   

 
1 2 1 2

1 1 2 2

2 1 1 1

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

    3.6.6  

 
   

 
2 2 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

                 3.6.7  

 
   

 
3 2 3 2

1 1 2 2

2 3 3 3

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

    3.6.8  

 
   

 
4 2 4 2

1 1 2 2

2 4 4 4

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

    3.6.9  

 
   

 
1 3 1 3

1 1 2 2

3 1 1 1

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

           3.6.10  

 
   

 
2 3 2 3

1 1 2 2

3 2 2 2

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

               3.6.11  

 
   

 
3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

               3.6.12  

 
   

 
4 3 4 3

1 1 2 2

3 4 4 4

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

               3.6.13  
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1 4 1 4

1 1 2 2

4 1 1 1

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

               3.6.14  

 
   

 
2 4 2 4

1 1 2 2

4 2 2 2

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

           3.6.15  

 
   

 
3 4 3 4

1 1 2 2

4 3 3 3

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

           3.6.16  

 
   

 
4 4 4 4

1 1 2 2

4 4 4 4

1
, cos cos

2 2

x L x L
x k

L L L

 
  

    
   
   
   

           3.6.17  

 

แทนสมการ  3.6.2 -  3.6.17 ลงในสมการ  3.6.1  ไดฟ้งักช์นัคลื่นของสสารประเภทเฟอรม์อิอนสี ่

อนุภาค  4  ดงันัน้กรณสีสารประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ยสี่อนุภาคจะมคี่าคาดหวงัของ

พลงังานจลน์ ไดแ้ก่ 

2 22 2 24
4 4 4 4 4 4 4 4 4 431 2 4

1

2 2 2 2
4 2 4 4 2 4 4 2 4 4 2 4

1 2 3 4

ˆ ˆˆ ˆ ˆ

2 2 2 2 2

2 2 2 2

i

i

p pp p p

m m m m m

m m m m

         

       



   

   
       



 
                  3.6.18  
พจิารณาอนุภาคตวัทีห่นึ่งพบว่า 

   
   

2 2 2
4 4

2 2 2
1 1

1 2
2

d d

Ld x d x


 

 
     

   
 

 

   
   

2
2 4 4

1 22L


 

 
   

 
           3.6.19  

น า 
2

2m
   คณูตลอดสมการ  3.6.19  

        
   

2 2 2
2 4 4

1 22 4m mL


 

 
    

   

จะไดค้่าพลงังานจลน์อนุภาคตวัทีห่นึ่ง 
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2 22
4 2 4 4 4

1 22 4m mL


        

      
2 2

24mL


             3.6.20   

พจิารณาอนุภาคตวัทีส่องพบว่า 

   
   

2 2 2
4 4

2 2 2
2 2

1 2
2

d d

Ld x d x


 

 
     

   
 

 

   
   

2
2 4 4

2 22L


 

 
   

 
           3.6.21  

น า 
2

2m

   คณูตลอดสมการ  3.6.21  

        
   

2 2 2
2 4 4

2 22 4m mL


 

 
   

   

จะไดค้่าพลงังานจลน์อนุภาคตวัทีส่อง 

2 22
4 2 4 4 4

2 22 4m mL


        

      
2 2

24mL


             3.6.22   

พจิารณาอนุภาคตวัทีส่ามพบว่า 

   
   

2 2 2
4 4

2 2 2
3 3

1 2
2

d d

Ld x d x


 

 
     

   
 

 

   
   

2
2 4 4

3 22L


 

 
   

 
           3.6.23  

น า 
2

2m
   คณูตลอด  3.6.23  

        
   

2 2 2
2 4 4

3 22 4m mL


 

 
    

   
จะไดค้่าพลงังานจลน์อนุภาคตวัทีส่าม 
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2 22
4 2 4 4 4

3 22 4m mL


        

      
2 2

24mL


             3.6.24   

พจิารณาอนุภาคตวัทีส่ ีพ่บว่า 

   
   

2 2 2
4 4

2 2 2
4 4

1 2
2

d d

Ld x d x


 

 
     

   
 

 

   
   

2
2 4 4

4 22L


 

 
   

 
           3.6.25  

น า 
2

2m
  คณูตลอดสมการ  3.6.25  ได ้

        
   

2 2 2
2 4 4

4 22 4m mL


 

 
    

   
จะไดค้่าพลงังานจลน์อนุภาคตวัทีส่ ี ่

2 22
4 2 4 4 4

4 22 4m mL


        

      
2 2

24mL


            3.6.26   

น าค่าจากสมการ      3.6.20 , 3.6.22 , 3.6.24  และ  3.6.26 แทนลงในสมการ  3.6.18  จะไดค้่า
คาดหวงัของพลงังานจลน์ส าหรบัสสารประเภทเฟอรม์อิอนสีอ่นุภาคดงันี้ 

2 22 2 24
4 4 4 4 4 4 4 4 4 431 2 4

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ

2 2 2 2 2

i

i

p pp p p

m m m m m
         



     

    

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 24 4 4 4mL mL mL mL

   
     

    
  2 2

2

4

4mL


             3.6.27
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7.  พลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรมิ์ออน N   อนุภาคในสองมิติ 

จากสมการ  3.3.7 ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรอ์อนทีป่ระกอบดว้ยหนึ่ง
อนุภาค    

  2 22
1 11

2

1ˆ

2 4

p

m mL


        3.7.1  

จากสมการ  3.4.16 ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ย
สองอนุภาค    

  2 222
2 2

2
1

2ˆ

2 4

i

i

p

m mL


 



               3.7.2  

จากสมการ  3.5.25 ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ย
สามอนุภาค    

  2 223
3 3

2
1

3ˆ

2 4

i

i

p

m mL


 



      3.7.3  

จากสมการ  3.6.27 ไดค้่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ยสี่
อนุภาค    

  2 224
4 4

2
1

4ˆ

2 4

i

i

p

m mL


 



               3.7.4  

จากหลกัอุปนยัเชงิคณติศาสตร ์สามารถน ามาสรุปเป็นค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของสสาร
ประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ย N อนุภาค ดงันี้ (ดูภาคผนวก) 

  2 22

2
1

ˆ

2 4

N
N Ni

i

Np

m mL


 



         3.7.5   
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8.  ขอบเขตบนของพลงังานศกัยท่ี์เกิดจากนิวเคลียสกบันิวเคลียสภายใต้ศกัย ์  
      แบบคลูอมบใ์นสองมิติ 
พจิารณาแบบจ าลองในการวเิคราะหด์งัภาพประกอบที ่ 2  พบว่า 

i jR R D          3.8.1   

และส่วนกลบัของสมการ  3.8.1  

1 1

i j
DR R




 

ดงันัน้ในกรณีทัง้ระบบ N  อนุภาค จะได ้              

                       
2

21

-

k k
i j

i j

i j i ji j

z z e
z z e

DR R 

   

เพราะฉะนัน้ค่าคาดหวงัของพลงังานศกัยค์ลูอมบท์ีเ่กดิจากนิวเคลยีสตวัที ่ i  กบันิวเคลยีสตวัที ่ j  

ไดแ้ก่ 

                  
2

21

-

k k
i j

i j

i j i ji j

z z e
z z e

DR R
 

 

       3.8.2   

 

9.  ขอบเขตบนของพลงังานศกัยค์ลูอมบท่ี์เกิดจากอิเลก็ตรอนกบัอิเลก็ตรอน  

    ภายใต้ศกัยแ์บบคลูอมบใ์นสองมิติ 

พจิาราณาแบบจ าลองในการวเิคราะหภ์าพประกอบที่ 7  พบว่า 

2 2i jx x D L          3.9.1   

ไดส้่วนกลบัของสมการ  3.9.1   

 
1 1

2 2i jx x D L


 
 

พจิารณาศกัยค์ลูอมบท์ัง้ระบบ N  อนุภาค 
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1

2 2

N N
i j

i j

i j i ji j

e e
e e

x x D L 


 

   

พจิารณาค่าคาดหวงัของพลงังานศกัยค์ลูอมบ์ 

         
 

1

2 2

N N
i j

i j

i j i ji j

e e
e e

x x D L
   

 


 

   

               
 

1

2 2

N

i j

i j

e e
D L

 





  

ไดข้อบเขตบนค่าคาดหวงัของพลงังานศกัยค์ลูอมบท์ีเ่กดิจากอเิลก็ตรอนตวัที่ i กบัอเิลก็ตรอนตวัที่ j   

          
 

1

2 2

N N
i j

i j

i j i ji j

e e
e e

x x D L
 

 


 

      3.9.2  

 

10.  ขอบเขตบนของพลงังานศกัยท่ี์เกิดจากนิวเคลียสกบัอิเลก็ตรอนภายใต้ศกัย ์

       แบบคลูอมบใ์นสองมิติ 

พจิารณาตวัด าเนินการพลงังานศกัยค์ลูอมบข์องนิวเคลยีสตวัที ่ i  กบัอเิลก็ตรอนตวัที ่ j  พบว่า 

  

2 2

1 1 1 1

N k k k
j j

i j i ji j i j

z e z e

x R x R   


 

    , N k           3.10.1  

2

1

k
i

i i i

z e

x R




              3.10.2  

พจิารณาแบบจ าลองการวเิคราะห์ดงัภาพประกอบที่7 พบว่า 

2i ix R L               3.10.3  

  
2 2

1 1 1 2

N k k
j i

i j ii j

z e z e

x R L  
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 2

1

1

2

k

i

i

z e
L 

    ( L  เป็นค่าคงที ่) 

พจิารณาค่าคาดหวงัของพลงังานศกัยค์ลูอมบ์ 

  
2

2

1 1 1

1

2

N k k
j

i

i j ii j

z e
z e

x R L
   

  




             3.10.4  

คณู 1  ตลอดสมการ  3.10.4    

2

2

1 1 1

1

2

N k k
j

i

i j ii j

z e
z e

x R L
 

  

  


              3.10.5  

ไดข้อบเขตบนค่าคาดหวงัของพลงังานศกัยค์ลูอมบท์ีเ่กดิจากนิวเคลยีสตวัที ่ i  กบัอเิลก็ตรอนตวัที่ j  

2

2

1 1 1

1

2

N k k
j

i

i j ii j

z e
z e

x R L
 

  

  


              3.10.6  

11. ขอบเขตบนของพลงังานท่ีสถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรมิ์ออน N อนุภาค  

พจิารณาตวัด าเนินการพลงังาน 

2 22

1 1 1

ˆˆ
2

N N k N k
i j i j ji

i j i j i ji i j i j i j

e e z z e z ep
H

m x x R R x R
 

จะไดค้่าคาดหวงัของพลงังานทีส่ถานะพืน้ดงันี้ 

2 22

1 1 1

ˆˆ
2

N k k N k
i j i j ji

i i j i j i ji j i j i j

z z e e e z ep
H

m R R x x x R
         

    

   
  

   

 

 3.11.1

  

น าอสมการ      3.7.5 , 3.8.2 , 3.9.2  และ  3.10.6 แทนลงในสมการ  3.11.1 จะไดข้อบเขตบน
ของค่าคาดหวงัของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอน N  อนุภาค 
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2 2
2 2

2
1

1 1 1ˆ
4 22 2

k N k

i j i j i

i j i j i

N
H z z e e e z e

mL D LD L


 

  

   


             3.11.2  

พจิารณาพจน์ทีส่ามของอสมการ  3.11.2 และจาก 2 2D L  เลอืก 
3

D
L   เพื่อไมใ่หแ้ผ่น

สีเ่หลีย่มจตุัรสัเกดิการซอ้นทบักนั จากนัน้แทนลงในอสมการ  3.11.2   

 

2 2
2 2

2
1

1 3 1ˆ
4 23 2 2

k N k

i j i j i

i j i j i

N
H z z e e e z e

mL D LD


 

  

   


                    3.11.3   

หาอนุพนัธข์องอสมการ  3.11.3  เพื่อหาค่า L  ทีท่ าใหค้่าคาดหวงัของพลงังานมากทีสุ่ด 

2 2
2

3 2
1

1 1ˆ
2

k

i

i

N
H z e

L mL L


 




  


           3.11.4  

ก าหนด ˆ 0H
L
 





 เพื่อหาค่าเหมาะสมของ L   

    
2 2

2

3 2
1

1 1
0

2 2

k

i

i

N
z e

mL L





                3.11.5  

น า 2L คณูตลอดสมการ  3.11.5  

    
2 2

2

1

1 1
0

2 2

k

i

i

N
z e

mL





               3.11.6  

เพราะฉะนัน้ 

     
2 2

2

1

1

2

k

i

i

N
z e

mL





              3.11.7  

จากสมการ  3.11.7  จดัรปูได ้

 
2 2

2

1

2

k

i

i

N
L

m z e






 
 
 
 


             3.11.8  

น าสมการ  3.11.8  ยกก าลงัสอง จะได ้
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2 4 4
2

2

2 2

1

2

k

i

i

N
L

m z e






 
 
 
 


             3.11.9  

น าสมการ  3.11.8  และ  3.11.9  ไปแทนในอสมการ  3.11.3 จะไดข้อบเขตบนของพลงังานที่
สถานะพืน้ ดงันี้ 

 

2 2

2 2

1 12

2 2 2 2

1 3ˆ
2 3 2 2

k k

i ik N
i i

i j i j

i j i j

z e z e

H m z z e e e m
N D ND

 
 

 

 

   
   
      



 
         3.11.10  

จดัรปูสมการ  3.11.10  ใหม่ 

 

2

14 2

2 2

1 3ˆ
2 3 2 2

k

i k N
i

i j i j

i j i j

z

H me z z e e e
N D

 




 

 
  

      
 
 


           3.11.11  

จากสมการ  3.11.11 เมือ่พจิารณาระบบทีเ่ป็นกลางไฟฟ้า 
1

k

i

i

z N


  

 

4
2

2 2

1 1 3ˆ
2 3 2 2

k N

i j i j

i j i j

me N
H z z e e e

D
 

  

 
    
 
 

 
  
        3.11.12  

เนื่องจากขนาดของ D  อยูใ่นระดบั องัสตรอม  1010   ซึง่มากกว่า 2e   3810  พบว่า 

2D e  ส่งผลใหเ้ทอมทีส่องของอสมการ  3.11.12  มคี่าเขา้ใกลศู้นยด์งันัน้เมือ่พจิารณาขอบเขต

บนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนภายใตเ้งือ่นไขดงักล่าวจะได้ 

4

2 2

1ˆ
2

me N
H 


             3.11.13  

โดยที ่ m  แทนมวลประจลุบ (อเิลก็ตรอน) มคี่าประมาณ 319.1 10 kg   

 e  แทนประจุของอเิลก็ตรอนมคี่าประมาณ 191.6 10 C  

  แทนค่าคงทีข่องพลงัคม์คี่าประมาณ 346.625 10 J s   

N แทนจ านวนอนุภาคของสสารประเภทเฟอรม์อิอน   
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จากหลกัการแปรผนั    17variational principle  คอื 0 0
ˆ

NE H   เมือ่ 0  เป็นฟงักช์นั

คลื่นทีแ่ทจ้รงิของสสารประเภทเฟอรม์อิอนและ 0 0
ˆ ˆH H     เมือ่   เป็นฟงักช์นัคลื่น

ทดลอง  0   สรปุไดว้่าขอบเขตบนของพลงังานสถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนใน
สองมติเิป็นไปตามอสมการ 

4

2 2

1

2
N

me N
E


             3.11.14  

 
 



บทท่ี 4  
ผลการวิจยั 

 
       การวจิยันี้พจิารณาภายใตต้วัด าเนินการฮามลิโทเนียล 

2 22

1 1 1

ˆˆ
2

N N k N k
i j i j ji

i j i j i ji i j i j i j

e e z z e z ep
H

m x x R R x R
 

โดยทีพ่จิารณาความเป็นกลางทางไฟฟ้า 
1

k

i

i

Z N


   โดย N  แทนจ านวนอนุภาค 

โดยพจิารณาค่าคาดหวงัของพลงังาน 
2 22

1 1 1

ˆˆ
2

N k k N k
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ไดค้่าพลงังานจลน์เป็น   2 22
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N
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m mL


 



  

ขอบเขตบนของพลงังานศกัยค์ลูอมบร์ะหว่างนิวเคลยีสกบันิวเคลยีส 
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ขอบเขตบนของพลงังานศกัยค์ลูอมบร์ะหว่างอเิลก็ตรอนกบัอเิลก็ตรอน 
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ขอบเขตบนของพลงังานศกัยค์ลูอมบร์ะหว่างนิวเคลยีสกบัอเิลก็ตรอน 
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1 1 1
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ค่าขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนภายใตฟ้งักช์นัคลื่นทดลอง 

      

4

2 2

1

2
N

me N
E


   

โดย m  แทนมวลอเิลก็ตรอน มคี่าประมาณ 319.1 10 kg   

 e  แทนประจุของอเิลก็ตรอนมคี่าประมาณ 191.6 10 C  

  แทนค่าคงทีข่องพลงัคม์คี่าประมาณ 346.625 10 J s   

N แทนจ านวนอนุภาคของสสารประเภทเฟอรม์อิอน 
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เมือ่พจิารณาขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ในหน่วยรดิเบริก์ โดย 
 

4

2
0

1
2 4

me
Ry


  

จะไดข้อบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ 

2

1
NE N




    ในหน่วยรดิเบริก์ 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทท่ี 5 
สรปุ อภิปรายผลการวิจยั 

            
งานวจิยัน้ีพจิารณาค่าความคาดหวงัของพลงังานภายใต้ฟงัก์ชนัคลื่นทดลองโดยก าหนดให้

นิวเคลยีสวางตรงกลางของแผ่นสี่เหลี่ยมจตุัรสัขนาด 2 2L L   ในทศิทาง  1,1  และนิวเคลยีสไม่
เคลื่อนที ่ผลลพัธท์ีไ่ดแ้สดงในรปูของค่าคงทีค่ณูกบัจ านวนนิวเคลยีส  N  ยกก าลงัหนึ่ง   
 
สรปุผลการวิจยั 
 การวจิยัน้ีศกึษาหาขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนใน 2  
มติ ิภายใต้ฟงัก์ชนัคลื่นทดลองโดยพจิารณาสสารทีเ่ป็นกลางทางไฟฟ้าและสสารม ี N  อนุภาคซึ่ง
ผลการวจิยัที่ไดพ้บว่าพลงังานทีส่ถานะพืน้มคี่าขึน้กบัค่าคงที่คูณจ านวนอนุภาคยกก าลงัหนึ่งพบว่า
สอดคลอ้งกบัสมมตุฐิานของงานวจิยั 
 โดยไดค้่าขอบเขตบนของพลงังานสถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติิ 

 
4

2 2

1

2
N

me N
E


   

  
อภิปรายผลการวิจยั 
 จากงานวิจัยของ กิตติศักดิ ์ศรีวงศ์ษาและคณะ  8 ซึ่งท าการศึกษา ขอบเขตล่างของ
พลงังานที่สถานะพื้นของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติ ิเมื่อน ามาเปรยีบเทยีบกบังานวจิยันี้
พบว่าขอบเขตทัว่ไปของพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนมคี่าเป็น 

 

   
4 4
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จะพบว่าพลงังานที่สถานะพื้นสสารประเภทเฟอรม์อิอนอยู่ในช่วงดังกล่าวซึ่งจากงานวจิยันี้ พบว่า
สอดคลอ้งกบัทฤษฏทีีก่ล่าวว่า ขอบเขตบนของพลงังานทีส่ถานะพืน้ NE  ของสสารประเภทเฟอรม์ิ
ออนจะเป็นไปตามกฎเลขยกก าลงัในรูป NE N  ขอบเขตบนของพลงังานที่สถานะพืน้ของสสาร
ประเภทเฟอรม์อิอนใน 2  มติจิะมเีลขยกก าลงัของ N  เท่ากบั 1 เลขยกก าลงันี้แสดงถงึความ
เสถยีรภาพของสสาร  เมือ่ พจิารณาจากระบบทีม่อีนุภาคประจุบวก N อนุภาค และอนุภาคประจุลบ
N  อนุภาค ดงันัน้สสารที่เป็นกลางทางไฟฟ้าจะประกอบด้วย 2N  อนุภาค เมื่อน าระบบ 2N

อนุภาค 2 ระบบมารวมกนัโครงสรา้งของสสารจะประกอบด้วย  2 2N N อนุภาคแต่ในกรณีของ
สสารประเภทเฟอรม์อิอน จะพจิารณาเฉพาะอนุภาคประจุลบ N อนุภาคเท่านัน้ เนื่องจากนิวเคลยีส
ถูกก าหนดให้อยู่กบัที่ ดงันัน้โครงสรา้งของสสารจะประกอบด้วย N อนุภาค เมื่อน าระบบ N  
อนุภาค สองระบบมารวมกนัโครงสรา้งของสสารจะประกอบดว้ย  N N  อนุภาค เมื่อพจิารณา
โครงสรา้งของสสารทีป่ระกอบดว้ย  N N อนุภาค โดยเปรยีบเทยีบ ผลต่างระหว่างพลงังานที่
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สถานะพืน้ของสสาร ประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติหิลงัการรวมตวักนัแลว้ของระบบ N  อนุภาคจาก
สองระบบรวมเป็นหนึ่ง  ระบบกบัพลงังานทีส่ถานะพืน้ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนในสองมติก่ิอน
การรวมตวักนัและหลงัรวมตวักนัของสองระบบทีแ่ต่ละระบบประกอบไปดว้ย N  อนุภาค ซึง่จะเป็น
สดัส่วนกบั     1 1

2 2N N  โดยเมือ่พจิารณาผลต่างของพลงังานทีส่ถานะพืน้  พบว่าผลต่างของ
พลงังานทีส่ถานะพืน้มลีกัษณะเชงิเส้นดงันัน้เมื่อมกีารรวมตวักนัของสสารประเภทเฟอรม์อิอนจาก
สองระบบเป็นหน่ึงระบบพบว่าสสารประเภทเฟอรม์อิอนจะเกดิการขยายตวั 
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ภาคผนวก 

การพสิูจน์ค่าคาดหวงัของพลงังานจลน์ของสสารประเภทเฟอรม์อิอนทีป่ระกอบดว้ย N  อนุภาค 

ให ้  P N  แทนขอ้ความ   2 22

2
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ˆ

2 4

N
N Ni

i

Np

m mL


 



  

 1   การแสดงว่า  1p  เป็นจรงิ 

  2 22
1 11
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2 4
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อา้งองิจากสมการ  3.3.7  พบว่า  1p  เป็นจรงิ 

 2   การแสดงว่า  p k  เป็นจรงิแลว้   1p k   เป็นจรงิ 

สมมตุ ิ  p k  เป็นจรงิ เพราะฉะนัน้ 
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 บวกทัง้สองขา้งของสมการขา้งตน้ 
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แสดงว่า  1p k   เป็นจรงิ 
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เพราะฉะนัน้โดยหลกัอุปนยัเชงิคณติศาสตรจ์ะไดว้่า  p N  เป็นจรงิ ทุกค่า N  โดย N  เป็น
จ านวนเตม็บวก สรุปไดว้่า 
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ประวติัย่อผูวิ้จยั 
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