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มคอ.3 รายวิชา วศค371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับ

วิศวกรเคมี 

1. รหัสและชื่อวิชา 

วศค371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี  

ChE371 applied mathematics for chemical engineer 

2. จำนวนหนวยกิต 

3 หนวยกิต (3-0-6) 
3. หลักสูตรและประเภทของรายวิชา 

หลักสูตรวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมเคมี กลุมวิชาเอกบังคับ 
4. รายวิชาที่ตองเรียนมากอน (Per-requisite) 
วศค 271 
5. รายวิชาที่ตองเรียนพรอมกัน (Co-requisite) 
ไมมี 
6. จุดมุงหมายของรายวิชา 

1. เพ่ือใหนิสิตสามารถการประมาณผลเฉลยของสมการไมเชิงเสน 

2. เพ่ือใหนิสิตสามารถระบบสมการเชิงเสนระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเจาะจงของเมตริกซ 
3. เพ่ือใหนิสิตใชวิธีทำซ้ำการประมาณคาฟงกชั่นได  
4. เพ่ือใหนิสิตสามารถหาอนุพันธเชิงตัวเลข การหาปริพันธเชิงตัวเลขได 
5. เพ่ือใหนิสิตสามารถใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสำหรับสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง ปญหาคาขอบชนิดสองจุด
และการประยุกตใชงานวิศวกรรมตาง ๆ ได 
7. คำอธิบายรายวิชา 

การประมาณผลเฉลยของสมการไมเชิงเสน ระบบสมการเชิงเสนระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีทำซ้ำการประมาณ

คาฟงกชั ่น การหาอนุพันธเชิงตัวเลข การหาปริพันธเชิงตัวเลข การประมาณคา การเจาะจงของเมตริกซ 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข สำหรับสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง ปญหาคาขอบชนิดสองจุด การประยุกตใชงาน

วิศวกรรมเคมี 

8. จำนวนชั่วโมงท่ีใชตอภาคการศึกษา 
ลำดับ บรรยาย สอนเสรมิ การฝึกปฏบิตั/ิงานภาคสนาม/การฝกึงาน การศกึษาดวยตวัเอง 

1 45.00 0.00 0.00 45.00 

9. รายละเอียดการพัฒนาผลการเรียนรูของนิสิต 

1. คุณธรรมจริยธรรม 
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ลำดับ
ห ล ั ก /

รอง 
คุณธรรมจริยธรรมที่ตองพัฒนา 

ว ิ ธ ี ก า ร

สอน 

ว ิ ธ ี ก า ร

ประเมินผล 

1 หลัก เขาใจและซาบซึ ้งในวัฒนธรรมไทย ตระหนักในคุณคาของระบบ

คุณธรรม จริยธรรม เสียสละและซื่อสัตยสุจริต  

บรรยาย การสงงาน 

 

2. ความรู 

ลำดับ
ห ล ั ก /

รอง 
ความรูที่ตองพัฒนา 

ว ิ ธ ี ก า ร

สอน 

ว ิ ธ ี ก า ร

ประเมินผล 

1 หลัก สามารถใชความรูและทักษะในสาขาวิชาของตน ในการประยุกต

แกไขปญหาในงานจริงได 

บรรยาย การสอบ 

 

3. ทักษะทางปญญา 

ลำดับ
หล ั ก /

รอง 
ทักษะทางปญญาที่ตองพัฒนา 

ว ิ ธ ี ก า ร

สอน 

ว ิ ธ ี ก า ร

ประเมินผล 

1 หลัก สามารถสืบคนขอมูลและแสวงหาความรูเพิ่มเติมไดดวยตนเอง เพื่อการ

เรียนรู ตลอดชีว ิต และทันตอการเปลี ่ยนแปลงทางองคความรู และ

เทคโนโลยีใหมๆ 

บรรยาย ก า ร ท ำ

รายงาน 

 

4. ทักษะความสัมพันธระหวางบุคคลและความรับผิดชอบ 

ลำดับ
หล ัก/

รอง 
ทักษะความสัมพันธระหวางบุคคลและความรับผิดชอบที่ตองพัฒนา 

ว ิ ธ ี ก า ร

สอน 

ว ิ ธ ี ก า ร

ประเมินผล 

1 หลัก สามารถเปนผูริเริ่มแสดงประเด็นในการแกไขสถานการณเชิงสรางสรรคทั้ง

สวนตัวและสวนรวมพรอมทั้งแสดงจุดยืนอยางพอเหมาะทั้งของตนเองและ

ของกลุม รวมทั้งใหความชวยเหลือและอำนวยความสะดวกในการแกไข

ปญหาสถานการณตางๆ 

บรรยาย ก า ร ท ำ

รายงาน 

 

5. ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข การสื่อสารและการใชเทคโนโลยีสารสนเทศ 

ลำดับ
ห ล ั ก /

รอง 

ทักษะการว ิเคราะหเช ิงต ัวเลข การสื ่อสารและการใชเทคโนโลยี

สารสนเทศท่ีตองพัฒนา 

ว ิ ธ ี ก า ร

สอน 

ว ิ ธ ี ก า ร

ประเมินผล 
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ix | ห น  า  

 

 

1 หลัก มีทักษะในการวิเคราะหขอมูลสารสนเทศทางคณิตศาสตร หรือการแสดง

สถิติประยุกต ตอการแกปญหาที่เก่ียวของไดอยางสรางสรรค 

ฝ ก

ปฏิบัต ิ

การสอบ 

 

6. สมรรถนะของหลักสูตร 

ลำดับ
ห ล ั ก /

รอง 
สมรรถนะของหลักสูตรที่ตองพัฒนา 

ว ิ ธ ี ก า ร

สอน 

ว ิ ธ ี ก า ร

ประเมินผล 

1 หลัก มีทักษะในการประยุกตใชอุปกรณในการแกปญหาเฉพาะทาง

วิศวกรรมเคมี 

ฝกปฏิบัต ิ การสอบ 

 

10. แผนการสอน 
 

สัปดาห

ที ่
หัวขอ/รายละเอียด 

วิธีการสอน สื่อการสอน 

1 อธิบายรายวิชา 

บทที ่ 1 ความรู เบื ้องตนเกี ่ยวกับการคำนวณเชิง

ตัวเลข 

ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

2 บทที่ 2 การหารากของสมการ หัวขอ  ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

3 บทที่ 2 การหารากของสมการ หัวขอ  ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

4 บทที่ 3 การหาคาสูงสุด-ต่ำสุด ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

5 บทที่ 4 การแกระบบสมการพีชคณิต ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

6 บทที่ 4 การแกระบบสมการพีชคณิต ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

7 บทที่ 5 การหาสมการการถดถอยเชิงเสน ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

8 บทที ่5 การหาสมการการถดถอยเชิงเสน 

บทที่ 6 การประมาณคาในชวง 

ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 
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สัปดาห

ที ่
หัวขอ/รายละเอียด 

วิธีการสอน สื่อการสอน 

9 บทที่ 6 การประมาณคาในชวง ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

10 บทท่ี 7 การประมาณคาอินทิกรัล ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

11 บทท่ี 8 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญดวยการ 

ประมาณคา 

ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

12 บทท่ี 8 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญดวยการ 

ประมาณคา 

ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

13 บทท่ี 9 การประมาณคาอนุพันธและระเบียบวิธ ี

ผลตางจำกัด ครั้งท่ี 1 

ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

14 บทท่ี 9 การประมาณคาอนุพันธและระเบียบวิธ ี

ผลตางจำกัด ครั้งท่ี 1 

ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

15 การนำเสนอในหัวขอการประยุกตใขวิธีการแกปญหา

ในวิชาตางๆ ที่ไดเรียนไป กรณีศึกษา 

ก า ร บ ร ร ย า ย แ บ บ มี

ปฏิสัมพันธกับผูเรียน 

เอกสารประกอบการ

บรรยาย 

 
11. แผนการประเมินผลการเรียนรู 

กิจกรรม ผลการเรียนรู วิธีการประเมิน สัดสวนการประเมินผล 

การเขาหอง คุณธรรมจริยธรรม การเขาหอง 5 

การสอบ ความรู การสอบ 60 

การสอบ ทักษะทางปญญา การสอบ 10 

รายงาน ท ักษะความส ัมพันธ ระหว าง

บุคคลและความรับผิดชอบ 

รายงาน 10 

รายงาน ทักษะการวิเคราะหเชิงตัวเลข 

การสื่อสารและการใชเทคโนโลยี

สารสนเทศ 

รายงาน 5 

การสอบ สมรรถนะของหลักสูตร การสอบ 10 
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10. ตำราและเอกสาร 

1. เอกสารประกอบคำสอน CHE371 รายวิชา คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี (APPLIED 
MATHEMATICS FOR CHEMICAL ENGINEER) 
2 . Steven C. Chapra, Numerical Methods for Engineers (Sixth Edition), McGraw-Hill Education 

2010 

3 . Steven C. Chapra, Applied Numerical Methods with MATLAB® for Engineers and Scientists 

(Third Edition), McGraw-Hill Education 2012 

  



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

แผนการสอน สัปดาหที่ 1 

หัวขอการสอน 

อธิบายรายวิชา และ บทที่ 1 ความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับการคำนวณเชิงตัวเลข 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตไดเขาใจในรายวิชา ความสำคัญ และการใหคะแนน 

2. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับการคำนวณเชิงตัวเลข 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจความหมายความคลาดเคลื่อนแบบตางๆ และวิธีการหาคาความคลาดเคลื่อน 

เนื้อหา 

1. อธิบายเก่ียวกับรายวิชาและความสำคัญ 

2. บทนำเก่ียวกับความรูเบื้องตนเก่ียวกับการคำนวณเชิงตัวเลข 

3 ความคลาดเคลื่อน 

4 ความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษ 

5 ความคลาดเคลื่อนจากการตัดปลายของอนุกรมเทเลอร 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 1 ความรูเบื้องตนเกี่ยวกับการคำนวณเชิงตัวเลข 

1.1 บทนำ 

 ในงานศึกษาหรือการออกแบบทางวิศกรรมจำเปนตองมีการคำนวณ ซึ ่งบางครั ้งสมการในการ

ออกแบบทางวิศวกรรมมีความสลับซับซอนดังเชน  

แบบจำลองทางคณิตศาสตรของการฟ นฟูตัวเรงปฏิกิร ิยา Cr-Mg ในเครื ่องปฏิกรณแบบเบดคงท่ี (S.I. 

Reshetnikov,R.V. Petrov,S.V. Zazhigalov,A.N. Zagoruiko, Mathematical modeling of regeneration 

of coked Cr-Mg catalyst in fixed bed reactors, Chemical Engineering Journal, 2020, 122374) ซึ่ง

ไดเสนอแบบจำลองของการเกิดปฏิกิริยาและการแพรที่เกิดขึ้นในเม็ดตัวเรงปฏิกิริยาทรงกลมดังตอไปนี ้

ความเขมขนของกาซออกซิเจน ดังสมการ (1-1) 
2

2 2 2
2

2p p p
O O O

p eff

C C C
D W

t r r r


   
      

      (1-1) 

สมดุลความรอนสำหรับเฟสกาซและเม็ดตัวเรงปฏิกิริยา ดังสมการ (1-2) และ (1-3) ตามลำดับ 
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        (1-3) 

ความเขมขนโคกบนในเม็ดตัวเรงปฏิกิริยา ดังสมการ (1-4) 

p W
t


 


          (1-4) 

ความเขมขนกาซออกซิเจน ดังสมการ (1-5) 
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        (1-5) 

จากสมการ (1-1) ถึง (1-5) การหาผลเฉลยของสมการทั้งหมดไดดวยวิธีการหาผลเฉลยโดยตรงทำได

ยาก หรือแทบจะเปนไปไมได ดังนั้นจึงไดมีการคดิระเบียบวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขขึ้นมาเพ่ือแกปญหาดังกลาว 

แตคาที่ไดก็ยังมีความคลาดเคลื่อนแตคำตอบที่ไดจากระเบียบวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขสามารถยอมรับได 

1.2 ความคลาดเคลื่อน 

 ความคลาดเคลื่อนเปนการเปรียบเทียบระหวางผลเฉลยที่ไดจากการคำนวณที่ไดกับผลเฉลยที่แทจริง 

(exact solution) สำหรับระเบียบวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขไดนิยามความคลาดเคลื่อนดังนี้ 

 คาแทจริง (true value) = คาคำนวณ (approximation) + คาคลาดเคลื่อน (error) 

ดังนั้น คาคลาดเคลื่อนในระเบียบวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขสามารถแทนดวยสมการ (1-6) 
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คาคลาดเคลื่อน ( tE ) = คาแทจริง – คาคำนวณจากระเบียบวิธีการคำนวณเชิงตัวเลข  (1-6) 

 คาคลาดเคลื่อน ( tE ) ในสมการ (1-6) เปนคาความคลาดเคลื่อนท่ีแทจริง  

ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธสามารถหาไดจากสมการ (1-7) แตโดยสวนมากความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ

มักจะรายงานในรูปของ ( t ) ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ (1-8) 

คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธ = (คาแทจริง – คาคำนวณ)/คาแทจริง    (1-7) 

เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธ = (คาแทจริง – คาคำนวณ)x100/คาแทจริง %  (1-8) 

  

 นอกจากนี้ในการคำนวณดวยระเบียบวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขจะไมมีทางทราบคาแทจริงได ดังนั้น

เพื่อหยุดการคำนวณดวยระเบียบวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขจึงไดนิยามคาความคลาดเคลื ่อนประมาณคา 

(approximate error) ดังสมการ (1-9) 

คาคลาดเคลื่อนประมาณคา = คาคลาดเคลื่อนประมาณคารอบปจจุบัน  

                                     – คาคลาดเคลื่อนประมาณคารอบกอหนา   (1-9) 

 ดังนั้นเปอรเซ็นตคาความคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธ (relative approximate error, a ) ดัง

สมการ (1-10) 

เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธ = (คาคลาดเคลื่อนประมาณคารอบปจจุบัน – คาคลาดเคลื่อน

ประมาณคารอบกอหนา)x100/คาคลาดเคลื่อนประมาณคารอบปจจุบัน  (1-10) 

 จากสมการ (1-10) เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธสามารถเปนไดทั้งคาบวกและลบ

เพ่ือใหเปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนคาสัมพัทธมีคาเปนบวก ( a ) จึงใสเครื่องหมายคาสมบูรณ (absolute) และ

กำหนดใหเปอรเซ็นตคาความคลาดเคลื่อนที่ตองการ ( s ) เปนคาที่กำหนดใหหยุดการคำนวณดวยระเบียบ

วิธีการคำนวณเชิงตัวเลข ดังสมการ (1-11) 

a s            (1-11) 

 

สำหรับการกำหนดคาเปอรเซ็นตคาความคลาดเคลื่อนที่ตองการ ( s ) พบวาขึ้นกับตำแหนงทศนิยมของเลข

นัยสำคัญ (n) ดงัสมการ (1-12)  
2(0.5 10 )%n

s x           (1-12) 
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ตัวอยางที่ 1.1 xe  ซึ่งสามารถใชอนุกรมกำลัง Maclaurin ดังสมการ (E1.1-1) 
2 3

1
2! 3! !

n
x x x x

e x
n

              (E1.1-1) 

จงประมาณจำนวนพจนของอนุกรมกำลัง Maclaurin ที ่ทำใหคาประมาณของ e0.5 มีความถูกตองถึง 3 

ตำแหนงเลขนัยสำคัญ พรอมหาเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( t ) และเปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน

ประมาณคาสัมพัทธ ( a ) ถาคาจริงแทของ e0.5 เทากับ 1.648 

วิธีทำ 

 เนื่องจากโจทยกำหนดใหหาคาประมาณของ e0.5 มีความถูกตองถึง 3 ตำแหนงเลขนัยสำคัญ ดังนั้น

เปอรเซน็ตคาความคลาดเคลื่อนที่ตองการ ( s ) สามารถหาไดจากสมการ (1-12) เมื่อแทนคา n เทากับ 3 
2 3(0.5 10 ) 0.05%s x    

 

เมื่อใชอนุกรมกำลัง Maclaurin ที่มีพจน 1 พจน เม่ือ x เทากับ 0.5 

1xe   
(1.648 1)

100 39.32%
1.648t x 

   

เมื่อใชอนุกรมกำลัง Maclaurin ที่มีพจน 2 พจน เม่ือ x เทากับ 0.5 

1 1 0.5 1.5xe x      
(1.648 1.5)

100 8.98%
1.648t x 

   

(1.5 1)
100 33.33%

1.5a x 
   

เมื่อใชอนุกรมกำลัง Maclaurin ที่มีพจน 3 พจน เม่ือ x เทากับ 0.5 
2 20.5

1 1 0.5 1.625
2! 2

x x
e x        

(1.648 1.625)
100 1.40%

1.648t x 
   

(1.625 1.5)
100 7.69%

1.625a x 
   

เมื่อใชอนุกรมกำลัง Maclaurin ที่มีพจน 4 พจน เม่ือ x เทากับ 0.5 
2 3 2 30.5 0.5

1 1 0.5 1.646
2! 3! 2 6

x x x
e x          

(1.648 1.646)
100 0.12%

1.648t x 
   

(1.646 1.625)
100 1.28%

1.646a x 
   

เมื่อใชอนุกรมกำลัง Maclaurin ที่มีพจน 5 พจน เม่ือ x เทากับ 0.5 
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2 3 4 2 3 40.5 0.5 0.5
1 1 0.5 1.649

2! 3! 4! 2 6 24
x x x x

e x            

(1.648 1.649)
100 0.06%

1.648t x 
    

(1.649 1.626)
100 0.18%

1.649a x 
   

เมื่อใชอนุกรมกำลัง Maclaurin ที่มีพจน 6 พจน เม่ือ x เทากับ 0.5 
2 3 4 5 2 3 4 50.5 0.5 0.5 0.5

1 1 0.5 1.649
2! 3! 4! 5! 2 6 24 120

x x x x x
e x              

(1.648 1.649)
100 0.06%

1.648t x 
    

(1.649 1.649)
100 0.00%

1.649a x 
   

ซึ่งผลการการคำนวณสามารถเขียนสรุปดังตารางที ่E1.1-1  

ตารางที่ E1.1-1 ผลการการคำนวณ e0.5 ดวยอนุกรมกำลัง Maclaurin  

จำนวนพจน คาที่คำนวณได t ,% a ,% 

1 1 39.32 - 

2 1.5 8.98 33.33 

3 1.625 1.4 7.69 

4 1.646 0.12 1.28 

5 1.649 -0.06 0.18 

6 1.649 -0.06 0.00 

1.3 ความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษ 

 ความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษ (Round-Off Errors) เปนความคลาดเคลื่อนที่มักพบเวลาใชเครื่อง

คิดเลขในการคำนวณ ซึ่งขึ้นกับผูคำนวณวาจะเลือกเอาตำแหนงเลขนัยสำคัญกี่ตำแหนง ดังเชนในการคำควณ

ในตัวอยางที่ 1.1 ซึ่งกำหนดวาใชตำแหนงเลขนัยสำคัญ 3 ตำแหนง ถาเพิ่มตำแหนงเลขนัยสำคัญเปน 4 

ตำแหนง ผลการคำนวณที่ไดจะแตกตางกัน นอกจากนี้ยังมีคาที่ไดจากการคำนวณที่ไดตำแหนงเลขนัยสำคัญ

เปนจำนวนอนันต เชน 

 มีคาเทากับ 3.141592654...... ซึ่งผูคำนวณอาจเลือกใชแค 3.141 หรือ 3.141593 เปนตน 

e มีคาเทากับ 2.718281829...... ซึ่งผูคำนวณอาจเลือกใชแค 2.71828 

ซึ่งการเลื่อกใชจำนวนตำแหนงเลขนัยสำคัญตางกัน จะทำใหเกิดความคลาดเคลื่อนในระหวางการคำนวณได 
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1.4 ความคลาดเคลื่อนจากการตัดปลายของอนุกรมเทเลอร 

ถ  า  f (x) เป นฟ งก ช ั นท ี ่ ม ี อน ุ ก รมก ํ าล ั ง รอบจ ุ ด  a ซ ึ ่ ง มี จ ํ านวนจร ิ ง  R บวก ท ี ่ ท ํ า ให  

0

( ) ( )n
n

n

f x a x a




  สำหรับทุกๆ คา x ที่ x a R  แลวจะได 
( ) ( )

!

n

n

f a
a

n
 คืออนุพันธอันดับ n ที่ a 

ดังนั้นสามารถเขียนอนุกรมเทเลอรรอบจุด a ไดดังสมการ (1-12) 
( )

0

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f a
f x x a

n





          (1-12) 

จากสมการ (1-12) สามารถเขียนกระจายพจนตางๆ และถาให h x a  จะไดดังสมการ (1-13) 
2 3 3'( ) ''( ) ( ) ( )

( ) ( )
1! 2! 3! !

n nf a h f a h f a h f a h
f x f a

n
           (1-13) 

ถากำหนดให 0a   ดังนั้นถากำหนดใหจุดถัดไปของคา x มีคาเทากับ 1i ix x h   ซึ่งจะทำใหสมการ (1-

13) กลายเปนสมการ (1-14) 
2 3 3

1

'( ) ''( ) ( ) ( )
( ) ( )

1! 2! 3! !

n n
i i i i

i i

f x h f x h f x h f x h
f x f x

n           (1-14) 

การประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับศูนย (the zero-order approximation) สามารถเขียน

สมการไดเปน (1-15) 

1( ) ( )i if x f x           (1-15) 

การประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับหนึ่ง (the first-order approximation) สามารถเขียน

สมการไดเปน (1-16) 

1( ) ( ) '( )i i if x f x f x h           (1-16) 

การประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับสอง (the second-order approximation) สามารถเขียน

สมการไดเปน (1-17) 
2

1

''( )
( ) ( ) '( )

2!
i

i i i

f x h
f x f x f x h           (1-17) 

สำหรับการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับ n (the n-order approximation) สามารถเขียน

สมการไดเปน (1-18) 
2 3 3

1

''( ) ( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! 3! !

n n
i i i

i i i

f x h f x h f x h
f x f x f x h

n          (1-18) 
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ตัวอยางที่ 1.2 จงเขียน xe  ใหอยูในรูปอนุกรมเทเลอรรอบจุด a เมื่อ a มีคาเทากับ 0 

วิธีทำ 

 จากสมการ (1-12) สามารถเขียนอนุกรมเทเลอรไดเปน (E1.2-1) เมื่อ a มีคาเทากับ 0 
0 (0)

1
0! 0!

of e
   และ 

(0) 1

! ! !

n of e

n n n
   

( ) 2 3

0

(0)
( ) 1

! 1! 2! 3! !

n n
x n

n

f x x x x
f x e x

n n





         

 

ตัวอยางที่ 1.3 จงหาคา cos
3

 
 
 

 ดวยการประมาณคาฟงกชันจากอนุกรมเทยเลอรตั้งแตอันดับ ศูนย ถึง

อันดับหก เมื่อจุด a มีคาเทากับ / 4  และหาเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( t ) 

วิธีทำ 

จากสมการ (1-18) 
2 3 3

1

''( ) ( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! 3! !

n n
i i i

i i i

f x h f x h f x h
f x f x f x h

n          (1-18) 

สำหรับการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับอันดับหกสามารถเขียนไดดังสมการ (E1.3-1) 
2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! 3! 4! 5! 6!
i i i i i

i i i

f x h f x h f x h f x h f x h
f x f x f x h         (E1.3-1) 

เมื่อ 

1 3 4 12i ih x x
  

      

 ( ) cos / 4if x   

 '( ) sin / 4if x    

 2 ( ) cos / 4if x    

 3 ( ) sin / 4if x   

 4 ( ) cos / 4if x   

 5 ( ) sin / 4if x    

 6 ( ) cos / 4if x    

แทนคาพจนตางๆ ลงในสมการ (E1.3-1) ดังสมการ (E1.3-2) 

 
2 3

4 5

1 1
cos / 3 cos sin cos sin

4 4 12 2! 4 12 3! 4 12

1 1 1
cos sin cos

4! 4 12 5! 4 12 6! 4 12

      

     

                                                           

                                                 

6




 

           (E1.3-2) 
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เ ม ื ่ อ ค  า จ ร ิ ง ข อ ง   cos / 3 0.5   แ ล ะ     cos / 4 sin / 4 0.707107    แ ล ะ 

 cos / 4 0.707107   และ  sin / 4 0.707107    ซึ ่งคาที่คำนวณไดสามารถสรุปในตารางที่ 

E1.2-1 

 

ตารางที่ E1.2-1 การประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับตางๆ ( 1( )if x  ) 

อันดับ ( )n
if x  nh h 

1( )if x   t  

0 0.707107 1.000000 0.707107 41.42% 

1 -0.707107 0.261799 0.521987 4.40% 

2 -0.707107 0.068539 0.497754 0.45% 

3 0.707107 0.017943 0.499869 2.62E-02 

4 0.707107 0.004698 0.500008 1.51E-03 

5 -0.707107 0.001230 0.500000 6.08E-05 

6 -0.707107 0.000322 0.500000 2.44E-06 

 

1.4.1 สวนเหลือจากการตัดพจนในอนุกรมเทเลอร 

 สวนเหลือจากการตัดพจนในอนุกรมเทเลอร (Remainder) เปนคาความคลาดเคลื่อนจากการใช

อนุกรมเทเลอรในการหาคาคำตอบ ตัวยางเชนในการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับศนูย พบวา

เปนไปตามสมการ (1-15) 

1( ) ( )i if x f x           (1-15) 

ซึ่งคาสวนเหลือจากการตัดพจนสำหรับการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับศูนย ( 0R ) พบวา

เปนไปตามสมการ (1-19) 
2 3 3

0

''( ) ( )
'( )

2! 3!
i i

i

f x h f x h
R f x h          (1-19) 

 ถาเขียนกราฟระหวาง x กับ ( )f x  จะไดดังรูปที่ 1.1 จากรูปที่ 1.1 พบวาคา 0R  จะมีคาเทากับ

สมการ (1-20) 

0 '( )iR f x           (1-20) 

ดังนั้นสมการ (1-20) คือคาความชันจะทำใหสมการ (1-20) เปนสมการ (1-21) 

0'( )i

R
f x

h
           (1-21) 
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รูปท่ี 1.1 คาสวนเหลือจากการตัดพจนสำหรับการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับศูนย ( 0R ) 

ที่มา: Chapra (2010) 

 จากรูปที่ 1.1 จะเห็นไดวาถาหาอนุพันธอันดับหนึ่งตั้งแต ix ถึง 1ix  จะพบวามีจุดหนึ่งที่ทำใหอนุพันธ

อันดับหนึ่งมีคาเทากับสมการ (1-21) สมมุติวาจุดนั้นคือจุด   ดังนั้นอนุพันธอันดับหนึ่งท่ีจุด   สามารถเขียน

ไดเปนสมการ (1-22) ดังรูปที่ 1.2 

0'( )
R

f
h

            (1-22) 

จากสมการ (1-22) ทำใหสามารถหาคา 0R  ไดดังสมการ (1-23) 

0 '( )R f h           (1-23) 

 
 

h 

Zero-order prediction 

R0 

F(xi) 

X xi+1 xi 

F(x) 
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รูปท่ี 1.2 ภาพประกอบการหาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุด x เทากับ   

ที่มา: Chapra (2010) 

 

 สำหรับการหาสวนเหลือจากการตัดพจนสำหรับการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับหนึ่ง 

( 1R ) สามารถเขียนไดเปนสมการ (1-24) 
2

1

''( )

2!

f h
R


           (1-24) 

1.4.2 การประมาณคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษดวยอนุกรมเทเลอร 

 สมมุมิใหสมการความเร็วของการเคลื่อนที่ ( ( )v t ) โดยการประมาณคาฟงกชันดัวยอนุกรมเทเลอร

อันดับ n  ไดดังสมการ (1-25) 
2 3 3

1 1
1 1

''( )( ) ( )( )
( ) ( ) '( )( )

2! 3!
i i i i i i

i i i i i n

v t t t v t t t
v t v t v t t t R 

 

 
         (1-25) 

กรณีคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษดวยการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับหนึ่ง ( 1R ) ดัง

สมการ (1-26) 

1 1 1( ) ( ) '( )( )i i i i iv t v t v t t t R            (1-26) 

 

Slope =  

Slope =  

h 

x 

y 

xi xi+1 

R0 
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หรืออันพันธอันดับหนึ่งของความเร็วของการเคลื่อนที่ดังสมการ (1-27) 

1 1

1 1

( ) ( )
'( ) i i

i
i i i i

v t v t R
v t

t t t t


 


 

 
        (1-27) 

ในสมการ (1-27) เทอม 1

1

( ) ( )i i

i i

v t v t

t t







เปนคาที่ไดจากการประมาณคาฟงกชันดวยอนุกรมเทเลอรอันดับหนึ่ง 

สวนเทอม 1

1i i

R

t t 
เปนคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษ เมื ่อเทียบระหวางสมการ (1-24) จะไดเปน

สมการ (1-28) 
2

1

''( )

2!

f h
R


           (1-24) 

 1
1

1

''( )

2! i i
i i

R v
t t

t t






 


        (1-28) 

หรือเขียนอยางงานดังสมการ (1-29) 

 1
1

1
i i

i i

R
O t t

t t 


 


         (1-29) 

ซึ่ง  1 ( )i iO t t O h   คือความคลาดเคลื่อน 
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1.5 แบบฝกหัด 

HM1.1 จงหาอนุกรมเทรเลอรของฟงกชัน 1
( ) ln

1
f x

x
    

  

HM1.2 จงหาอนุกรมเทรเลอรของฟงกชัน ( ) sinf x x   

HM1.3 จงหาคาประมาณคาของ ( ) xf x e  ที่ 1x   จากจุด 0x   ดวยอนุกรมเทรเลอรตั้งแตอันดับ ศูนย 

ถึงอันดับหกและหาเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( t ) เมื่อคาจริงของเทากับ 2.7183e    

HM1.4 จงหาคาประมาณคาของ ( ) xf x e  ที่ 1x   จากจุด 0x   ดวยอนุกรมเทรเลอรตั้งแตอันดับ 

ศูนย ถึงอันดับหก  
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แผนการสอน สัปดาหที่ 2 

หัวขอการสอน 

บทที่ 2 การหารากของสมการ ในหัวขอ 2.1 – 2.4 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตมคีวามรูเบื้องตนเก่ียวกับปญหาที่จำเปนตองหารากของสมการ 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการใชระเบียบวิธีกราฟในการหารากของสมการ 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการใชระเบียบวิธีแบงครึ่งชวงในการหารากของสมการ 

4. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการใชระเบียบวิธวีางผิดตำแหนงในการหารากของสมการ 

เนื้อหา 

1. อธิบายความสำคัญของการหารากของสมการ 

2. บทนำ 

3 ระเบียบวิธีกราฟ 

4 ระเบียบวิธีแบงครึ่งชวง 

5 ระเบียบวิธีวางผิดตำแหนง 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 2 การหารากของสมการ 

2.1 บทนำ 

 ในการแกปญหาทางวิศวกรรมศาสตรบางกรณีตองมีการหารากของสมการ หรือ การหาคา x เพื่อให

ไดคำตอบของสมการ ( )f x  เทากับ 0 สำหรับวิธีหารากของสมการทั่วไปที่เปนที่รู จัดกันดีไดแก การหาราก

ของสมการกำลังสอง และรากของสมการกำลังสาม  

สมการกำลังสองมีสูตรทั่วไปดังสมการ (2-1)  
2( ) 0f x ax bx c            (2-1) 

รากของสมการสามารถหาไดจากสมการ (2-2) ซึ่งสามารถมีคำตอบไดคำตอบเดียว หรือ สองคำตอบ 
2 4

2

b b ac
x

a

  
          (2-2) 

สำหรับสมการกำลังสามมีสูตรทั่วไปดังสมการ (2-3) สำหรับรากของสมการกำลังสามที่มีคำตอบเปนจำนวนจริง 
3 2( ) 0f x x ax bx c             (2-3) 

กำหนดให 
2

3

a
p b   และ 

32

27 3

a ab
q c    

รากของสมการกำลังสามแบงออกเปน 3 กรณ ีเม่ือพิจารณาคา  ดังสมการ (2-4) 
3 3

4 27

q p
             (2-4) 

ถา 0  รากของสมการกำลังสามจะเปนจำนวนจริง 1 คา 
1 1

3 3

2 2 3

q q a
x

              
   

 

ถา 0  รากของสมการกำลังสามจะเปนจำนวนจริง 2 คาและมีคาซ้ำกัน 
1

3

1 2
2 3

q a
x

    
 

 และ 
1

3

2 3 2 3

q a
x x

    
 

 

ถา 0  รากของสมการกำลังสามจะเปนจำนวนจริง 3 คา  

 
1

1 3

2 1 3 3
sin sin

3 33 2

q a
x p

p



  
          

 

 
1

2 3

2 1 3 3
sin sin

3 3 33 2

q a
x p

p
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1

2 3

2 1 3 3
cos sin

3 6 33 2

q a
x p

p



  
            

 

 จากการหารากสมการกำลังสองและรากของสมการกำลังสามเปนตัวอยางของสมการพหุนาม 

(polynomial equations) แตในบางปญหาทางวิศวกรรมจะไมไดอยูในรูปแบบของสมการพหุนามซึ่งสามารถ

แกหาคำตอบของรากสมการได ตัวอยางเชน 

การหาคาส ัมประสิทธ ิ ์แรงเส ียดทานของทอ (friction number, f) จากสูตรของ Colebrook สำหรับ 

Re 4,000  ดังสมการ (2-5) 

1 1.256
4log

3.7 ReDf f

 
   

  
       (2-5) 

ความสัมพันธระหวางความดันและปริมาตรของกาซจากสมการสภาวะ (Equation of State) ของ Soave-

Redlich-Kwong (SRK) ดังสมการ (2-6) 

 
RT a

P
V b V V b


 

 
         (2-6) 

 ดังนั้นในบทนี้ไดนำเสนอวิธีการหาคาของรากสมการดวยวิธีการตางๆ ดังนี้ ระเบียบวิธีกราฟ ระเบียบ

วิธีซ้ำเดิมเชิงเดียว ระเบียบวิธีแบงครึ่งชวง ระเบียบวิธีแกตำแหนงผิด ระเบียบวิธีเสนตัดโคง ระเบียบวิธีของนิว

ตัน 

2.2 ระเบียบวิธีกราฟ 

 การหาคา x ที่เปนรากของสมการ ( ) 0f x   สามารถทำไดโดยระเบียบวิธีกราฟ โดยคาของ x คือ 

จุดตัดแกน x ซึ่งการที่เราจะไดคารากของสมการที่มีความถูกตองจำเปนตองเสียเวลาคอนขางมาก แตเปน

วิธีการหารากของสมการที่งาย 

ตัวอยางที่ 2.1 จงหาความหนาของฉนวน (ri) สำหรับหุมขดลวดความรอน โดยพบวาอุณหภูมิภายในขดลวด

เปนไปตามสมการ (E2.1-1) 

1 1 1
ln

2
w i

w air
w w i

r rq
T T

k r h r r
  

       
      (E2.1-1) 

เมื่อ Tw คืออุณหภูมิที่รัศมีของขดลวด (500K) Tair คืออุณหภูมิอากาศ (293K) q คือ อัตราการผลิตความรอน 

(75 W/m) k คือ ความการนำความรอนของฉนวน (0.1 W/(m-K) rw คือ รัศมีของขดลวด (6 mm) ri คือ 

ความหนาของฉนวน (mm) และ h คือสัมประสิทธิ์การพาความรอน (12 W/(m2-K)) 

วิธีทำ 

จากสมการ (E2.1-1) จัดรูปสมการใหมเพ่ือใหอยูในรูป ( ) 0f x  ดังสมการ (E2.1-2) ซึ่งเปนฟงกชันท่ีอยูในรูป

ของ ri  
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1 1 1
( ) ln 0

2
w i

i air w
w w i

r rq
f r T T

k r h r r
  

         
     (E2.1-2) 

แทนคาตางๆ ลงในสมการ (E2.1-2) 

0.00675 1 1 1
( ) 293 ln 500

2 0.1 0.006 12 0.006
i

i
i

r
f r

r
          

 

หารากของสมการโดยระเบียบวิธีกราฟดังรูปที่ E2.1-1 

 
รูปท่ี E2.1-1 ความสัมพันธระหวาง ir  กับ ( )if r  

 

 จากรูปที ่ E2.1-1พบวา ( ) 0if r   จะอยู ในชวงของ ir  ระหวาง 0.018 และ 0.019 ซึ ่งใหคา 

( ) 0.0767if r   และ ( ) 3.1382if r   ตามลำดับ  

 ถาตองการความละเอียดของ ir  สามารถทำไดโดยทำระเบียบวิธีกราฟซ้ำซึ่งใหผลการคำนวณดังรปูที่ 

E2.1-2 

 จากรูปที่ E2.1-2 พบวา ( ) 0if r   จะอยูในชวงของ ir  ระหวาง 0.018020 และ 0.018025 ซึ่งใหคา 

( ) 0.01178if r   และ ( ) 0.004446if r   ตามลำดับ ดังนั้นเพื่อหาคา ( ) 0if r   เราสามารถใชสมการ

เสนตรงในการหาได ซึ่งจะไดเทากับ  
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รูปท่ี E2.1-2 ความสัมพันธระหวาง ir  กับ ( )if r  

2.3 ระเบียบวิธีแบงคร่ึงชวง  

 ระเบียบวิธีแบงครึ่งชวง (bisection method) เปนวิธีการอาศัยการแบงครึ่งชวงในการหารากของ

สมการ จากระเบียบวิธีกราฟพบวารากของสมการจะอยูในชวงการเปลี่ยนแปลงคา ( )f x  จากคาเปน   ไป

เปน   หรือจาก   ไปเปน   ดังนั้น ระเบียบวิธีแบงครึ่งชวงจึงมีข้ันตอนดำเนินการดังนี ้

 ขั้นที่ 1. การทดสอบชวงของคา lx  และ ux  วามรีากของสมการ 

 กำหนดให lx  เปนคา x  จุดเริ่มตน และ ux  เปนคา x  จุดปลาย ดังนั้น ถา ( ) ( ) 0l uf x f x   แสดง

วาการกำหนดชวงในการหารากสมการถูกตอง แตถา ( ) ( ) 0l uf x f x   แสดงวาการกำหนดชวงในการหาราก

สมการไมถูกตอง และถา ( ) ( ) 0l uf x f x   แสดงวา ไม lx  หรือ ux  เปนรากของสมการ 

 ขั้นที่ 2. การหาตำแหนง rx  ซึ่งเปนตำแหนงท่ีอยูตองกลางระหวาง lx  และ ux  

 กำหนดให 
2

u l
r

x x
x


   

 ขั้นที่ 3. การหาผลคูณระหวาง ( )lf x  และ ( )rf x  โดยมีเงื่อนไขดังนี ้

 ถา ( ) ( ) 0l rf x f x   แสดงวาในชวงระหวาง lx  และ rx  มีรากของสมการ ดังนั ้นกำหนดให 
new
u rx x  แลวทำซ้ำใหมตั้งแตขั้นตอนที่ 2 

 ถา ( ) ( ) 0l rf x f x   แสดงวาในชวงระหวาง lx  และ rx  ไมมีรากของสมการ ดังนั้นกำหนดให 
new
l rx x  แลวทำซ้ำใหมตั้งแตขั้นตอนที่ 2 

 ถา ( ) ( ) 0l rf x f x   แสดงวา rx  เปนรากของสมการ  
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ตัวอยางที่ 2.2 ปฏิกิริยาการแตกตัวของน้ำกลายเปนกาซไฮโดรเจนและออกซิเจนพบวาเปนไปตามสมการ

ตอไปนี้ 
2

1 2

x P
K

x x


 
 เมื่อ K คือคาคงที ่สมดุล (atm) x สัดสวนโมลของไฮโดรเจน P ความดันรวม 

(atm) ถากำหนดให K เทากับ 0.05 และ P เทากับ 3 atm จงหาสัดสวนโมลของไฮโดรเจนดวยระเบียบวิธีแบง

ครึ่งชวง เมื่อเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธต่ำกวา 0.02% 

วิธีทำ 

จากสมการ 
2

1 2

x P
K

x x


 
 จัดรูปใหมจะไดเปน (E2.2-1) 

2
( )

1 2

x P
f x K

x x
 

 
        (E2.2-1) 

แทนคา K เทากับ 0.05 atm และ P เทากับ 3 atm ดังสมการ (E2.2-2) 

2 3 6
( ) 0.05 0.05

1 2 1 2

x x x
f x

x x x x
   

   
     (E2.2-2) 

รอบท่ี 1 

กำหนดให 0lx   และ 0.9ux   ซึ่งจะไดคา ( ) 0.05lf x    และ ( ) 12.89551uf x    

ขั้นที่ 1. การทดสอบชวงของคา lx  และ ux  วามีรากของสมการ 

( ) ( ) 0l uf x f x   แสดงวาชวงดังกลาวมีรากของสมการ 

ขั้นที่ 2. การหาตำแหนง rx   

0 0.9
0.45

2 2
u l

r

x x
x

 
    

ขั้นที่ 3. การหาผลคูณระหวาง ( )lf x  และ ( )rf x  

( ) 1.23039rf x   ซึ ่ง ( ) ( ) 0.06152l rf x f x    ซึ ่งตรงกับเงื ่อนไข ( ) ( ) 0l rf x f x   ดังนั ้น 0new
lx   

และ 0.45new
ux   

รอบท่ี 2 

ขั้นที่ 2. การหาตำแหนง rx   
0 0.45

0.225
2 2

u l
r

x x
x

 
    

ขั้นที่ 3. การหาผลคูณระหวาง ( )lf x  และ ( )rf x  

( ) 0.426751rf x   ซึ่ง ( ) ( ) 0.02134l rf x f x    

ซึ่งตรงกับเงื่อนไข ( ) ( ) 0l rf x f x   ดังนั้น 0new
lx   และ 0.225new

ux   

0.0225 0.45
100 100 100%

0.0225

new old
r r

a new
r

x x
x x

x
  

    

สำหรับผลการคำนวณหารากของสมการรอบตางๆ สามารถสรุปไดตามตารางที่ E2.2-1 
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ตารางที่ E2.2-1 ผลการคำนวณหารากของสมการตามระเบียบวิธีแบงครึ่งชวง 
รอบท่ี xl f(xl) xu f(xu) xr f(xr) f(xr)*f(xl) xl,new xu,new err 

1 0.000000 -0.050000 0.900000 12.895509 0.450000 1.230390 -0.061520 0.000000 0.450000  
2 0.000000 -0.050000 0.450000 1.230390 0.225000 0.426751 -0.021338 0.000000 0.225000 100.000000 

3 0.000000 -0.050000 0.225000 0.426751 0.112500 0.163630 -0.008181 0.000000 0.112500 100.000000 

4 0.000000 -0.050000 0.112500 0.163630 0.056250 0.051813 -0.002591 0.000000 0.056250 100.000000 

5 0.000000 -0.050000 0.056250 0.051813 0.028125 -0.000225 0.000011 0.028125 0.056250 100.000000 

6 0.028125 -0.000225 0.056250 0.051813 0.042188 0.025497 -0.000006 0.028125 0.042188 33.333333 

7 0.028125 -0.000225 0.042188 0.025497 0.035156 0.012564 -0.000003 0.028125 0.035156 20.000000 

8 0.028125 -0.000225 0.035156 0.012564 0.031641 0.006151 -0.000001 0.028125 0.031641 11.111111 

9 0.028125 -0.000225 0.031641 0.006151 0.029883 0.002959 -0.000001 0.028125 0.029883 5.882353 

10 0.028125 -0.000225 0.029883 0.002959 0.029004 0.001366 0.000000 0.028125 0.029004 3.030303 

11 0.028125 -0.000225 0.029004 0.001366 0.028564 0.000570 0.000000 0.028125 0.028564 1.538462 

12 0.028125 -0.000225 0.028564 0.000570 0.028345 0.000172 0.000000 0.028125 0.028345 0.775194 

13 0.028125 -0.000225 0.028345 0.000172 0.028235 -0.000026 0.000000 0.028235 0.028345 0.389105 

14 0.028235 -0.000026 0.028345 0.000172 0.028290 0.000073 0.000000 0.028235 0.028290 0.194175 

15 0.028235 -0.000026 0.028290 0.000073 0.028262 0.000023 0.000000 0.028235 0.028262 0.097182 

16 0.028235 -0.000026 0.028262 0.000023 0.028249 -0.000002 0.000000 0.028249 0.028262 0.048614 

17 0.028249 -0.000002 0.028262 0.000023 0.028255 0.000011 0.000000 0.028249 0.028255 0.024301 

18 0.028249 -0.000002 0.028255 0.000011 0.028252 0.000005 0.000000 0.028249 0.028252 0.012152 

 จากตารางที่ E2.2-1 พบวา เปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธต่ำกวา 0.02% เมื่อทำ

การคำนวณตามระเบียบวิธีแบงครึ่งชวงในรอบที่ 18 ซึ่งพบวา 0.028252rx   ดังนั้น สัดสวนโมลของ

ไฮโดรเจนเทากับ 0.028252 ที่คามดันรวมเปน 3 atm และคาคงที่ของสมดุลเทากับ 0.05 atm  

2.4 ระเบียบวิธีวางผิดตำแหนง  

 ระเบียบวิธวีางผิดตำแหนง (False position) เปนวิธีการที่ปรับปรุงมาจากระเบียบวิธีแบงครึ่งชวง เม่ือ

พิจารณาจากรูปที่ 2.3 จากรูปที่ 2.3 ที่จุด rx  สามารถหาไดจากคาความชันและสามารถเขียนไดดังสมการ (2-

7) 
( )( )

( ) ( )
u l u

r u
l u

f x x x
x x

f x f x


 


        (2-7) 

และใชวิธีการหาเชนเดียวกับระเบียบวิธีแบงครึ่งชวง 
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รูปท่ี 2.3 วิธีการหาคา rx  ดวยระเบียบวิธวีางผิดตำแหนง 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

ตัวอยางที่ 2.3 ปฏิกิริยาการแตกตัวของน้ำกลายเปนกาซไฮโดรเจนและออกซิเจนพบวาเปนไปตามสมการ

ตอไปนี้ 
2

1 2

x P
K

x x


 
 เมื่อ K คือคาคงที่สมดุล (atm) x สัดสวนโมลของไฮโดรเจน P ความดันรวม 

(atm) ถากำหนดให K เทากับ 0.05 และ P เทากับ 3 atm จงหาสัดสวนโมลของไฮโดรเจนดวยระเบียบวิธีวาง

ผิดตำแหนงและหาเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธ เม่ือทำการคำนวณ 20 รอบ 

วิธีทำ 

จากตัวอยางที่ 2.2 สมการ (E2.2-2) 

6
( ) 0.05

1 2

x
f x

x x
 

 
        (E2.2-2) 

ขั้นที่ 1. การทดสอบชวงของคา lx  และ ux  วามีรากของสมการ 

เมื ่อ 0lx  จะได ( ) 0.05lf x   และ 0.9ux   และ ( ) 12.895509uf x   ซ ึ ่งจะได ( ) ( ) 0l uf x f x   

แสดงวาชวงดังกลาวมรีากของสมการ 

ขั้นที่ 2. การหาตำแหนง rx   

12.895509 (0 0.9)
0.9 0.003476

0.05 12.895509r

x
x
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ขั้นที่ 3. การหาผลคูณระหวาง ( )lf x  และ ( )rf x  

( ) 0.043963rf x    ซ ึ ่ ง  ( ) ( ) 0.002198l rf x f x   ซ ึ ่ งตรงก ั บ เ ง ื ่ อน ไข ( ) ( ) 0l rf x f x   ด ั งนั้ น 

0.003476new
lx   และ 0.9new

ux   

รอบท่ี 2 

ขั้นที่ 2. การหาตำแหนง rx   

12.895509 (0003476 0.9)
0.9 0.006522

0.043963 12.895509r

x
x


  

 
 

ขั้นที่ 3. การหาผลคูณระหวาง ( )lf x  และ ( )rf x  

( ) 0.038648rf x    ซ ึ ่ ง  ( ) ( ) 0.001699l rf x f x   ซ ึ ่ งตรงก ั บ เ ง ื ่ อน ไข ( ) ( ) 0l rf x f x   ด ั งนั้ น 

0.006522new
lx   และ 0.9new

ux   

0.006522 0.003476
100 100 46.70%

0.006522

new old
r r

a new
r

x x
x x

x
  

    

สำหรับผลการคำนวณหารากของสมการรอบตางๆ สามารถสรุปไดตามตารางที่ E2.2-1 

 

ตารางที่ E2.2-1 ผลการคำนวณหารากของสมการตามระเบียบวิธวีางผิดตำแหนง 
รอบท่ี xl f(xl) xu f(xu) xr f(xr) f(xr)*f(xl) xl,new xu,new err 

1 0.000000 -0.050000 0.900000 12.895509 0.003476 -0.043963 0.002198 0.003476 0.900000  
2 0.003476 -0.043963 0.900000 12.895509 0.006522 -0.038648 0.001699 0.006522 0.900000 46.703092 

3 0.006522 -0.038648 0.900000 12.895509 0.009192 -0.033968 0.001313 0.009192 0.900000 29.044464 

4 0.009192 -0.033968 0.900000 12.895509 0.011532 -0.029851 0.001014 0.011532 0.900000 20.293809 

5 0.011532 -0.029851 0.900000 12.895509 0.013584 -0.026228 0.000783 0.013584 0.900000 15.105003 

6 0.013584 -0.026228 0.900000 12.895509 0.015383 -0.023042 0.000604 0.015383 0.900000 11.695943 

7 0.015383 -0.023042 0.900000 12.895509 0.016961 -0.020241 0.000466 0.016961 0.900000 9.302810 

8 0.016961 -0.020241 0.900000 12.895509 0.018345 -0.017779 0.000360 0.018345 0.900000 7.543638 

9 0.018345 -0.017779 0.900000 12.895509 0.019559 -0.015615 0.000278 0.019559 0.900000 6.206179 

10 0.019559 -0.015615 0.900000 12.895509 0.020624 -0.013713 0.000214 0.020624 0.900000 5.163040 

11 0.020624 -0.013713 0.900000 12.895509 0.021558 -0.012042 0.000165 0.021558 0.900000 4.333121 

12 0.021558 -0.012042 0.900000 12.895509 0.022377 -0.010574 0.000127 0.022377 0.900000 3.662327 

13 0.022377 -0.010574 0.900000 12.895509 0.023096 -0.009284 0.000098 0.023096 0.900000 3.113186 

14 0.023096 -0.009284 0.900000 12.895509 0.023727 -0.008152 0.000076 0.023727 0.900000 2.658917 

15 0.023727 -0.008152 0.900000 12.895509 0.024281 -0.007157 0.000058 0.024281 0.900000 2.279870 

16 0.024281 -0.007157 0.900000 12.895509 0.024767 -0.006283 0.000045 0.024767 0.900000 1.961302 

17 0.024767 -0.006283 0.900000 12.895509 0.025193 -0.005516 0.000035 0.025193 0.900000 1.691937 

18 0.025193 -0.005516 0.900000 12.895509 0.025567 -0.004843 0.000027 0.025567 0.900000 1.463006 

19 0.025567 -0.004843 0.900000 12.895509 0.025895 -0.004251 0.000021 0.025895 0.900000 1.267591 

20 0.025895 -0.004251 0.900000 12.895509 0.026183 -0.003732 0.000016 0.026183 0.900000 1.100163 

 จากตารางที่ E2.2-1 พบวา เมื่อคำนวณเปนจำนวน 20 รอบ พบวา 0.026183rx   ดังนั้น สัดสวน

โมลของไฮโดรเจนเทากับ 0.026183 ที่ความดันรวมเปน 3 atm และคาคงที่ของสมดุลเทากับ 0.05 atm 

เปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธเทากับ 1.1002%  
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2.5 ระเบียบวิธีการทำซ้ำแบบหนึ่งจุด  

 ระเบียบวิธีการทำซ้ำแบบหนึ่งจุด (simple fixed-point iteration method) โดยระเบียบวิธีนี้เปน

การปรับสมการ ( ) 0f x   ใหอยูในสมการ (2-8) 

( )x g x           (2-8) 

ดังนั้นในการคำนวณรอบแรกจำเปนตองเดาคารากของสมการ ix  แทนคาลงในสมการ (2-8) เพื่อหาคา 1ix 

ดังสมการ (2-9) 

1 ( )i ix g x            (2-9) 

และเปอรเซน็ตความคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธสามารถหาไดตามสมการ (2-10) 

1

1

100%i i
a

i

x x
x

x
 




          (2-10) 

 ดังนั ้นในการระเบียบวิธีการทำซ้ำแบบหนึ ่งจ ุดจะหยุดการคำนวณเมื ่อไดคาเปอรเซ ็นตความ

คลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธต่ำกวาเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนที่ตองการ ( s ) 

 ลักษณะการลูเขาสูคำตอบของระเบียบวิธีการทำซ้ำแบบหนึ่งจุดสามารถแบงออกไดเปน 4 กรณีดังรูป

ที่ 2.4 จากรูปที่ 2.4 (ก) และรูปที่ 2.4 (ข) มีลักษณะการลูเขาสูคำตอบ ในขณะที่รูปท่ี 2.4(ค) และรูปที่ 2.4(ง)

มีลักษณะการลูออกจากคำตอบ ดังนั้นการใชระเบียบวิธกีารทำซ้ำแบบหนึ่งจุดจำเปนตองพิจารณาลักษณะของ

ฟงกชัน 

 
(ก) 

รูปท่ี 2.4 ลักษณะการลูเขาสูคำตอบของระเบียบวิธกีารทำซ้ำแบบหนึ่งจุดแบบตางๆ 

ที่มา: Chapra (2010) 
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(ข) 

 
(ค) 

รูปท่ี 2.4 ลักษณะการลูเขาสูคำตอบของระเบียบวิธกีารทำซ้ำแบบหนึ่งจุดแบบตางๆ (ตอ) 
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(ง) 

รูปท่ี 2.4 ลักษณะการลูเขาสูคำตอบของระเบียบวิธกีารทำซ้ำแบบหนึ่งจุดแบบตางๆ (ตอ) 

 

ตัวอยางที่ 2.4 เครื่องปฏิกรณแบบทอไหลท่ีมีการปอนสารยอนกลับ ที่อัตราสวนการปอนกลับเทากับ R ดังรูป

ที่ E2.3-1 ซึ่งสามารถหาคอนเวอรชันของสาร A ที่ทางออก ( Ax ) ไดดังสมการ (E2.4-1) 

 
1 (1 ) 1

ln
(1 ) 1 (1 )

A

A A

R x R

R x R R x

   
    

       (E2.4-1) 

จงหาคอนเวอรชันของสาร A ที่ทางออก เม่ืออัตราสวนการปอนกลับเทากับ 10 ดวยระเบียบวิธีการทำซ้ำแบบ

หนึ่งจุด 

 
 

รูปท่ี E2.3-1 การปอนยอนกลับในเครื่องปฏิกรณแบบทอไหล 

ที่มา :  

วิธีทำ 

จัดรูปสมการ (E2.4-1) โดยแทนคาอัตราสวนการปอนกลับเทากับ 10 ดังสมการ (E2.4-2) 

 
1 10(1 ) 10 1

ln
10(1 ) 10 1 10(1 )

A

A A

x

x x

   
    

  

11 10 11
ln

10 10 110 100
A

A A

x

x x

 
   

       (E2.4-2) 

ใหอยูในรูป 1 ( )i ix g x   จะไดเปนสมการ (E2.4-2) 

 
 

 

 
 

 

Feed Plug flow reactor 

Recycle 

Product 
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10 10
110 100 11ln

11 10
A

A
A

x
x

x

 
    

หรือ
10 10

100 110 11ln
11 10

A
A

A

x
x

x

 
    

 

10 10
1.10 (0.11) ln

11 10
A

A
A

x
x

x

 
    

 

,
, 1

,

10 10
1.10 (0.11) ln

11 10
A i

A i
A i

x
x

x

 
   

  
       (E2.4-2) 

รอบท่ี 1 กำหนดใหคาเริ่มตนของ ,0 0.05Ax   แทนคาลงในสมการ (E2.4-2)  

,1

10 10(0.05)
1.10 (0.11) ln 1.11101

11 10(0.05)Ax
 

    
 

รอบท่ี 2 นำคา ความเขมขน ,1 1.11101Ax   แทนคาลงในสมการ (E2.4-2)  

,2

10 10(1.11101)
1.10 (0.11) ln 0.84580

11 10(1.11101)Ax
 

    
 

คาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธ ( a  ) 

, 1 ,

, 1

0.84580 1.11101
100 0.05801%

0.84580
A i A i

a
A i

x x
x

x
 



 
    

ผลการคำนวณการทำซ้ำแบบหนึ่งจุดและคาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธสามารถสรุปผลการ

คำนวณดังตารางที่ E2.4-1 จากตารางที่ E2.4-1 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธมีคาไมลดลง

แสดงวาสมการอาจไมเหมาะสมกับการแกสมการดวยวิธีการคำนวณการทำซ้ำแบบหนึ่งจุด 

ตารางที่ E2.4-1 ผลการคำนวณการทำซ้ำแบบหนึ่งจุด 

,A ix  , 1A ix   , 1 ,A i A ix x   
a  

0.05 1.11101 1.06101 95.50% 

1.11101 0.84580 0.26521 31.36% 

0.84580 1.15499 0.30918 26.77% 

1.15499 0.98601 0.16897 17.14% 

0.98601 1.33077 0.34476 25.91% 

1.33077 1.06040 0.27037 25.50% 

 

 ดังนั้นจึงใชวิธีการเขียนกราฟเพ่ือหาคาคำตอบดังสมการ (E2.4-3) และใหผลดังรูปที ่E2.4-1 จากรูปที่ 

E2.4-1 พบวาคาคอนเวอรชันของสาร A ที่ทางออกเทากับ 0.53  

11 10 11
( ) ln

10 10 110 100
A

A
A A

x
f x

x x

 
    

       (E2.4-3) 

 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

 
รูปท่ี E2.3-1 ผลการคำนวณดวยวิธีการเขียนกราฟ 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 3 

หัวขอการสอน 

บทที่ 2 การหารากของสมการ ในหัวขอ 2.5 – 2.7 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการใชระเบียบวิธีการทำซ้ำแบบหนึ่งจุดในการหารากของสมการ 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการใชระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันในการหารากของสมการ 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการใชระเบียบวิธีซีแคนในการหารากของสมการ 

เนื้อหา 

1. ระเบียบวิธีการทำซ้ำแบบหนึ่งจุด 

2. ระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน 

3 ระเบียบวิธีซีแคน 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 2 การหารากของสมการ (ตอ) 

2.5 ระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน  

ระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson method) เปนวิธีที่ใชสําหรับหาคารากสมการโดย

อาศัยการกําหนดหรือเดาคาเริ่มตนเพียงจุดเดียว ดังนั้นถาเลือกคาเริ่มตนไดเหมาะสม จะสามารถหาคำตอบได

เร็วขึ้น เมื่อเทียบกับระเบียบวิธีแบงครึ่งชวงและระเบียบวิธวีางผิดตำแหนง  

สำหรับหลักการของระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันสามารถแสดงไดดังรูปที่ 2.5 จากรูปที่ 2.5 พบวา

ระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันอาศัยการหาคาของอนุพันธอันดับหนึ่งหรือคาความชันของสมการนั้นที่จุดดังกลาว 

จากรูปที่ 2.5 ถาเริ่มตนที่จุด ix x  ดังนั้น ( )iy f x ถาลากเสนตนที่มีความชันที่จุดดังกลาวไปตัดกับแกน 

x ซึ่งจะไดเปนจุดที่ไดคาของ 0y   และ 1ix x  ซึ่งสามารถเขียนสมการแสดงคาความชันไดดังสมการ (2-

11) 

1

0 ( )( )
'( ) i

i
i i

f xf x
f x

x x x


 

 
        (2-11) 

 จัดรูปสมการ (2-11) เพ่ือหาคาของ 1ix  ไดเปนสมการ (2-12) 

1

( )

'( )
i

i i
i

f x
x x

f x            (2-12) 

ดังนั้นระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันหยุดการคำนวณเมื่อคาของ 1( )if x  มีคาเทากับ 0 หรือใกลเคียง 0 

 
รูปท่ี 2.5 รูปประกอบหลักการของระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน 

ที่มา: Chapra (2010) 
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ลักษณะกราฟของฟงกชันดังรูปที่ 2.6 เปนลักษณะของกราฟที่ไมสามารถใชระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน

ไดในการหารากของสมการไดสามารถสรุปไดดังนี้ 

กรณีที่ 1 ความชันของกราฟมีคาเขาใกล 0 ดังนั้นทำใหคาของ '( )if x  ซึ่งเปนตัวหารในสมการ (2-

12) มีคาเขาใกล 0 สงผลใหไมสามารถหาคาของ 1ix   ได ดังแสดงในรูปที่ 2.6 (ก) 

 กรณีท่ี 2 จุดท่ีกำหนดคา ix x เริ่มตนอยูใกลจุดสูงสุดหรือจุดต่ำสุด ทำใหการหาคาของ 1ix   จะอยู

ใกลกับจุดดังกลาว ดังแสดงในรูปที่ 2.6 (ข) 

 กรณีท่ี 3 จุดที่กำหนดคา ix x เริ่มตนอยูระหวางรากของสมการ 2 คา ทำใหการหาคาของ 1ix   จะ

คำนวณไดหางจากรากของสมการออกไป ดังแสดงในรูปที่ 2.6 (ค) 

 กรณีท่ี 4 จุดท่ีกำหนดคา ix x เริ่มตนอยูใกลกับจุดที่ความชันเทากับ 0 ทำใหการหาคาของ 1ix   จะ

คำนวณไดจะไดคาที่หาคาไมไดและไกลออกจากกรากของสมการ ดังแสดงในรูปที่ 2.6 (ง) 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปท่ี 2.6 ลักษณะของฟงกชันท่ีไมสามารถใชระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันได 

ที่มา: Chapra (2010) 
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(ค) 

 

 
(ง) 

รูปท่ี 2.6 ลักษณะของฟงกชันที่ไมสามารถใชระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันได (ตอ) 

 
ตัวอยางที่ 2.5 วัตถุทรงกลมมีขนาดรัศมีเทากับ 1 m และมีความหนาแนนเทากับ 200 kg/m3 เม่ือนําวัตถทุรง

กลมนี้ไปลอยในของเหลวที่มีความหนาแนน 1000 kg/m3 ปริมาตรของวัตถุทรงกลมสวนที่ลอยพนของเหลว

สามารถคำนวณหาไดจาก  
2

3
3

h
V r h


   เมื่อ V คือปริมาตรของวัตถุที่ลอยพนเหนือของเหลว (m3) r

คือรัศมีของวัตถุทรงกลม (m) และ h คือความสูงของวัตถุทรงกลมที่ลอยพนผิวของเหลว (m) ดังรูปที่ E2.5-1 

และจากกฎของอารคิมีดีสซึ่งกลาวถึงกฎการลอยตัวของวัตถุ ดังสมการตอไปนี้ ob ob l lV V   เมื่อ ob คือ

ความหนาแนนของวัตถุ (kg/m3) l คือความหนาแนนของของเหลว (kg/m3) obV คือปริมาตรของวัตถุ (m3) 

และ lV คือปริมาตรของวัตถุที่จมในของเหลว (m3) จงหาความความสูงของวัตถุทรงกลมที่ลอยพนผิวของ

ของเหลวดวยระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน 
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รูปท่ี E2.5-1 ระดับความสูงของวัตถุทรงกลมที่ลอยพนผิวของของเหลว 

 

วิธีทำ 

จากกฎของอารคิมีดีส ob ob l lV V   

เมื่อ  

34

3ob sphereV V r   

2
3

,

4
(3 )

3 3floatl ob ob

h
V V V r r h

      

แทนคาลงในกฎของอารคิมีดีส 
2

3 34 4
(3 )

3 3 3ob l

h
r r r h

   
 

   
 

 

จัดรูปของสมการใหม 

 
3

3 24

3 3l ob l

h
r rh

    
 

   
 

 

หรือ 

   3 2 34 3l ob lr rh h      

ดังนั้นสมการสำหรับหารากของฟงกชันนี ้

   2 3 3( ) 3 4l l obf h rh h r       

แทนคา วัตถุทรงกลมมีรัศมีเทากับ 1 m ความหนาแนนของวัตถุเทากับ 200 kg/m3 ความหนาแนนของ

ของเหลวเทากับ 1000 kg/m3 

       2 3 3 2 3 3( ) 3 4 1000 3 1 4 1 1000 200l l obf h rh h r x xh h x           

 2 3( ) 1000 3 3200f h h h    หรือ 3 2( ) 3 3.2f h h h    

เมื่อใชระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน จากสมการ (2.12) ไดเปนสมการ (E2.4-1) 

1

( )

'( )
i

i i
i

f h
h h

f h            (E2.5-1) 

h 

r 
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เมื่อ 3 2( ) 3 3.2f h h h    และ 2'( ) 3 6f h h h   
3 2

1 2

3 3.2

3 6
i i

i i
i i

h h
h h

h h

 
 


 

รอบท่ี 1 สมมุติใหความสูงของวัตถุทรงกลมท่ีลอยพนผิวของของเหลว h0 เทากับ 1 m 
3 2 3 2
0 0

1 0 2 2
0 0

3 3.2 1 3 1 3.2
1 1.400

3 6 3 1 6 1

h h x
h h

h h x x

   
    

 
 

รอบท่ี 2 จากรอบที่ 1 คำนวณไดความสูงเหนือนระดับน้ำ h1 เทากับ 1.400 m 
3 2 3 2
1 1

2 1 2 2
1 1

3 3.2 1.4 3 1.4 3.2
1.4 1.425

3 6 3 1.4 6 1.4

h h x
h h

h h x x

   
    

 
 

รอบท่ี 3 จากรอบที่ 2 คำนวณไดความสูงเหนือนระดับน้ำ h1 เทากับ 1.425 m 
3 2 3 2
2 2

3 2 2 2
2 2

3 3.2 1.425 3 1.425 3.2
1.425 1.425

3 6 3 1.425 6 1.425

h h x
h h

h h x x

   
    

 
 

 

ดังนั้น ความสูงของวัตถุทรงกลมที่ลอยพนผิวของของเหลวคือ 1.425 m 

2.7 ระเบียบวิธีซีแคน  

ระเบียบวิธีซีแคน (The Secant Method) เปนระเบียบวิธีที่ดัดแปลงมากจากระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟ

สัน เนื่องจากระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันจำเปนตองหาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชันใหได ดังนั้นถาฟงกชันดัง

กลาวหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งไดยาก ดังนั้นระเบียบวิธีซีแคนจึงไดใชการประมาณคาหาอนุพันธอันดับหนึ่งของ

ฟงกชัน ดังแสดงในรูปที่ 2.7 ถาใชวิธีการประมาณคาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชันดวยวิธีผลตางยอนกลับ 

(backward finite divided difference) ดังสมการ (2-13) 

1

1

( ) ( )
'( ) i i

i
i i

f x f x
f x

x x








        (2-13) 

ดังนั้นแทนคาอนุพันธอันดับหนึ่งจากสมการ (2-13) ลงในสมการ (2-12) จะไดเปนสมการ (2-14) 

1
1

11

1

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
i i i i

i i i
i ii i

i i

f x f x x x
x x x

f x f xf x f x

x x









   

 
  

     (2-14) 
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รูปท่ี 2.7 รูปประกอบหลักการของระเบียบวิธซีีแคน 

ที่มา: Chapra (2010) 

 
 การหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชันเพื่อใหไดใกลเคียงกับคาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชันที่

แท จร ิงสามารถทำไดโดยการให ระยะห างระหว างจ ุด 1ix  และ ix ให ม ีค ่ำส ุดเทาที ่ เป นไปได  หรือ 

1i i ix x x   แทนคาลงในสมการ (2-13) ไดเปนสมการ (2-15) 
( ) ( )

'( ) i i i
i

i

f x x f x
f x

x




 
         (2-14) 

หรือ  

1

( )

( ) ( )
i i

i i
i i i

x f x
x x

f x x f x


  

 
        (2-15) 

ดังนั้นสมการ (2-15) เรียกวาระเบียบวิธซีีแคนปรับปรุง 

 

ตัวอยางที่ 2.6 อัตราการไหลเชิงปริมาตรของน้ำที่ไหลผานคลองเปดรูปรางสี่เหลี่ยมสามารถหาไดจากสมการ

ของ Manning ดังสมการ (E-2.6-1) เมื่อ Q คืออัตรการไหลเชิงปริมาตรของน้ำ (m3/s) S คือความลาดชันของ

คอง (m/m) H คือความลึกของคลอง (m) และ B คือความกวางของคลอง (m) เมื่อ n คือสัมประสิทธิ์ความ

ขรุขระของแมนนิ่ง จงหาความลึกของรางน้ำเปดที่มีรูปรางเปนสี่เหลี่ยม เพื่อลำเลียงน้ำที่อัตราการไหลเชิง

ปริมาตรเทากับ 10 m3/s เมื่อความชันของรางน้ำเทากับ 0.002 คาสัมประสิทธิ์ความขรุขระของแมนนิ่ง 

เทากับ 0.03 และความกวางของรางน้ำ 10 m ดวยระเบียบวิธีซีแคนและระเบียบวิธีซีแคนปรับปรุงเมื่อ 

เทากับ 0.001 

 
 

5/3

2/3
2

BHS
Q

n B H



        (E-2.6-1) 

วิธีทำ 
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ดังนั้นเพ่ือหารากของสมการจึงจัดรูปสมการ (E-2.5-1) เพื่อหารากของสมการไดเปนสมการ (E-2.6-2) 
5

3

2

3

( )
( )

( 2 )

S BH
f H Q

n
B H

 


       (E-2.6-2) 

เนื่องจากโจทยกำหนดให อัตราการไหลเชิงปริมาตรเทากับ 10 m3/s เมื่อความชันของรางน้ำเทากับ 0.002 คา

สัมประสิทธิ์ความขรุขระของแมนนิ่ง เทากับ 0.03 และความกวางของรางน้ำ 10 m 

แทนคา 
5 5

3 3

2 2

3 3

0.002 (10 ) (10 )
( ) 10 1.491 10

0.03
(10 2 ) (10 2 )

H H
f H

H H

 
        

 

1. เมื่อคำนวณดวยระเบียบวิธีซีแคนในการ 

จากระเบียบวิธีซแีคนดังสมการ (E-2.6-3) 

1
1

1

( ) ( )

( ) ( )
i i i

i i
i i

f H H H
H H

f H f H





 
 


      (E-2.6-3) 

 

รอบท่ี 1 สมมุติใหความลึกของรางน้ำเปดที่มีรูปรางเปนสี่เหลี่ยม H0 เทากับ 0 m และ H1 เทากับ 0.5 m 

1 0 1
2 1

0 1

( ) ( )

( ) ( )

f H H H
H H

f H f H

 
 


 

เมื่อ 

5

3

0 2

3

(10 0)
( ) 1.491 10 10

(10 2 0)

x
f H

x

 
       

 

5

3

1 2

3

(10 0.5)
( ) 1.491 10 5.7222

(10 2 0.5)

x
f H

x

 
       

 

ดังนั้น 2

( 5.7222)(0 0.5)
0.5 1.1688

( 5.7222) ( 10.0000)
H

 
  

  
 

 

รอบท่ี 2 จากการคำนวณรอบที่ 1 เมื่อ H1 เทากับ 1 m และ H2 เทากับ 1.1688 m 

2 1 2
3 2

1 2

( )( )

( ) ( )

f H H H
H H

f H f H


 


 

เมื่อ 

5

3

2 2

3

(10 1.16888)
( ) 1.491 10 227.3860

(10 2 1.1688)

x
f H

x

 
      

 

ดังนั้น 3

(227.3860)(0.5 1.1688)
1.1688 0.5164

( 5.7222) (227.3860)
H
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ผลการคำนวณดวยระเบียบวิธีซีแคนสามารถสรุปผลการตำนวณไดตามตารางที่ E2.6-1 จากตารางที่ E2.6-1 

พบวาเมื่อคำนวณถึงรอบที่ 8 คาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธ ( a ) มีคา 0.00% ซึ่งไดความลึกของรางน้ำ

เปดที่มีรูปรางเปนสี่เหลี่ยมเทากับ 0.5967 m 

 

ตารางที่ E2.6-1 ผลการคำนวณดวยระเบียบวิธีซีแคน 

Hi-1 Hi f(Hi-1) f(Hi) Hi+1 a  
0.0000 0.5000 -10.0000 -5.7222 1.1688  

0.5000 1.1688 -5.7222 227.3860 0.5164 126.34% 
1.1688 0.5164 227.3860 -5.0021 0.5305 2.65% 

0.5164 0.5305 -5.0021 -4.3136 0.6184 14.23% 

0.5305 0.6184 -4.3136 1.8672 0.5919 4.49% 

0.6184 0.5919 1.8672 -0.3821 0.5964 0.76% 

0.5919 0.5964 -0.3821 -0.0257 0.5967 0.05% 

0.5964 0.5967 -0.0257 0.0004 0.5967 0.00% 

 

2. เมื่อคำนวณดวยระเบียบวิธีซีแคนปรับปรุง 

จากระเบียบวิธีซแีคนปรับปรุงดังสมการ (E-2.6-4) 

1

( )

( ) ( )
i i

i i
i i i

H f H
H H

f H H f H


  

 
      (E-2.6-4) 

เมื่อ  เทากับ 0.001 ดังนั้นสมการ (E-2.5-4) ไดเปน (E-2.5-5) 

1

0.001 ( )

( 0.001 ) ( )
i i

i i
i i i

H f H
H H

f H H f H  
 

 

 

รอบท่ี 1 สมมุติใหความลึกของรางน้ำเปดที่มีรูปรางเปนสี่เหลี่ยม H0 เทากับ 0.5 m  

0 0
1 0

0 0 0

0.001 ( )

( 0.001 ) ( )

H f H
H H

f H H f H
 

 
 

เมื่อ 

5

3

0 2

3

(10 0.5)
( ) 1.491 10 5.7222

(10 2 0.5)

x
f H

x

 
       

 

5

3

0 0 2

3

(10 0.5005)
( 0.001 ) 1.491 10 5.7016

(10 2 0.5005)

x
f H H

x

 
        

 

ดังนั้น 1

0.001 0.5 ( 5.7222)
0.5 0.7771

( 5.7016) ( 5.7222)

x x
H
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รอบท่ี 2 จากการคำนวณรอบที่ 1 ได H1 เทากับ 0.7771 m  

1 1
2 1

1 1 1

0.001 ( )

( 0.001 ) ( )

H f H
H H

f H H f H
 

 
 

เมื่อ 

5

3

1 2

3

(10 0.7771)
( ) 1.491 10 25.1618

(10 2 0.7771)

x
f H

x

 
      

 

5

3

1 1 2

3

(10 0.7779)
( 0.001 ) 1.491 10 25.3285

(10 2 0.7779)

x
f H H

x

 
       

 

ดังนั้น 2

0.001 0.7771 25.1618
0.7771 0.6261

25.3285 25.1618

x x
H   


 

ผลการคำนวณดวยระเบียบวิธีซีแคนปรับปรุงสามารถสรุปผลการตำนวณไดตามตารางที่ E2.6-2 จากตารางท่ี 

E2.6-2 พบวาเมื่อคำนวณถึงรอบที่ 21 คาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธ ( a ) มีคา 0.00% ซึ่งไดความลึก

ของรางน้ำเปดที่มีรูปรางเปนสี่เหลี่ยมเทากับ 0.5967 m เชนกัน 

 

ตารางที่ E2.6-2 ผลการคำนวณดวยระเบียบวิธีซีแคนปรับปรุง 

Hi Hi+ f(Hi) f(Hi+) Hi+1 a  
0.5000 0.5005 -5.7222 -5.7016 0.7771 

 

0.7771 0.7779 25.1618 25.3285 0.6261 24.11% 

0.6261 0.6268 2.5886 2.6489 0.5832 7.37% 

0.5832 0.5837 -1.0406 -0.9976 0.6074 3.98% 

0.6074 0.6080 0.8843 0.9365 0.5904 2.87% 

0.5904 0.5910 -0.4949 -0.4493 0.6013 1.81% 

0.6013 0.6019 0.3711 0.4208 0.5938 1.26% 

0.5938 0.5944 -0.2308 -0.1839 0.5987 0.82% 

0.5987 0.5993 0.1632 0.2120 0.5954 0.56% 

0.5954 0.5960 -0.1061 -0.0586 0.5976 0.37% 

0.5976 0.5982 0.0730 0.1213 0.5961 0.25% 

0.5961 0.5967 -0.0483 -0.0006 0.5971 0.17% 

0.5971 0.5977 0.0329 0.0810 0.5964 0.11% 

0.5964 0.5970 -0.0220 0.0259 0.5969 0.08% 

0.5969 0.5975 0.0148 0.0629 0.5966 0.05% 

0.5966 0.5972 -0.0100 0.0380 0.5968 0.03% 
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Hi Hi+ f(Hi) f(Hi+) Hi+1 a  
0.5968 0.5974 0.0067 0.0547 0.5966 0.02% 

0.5966 0.5972 -0.0045 0.0434 0.5967 0.02% 

0.5967 0.5973 0.0030 0.0510 0.5967 0.01% 

0.5967 0.5973 -0.0020 0.0459 0.5967 0.01% 

0.5967 0.5973 0.0014 0.0493 0.5967 0.00% 
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2.7 แบบฝกหัด 

HM2.1 ถังทรงกระบอกที่วางในแนวนอน ดังรูปที่ HM2.1-1 พบวาปริมาตรของของเหลวสามารถคำนวณได

ตามสมการ (HM2.1-1) เมื่อ V คือปริมาตรของของเหลวในถัง (m3) r รัศมีของถัง (m) L คือความยาวของถัง 

และ h คือระดับความสูงของของเหลวภายในถัง  

 

 2 1 2cos 2
r h

V r r h rh h L
h

          
     (HM2.1-1) 

 จงหาระดับความสูงของของเหลวภายในถัง เมื่อ ปริมาตรของของเหลวในถังเทากับ 20 m3 รัศมีของ

ถังเทากับ 2 m และความยาวของถังเทากับ 10 m ดวยระเบียบวิธีการตางๆ (คำตอบ 1.21630 m) 

 

 

 
 

รูปท่ี HM2.1-1 รูปรางของถังทรงกระบอกที่วางในแนวนอน 

 

HM2.2 ปฏิกิริยาผันกลับไดของ 2A B C  พบวาคาคงที่ของสมดุลสามารถหาไดจากสมการ (HM2.2-1) 

ดังนี้ 

2
C

A B

C
K

C C
            (HM2.2-1) 

เมื่อ K K ตือคาคงที่ของสมดุล (L2/mol2) และ , ,A B CC C C เปนความเขมขนของสาร A B และ C ตามลำดับ

และมีหนวยเปน mol/L เมื่อแทนความเขมขนของสาร A B และ C ใหอยูในรูปคอนเวอรชันของสาร B ( Bx ) 

พบวาสามารถเขียนความเขมขนของสารตางๆ ไดดังนี ้

0 02A A B BC C x C   

0 0B B B BC C x C   

0 0C C B BC C x C   

เมื่อ 0 0 0, ,A B CC C C เปนความเขมขนของสาร A B และ C ที่เวลาเริ่มตน ตามลำดับ 

เมื่อแทนคาความเขมขนของสารตางๆ ลงในสมการ (HM2.2-1) ไดเปนสมการ (HM2.2-2) 

Diameter 

Height 

Diameter 
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0 0

22

0 0 0 02
C C B B

A B A B B B B B

C C x C
K

C C C x C C x C


 

 
      (HM2.2-2) 

จงหาคอนเวอรชันของสาร B ถาความเขมขนของสาร A B และ C ที่เวลาเริ่มตนมีคาเทากับ 40 20 และ 5 

mol/L ตามลำดับ และคาคที่ของสมดุลมีคาเทากับ 0.02  

 

HM2.3 คาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานภายในทอสามารถหาไดจากสูตรของ Colebrook สำหรับ Re 4,000  

ดังสมการ (HM2.3-1) 

1 1.256
4log

3.7 ReDf f

 
   

  
       (HM2.3-1) 

เมื่อ f คือคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานภายในทอ D คือเสนผานศูนยกลางภายในทอ (m)  เปนความขุขระ

ของผิวทอ (m) และ Re คือคาเรโนลย ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ (HM2.3-2) 

Re
Du


           (HM2.3-2) 

เมื่อ  คือความหนาแนนของของไหล (kg/m3) u คือความเร็วของของไหลท่ีไหลภายในทอ (m/s) และ  คือ

คาความหนืดของของไหล (Pa-s หรือ kg/s-m หรือ N-s/m2) จงหาคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานภายในทอ เมื่อ

ความหนาแนนของของไหลเทากับ 1.23 kg/m3 ความหนืดของของไหลเทากับ 1.79x105
 kg/s-m เสนผาน

ศูนยกลางภายในทอเทากับ 0.005 m ความเร็วของของไหลที่ไหลภายในทอเทากับ 40 m/s และความขุขระ

ของผิวทอเทากับ 0.0015 mm 

 

HM2.4 ปริมาตรจำเพาะของกาซท่ีความดันตางๆ สามารถหาไดจากสมการสภาวะ (Equation of State) ของ 

Redlich-Kwong ดังสมการ (HM2.4-1) 

 
RT a

P
V b V V b T

 
 

        (HM2.4-1) 

เมื่อ P คือความดัน (kPa) V คือปริมาตรจำเพาะ (m3/kg) T คืออุรหภูมิ (K) และ R คือคาคงที่ของกาซมีคา

เทากับ 0.518 kJ/kg-K เมื่อ a และ b เปนคาคงที่ของกาซ โดยสามารถคำนวณหาคา a และ b จากสมการ 

(HM2.4-2) 
2 2.5

0.427 c

c

R T
a

P
 และ 0.0866 c

c

RT
b

P
        (HM2.4-2) 

เมื่อ cT .คอือุณหภูมิวิกฤติของกาซชนิดนั้น (K) และ cP คือความดันวิกฤติของกาซชนิดนั้น (kPa) 

 จงหาน้ำหนักของกาซมีเทนในถังขนาด 3 m3 ที่ความดัน 65000 kPa และอุณหภูมิ 223 K เมื่อ 

อุณหภูมิวิกฤติและความดันวิกฤติของกาซมีเทนเทากับ 191 K และ 4600 kPa ตามลำดับ 
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HM2.5 ปฏิกิริยาการยอยคารโบไฮเดรตดวยเอนไซมอะไมเลสสามารถเขียนเปนสมการ (HM2.5-1) ดังนี ้

0
0 max lnm

S
S S V t K

S
     
 

       (HM2.5-1) 

เมื่อ 0S และ S เปนความเขมขนของคารโบไฮเตรดที่เวลาเริ่มตนและที่เวลาใดๆ ( t ) มีหนวยเปน g/L maxV  คือ 

อัตราการเกิดปฏิกิริยาสูงสุดที่เกิดขึ้น (g/L-min) และ mK  คือความเขมขนของสารตั้งตนในขณะที่อัตราการ

เกิดปฏิกิริยาเปนครึ ่งหนึ ่งของอัตราการเกิดปฏิกิริยาสูงสุด (g/L) จงหาความเขมขนของแปงที ่เหลือใน

สารละลายเมื่อเวลาผานไป 30 min เมื่อใชเอนไซมแอลฟาอะไมเลสที่ความเขมขน 0.1% v/v ความเขมขน

เริ่มตนของแปงเปน 20 g/L อัตราการเกิดปฏิกิริยาสูงสุดที่เกิดขึ้นเทากับ 5400 g/L-min และความเขมขนของ

สารตั้งตนในขณะที่อัตราการเกิดปฏิกิริยาเปนครึ่งหนึ่งของอัตราการเกิดปฏิกิริยาสูงสุดเทากับ 17 g/L 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 4 

หัวขอการสอน 

บทที่ 3 การหาคาสูงสุด-ต่ำสุด 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 
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2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาคาสูงสุด-ต่ำสุดดวยวิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาคาสูงสุด-ต่ำสุดดวยวิธีการประมาณคากำลังสอง 

4. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาคาสูงสุด-ต่ำสุดดวยวิธีนิวตัน 

เนื้อหา 

1. อธิบายเก่ียวกับปญหาที่ตองการหาคาสูงสุด-ต่ำสุด 

2 วิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ 

3 วิธีการประมาณคากำลังสอง 

4 วิธีนิวตัน 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 3 การหาคาสูงสุด-ต่ำสุด 

3.1 บทนำ 

 ในงานบางงานทางวิศวกรรมจำเปนตองหาคาคงสุดหรือคาต่ำสุด ซึ่งในบทนี้จะประยุกตความรูในบทที่ 

2 มาใช สำหรับปญหาทางวิศวกรรมเชน การหาคากอสรางต่ำสุด เปนตน จากรูปที่ 3.1 พบวา จุดสูงสุดของ

กราฟเปนจุดที่มีคาความชันเทากับ 0 ( '( ) 0f x  ) และอนุพันธอันดับสองมีคาเปน “-” ( ''( ) 0f x  ) ในขณะ

ที่จุดต่ำสุดของกราฟเปนจุดที่มีคาความชันเทากับ 0 ( '( ) 0f x  ) เชนกันแตอนุพันธอันดับสองมีคาเปน “+” (

''( ) 0f x  ) 

 
 

รูปท่ี 3.1 ความแตกตางระหวางรากของสมการและคาสูงสุดหรือต่ำสุด 

ที่มา: Chapra (2010) 

3.2 วิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ 

 วิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ (Golden-Section Search) เปนวิธีการแบงชวงตามสัดสวนทองคำ 

สัดสวนทองคำ (Golden Ratio) เปนการคำนวนทางคณิตศาสตรเพื่อทำใหงานออกแบบมีสัดสวนที่งามตาม

สูตตรคำนวณที่คดิคนโดย เลโอนารโด ฟโบนัชชี อัตราสวนของสัดสวนทองคำจะเทากับ 1 : 1.618 ดังรูปที่ 3.2 

 

Root 

Maximum 

Root    
Root   

Minimum 
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รูปท่ี 3.2 การประยุกตใชสัดสวนทองคำในการออกแบบ 

 

 จากนิยามสัดสวนทองคำดังนั้นจะแบงชวงออกเปน 2 สวน ดังรูปที่ 3.3 ซึ่งคา 1l  และ 2l  สามารถหา

ไดจากสมการ (3.1) 

 

 
 

รูปท่ี 3.3 การแบงชวงการหาคา 1l  และ 2l ตามสัดสวนทองคำ 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

1 2 1

1 2

l l l

l l


           (3.1) 

1 2 1

1 1 2

l l l

l l l
    

กำหนดให 1

2

l

l
  ดังสมการ (3.1) ไดเปนสมการ (3.2) 

1
1 


   หรือ 2 1 0            (3.2) 

จากสมการ (3.2) คา   ที่ไดมีคาเทากับ 1.618 และ -0.618 ดังนั้นเลือกใชคา   ที่เปนบวกซึ่งมีคาเทากับ 

1.618  

วิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำสามารถใชหลักการหาระเบียบวิธีแบงครึ่งชวงมาประยุกตใชและ

สามารถแบงออกได 2 กรณ ี

1. การหาคาต่ำสุดวิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ 

 ขั้นที่ 1. กำหนดคาของ 1x  และ 2x  ดังนี ้

1 lx x d   

2 ux x d   
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     1 0.618u l u ld x x x x      

 ขั้นที่ 2 ถา 1 2( ) ( )f x f x  แสดงวา 1( )f x  มีจุดต่ำสุดในชวงระหวาง 1x  ถึง ux  ดังนั้น 2
new
lx x  

และ new old
u ux x  แตถา 1 2( ) ( )f x f x  แสดงวา 2( )f x  มีจุดต่ำสุดในชวงระหวาง lx  ถึง 1x  ดังนั้น

กำหนดให 1
new
ux x  และ new old

l lx x  ซึ่งสามารถสรุปไดดังรูปที่ 3.4 

 ขั้นที่ 3 ทำการคำนวณซำ้ 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปท่ี 3.4 แผนภาพการกำหนดคา 1x  และ 2x  ตอการหาคาต่ำสุด 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

2. การหาคาสูงสุดวิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ 

 ขั้นที่ 1. กำหนดคาของ 1x  และ 2x  ดังนี ้

1 lx x d   

2 ux x d   

     1 0.618u l u ld x x x x      

 
 Eliminate Minimum 

 
 

  

 
 

  

 

 
 

 

 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

 ข้ันที่ 2 ถา 1 2( ) ( )f x f x  แสดงวา 1( )f x  มีจุดสูงสดุในชวงระหวาง 1x  ถึง ux  ดังนั้น 1
new
ux x  

และ new old
l lx x  แตถ า 1 2( ) ( )f x f x  แสดงวา 2( )f x  มีจ ุดสูงสุดในชวงระหวาง lx  ถึง 1x  ดังนั้น

กำหนดให 2
new
lx x  และ new old

u ux x ซึ่งสามารถสรุปไดดังรูปที่ 3.4 

 ข้ันที่ 3 ทำการคำนวณซ้ำ 

 

ตัวอยางที่ 3.1 จงคำนวณหาความเขมขนของสารอาหารที่เหมาะสมที่ทำใหอัตราการเจริญเติบโตของยีสต

สูงสุดดวยวิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ เมื่ออัตราการเจริญเติบโตของยีสตในสารอาหารที่ความเขมขนตางๆ 

สามารถเขียนไดดังนี้ 2 3

2

4 0.8 0.2

c
g

c c c


  
 เมื่อ g  คืออัตราการเจริญเติบโตของยีสต (day-1)และ c  

คือความเขมขนสารอาหาร (mg/L)  

วิธีทำ 

เนื่องจากเปนการหาความเขมขนของสารอาหารที่เหมาะสมที่ทำใหอัตราการเจริญเติบโตของยีสตสูงสุดดังนั้น

เลือกกรณีที่ 2 

กำหนดใหความเขมขนของสารอาหารอยูในชวงระหวาง 1 ถึง 3 ดังนั้น 1lx   และ 3ux    

รอบที่ 1 

ขั้นที่ 1 

     1 0.618 3 1 1.236u ld x x       

1 1 1.236 2.236x     

2 3 1.236 1.764x     

ขั้นที่ 2  

1( ) 0.3434f x   

2( ) 0.3667f x   

ดังนั้น 1 2( ) ( )f x f x  ซึ่งจะทำให 1 2.236new
ux x   สวน 1lx   

รอบท ี   

ขั้นที่ 1 

     1 0.618 2.236 1 0.7638u ld x x       

1 1 0.7638 1.7638x     

2 2.236 0.7638 1.4722x     

ขั้นที่ 2  

1( ) 0.3667f x   

2( ) 0.3688f x   

ดังนั้น 1 2( ) ( )f x f x  ซึ่งจะทำให 1.7638new
ux   สวน 1lx   
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ซึ่งผลการคำนวณสามารถสรุปไดตามตารางที่ E3.1-1 ซึ่งจะไดวาความเขมขนของสารอาหารที่เหมาะสมอยู

ระหวาง 1.5673 และ 1.5697 ดังแสดงในรูปที่ E3.1-1 

 

ตารางที่ E3.1-1 ผลการคำนวณการหาคาสูงสุดวิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ 

รอบ 
lx  ux  d  1x  2x  1( )f x  2( )f x  new

lx  new
ux  

1.0000 1.0000 3.0000 1.2360 2.2360 1.7640 0.3434 0.3667 1.0000 2.2360 

2.0000 1.0000 2.2360 0.7638 1.7638 1.4722 0.3667 0.3688 1.0000 1.7638 

3.0000 1.0000 1.7638 0.4721 1.4721 1.2918 0.3688 0.3622 1.2918 1.7638 

4.0000 1.2918 1.7638 0.2917 1.5835 1.4721 0.3696 0.3688 1.4721 1.7638 

5.0000 1.4721 1.7638 0.1803 1.6524 1.5836 0.3691 0.3696 1.4721 1.6524 

6.0000 1.4721 1.6524 0.1114 1.5835 1.5410 0.3696 0.3696 1.5410 1.6524 

7.0000 1.5410 1.6524 0.0689 1.6098 1.5835 0.3695 0.3696 1.5410 1.6098 

8.0000 1.5410 1.6098 0.0426 1.5835 1.5673 0.3696 0.3696 1.5410 1.5835 

9.0000 1.5410 1.5835 0.0263 1.5673 1.5572 0.3696 0.3696 1.5572 1.5835 

10.0000 1.5572 1.5835 0.0163 1.5735 1.5673 0.3696 0.3696 1.5572 1.5735 

11.0000 1.5572 1.5735 0.0100 1.5673 1.5635 0.3696 0.3696 1.5635 1.5735 

12.0000 1.5635 1.5735 0.0062 1.5697 1.5673 0.3696 0.3696 1.5635 1.5697 

13.0000 1.5635 1.5697 0.0038 1.5673 1.5658 0.3696 0.3696 1.5658 1.5697 

14.0000 1.5658 1.5697 0.0024 1.5682 1.5673 0.3696 0.3696 1.5673 1.5697 
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รูปท่ี E3.1-1 ความสัมพันธระหวางความเขมขนของสารอาหารกับอัตราการเจริญเติบโตของยีสต 

3.3 วิธีการประมาณคากำลังสอง 

 วิธีการประมาณคากำลังสอง (Parabolic interpolation) เปนวิธีที่อาศัยฟงกชันพหุนามกำลัง 2 มา

ประมาณหาคาสูงสุด-ต่ำสุด ดังแสดงในรูปที่ 3.5 จากรูปที่ 3.5 จุด 4x  สามารถหาไดโดยอาศัยสมการ (3.3) ซึ่ง

ตองอาศัยจุด 1x  2x และ 3x  ในการทำนาย เมื่อไดจุด 4x  จำเปนตองนำขอมูลมาเรียงตามคาของ ( )f x  โดย

ใหคาของ 4( )f x  อยูตรงกลาง เพ่ือใชในการทำนายหาคา 4x  ใหมตอไป 

 

0.3300

0.3400

0.3500

0.3600

0.3700

0.3800

1.00 1.50 2.00 2.50

g

c

 

  

  
  

Parabolic function 

True maximum 
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รูปท่ี 3.5 วิธีการประมาณคากำลังสองสำหรับการหาคาสูงสุด 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

       
     

2 2

2 1 2 3 2 3 2 1
4 2

2 1 2 3 2 3 2 1

( ) ( ) ( ) ( )1

2 ( ) ( ) ( ) ( )

x x f x f x x x f x f x
x x

x x f x f x x x f x f x

    
 

    
   (3.3) 

 

ตัวอยางที่ 3.2 จงคำนวณหาความเขมขนของสารอาหารที่เหมาะสมที่ทำใหอัตราการเจริญเติบโตของยีสต

สูงสุดดวยวิธีประมาณคากำลังสอง เมื่ออัตราการเจริญเติบโตของยีสตในสารอาหารที่ความเขมขนตางๆ 

สามารถเขียนไดดังนี้ 2 3

2

4 0.8 0.2

c
g

c c c


  
 เมื่อ g  คืออัตราการเจริญเติบโตของยีสต (day-1) และ c  

คือความเขมขนสารอาหาร (mg/L) 

วิธีทำ 

รอบที่ 1 ทำการเดาคาของ 1x  2x และ 3x  โดยเดาใหมีคาเทากับ 1 2 และ 3 ตามลำดับ 

1( ) 0.3333f x   

2( ) 0.3571f x   

2( ) 0.2885f x   

ใชสมการ (3.3) เพ่ือหาคา 4x  

4 1.7574x   

ดังนั้นจัดเรียงคาของ 1x  2x  3x  และ 4x  พบวาไดเปน 1 4 2 3x x x x   ดังนั้นในรอบถัดไปกำหนดให 1x  

2x และ 3x  เปน 1.000 1.7574 และ 2.0000  

 

ตารางที่ E3.2-1 ผลการคำนวณการหาคาสูงสุดวิธปีระมาณคากำลังสอง 

1x  2x  3x  1( )f x  2( )f x  3( )f x  4x  4( )f x  

1.0000 2.0000 3.0000 0.3333 0.3571 0.2885 1.7574 0.3669 

1.0000 1.7574 2.0000 0.3333 0.3669 0.3571 1.7677 0.3666 

1.0000 1.7574 1.7677 0.3333 0.3669 0.3666 1.7683 0.3666 

1.7574 1.7677 1.7683 0.3669 0.3666 0.3666 1.7679 0.3666 

ซึ่งวิธีนี้จะเห็นวาเมื่อทำครบ 4 รอบ คาของ 4 1.7679x    
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3.4 วิธีนิวตัน 

 ในบทที่ 2 ไดใชระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสันในการหารากของสมการ จากความรูที่วาจุดสูงสุด หรือ 

จุดต่ำสุดเปนจุดที่กราฟมีคาความชนเทากับ 0 ดังนั้นระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสันดังสมการมาประยุกตใชใน

การหาจุดสูงสุด-จุดต่ำสุดดวยวิธีการนิวตัน (Newton’ Method) ดังสมการ (3.4) 

1

'( )

''( )
i

i i
i

f x
x x

f x            (3.4) 

ตัวอยางที่ 3.3 จงคำนวณหาความเขมขนของสารอาหารที่เหมาะสมที่ทำใหอัตราการเจริญเติบโตของยีสต

สูงสุดดวยวิธีนิวตัน เมื่ออัตราการเจริญเติบโตของยีสตในสารอาหารที่ความเขมขนตางๆ สามารถเขียนไดดังนี้ 

2 3

2

4 0.8 0.2

c
g

c c c


  
 เมื ่อ g  คืออัตราการเจริญเติบโตของยีสต (day-1)และ c  คือความเขมขน

สารอาหาร (mg/L)  

วิธีทำ 

จากสมการ (3.4) จำเปนตองหาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองของสมการ (E3.3-1) 

2 3

2

4 0.8 0.2

c
g

c c c


  
         (E3.3-1) 

2 3 2 2 3
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3.5 แบบฝกหัด 

HM3.1 ปฏิกิริยา A  C มีสมการราคาการผลิตสาร C ไดดังสมการ 
 2

1 6

1 AA

Cost a
xx

 
  
  

 เม่ือ 

Cost คือราคาในการผลิตสาร C ($) a คือคาคงที่ซึ่งมีคาเทากับ 1000 $/kg xA คือคาคอนเวอรชันของสาร A 

จงหาคอนเวอรชันของสาร A ที่ทำใหไดราคาการผลิตสาร C ต่ำสุดดวยวิธีแบงชวงตามสัดสวนทองคำ วิธีการ

ประมาณคากำลังสอง และวิธีนิวตัน 

 

HM3.2 แบบจำลองของ Streeter-Phelps เปนแบบจำลองใชอธิบายการเปลี่ยนของปริมาณออกซิเจนใน

แหลงน้ำเมื่อมีการปลอยน้ำเสียลงสูแหลงน้ำ แบบจำลองของ Streeter-Phelps ไดอธิบายการเปลี่ยนแปลง

ของออกซิเจนในน้ำเกิดจาก 1. ความตองการออกซิเจนของจุลินทรียในน้ำสำหรับการยอยสลายสารอินทรีย 

(BOD) 2. ปริมาณออกซิเจนในน้ำที่จุดปลอยน้ำเสีย 3. การเติมออกซิเจนลงในแหลงน้ำ เชน การสังเคราะห

แสงของพืช การเติมอากาศ การละลายของออกซิเจน เปนตน แบบจำลองของ Streeter-Phelps จึงถูก

ประยุกตใชในการหาระดับออกซิเจนละลายตามความยาวของลำน้ำ ดังรูปที่ HM3.2-1 จากรูปที่ HM3.2-1 

พบวาจุดต่ำสุดของออกซิเจนในแหลงน้ำคือจุด ct คือเวลาที่น้ำไหลจากแหลงปลอยน้ำเสีย ซึ่งถาจุดต่ำสุดของ

ออกซิเจนต่ำกวา 2 mg/L จะทำใหเหมาะตอการดำรงชีวิตของสัตวน้ำ สำหรับแบบของ Streeter-Phelps ดัง

สมการ (HM3.2-1) 

    2 2, 1d sa ak k tk t k td o b
s

d s a a

k L s
o o e e e

k k k k
      

 
   (HM3.2-1) 

เมื่อ 2O คือความเขมขนของออกซิเจนที่เวลาในการไหลของน้ำตางๆ (mg/L) 2,SO คือความเขมขนอิ่มตัวของ

ออกซิเจนที่ละลายในน้ำ (mg/L) t คือเวลาในการไหลของน้ำจากจุดปลอย (day) 0L  คือความเขมขนของคา 

BOD ที่จุดปลอยน้ำ (mg/L) dk คือคาคงที่อัตราการยอยสลาย BOD (day−1) sk คือคาคงที่ในการตกตะกอน

ของ BOD (day−1) ak คือคาคงท่ีการละลายของออกซิเจนจากอากาศ (day−1) และ bS  คือคาความตองการ

ของออกซิเจนของตะกอน (mg/L-day) 

 จงหาเวลาในการไหลของน้ำจากจุดปลอยที่ทำใหความเขมขนของออกซิเจนต่ำสุด เมื่อความเขมขน

อ่ิมตัวของออกซิเจนที่ละลายในน้ำ 10 mg/L ความเขมขนของคา BOD ที่จุดปลอยน้ำ 50 mg/L คาคงที่อัตรา

การยอยสลาย BOD 0.1 day−1 คาคงที ่ในการตกตะกอนของ BOD 0.05 day−1 คาคงที ่การละลายของ

ออกซิเจนจากอากาศ 0.6 day−1 และคาความตองการของออกซิเจนของตะกอน 1 mg/L-day ดวยวิธีแบงชวง

ตามสัดสวนทองคำ วิธีการประมาณคากำลังสอง และวิธีนิวตัน 
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รูปท่ี HM3.2-1 ความเขมขนของกาซออกซิเจนในแหลงน้ำ 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

HM3.3 ทอน้ำรอนถูกหุมฉนวนเพื่อปองกันการถายเทความรอนจากไอน้ำภายในทอสูอากาศ สำหรับอุณหภูมิที่

ผิวทอไอน้ำมีคาดังสมการ HM3.3-1 

1 1 1
ln

2
w i

air
w w i

r rq
T T

k r h r r
    

           
     (HM3.3-1) 

เมื่อ อัตราการถายเทความรอน ( q ) เทากับ 75 W/m รัศมีภายนอกทอไอน้ำ ( wr ) เทากับ 6 cm คาการนำ

ความรอนของฉนวน ( k ) เทากับ 0.17 W/m-K สัมประสิทธิ์การพาความรอน ( h ) เทากับ 12 W/m2-K และ

อุณหภูมิอากาศ ( airT ) เทากับ 293 K และ ir คือความหนาของฉนวน (cm) จงหาความหนาของฉนวนที่มีคา

ต่ำสุด 

  

O2,s 

O2 O2,c 

Tc 
T(d) 

0 4 8 1 2 1 6 20

2 

4 

6 

8 

10 

12 

O2 

(mg/L) 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

3.6 บรรณานุกรม 

1 .  Steven C. Chapra, Numerical Methods for Engineers (Sixth Edition), McGraw-Hill Education 

2010 

2. Steven C. Chapra, Applied Numerical Methods with MATLAB® for Engineers and Scientists 

(Third Edition), McGraw-Hill Education 2012 

3 .  Ward Cheney and David Kincaid, Numerical Mathematics and Computing (Sixth edition), 

Thomson Higher Education, 2008 

  



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

แผนการสอน สัปดาหที่ 5 

หัวขอการสอน 

บทที่ 4 การแกระบบสมการพีชคณิต หัวขอ 4.1 – 4.6 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับปญหาที่เปนระบบสมการพีชคณิต 

2. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับเมตริกซ 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยการแปลงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปเมตริกซ 

4. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเขียนกราฟ 

5 เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยการหาผลเฉลยดวยวิธีกฏของคราเมอร 

6. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส 

เนื้อหา 

1 บทนำ 

2 ความรูเบื้องตนของเมตริกซ 

3 การแปลงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปเมตริกซ 

4 การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเขียนกราฟ 

5 การหาผลเฉลยดวยวิธีกฏของคราเมอร 

6 ระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 
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การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 6 

หัวขอการสอน 

 บทที่ 4 การแกระบบสมการพีชคณิต หัวขอ 4.7 – 4.10 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยการหาคำตอบสำหรับเมตริกซแถบ 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยการแกระบบสมการดวยการแยก LU 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยการแกปญหาโดยการทำซ้ำ 

4. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาระบบสมการพีชคณิตดวยระบบสมการไมเชิงเสน 

เนื้อหา 

1. การหาคำตอบสำหรับเมตริกซแถบ 

2. การแกระบบสมการดวยการแยก LU 

3. การแกปญหาโดยการทำซ้ำ 

4. ระบบสมการไมเชิงเสน 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 4 การแกระบบสมการพีชคณิต 

4.1 บทนำ 

 ปญหาหลายอยางในงานวิศวกรรมเคมี โดยเฉพาะการทำสมดุลมวล จำเปนตองแกสมการเพื่อหาคา

ของตัวแปรตางๆ เชน การทำสมดุลมวลของการเจือจางสารในถังผสมตาง ๆ ดังรูปที่ 4.1 จากรูปที่ 4.1 เมื่อ x 

คือ ความเขมขนของสารภายในถัง (kg/L) Q คืออัตราการไหลเชิงปริมาตรของสารที่ออกจากถัง (L/min) และ 

F คืออัตราการไหลเชิงมวล (kg/min) และสามารถเขียนสมการสมดุลมวลไดดังนี้  

อัตราการเปลี่ยนแปลงมวลตอเวลา = อัตราการไหลมวลเขาถัง – อัตราการไหลมวลออกจากถัง 

เนื่องจากดำเนินการที่สภาวะคงตัว หรือ อัตราการเปลี่ยนแปลงมวลตอเวลามีคาเทากับ 0 ดังนั้น 

อัตราการไหลมวลเขาถัง = อัตราการไหลมวลออกจากถัง 

ถังที่ 1    1 12 13inF x Q Q   

ถังที่ 2    1 12 2 24 25x Q x Q Q   

ถังที่ 3   1 13 3 34x Q x Q  

ถังที่ 4   2 24 3 34 4 4x Q x Q x Q   

ถังที่ 5   2 25 5 5x Q x Q  

 

 
รูปท่ี 4.1 การทำสมดุลมวลของการเจือจางสารในถังผสมตาง ๆ 
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4.2 ความรูเบื้องตนของเมตริกซ 

4.2.1 ความหมายของเมตริกซ 

 เมตริกซ (Matrix) หมายถึง การนำชุดตัวเลขมาเรียงกันอยางเปนระบบ ภายใตเครื่องหมายกามปู “[]” 

หรือเครื่องหมายวงเล็บ “()” ตัวเลขภายในเครื่องหมาย “[]” หรือ “()” จะเรียกวาสมาชิกของเมตริกซ สำหรับ

เมตริกซที่มีมิติ mxn  คือ เมตริกซที่มีจำนวนแถวเทากับ m และจำนวนหลักเทากับ n ตัวอยางเชน เมตริกซ 

3 3x  คือเมตริกซที่มีจำนวนแถวเทากับ 3 และจำนวนหลกัเทากับ 3 ซึ่งในเมตริกซนี้จะมีจำนวนสมาชิกเทากับ 

3 3 9x  ตัว โดยมีสัญญาลักษณดังนี ้

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
   
  

 

โดย ija  หมายถึง สมาชิกที่อยูในแถว i  หลักที่ j  

 การเรียงตัวของกลุมตัวเลข หรือสมาชิก ภายในเมตริกซทำใหสามารถจำแนกชนิดของเมตริกซและมี

ชื่อเรียกเฉพาะดังนี ้

1. เมตริกซแถว (Row Matrix) เปนเมตริกซที่มีมิติเทากับ 1xn  เชน เมตริกซที่มีมิติเทากับ 1 3x  

   11 12 13A a a a  

2. เมตริกซหลัก (Column Matrix) เปนเมตริกซท่ีมีมิติเทากับ 1mx  เชน เมตริกซที่มีมิติเทากับ 3 1x  

 
11

21

31

a

A a

a

 
   
  

 

3. เมตริกซศูนย (Zero Matrix) เปนเมตริกซที่มีสมาชิกทุกตัวมีคาเทากับ 0 เชน เมตริกซศูนยที่มีมิติเทากับ 

3 3x  

 
0 0 0

0 0 0

0 0 0

A

 
   
  

 

4. เมตริกซจัตุรัส (Square Matrix) เปนเมตริกซที่มีมิติเทากับ mxm  เชน เมตริกซที่มีมิติเทากับ 3 3x  

 
1 2 2

1 3 5

4 9 7

A

 
   
  

 

5. เมตริกซทแยงมุม (Diagonal Matrix) คือเมทริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกทุกตัวที่ไมไดอยูบนเสนทแยงมุมหลัก 

(Main Diagonal) มีคาเปนศูนยทั้งหมด 

 
1 0 0

0 2 0

0 0 3

A
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6. สเกลารเมตริกซ (Scalar Matrix) เปนเมตริกซจัตุรัส ที่มีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลัก เทากันหมด และ

สมาชิกที่เหลือเปน 0 หมด เชน  

 
2 0 0

0 2 0

0 0 2

A

 
   
  

 

7. เมตริกซเอกลักษณ (Identity Matrix) เปนเมตริกซจัตุรัส ที ่มีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลัก (Main 

Diagonal) เทากับ 1 และสมาชิกที่เหลือเปน 0 หมด และใชสัญญาลักษณของเมตริกซเปน  I เชน 

 
1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
   
  

  

8. เมตริกซสามเหลี่ยมบน (Upper Triangular Matrix) เปนเมตริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกทุกตัวที่อยูใตเสนทแยง

มุมหลักเปนศูนยหมด เชน 

 
4 3 7

0 2 5

0 0 1

A

 
   
  

 

9. เมตริกซสามเหลี่ยมลาง (Lower Triangular Matrix) เปนเมตริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกทุกตัวที่อยูเหนือเสน

ทแยงมุมหลักเปนศูนยหมด เชน 

 
4 0 0

3 2 0

7 5 1

A

 
   
  

 

10. เมตริกซแถบ (Banded Matrix) เปนเมตริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกทุกตัวเปนศูนย ยกเวนสมาชิกที่อยูบนเสน

ทแยงมุมหลักและสมาชิกที่ติดเสนทแยงมุมหลัก เชน 

 

1 3 0 0

6 2 9 0

0 5 4 8

0 0 6 5

A

 
 
 
 
 
 

 

11. ทรานสโพสของเมตริกซ (Transpose Matrix) เปนการสลับสมาชิกภายในแถวเปนหลัก และหลักเปนแถว

ภายในเมตริกซ และใชสัญญาลักษณของเมตริกซเปน  TA ดังนั้นมิติของเมตริกซของ  A เทากับ mxn  

ในขณะที่มิติของเมตริกซของ  TA เทากับ nxm เชน 

  1 2 6

2 3 7
A

 
  
 

 ในขณะที่  
1 2

2 3

6 7

T
A
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4.2.2 สมบัติพีชคณิตของเมตริกซ 

สมบัติของการบวก 

ถา  A   B  และ  C  เปนเมตริกซที่มมีิตเิทากับ mxn  สามารถดำเนินการไดดังนี ้

       A B B A        คุณสมบัติสลับที ่   

             A B C A B C       คุณสมบัติเปลี่ยนกลุม   

     0A A   

     0A A   

  ijk A ka     

        k A B k A k B    

การคูณเมตริกซดวยเมตริกซ 

เมตริกซจะคูณกันไดก็ตอเมื่อจำนวนหลักของเมตริกซตัวตั้งเทากับจำนวนแถวของเมตริกซตัวคูณ เชน 

     ixk kxj mxk
A B C  โดย 

1

n

ik ik kj
k

c a b


  

ตัวอยางเชน 

  1 2 6

2 3 7
A

 
  
 

  
1 2

2 3

6 7

B

 
   
  

 จงหาผลคูณของ    A B  

   
1 2

1 2 6 1 1 2 2 6 6 1 2 2 3 6 7 41 50
2 3

2 3 7 2 1 3 6 7 6 2 2 3 3 7 7 50 62
6 7

x x x x x x
A B

x x x x x x

 
                            

   

อินเวอรของเมตริกซ  

อินเวอรของเมตริกซ (Inverse Matrix) ใชสัญญาลักษณเปน   1
A

  ซึ่งมีสมบัติดังนี ้

         1 1
A A A A I

     

ตัวอยางสำหรับ อินเวอรของเมตริกซที่มีมิติ 2 2x  เชน 

  11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

 ซึ่ง   1
A

 หาไดดังนี ้

  1 22 12

21 1111 22 12 21

1 a a
A

a aa a a a

  
    

 

4.3 การแปลงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปเมตริกซ 

 ตัวอยางเชนระบบสมการเชิงเสนดังตอไปนี ้
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11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  

  

  

 

สามารถเขียนใหอยูในรูปของ      A x b  

เมื่อ  A  คือเมตริกซของสัมประสิทธิ์  x คือเมตริกซของตัวแปร และ  b คือเมตริกซของคำตอบ 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
   
  

  
1

2

3

x

x x

x

 
   
  

 และ  
1

2

3

b

b b

b

 
   
  

 

จากสมบัตอิินเวอรของเมตริกซ 

        1 1
A A x A b

   

 

     1
x A b

  

 
ตัวอยางที่ 4.1 จงทำสมดุลมวลของเกลือที่สภาวะคงตัวจากรูปที่ E4.1-1 เม่ือ Q คืออัตราการไหลเชิงปริมาตร

ของสารละลายน้ำเกลือ (L/min) และ x คือความเขมขนของน้ำเกลือ (g/L) Fin คืออัตราการไหลเชิงมวลของ

เกลือ (g/min) และตัวเลขแสดงทิศทางการไหลของสาร เชน 12 หมายถึงสารละลายเกลือไหลจากถังที่ 1 ไป

ยังถังที่สอง สมดุลมวลท่ีสภาวะคงตัวสามารถเขียนสมการไดเปน อัตราการไหลของมวลขาเขา = อัตราการไหล

ออกของมวลขาออก เมื่อความเขมขนของสารขาออกจากถังมีคาเทากับความเขมขนภายในถัง  

ตัวอยางถังที่ 1 1 31 3 15 1 12 1inF Q x Q x Q x    

 
รูปท่ี E4.1-1 ภาพประกอบตัวอยางที ่4.1 

วิธีทำ 

ถังที่ 1  1 31 3 15 1 12 1inF Q x Q x Q x    หรือ 3 1 1120 3 5 4x x x    หรือ 1 39 3 120x x   

ถังที่ 2 12 1 25 2 24 2 23 2Q x Q x Q x Q x    หรือ 1 2 2 24 1 1 2x x x x   หรือ 1 24 4 0x x   

Fin1=120 

x4 

Q4=9 

Q24=1 

x5 

Q12=4 

x2 

x3 

x1 

Q15=5 

Q31=3 
Fin3=350 

Q34=6 

Q25=1 

Q5=4 

Q54=2 

Q23=2 
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ถังที่ 3 3 23 2 31 3 34 3inF Q x Q x Q x   หรือ 2 3 3350 2 3 6x x x   หรือ 2 32 9 350x x   

ถังที่ 4  24 2 54 5 34 3 4 4Q x Q x Q x Q x   หรือ 2 5 3 41 2 6 9x x x x   หรือ 2 3 4 56 9 2 0x x x x     

ถังที่ 5 15 1 25 2 5 5 54 5Q x Q x Q x Q x   หรือ 1 2 5 55 1 4 2x x x x   หรือ 1 2 55 1 6 0x x x    

 

ตัวอยางที่ 4.2 จงเขียนสมดุลมวลของความเขมขนของกลิ่นกาสะลองในแตละหอง ซึ่งแสดงการไหลของกลิ่น

กาสะลองดังรูปที่ E4.2-1 เมื่อ Q คืออัตราการไหลเชิงปริมาตรของอากาศ (L/min) และ C คือความเขมขน

ของกลิ่นกาสะลอง (g/L) เมื่อ หมายเลข เชน 12 แทนทิศทางการไหลของสารจากหองที่ 1 ไปหองที่ 2  

 
รูปท่ี E4.2-1 แผนภาพอัตรการไหลของกลิ่นดอกกาสะลองในแตละหอง 

วิธีทำ 

จากสมการ 

อัตราการไหลของมวลขาเขา = อัตราการไหลออกของมวลขาออก 

ดังนั้น 

หองที่ 1 1 1 2 2 2 1 1 1in inQ C Q C Q C Q C    

 2 1 150 2 50 50 150x C C C    

 1 2200 50 100C C   

หองที่ 2 2 1 3 3 2 2 2 3 2 2 2'Q C Q C F Q C Q C Q C      

 1 3 2 2 250 50 1500 50 50 100C C C C C      

 1 2 350 200 50 1500C C C     

หองที่ 3 3 3 3 2 3 3in inQ C Q C Q C   

 2 3200 10 50 50x C C   

 2 350 50 2000C C    

 

Room 1  

Room 2 

Room 3 

Qout1=150 L/min 

Qin1 =50 L/min 

Cin1 =2 g/L 

Qin3 = 200 L/min 

Cin3 = 10 g/L 

Q32 = 50 L/min 

Qout2=100 L/min 

F2 = 1500 g/min 

Q12 = 50 L/min 

Q21 = 50 L/min 

Q23 = 50 L/min 
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ตัวอยางที่ 4.3 ในการกลั่นสารผสมระหวาง Methanol (M), water (W) และ Benzene (B) ดวยหอกลั่น

จำนวน 2 หอ พบวาสัดสวนโมลของสวนผสมในแตละหอกลั่นแสดงไดดังรูปที่ E4.3-1 เมื่ออัตราการปอนสาร

เขาหอที่ 1 ทั้งหมด (F1) มีคาเทากับ 10 mol/min จงเขียนสมดุลโมลเพื่อหาอัตราการไหลเชิงโมลของสาย F2 

F3 และ F4  

 
รูปท่ี E4.3-1 แผนภาพแสดงอัตรการไหลของสารที่เขาหอกลั่นที่ 1 และ ที่2 

 

วิธีทำ 

 เนื่องจากมีหอกลั่นจำนวน 2 หอ ดังนั้นสามารถทำสมดุลโมลทั้งระบบและทำสมดุลโมลทั้งแตละหอ

สำหรับสารแตละชนิดไดดังนี้  

อัตราการไหลเชิงโมลของสารขาเขา = อัตราการไหลเชิงโมลของสารขาออก 

1. สมดุลโมลทั้งระบบ 

1 2 3 4F F F F    

2 3 410 F F F    หรือ 2 3 4 10F F F    

สมดุลโมลทั้งระบบของ Methanol 

1 1 2 2 3 3 4 4M F M F M F M F    

2 3 40.2 10 0.04 0.26 0.54x F F F    หรือ 2 3 40.04 0.26 0.54 2F F F    

สมดุลโมลทั้งระบบของ Water 

1 1 2 2 3 3 4 4W F W F W F W F    

2 3 40.6 10 0.93 0 0.24x F F F    หรือ 2 3 40.93 0 0.24 6F F F    

สมดุลโมลทั้งระบบของ Benzene 

1 1 2 2 3 3 4 4B F B F B F B F    

F1 

M1 = 0.2 

W1 = 0.6 

B1 = 0.2 

F3 

M3 = 0.26 

W3 = 0.0 

B3 = 0.74 

F4 

M4 = 0.54 

W4 = 0.24 

B4 = 0.22 

F2 

M2 = 0.04 

W2 = 0.93 

B2 = 0.03 
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2 3 40.2 10 0.03 0.74 0.22x F F F    หรือ 2 3 40.03 0.74 0.22 2F F F    

 

ตัวอยางที่ 4.4 กระบวนการสกัดสารโดยอาศัยตัวทำละลายชนิดของเหลว-ของเหลว เมื่อตัวทำละลายเปน

สารอินทรียเพื่อสกัดสารอินทรียที่สามารถละลายในน้ำ โดยทำการสกัดแบบหลายขั้นตอน ดังแสดงในรูปที่ 

E4.4-1 เมื่อสารอินทรียที่ละลายอยูในสารละลายน้ำมีสัดสวนโดยมวลเริ่มตนเปน iny  และอัตราการไหลเชิง

มวลเปน 1F  kg/min โดยไหลเขาถังสกัดที่ 1 ในขณะสารอินทรียที่ละลายอยูในสารละลายอินทรียมีสัดสวน

โดยมวลเริ่มตนเปน inx  และอัตราการไหลเชิงมวลเปน 2F  kg/min โดยไหลเขาถังสกัดที่ n เมื่อทิศทางการ

ไหลของสารละลายน้ำไหลสวนทางกับทิศทางการไหลของสารละลายอินทรีย สมมุติมีถังสกัดจำนวน n ถัง และ 

K เปนคาคงที่ในการสกัด ซึ่งมีคาเทากับ i

i

x
K

y
  จงเขียนสมดุลมวลของสารในแตละถัง 

 
 

รูปท่ี E4.4-1 แผนภาพแสดงทิศทางการไหลของสารที่เขาถังสกัด 

วิธีทำ 

จากรูปที่ 4.5 เมื่อพิจารณาถังสกัดท่ี i สามารถเขียนสมดุลมวลไดดังนี ้

1 1 2 1 1 2i i i iF y F x F y F x    และคาคงที่ในการสกัด i

i

x
K

y
 ดังนั้นสมการไดเปน 

1 1 1 2 2 1i i i iF y F y F x F x            (E4.4-1) 

เปลี่ยนสมการ (E4.4-1) ใหอยูเฉพาะเทอมของ y โดยแทนคา i ix Ky  

1 1 1 2 2 1 0i i i iF y F y F x F x      

1 1 1 2 2 1 0i i i iF y F y F Ky F Ky      

1 1 1 2 2 1( ) 0i i iF y F F K y F Ky      

2 2
1 1

1 1

1 0i i i

F F
y K y K y

F F 

   
      
   

       (E4.4-2) 

ในทางกลับกัน เปลี่ยนสมการ (E4.4-1) ใหอยูเฉพาะเทอมของ x โดยแทนคา i
i

x
y

K
  

1 1
1 1

2 2
i i i i

F F
y x y x

F F     

1 1 1
1 1

2 2 2

1i
i i i i

xF F F
x x x x

F K F K F K 

 
     

 
 

xi+1 

yi yi-1 

xi xin 

yout 

xn 

yn-1 yn-2 

xn-1 x3 

y2 

x2 

y1 yin 

xout 
1 2 i n-1 n 

F2 

F1 
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1 1
1 1

2 2

1 0i i i

F F
x x x

F K F K 

 
    
 

       (E4.4-3) 

4.4 การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเขียนกราฟ 

 การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเขียนกราฟเปนการแกระบบสมการสำหรับสมการท่ีมีตัวแปรไม

เกิน 3 ตัวแปร ตัวอยางเชน ในระบบสมการเชิงเสนสองตัวแปร เชน  
ax by c

dx ey f

 
 

 

โดยจุดตัดระหวางสมการทั้งสองเปนคำตอบของสมการ เชน 

3 3

2 2

x y

x y

 
 

 ซึ่ง 1

2

3 3

2 2

y x

y x

 
 

 นำไปเขียนกราฟไดดังรูปที่ 4.6 

จากรูปที่ 4.2 จะเห็นวาคำตอบของสมการคือ 1x   และ 0y   

 
รูปท่ี 4.2 ภาพประกอบการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเขียนกราฟ 

 การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเขียนกราฟไมสามารถหาคำตอบของระบบสมการเชิงเสนได

เกิดขึ้นได 3 กรณีดังนี้  

 กรณีที่ 1 เมื่อความชันของเสนตรงท้ังสองเสนมีคาเทากัน และขนานกัน ดังนั้นเสนตรงสองเสนนี้จะไม

มสีามารถตัดกันได ทำใหไมสามารถหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน เนื่องจากไมมีจุดตัด ดังรูปที่ 4.3 (ก) 

 กรณีที่ 2 เมื่อความชันของเสนตรงทั้งสองเสนมีคาเทากันและซอนทับกัน ดังนั้นเสนตรงสองเสนนี้จะมี

ผลเฉลยเปนจำนวนอนันต ดังรูปที่ 4.3 (ข)  

 กรณีที่ 3 เมื่อความชันของเสนตรงทั้งสองเสนมีคาใกลเคียงกัน ดังนั้นเสนตรงสองเสนนี้จะมีจุดตัดกัน 

แตไมสามารถระบจุุดตัดไดอยางชัดเจนดวยวิธีการเขียนกราฟ ดังรูปที่ 4.3 (ค)  

-20
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20

-6 -4 -2 0 2 4
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  (ก)    (ข)    (ค) 

 

รูปท่ี 4.3 สภาวะที่ไมเหสาะสมกับการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีการเขียนกราฟ 

4.5 การหาผลเฉลยดวยวิธีกฏของคราเมอร 

 วิธีกฏของคราเมอร (Cramer’s rule) เปนวิธีแกปญหาระบบสมการโดยการหาคาดีเทอรมิแนนท 

(Determinant) ซึ่งมีสูตรตาม  

 
 

det

det
i

i

A
x

A
           (1-17) 

การหาคาดีเทอรมิแนนทสามารถหาไดโดยใชฟงกชันคำสั่งใน excel คือ MDETERM(array) และกด 

เครื่องหมาย shift และ enter พรอมกัน 

 

ตัวอยางที่ 4.5 จากสมดุลมวลของเกลือที่สภาวะคงตัวจากตัวอยางที่ 4.1 พบวามีสมการดังนี ้

ถังที่ 1  1 39 3 120x x   

ถังที่ 2 1 24 4 0x x   

ถังที่ 3 2 32 9 350x x    

ถังที่ 4  2 3 4 56 9 2 0x x x x     

ถังที่ 5 1 2 55 1 6 0x x x    

จงหาความเขมขนของสารในถังตางๆ ดวยวิธกีฏของคราเมอร 

วิธีทำ 

 เขียนใหอยูในรูปของเมตริกซดังสมการ (E4.5-1) 

 

1

2

3

4

5

9 0 3 0 0 120

4 4 0 0 0 0

0 2 9 0 0 350

0 1 6 9 2 0

5 1 0 0 6 0

x

x

x

x

x

     
         
    
         
        

      (E4.5-1) 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

ดังนั้น 

 

 
 

1
1

120 0 3 0 0

0 4 0 0 0

350 2 9 0 0

0 1 6 9 2

det 0 1 0 0 6 460080
28.4

9 0 3 0 0det 16200

4 4 0 0 0

0 2 9 0 0

0 1 6 9 2

5 1 0 0 6

A
x

A






 

   
 







 

สำหรับ x2 x3 x4 และ x5 สามารถหาไดในทำนองเดียวกัน 

 
 

2
2

det 460080
28.4

det 16200

A
x

A


  


 

 
 

3
3

det 732240
45.2

det 16200

A
x

A


  


 

 
 

4
4

det 641520
39.6

det 16200

A
x

A


  


 

 
 

5
5

det 460080
28.4

det 16200

A
x

A


  


 

ดังนั้นความเขมขนของสารในถังที่ 1 2 3 4 และ 5 มีคาเทากับ 28.4 28.4 45.2 39.6 และ 28.4 g/L 

ตัวอยางที่ 4.6 การกลั่นสารผสมระหวาง Methanol (M), water (W) และ Benzene (B) ดวยหอกลั่นจำนวน 

2 หอ จากตัวอยางท่ี 4.3 พบวาสมดุลโมลของสารตางๆ ดังนี ้

2 3 4 10F F F    

2 3 40.04 0.26 0.54 2F F F    

2 3 40.93 0 0.24 6F F F    

2 3 40.03 0.74 0.22 2F F F    

จงหาอัตราการไหลเชิงโมลทั้งหมดของสาย F2 F3 และ F4  

วิธีทำ 

 เขียนใหอยูในรูปของเมตริกซดังสมการ (E4.6-1) 
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2

3

4

0.04 0.26 0.54 2

0.93 0 0.24 6

0.03 0.74 0.22 2

F

F

F

     
          
          

      (E4.6-1) 

ดังนั้น 

 

 
 

1
2

2 0.26 0.54

6 0 0.24

det 2 0.74 0.22 1.824
5.8238

0.04 0.26 0.54det 0.3132

0.93 0 0.24

0.03 0.74 0.22

A
F

A
     

สำหรับ F3 และ F4 สามารถหาไดในทำนองเดียวกัน 

 
 

2
3

det 0.546
1.7432

det 0.3132

A
F

A
    

 
 

3
4

det 0.762
2.4330

det 0.3132

A
F

A
    

ดังนั ้นอัตราการไหลเชิงโมลทั ้งหมดของสาย F2 F3 และ F4 มีคาเทากับ 5.8238 1.7432 และ 2.4330 

mol/min 

 

ตัวอยางที่ 4.7 กระบวนการสกัดกรดอะซิติกที่ละลายในน้ำดวยบิวทานอล โดยปอนแบบไหลสวนทางกัน เมื่อ

สายปอนประกอบดวยกรดอะซิติก 1.2 wt% ที่อัตราการปอน 100 kg/min ในขณะที่สายสกัดปอนบิวทานอล 

บริสุทธิ์ที่อัตรากการปอน 75 kg/min ถาถังสกัดมีจำนวน 3 ถัง จงหาความเขมขนของกรดอะซิติกในสารสกัด

และความเขมขนของกรดอะซิติกในน้ำที่เหลืออยู เมื่อคาคงที่ในการสกัดมีคาเทากับ 1.613  

 

วิธีทำ 

จากตัวอยางที่ 4.4 สมดุลมวลสารในแตละถัง สมดุลมวลของกรดอะซิติกในชั้นน้ำและสมดุลมวลของกรดอะ

ซิติกในชั้นบิวทานอลไดดังสมการ (E4.7-1) (E4.7-2) และ (E4.7-3) ตามลำดับ และสามารถเขียนแผนภาพ

ประกอบไดดังรูปที่ E4.7-1 

 

2 2
1 1

1 1
i i i i

F F
y x y x

F F            (E4.7-1) 
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2 2
1 1

1 1

1 0i i i

F F
y K y K y

F F 

   
      
   

       (E4.7-2) 

1 1
1 1

2 2

1 0i i i

F F
x x x

F K F K 

 
    
 

       (E4.7-3) 

 

เมื่อ y คือสัดสวนมวลของกรดอะซิติกในชั้นน้ำ และ x คือสัดสวนมวลของกรดอะซิติกในชั้นบิวทานอล  

เนื่องจากมีจำนวนถังสกัด 5 ถัง และ K เทากับ 1.613 F1 เทากับ 100 kg/min F2 เทากับ 75 kg/min yin 

เทากับ 1.2 wt% และ xin เทากับ 0 wt% 

 

 
รูปท่ี E4.7-1 แผนภาพการทำสมดุลโมลของการสกัด 

 

การหาสมดุลมวลของกรดอะซิติกในชั้นน้ำ 

สำหรับถังสกัดใบแรก ถึง ถังสกัดกอนใบสุดทาย หรือ ถังสกัดใบที่ 1 และ ใบที่ 2 สามารถใชสมการ (E4.7-2)  

1 1

75 75
1 1.613 1.613 0

100 100i i iy y y 
         
   

 

1 12.2098 1.2098 0i i iy y y     

ถังสกัดใบที่ 1 

0 1 22.2098 1.2098 0y y y   หรือ 1 22.2098 1.2098 0iny y y    หรือ 

1 2

1.2
2.2098 1.2098 0.012

100
y y       

ถังสกัดใบที่ 2 

1 2 32.2098 1.2098 0y y y     

สำหรับถังสกัดใบสุดทาย หรือ ถังสกัดใบท่ี 3 สามารถใชสมการ (E4.7-1) ในการหาสมดุลมวลของกรดอะซิติก

ในชั้นน้ำ 

2 2
1 1

1 1
i i i i

F F
y x y x

F F     หรือ 2 2 2
1 1

1 1 1

1i i i i i

F F F
y x y Ky K y

F F F 

 
     

 
 

1 1

75 75
1 1.613

100 100i i iy x y 
    
 

หรือ 1 12.2098 0.75i i iy y x   ดังนั้น 

x4=xin 

y3=yout 

x3 

y2 

x2 x1=xout 

y0=yin y1 
1 

F2 

2 

F1 

3 
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2 3 42.2098 0.75 0.75 0iny y x x     

เขียนสมการตอไปนี้ใหอยูในรูปของเมตริกซดังสมการ (E4.7-4) 

1 22.2098 1.2098 0.012y y     

1 2 32.2098 1.2098 0y y y     

2 32.2098 0y y   

1

2

3

2.2098 1.2098 0 0.012

1 2.2098 1.2098 0

0 1 2.2098 0

y

y

y

      
           
          

     (E4.7-4) 

ดังนั้น 

 
 

1
1

0.012 1.2098 0

0 2.2098 1.2098

det 0 1 2.2098 0.04408
0.008097

2.2098 1.2098 0det 5.4441

1 2.2098 1.2098

0 1 2.2098

A
y

A




 
   

 




 

สำหรับ F3 และ F4 สามารถหาไดในทำนองเดียวกัน 

 
 

2
2

det 0.02652
0.004871

det 5.4441

A
y

A


  


 

 
 

3
3

det 0.012
0.002204

det 5.4441

A
y

A


  


 

ดังนั้นสัดสวนมวลของกรดอะซิติกในชั้นน้ำของ y1 y2 และ y3 (yout) มีคาเทากับ 0.8097 0.4871 และ 0.2204 

wt% 

 

การหาสมดุลมวลของกรดอะซิติกในชั้นบิวทานอล 

สำหรับถังสกัดใบแรก หรือ ถังสกัดใบที่ 1 สามารถใชสมการ (E4.7-1) ในการหาสมดุลมวลของกรดอะซิติกใน

ชั้นบิวทานอล 

2 2
1 1

1 1
i i i i

F F
y x y x

F F            (E4.7-1) 

x4=xin 

y3=yout 

x3 

y2 

x2 x1=xout 

y0=yin y1 
1 

F2 

2 

F1 

3 
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1 1
1 1

2 2
i i i i

F F
y x y x

F F    หรือ 1 1
1 1

2 2

i
i i i

xF F
y x x

F F K     

ดังนั้น สมดุลมวลของกรดอะซิติกในชั้นบิวทานอลของถังสกัดใบที่ 1 

1 1
0 2 1

2 2

1
F F

y x x
F F K

 
   

 
 

2 1

100 1.2 100
1

75 100 75(1.613)
x x

       
   

 หรือ 2 10.016 0.8266x x    

1 20.8266 0.016x x   

สำหรับถังสกัดใบที่ 2 ถึงถังสกัดใบสุดทาย สามารถใชสมการ (E4.7-3) ในการหาสมดุลมวลของกรดอะซิติกใน

ชั้นบิวทานอล 

1 1
1 1

2 2

1 0i i i

F F
x x x

F K F K 

 
    
 

       (E4.7-3) 

1 1

100 100
1 0

75 1.613 75 1.613i i ix x x
x x 

     
 

หรือ 1 10.8266 1.8266 0i i ix x x      

ถังสกัดใบที่ 2 

1 2 30.8266 1.8266 0x x x    

ถังสกัดใบที่ 4 

2 3 40.8266 1.8266 0x x x    หรือ 2 30.8266 1.8266 0x x   

เขียนสมการตอไปนี้ใหอยูในรูปของเมตริกซดังสมการ (E4.7-4) 

1 20.8266 0.016x x   

1 2 30.8266 1.8266 0x x x    

2 30.8266 1.8266 0x x    

1

2

3

0.8266 1 0 0.016

0.8266 1.8266 1 0

0 0.8266 1.8266 0

x

x

x

     
           
          

     (E4.7-5) 

ดังนั้น 

 
 

1
1

0.016 1 0

0 1.8266 1

det 0 0.8266 1.8266 0.040158
0.071102

0.8266 1 0det 0.564789

0.8266 1.8266 1

0 0.8266 1.8266

A
x

A





   






 

สำหรับ F3 และ F4 สามารถหาไดในทำนองเดียวกัน 
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2
2

det 0.024158
0.042773

det 0.564789

A
x

A
    

 
 

3
3

det 0.010932
0.019356

det 0.564789

A
x

A
    

ดังนั้นสัดสวนมวลของกรดอะซิติกในชั้นบิวทานอลของ x1 (xout) x2 และ x3 มีคาเทากับ 7.112 4.2773 และ 

1.9356 wt% 

4.6 ระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส 

 ระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส (Gauss Elimination) เปนวิธีการดำเนินการเบื้องตนแบบแถวกับ

เมตริกซแตงเติมของระบบสมการเพื ่อใหกลายเปนเมตริกซแบบขั้นบันไดแลวเขียนผลเฉลย วิธีการแบบนี้

จำเปนตองมีจำนวนสมการเทากับจำนวนตัวแปร ระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาสสามารถแบงขั้นตอนวิธีการ

ดำเนินการดังนี้ 

ขั้นที่ 1. เขียนระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปของเมตริกซ 

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

n n

n n

n n

n n n nn n n

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

    
    
    

    








 

ดังนั้น 

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

n

n

n

n n n nn n n

a a a a x b

a a a a x b

a a a a x b

a a a a x b

     
     
     
     
     
     
          





      


 

ขั้นที่ 2. จัดรูปเมตริกซที่ไดจากขั้นที่ 1 โดยกำจัดตัวแปรในแตละสมการ เพ่ือใหไดเมตริกซแบบขั้นบันได 

11 12 13 1 1 1

22 23 2 2 2

33 3 3 3

0 ' ' ' '

0 0 ' ' '

0 0 0 ' '

n

n

n

nn n n

a a a a x b

a a a x b

a a x b

a x b

     
     
     
     
     
     
          





      


 

ขั้นที่ 3 เปนการแทนคายอนกลับจากเมตริกซแบบขั้นบันไดที่ไดจากขั้นที่ 2 
'

'
n

n
nn

b
x

a
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1 1,
1

1, 1

' '

'
n n n n

n
n n

b a x
x

a
 


 


  

 

 2 23 3 24 4 2
2

22

' ' ' '

'
n nb a x a x a x

x
a

   



 

 1 12 2 13 3 1
1

11

' ' ' '

'
n nb a x a x a x

x
a

   



 

 

ตัวอยางที่ 4.8 จากสมดุลมวลของความเขมขนของกลิ่นกาสะลองในแตละหองในตัวอยางที่ 4.2 ดังนี ้

หองที่ 1  1 2200 50 100C C   

หองที่ 2  1 2 350 200 50 1500C C C     

หองที่ 3  2 350 50 2000C C    

จงหาความเขมขนของกลิ่นกาสะลองในแตละหองดวยระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส 

วิธีทำ  

ขั้นที่ 1 เขียนระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปของเมตริกซ 

1

2

3

200 50 0 100

50 200 50 1500

0 50 50 200

C

C

C

     
            
          

 

ปรับใหเปนตัวเลขที่งายข้ึน 

1

2

3

4 1 0 2

1 4 1 30

0 1 1 4

C

C

C

     
            
          

 

 

ขั้นที่ 2 จัดรูปเมตริกซที่ไดจากขั้นที่ 1 โดยกำจัดตวัแปรในแตละสมการ เพ่ือใหไดเมตริกซแบบขั้นบันได 

กำจัด x1 ในแถวที่ 2 โดย R2x4 + R1 

1

2

3

4 1 0 2

0 15 4 122

0 1 1 4

C

C

C

     
           
          

 

กำจัด x2 ในแถวที่ 3 โดย R3x15 + R2 

1

2

3

4 1 0 2

0 15 4 122

0 0 11 182

C

C

C

     
           
          

 

ขั้นที่ 3 แทนคากลับ 
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3

180
16.5454

11
C    

3
2

122 4 122 4(16.54545)
12.54545

15 15

C
C

 
    

2
1

2 2 12.54545
3.63636

4 4

C
C

 
    

ดังนั้นความเขมขนของของกลิ่นกาสะลองในแตละหองดังนี้ C1 C2 และ C3 มีคาเทากับ 3.63636 12.54545 

และ 16.54545 g/L ตามลำดับ 

 

4.6.1 ระบบสมการเชิงเสนท่ีมีสภาพไมเหมาะสม 

 การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนสามารถหาไดดวยระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส แตบางครั้ง

อาจเกิดปญหาขึ้น เชน การหารดวยศูนย หรือ ปญหาจากการปดเศษในระหวางการคำนวณ หรือสมการที่มี

สภาพไมเหมาะสมในการแกดวยระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส 

1. ปญหาจากตัวหารเปนศนูย 

 ในบางสมการที่มีตัวหารเปนศูนยตั้งแตเริ่มแรก เชน 

2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 8

4 6 7 3

2 3 6 5

x x

x x x

x x x

 

   

  

      

จากระบบสมการเชิงเสนขางบนพบวา สมการแรก พบวาสัมประสิทธิ์หนาตัวแปร x1 มีคาเทากับ 0 ดังนั้นจะทำ

ใหไมสามารถหาคา x1  

2. ปญหาจากการปดเศษ 

 ตัวอยางเชนปญหาของระบบสมการเชิงเสนที่เกิดจากการปดเศษ ซึ่งมักพบในระบบสมการเชิงเสนที่มี

จำนวนตัวแปรมาก ดังนั้นการใชทศนิยม 2 ตำแหนง หรือ 3 ตำแหนง มีผลตอการคำนวณ เชน 

1

2

3

3 0.1 0.2 7.85

0.1 7 0.3 19.3

0.3 0.2 10 71.4

x

x

x

      
            
          

 

เมื่อใชระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส 

1

2

3

3 0.1 0.2 7.85

0 7.00333 0.29333 19.5617

0 0 10.0120 70.0843

x

x

x

      
            
          

 

ซึ่งจะเห็นไดวา 

3

70.0843
7.0000299964

10.0120
x    

ซึ่งจะเห็นไดวา x3 มีทศนิยมมากกวา 5 ตำแหนง ทำใหจำเปนตองปดเศษ เพ่ือหาคาของ x2 และ x1 ตามลำดับ 
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3. สมการที่มีสภาพไมเหมาะสม 

 สมการที่ไมเหมาะสม (Ill-Conditioned Systems) เปนสภาพที่เกิดจากสมการเชิงเสนท่ีมีคาความชัน

ของกราฟใกลเคียงกัน ดังรูปที่ 4.7 (ค) ดังนั้นการหาผลเฉลยเปนไปไดยาก นอกจากนี้ยังมีผลจากปญหาจาก

การปดเศษ เชน 

1

2

1 2 10

1.1 2 10.4

x

x

    
    

    
 

ซึ่งพบวา 

1

2(10) 2(10.4)
4

1(2) 2(1.1)
x


 


 

2

1(10.4) 1.1(10)
3

1(2) 2(1.1)
x


 


 

แตถาระบบสมการเชิงเสนเปน 

1

2

1 2 10

1.05 2 10.4

x

x

    
    

    
 

ซึ่งพบวา 

1

2(10) 2(10.4)
8

1(2) 2(1.05)
x


 


 

2

1(10.4) 1.1(10)
1

1(2) 2(1.05)
x


 


 

จากทั้ง 2 ตัวอยางพบวาเมื่อสัมประสิทธิ์หนาของ a21 เปลี่ยนจาก 1.1 เปน 1.05 มีผลตอการเปลี่ยนแปลงของ

คา x1 และ x2 

4.6.2 เทคนิคการแกระบบสมการเชงิเสนใหมีสภาพที่เหมาะสม 

 ระบบสมการเชิงเสนที่มีสภาพไมเหมาะสมสามารถปรับใหระบบสมการเชิงเสนมีสภาพที่เหมาะสมได

โดย 1. การเลือกตัวยืนบางสวน 2. การปรับสเกล และ 3. วิธีตัดออกโดยเลือกตัวยืนที่มีคามากที่สุดในแถว 

1. การเลือกตัวยืนบางสวน 

ถาระบบสมการเชิงเสนมีสมาชิกตัวหลักที่อยูในแนวเแทยงมุมเปน 0 หรือมีคาเขาใกลศูนย ก็จะทำให

ไมสามารถหาผลเฉลยของตัวแปรนั้นได ปญหานี้แกไดโดยการหาสมาชิกในหลักที่อยูใตแนวแทยงมุมตัวแรกที่

ไมเปน 0 หรือมีคาเขาใกลศูนย แลวสลับแถวนั้น และวิธีการหาตัวมาสลับนี้เรียกวาการหาตัวหลัก  (partial 

pivoting) 

จากระบบสมการเชิงเสน 

1

2

0.0003 3.0000 2.0001

1.0000 1.0000 1.0000

x

x

    
    

    
 

ซึ่งผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนนี้คือ x1 และ x2 มีคาเทากับ 1/3 และ 2/3 ตามลำดับ 
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เมื่อจัดรูปสมการตามระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส โดย R2-R1/0.0003 ไดเปน 

1

2

0.0003 3.0000 2.0001

0 9999 6666

x

x

    
         

 

ดังนั้น 

2

6666 2

9999 3
x


 


 

1

2.0001 3(2 / 3)

0.0003
x


  

เนื่องจาก (2/3) เมื่อแปลงเปนจำนวนเลขพบวาผลของตำแหนงทศนิยมดังนี ้

ตารางที่ 4.1 ผลของจำนวนเลขทศนิยม 

จำนวนเลขทศนิยม x2 x1 

3 ตำแหนง 0.667 -3.333 

4 ตำแหนง 0.6667 0.0000 

5 ตำแหนง 0.66667 0.30000 

6 ตำแหนง 0.666667 0.330000 

7 ตำแหนง 0.6666667 0.3330000 

 

ในทางกลับกันถาเรียงลำดับสมการใหม ดังนี ้

1

2

1.0000 1.0000 1.0000

0.0003 3.0000 2.0001

x

x

    
    

    
 

เมื่อจัดรูปสมการตามระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส โดย R2/0.0003 -R1ไดเปน 

1

2

1.0000 1.0000 1.000

0 9999 6666

x

x

    
    

    
 

ดังนั้น 

2

6666 2

9999 3
x    

1

1 1(2 / 3)

1
x


  

เนื่องจาก (2/3) เมื่อแปลงเปนจำนวนเลขพบวาผลของตำแหนงทศนิยมดังนี ้

ตารางที่ 4.2 ผลของจำนวนเลขทศนิยม 

จำนวนเลขทศนิยม x2 x1 

3 ตำแหนง 0.667 0.333 

4 ตำแหนง 0.6667 0.3333 

5 ตำแหนง 0.66667 0.33333 
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6 ตำแหนง 0.666667 0.333333 

7 ตำแหนง 0.6666667 0.3333333 

 

จากตัวอยางนี้จะเห็นไดวา ถาตองการใหผลเฉลยมีความคลาดเคลื่อนต่ำ จำเปนตองเลือก สัมประสิทธิ์ที่ให

คาสูงสุดในแถวนั้น ซึ่งเรียกวิธีการนี้วาการเลือกตัวยืนบางสวน 

 

2. การปรับสเกล 

จากระบบสมการเชิงเสน 

1

2

2 100,000 100,000

1 1 2

x

x

    
    

    
 

เมื่อจัดรูปสมการตามระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส โดย R2 – 0.5R1 

1 2

2

2 100,000 100,000

50,000 50,000

x x

x

 
  

 

1

2

2 100,000 100,000

0 50,000 50,000

x

x

    
         

 

หรือ 

จากระบบสมการเชิงเสน 

1

2

0.001 1.00 1.00

1.00 1.00 2.001

x

x

     
    

    
 

ซึ่งผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนนี้คือ x1 และ x2 มีคาเทากับ 1.00 และ 1.001 ตามลำดับ 

4.7 การหาคำตอบสำหรับเมตริกซแถบ  

 รูปแบบที่พบในการคำนวณทางวิศวกรรมเคมี เมื่อนำระบบสมการมาเขียนในรูปของเมตริกซจะอยูใน

รูปของเมตริกซแถบ 

1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1n n n n n

n n n n

f g x b

e f g x b

e f g x b

e f g x b

e f x b
    

     
     
     
     

     
     
     
     
          

    
 

สำหรับการแกระบบสมการของเมตริกซแถบสามารถทำไดดังนี ้

โดยการกำจัดสัมประสิทธิ์ e2 โดย R2f1 - R1e2  
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1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1

' ' '

n n n n n

n n n n

f g x b

f g x b

e f g x b

e f g x b

e f x b
    

     
     
     
     

     
     
     
     
          

    
 

เมื่อ 2 2 1 1 2'f f f g e   2 2 1'g g f  และ 2 2 1 1 2'b b f b e    

ดังนั้นเมื่อจัดรูปไปเรื่อยๆ พบวา 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

' ' '

' ' '

' ' '

' '
n n n n

n n n

f g x b

f g x b

f g x b

f g x b

f x b
   

     
     
     
     

     
     
     
     
          

   
 

เมื่อ 3 3 2 2 3' ' 'f f f g e   3 3 2' 'g g f  และ 3 3 2 2 3' ' 'b b f b e   

1 1 2 2 1' ' 'n n n n nf f f g e       1 1 2' 'n n ng g f    และ 1 1 2 2 1' ' 'n n n n nb b f b e       

1 1' 'n n n n nf f f g e    และ 1 1' ' 'n n n n nb b f b e    

เพ่ือหาคำตอบทำไดโดยดำเนินการแทนคากลับ 
'

'
n

n
n

b
x

f
  

1 1
1

1

' '

'
n n n

n
n

b g x
x

f
 





  

2 2 3
2

2

' '

'

b g x
x

f


  

1 1 2
1

1

b g x
x

f


  

 

ตัวอยางที่ 4.9 การถายเทมวลสารที่สภาวะคงตัวสำหรับปฏิกิริยาอันดับหนึ่งสามารถเขียนในรูปสมการไดดังนี้ 
2

2
0A A

A

d C dC
D u kC

dx dx
           (E4.9-1) 

เมื่อ AC  เปนความเขมขนของสาร A (mol/L) D  เปนสัมประสิทธิ์การแพร (m2/s) u เปนความเร็วในการ

เคลื่อนที่ (m/s) และ k  คาคงที่ปฏิกิริยาอันดับหนึ่ง (s-1) จงเขียนกราฟของความเขมขนของสาร A ที่ระยะทาง

ต างๆ ต ั ้ งแต 0x   m ถ ึ ง 10x   m โดย x  เพ ิ ่มท ี ่ ละ 2 m เม ื ่อกำหนดให  
0

80A x
C


 mol/L 

10
10A x

C


  mol/L 2D   m2/s 1u   m/s และ 0.2k   s-1 

วิธีทำ 
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เมื่อ 
2

1 1
2 2

2Ai Ai AiA C C Cd C

dx x
  




 และ 1 1

2
Ai AiA C CdC

dx x
 




 

ดังนั้นสมการ 
2

2
0A A

A

d C dC
D u kC

dx dx
    สามารถเปลี่ยนไดเปน (E4.9-1) ไดดังนี ้

1 1 1 1
2

2
0

2
Ai Ai Ai Ai Ai

Ai

C C C C C
D u kC

x x
                 

 

เมื่อแทนคาของ 2D   m2/s 1u   m/s และ 0.2k  s-1และ 2x  m 

ดังนั้นเมื่อแทนคา 

   1 1 1 12
2 0

2Ai Ai Ai Ai Ai Ai

D u
C C C C C kC

x x        
 

 

   1 1 1 1

2 1
2 0.1 0

4 2(2)Ai Ai Ai Ai Ai AiC C C C C C          

   1 1 1 10.5 2 0.25 0.1 0Ai Ai Ai Ai Ai AiC C C C C C          

   1 1 1 12 0.5 0.4 0Ai Ai Ai Ai Ai AiC C C C C C          

1 1 1 12 0.5 0.5 0.4 0Ai Ai Ai Ai Ai AiC C C C C C          

1 11.5 2.4 0.5 0Ai Ai AiC C C     

 

 
เมื่อ x1 = 2 m, CA1 mol/L และ x0 = 0 m, CA0 = 80 mol/L 

0 1 21.5 2.4 0.5 0A A AC C C    หรือ 1 2 02.4 0.5 1.5 120A A AC C C       

เมื่อ x2 = 4 m, CA2 mol/L 

1 2 31.5 2.4 0.5 0A A AC C C     

เมื่อ x3 = 6 m, CA3 mol/L 

2 3 41.5 2.4 0.5 0A A AC C C     

เมื่อ x4 = 8 m, CA4 mol/L และ x5 = 10 m, CA5 = 10 mol/L 

3 4 51.5 2.4 0.5 0A A AC C C    หรือ 3 4 51.5 2.4 0.5 5A A AC C C      

ดังนั้นสามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกซดังนี ้

1

2

3

4

2.4 0.5 0 0 120

1.5 2.4 0.5 0 0

0 1.5 2.4 0.5 0

0 0 1.5 2.4 5

A

A

A

A

C

C

C

C

     
         
    
         

 

เนื่องจากเปนรูปแบบของเมตริกซแถบ ดังนั้นสามารถเปลี่ยนไดเปน 

2 2 1 1 2' ( 2.4)( 2.4) 0.5(1.5) 5.76 0.75 5.01f f f g e          

x0 = 0 m 

CA0 = 80 

x1 = 2 m 

CA1 

x2 = 4 m 

CA2 

x3 = 6 m 

CA3  

x4 = 8 m 

CA4 

x5 = 10 m 

CA5 = 10 
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2 2 1' 0.5( 2.4) 1.2g g f      

2 2 1 1 3' 0( 2.4) 1.5( 120) 180b b f b e         

3 3 2 2 3' ' ' ( 2.4)(5.01) ( 1.2)(1.5) 12.024 1.8 10.224f f f g e            

3 3 2' ' 0.5(5.01) 2.505g g f     

3 3 2 2 3' ' ' 0(5.01) 180(1.5) 270b b f b e        

และ 

4 4 3 3 4' ' ' ( 2.4)( 10.224) 2.505(1.5) 24.5376 3.7575 20.7801f f f g e           

4 4 3 3 4' ' ' ( 5)( 10.224) ( 270)(1.5) 51.12 405 456.12b b f b e           

1

2

3

4

2.4 0.5 0 0 120

0 5.01 1.2 0 180

0 0 10.224 2.505 270

0 0 0 20.7801 456.12

A

A

A

A

C

C

C

C

     
         
     
    

    

 

 

เพ่ือหาคำตอบทำไดโดยดำเนินการแทนคากลับ 

4
4

4

' 456.12
21.9498

' 20.7801

b
C

f
    

3 3 4
3

3

' ' ( 270) 2.505(21.9498) 270 54.9842 324.9842
31.7864

' 10.224 10.224 10.224

b g C
C

f

     
    

  
 

2 2 3
2

2

' ' 180 ( 1.2)(31.7864) 180 38.1468 218.1437
43.5416

' 5.01 5.01 5.01

b g C
C

f

   
      

1 1 2
1

1

120 (0.5)(43.5416) 120 21.7708 141.7708
59.0712

2.4 2.4 2.4

b g C
C

f

     
    

  
 

ซึ่งสามารถเขียนกราฟความเขมขนของสาร A ตามระยะทางดังรูปที่ E4.9-1 

 
รูปท่ี E4.9-1 ความสัมพันธระหวางความเขมขนของสาร A กับระยะทางการแพร 
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4.8 การแกระบบสมการดวยการแยก LU 

 การแกระบบสมการดวยการแยก LU (LU Factorization) ในข้ันตอนการแทนคายอนกลับในขั้นตอน

ที่ 3 ถาให     U x d  ตัวอยางสำหรับเมทริกต 3x3 

11 12 13 1 1

22 23 2 2

33 3 3

0

0 0

u u u x d

u u x d

u x d

     
          
          

 

ถาสมมุติใหเมทริกต  L มีสมาชิกดังนี้ 

21

31 32

1 0 0

1 0

1

l

l l

 
 
 
  

 

ถา     L U A  

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

1 0 0

1 0 0

1 0 0

u u u a a a

l u u a a a

l l u a a a

     
          
          

 

ดังนั้น     A X B  

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

a a a x b

a a a x b

a a a x b

     
          
          

 

หรือ 

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

1 0 0

1 0 0

1 0 0

u u u x b

l u u x b

l l u x b

       
              
              

 

ดังนั้น 

11 12 13 1 1

22 23 2 2

33 3 3

0

0 0

u u u x d

u u x d

u x d

     
          
          

 

ทำให 

11 12 13 1 1

21 22 23 2 21 2

31 32 33 3 31 32 3

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 1

u u u x d

l u u x l d

l l u x l l d

         
                  
                  

 

ซึ่ง 

1 1

21 2 2

31 32 3 3

1 0 0

1 0

1

d b

l d b

l l d b
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เมื่อทราบคาของเมทริกต  D จะทำใหสามารถหาคาของ  X ได 

4.8.1 การหาเมทริกต  L และ  U  

 ข้ันตอนในการหา  L และ  U อาศัยหลักการคูณของเมตริกท และมีลำดับขั้นตอนดังนี ้

1. พิจารณาแถวที่ 1 ของ  A  

11 111 0 0 0 0xu x x a    ดังนั้น 11 11u a  

12 22 121 0 0 0xu xu x a    ดังนั้น 12 12u a  

13 23 33 131 0 0xu xu xu a    ดังนั้น 13 13u a  

ดังนั้น  U  ในแถวที่ 1 ไดดังนี้ 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

1 0 0

1 0 0

1 0 0

a a a a a a

l u u a a a

l l u a a a

     
          
          

 

2. พิจารณาหลักที่ 1 ของ  A  

21 11 211 0 0 0l xu x x a    ดังนั้น 21
21

11

a
l

a
  

31 11 32 310 1 0l xa l x x a    ดังนั้น 31
31

11

a
l

a
  

ดังนั้น  L  ในหลักที่ 1 ไดดังนี ้

21

11

31

11

11 12 13 11 12 13

22 23 21 22 23

33 31 32 33
32

1 0 0

1 0 0

0 01

a
a

a
a

a a a a a a

u u a a a

u a a al

                         

 

3. พิจารณาหาคาของ 22u และ 23u  

21
12 22 22

11

1 0 0
a

xa xu x a
a

    ดังนั้น 21
22 22 12

11

a
u a a

a
   

21
13 23 33 23

11

1 0
a

xa xu xu a
a

    ดังนั้น 21
23 23 13

11

a
u a a

a
   

ดังนั้น 22u และ 23u  ไดดังนี ้

21 21 21

11 11 11

31

11

11 12 13 11 12 13

22 12 23 13 21 22 23

31 32 333332

1 0 0

1 0 0

0 01

a a a
a a a

a
a

a a a a a a

a a a a a a a

a a aul

                           

 

4. พิจารณาหาคาของ 32l  
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31 21
12 32 22 12 32

11 11

1 0
a a

xa l x a a x a
a a

 
    

 
 ดังนั้น 

31
12

11
32

21
22 12

11

a
a

a
l

a
a a

a

 
 
 


 

ดังนั้นแทนคา 32l  ไดดังนี ้

21 21 21

11 11 11

31

1131

11 21

11

11 12 13 11 12 13

22 12 23 13 21 22 23

31 32 333312

22 12

1 0 0

1 0 0

0 0
1

a a a
a a a

a
aa

a a
a

a a a a a a

a a a a a a a

a a aua

a a

 
 
     
            
        
  

 

 

5. พิจารณาหาคาของ 33u  

31
12

1131 21
13 23 13 33 33

2111 11
22 12

11

1

a
a

aa a
xa x a a xu a

aa aa a
a

 
        

 
  

ดังนั้น  

31 21
12 23 13

11 1131 13
33 33

2111
22 12

11

a a
a a a

a aa a
u a

aa a a
a

  
  

    


 

ดังนั้นแทนคา 32l  ไดดังนี ้

  
21 21 21

11 11 11

31 31 21

1131 11 11

11 21 21
11 11

11 12 13 11 12 13

22 12 23 13 21 22 23

31 32 33
12 12 23 1331 13

33
22 12 11 22 12

1 0 0

1 0 0

1 0 0

a a a
a a a

a a a
aa a a

a a a
a a

a a a a a a

a a a a a a a

a a aa a a aa a
a

a a a a a

  
  
                  

        





 สำหร ับการคำนวณหา LU สามารถคำนวณไดจาก https://mxncalc.com/lu-factorization-

calculator 

4.8.2 การหาเมทริกต  D  

 สำหรับการหาเมทริกต  D สามารถทำไดดังนี้ 
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1 1

21 2 2

31 32 3 3

1 0 0

1 0

1

d b

l d b

l l d b

     
          
          

 

1. หาคา d1  

1 2 3 11 0 0xd xd xd b    ดังนั้น 1 1d b  

2. หาคา d2  

21 1 2 3 21 0l xd xd xd b    ดังนั้น 2 2 21 1 2 21 1d b l d b l b     

3. หาคา d3  

31 1 32 2 3 31l xd l xd xd b   ดังนั้น  3 3 31 1 32 2 3 31 1 32 2 21 11xd b l d l d b l b l b l b         

ดังนั้นเมทริกต  D มีสมาชิกดังนี้ 

 

1 1

2 2 21 1

3 3 31 1 32 2 21 1

d b

d b l b

d b l b l b l b

  
      
        

 

4.8.3 การหาคำตอบของเมทริกต  x  

จาก     U x d  

11 12 13 1 1

22 23 2 2

33 3 3

0

0 0

u u u x d

u u x d

u x d

     
          
          

 

    
21 21

11 11

31 21

11 11

21

11

11 12 13 1 1

22 12 23 13 2 2 21 1

3 3 31 1 32 2 21 1
12 23 1331 13

33
11 22 12

0

0 0

a a
a a

a a
a a

a
a

a a a x b

a a a a x b l b

x b l b l b l ba a aa a
a

a a a

 
 
                          

  
  

 

 

ตัวอยางที่ 4.10 ในการทดลองการสกัดนิเกิลจากสารละลายน้ำดวยตัวทำละลายอินทรียใหผลของความเขมขน

ของนิเกิลในเฟสน้ำและเฟสสารอินทรียดังตารางท่ี E4.10-1 

ตารางที่ E4.10-1 ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำและเฟสสารอินทรีย 

ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำ (g/L) 2 2.5 3 

ความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรีย (g/L) 8.57 10 12 

ถาให y เปนความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรีย และ x เปนความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำ ซึ่งเปนไป

ตามสมการดังตอไปนี้ 2y ax bx c    เมื่อ a b และ c เปนคาคงที ่ จงหาความเขมขนของนิเกิลในเฟส

สารอินทรีย เมื่อความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2.3 g/L 
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วิธีทำ 

จากตารางท่ี E4.10-1 สามารถเขียนเปนสมการดังนี ้

ที่ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2 g/L และความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรียเปน 8.57 g/L 

28.57 2 2 4 2a b c a b c       
ที่ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2.5 g/L และความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรียเปน 10 g/L 

210 2.5 2.5 6.25 2.5a b c a b c       
ที่ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2.5 g/L และความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรียเปน 10 g/L 

212 3 3 9 3a b c a b c       
ดังนั้นสามารถเขียนเปนเมทริกตไดดังนี ้

4 2 1 8.57

6.25 2.5 1 10

9 3 1 12

a

b

c

     
          
          

 

1. หาเมทริกต  U  

 
   

21 21

11 11

31 21

11 11

21

11

11 12 13

22 12 23 13

12 23 1331 13
33

11 22 12

0

0 0

a a
a a

a a
a a

a
a

a a a

U a a a a

a a aa a
a

a a a

 
 
 
 

   
 

 
  

  

 

 

  9
4

4 2 1
4 2 1

6.25 6.25
0 2.5 2 0.625 1 1 0.5625 0 0.625 0.5625

4 4
0 0 0.1

2 0.56259(1)
0 0 1 1

4 0.625

U

 
 

  
             
        

 

 

2. หาเมทริกต  L  

  21

11

31

11

6.25
21 4

9
4931 12

431 6.25
432 21 12

1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 0 1 0 1.5625 1 0

2.25 2.4 12
11

2.5 2

a
a

a
a

L l

l a
l

a l a

   
                                 

 

3. หาเมทริกต  D  
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1 1

2 2 21 1

3 3 31 1 32 2 21 1

8.57 8.57

10 1.5625(8.57) 3.3906 3.3906

12 2.25(8.57) 2.4 3.3906 0.855

d b

d b l b

d b l b l b l b

      
                   
                 

 

4. การแทนคายอนกลับเพ่ือหาคำตอบ 

4 2 1 8.57

0 0.625 0.5625 3.3906

0 0 0.1 0.855

a

b

c

     
             
          

 

 
0.855

8.55
0.1

c   

2 23

22

3.3906 ( 0.5625)8.55 1.4188
2.27

0.625 0.625

d u c
b

u

   
    

 
 

1 12 13

11

8.57 2( 2.27) (1)8.55 4.56
1.14

4 4

d u b u c
a

u

    
     

ดังนั้นสมการ 2y ax bx c    ไดเปน 
21.14 2.27 8.55y x x    

เมื่อความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2.3 g/L  

 2
1.14 2.3 2.27(2.3) 8.55 9.3596y x    g/L 

4.9 การแกปญหาโดยการทำซ้ำ 

 การแกปญหาโดยการทำซ้ำ (Iterative Methods) ไดแก วิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้ (Jacobi Iterative 

method) และวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล (Gauss-Seidel method)  

4.9.1 วิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล  

 วิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส -ไซเดล (Gauss-Seidel method) สามารถเขียนในรูปการแกสมการ 

สำหรับกรณีเมทริกต 3x3 ไดดังนี ้

 

    A x b  จะเห็นไดวา 

สำหรับแถวที่ 1 เพื่อหาคาของ 1 1 12 2 13 3
1

11

i i
i b a x a x

x
a

  
  

สำหรับแถวที่ 2 เพื่อหาคาของ 
1

1 2 21 1 23 3
2

22

i i
i b a x a x

x
a


  
  

สำหรับแถวที่ 3 เพื่อหาคาของ 
1 1

1 3 31 1 32 2
3

33

i i
i b a x a x

x
a
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โดยทำการแทนคาซ้ำไปเรื่อย จนกระทั่งคา 1 1 1
1 2 3, ,i i ix x x   ไมมีการเปลี่ยนแปลง 

4.9.2 วิธีกระทําซ้ำแบบจาโคบี ้

 วิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้ (Jacobi Iterative method) เปนวิธีที่คลายกับวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-

ไซเดลเพียงแตไมไดเปลี่ยนคาของตัวแปรที่คำนวณหามาไดกอนหนานี้ 

สำหรับกรณีเมทตริก 3x3 ไดดังนี ้

 

    A x b  จะเห็นไดวา 

สำหรับแถวที่ 1 เพื่อหาคาของ 1 1 12 2 13 3
1

11

i i
i b a x a x

x
a

  
  

สำหรับแถวที่ 2 เพื่อหาคาของ 1 2 21 1 23 3
2

22

i i
i b a x a x

x
a

  
  

สำหรับแถวที ่3 เพ่ือหาคาของ 1 3 31 1 32 2
3

33

i i
i b a x a x

x
a

  
  

โดยทำการแทนคาซ้ำไปเรื่อย จนกระทั่งคา 1 1 1
1 2 3, ,i i ix x x   ไมมีการเปลี่ยนแปลง 

 

ตัวอยางที่ 4.11 ในการทดลองการสกัดนิเกิลจากสารละลายน้ำดวยตัวทำละลายอินทรียใหผลของความเขมขน

ของนิเกิลในเฟสน้ำและเฟสสารอินทรียดังตารางท่ี E4.11-1 

ตารางที่ E4.11-1 ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำและเฟสสารอินทรีย 

ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำ (g/L) 2 2.5 3 

ความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรีย (g/L) 8.57 10 12 

ถาให y เปนความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรีย และ x เปนความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำ ซึ่งเปนไป

ตามสมการดังตอไปนี้ 2x ay by c    เมื่อ a b และ c เปนคาคงที ่ จงหาความเขมขนของนิเกิลในเฟส

สารอินทรีย ถาความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำ 2.3 g/L ดวยวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 

วิธีทำ 

ที่ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2 g/L และความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรียเปน 8.57 g/L 

28.57 2 2 4 2a b c a b c       
ที่ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2.5 g/L และความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรียเปน 10 g/L 

210 2.5 2.5 6.25 2.5a b c a b c       
ที่ความเขมขนของนิเกิลในเฟสน้ำเปน 2.5 g/L และความเขมขนของนิเกิลในเฟสสารอินทรียเปน 10 g/L 

212 3 3 9 3a b c a b c       
ดังนั้นสามารถเขียนเปนเมทริกตไดดังนี ้



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

4 2 1 8.57

6.25 2.5 1 10

9 3 1 12

a

b

c

     
          
          

 

ดังนั้น 

1

8.57 2

4
i i

i

b c
a 

 
  1

1

10 6.25

2.5
i i

i

a c
b 


 
  และ 1 1

1

12 9 3

1
i i

i

a b
c  


 
  

สมมุติให a0 b0 และ c0 มีคาเทากับ 1 1 และ 1 ตามลำดับ 

รอบที่ 1 

1

8.57 2(1) (1)
1.3925

4
a

 
  และ ,

1.3925 1
100 28.187%

1.3925a a x 
   

1

10 6.25(1.3925) (1)
0.11875

2.5
b

 
   และ ,

0.11875 1
100 742.11%

0.11875a b x 
   

1

12 9(1.3925) 3(0.11875)
0.88875

1
c

 
   และ ,

0.88875 1
100 212.52%

0.88875a c x  
 


 

รอบที่ 2 เมื่อ a1 b1 และ c1 มีคาเทากับ 1.3925 0.11875 และ -0.88875 ตามลำดับ  

2

8.57 2(0.11875) ( 0.88875)
2.3053

4
a

  
   และ ,

2.3053 1.3925
100 39.596%

2.3053a a x 
   

2

10 6.25(2.3053) ( 0.88875)
1.4078

2.5
b

  
    และ  

,

1.4078 0.11875
100 108.44%

1.4078a b x  
 


 

2

12 9(2.3053) 3( 1.4078)
4.5245

1
c

  
   และ  

,

4.5245 ( 0.88875)
100 80.357%

4.5245a c x   
 


 

 

ตารางที่ E4.11-2 ผลการคำนวณหาคา a b และ c ดวยวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 

รอบท่ี ai bi ci ,a a  ,a b  ,a c  

0 1.0000 1.0000 1.0000    

1 1.3925 0.1188 -0.8888 28.187% 742.105% 212.518% 

2 2.3053 -1.4078 -4.5245 39.596% 108.435% 80.357% 

3 3.9775 -4.1340 -11.3956 42.041% 65.946% 60.296% 

4 7.0584 -9.0877 -24.2623 43.649% 54.510% 53.032% 

จากตารางท่ี E4.11-2 พบวาคาความคลาดเคลื่อนมีแนวโนมเขาสูคาประมาณ 40 – 50 % ดังนั้นจึงจำเปนตอง

ปรับการหาคา a b และ c .โดยการสลับแถวดังนี ้
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9 3 1 12

6.25 2.5 1 10

4 2 1 8.57

a

b

c

     
          
          

 

ดังนั้น 

1

12 3

9
i i

i

b c
a 

 
  1

1

10 6.25

2.5
i i

i

a c
b 


 
  และ 1 1

1

8.57 4 2

1
i i

i

a b
c  


 
  

รอบที่ 1 

สมมุติให a0 b0 และ c0 มีคาเทากับ 1 1 และ 1 ตามลำดับ 

1

12 3(1) (1)
0.88889

9
a

 
  และ ,

0.88889 1
100 12.5%

0.88889a a x 
   

1

10 6.25(0.88889) (1)
1.3778

2.5
b

 
   และ ,

1.3778 1
100 27.419%

1.3778a b x 
   

1

8.57 4(0.88889) 2(1.3778)
2.2589

1
c

 
  และ ,

2.2589 1
100 55.730%

2.2589a c x 
   

รอบที่ 2 เมื่อ a1 b1 และ c1 มีคาเทากับ 0.88889 1.3778 และ 2.2589 ตามลำดับ  

2

12 3(1.3778) 1(2.2589)
0.62309

9
a

 
   และ ,

0.62309 0.88889
100 42.659%

0.62309a a x 
   

2

10 6.25(0.62309) 1(2.2589)
1.5387

2.5
b

 
   และ ,

1.5387 1.3778
100 10.460%

1.5387a b x 
   

1

8.57 4(0.62309) 2(1.5387)
3.0002

1
c

 
  และ ,

3.0002 2.2589
100 24.709%

3.0002a c x 
   

ตารางที่ E4.11-3 ผลการคำนวณหาคา a b และ c ดวยวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล หลังปรับสมการ

ใหมสำหรับหาคา a b และ c 

รอบท่ี ai bi ci ,a a  ,a b  ,a c  

0 1.0000 1.0000 1.0000    

1 0.8889 1.3778 2.2589 12.500% 27.419% 55.730% 

2 0.6231 1.5387 3.0002 42.659% 10.460% 24.709% 

3 0.4871 1.5822 3.4572 27.926% 2.751% 13.220% 

4 0.4218 1.5627 3.7576 15.479% 1.254% 7.993% 

100 1.0641 -1.9074 8.1283 0.179% 0.478% 0.130% 

200 1.1337 -2.2397 8.5148 0.014% 0.034% 0.010% 

จากตารางท่ี E4.11-3 พบวาคาความคลาดเคลื่อนมีแนวโนมลดลง ซึ่งพบวาเมื่อดำเนินการคำนวณหาคาของ a 

b และ c ที ่รอบ 100 พบวา ดังนั้นจึงจำเปนตองปรับการหาคา a b และ c .ดังนี ้ 1.0641 -1.9074 และ 
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8.1283 ตามลำดับ เม่ือเปรียบเทียบกับคาจริงของ a b และ c .ดังนี้ 1.14 -2.27 และ 8.55 ตามลำดับ จะเห็น

วามีคาใกลเคยีงมากขึ้น 

4.10 ระบบสมการไมเชิงเสน 

ระบบสมการไมเชิงเสน (Nonlinear Systems) เปนระบบสมการท่ีมีอันดับหรือเลขยกกำลังไมเทากับ 

1 หรือเปนสมการที่มีฟงกชันพิเศษ เชน พจนของ ln exp cos sin เปนตน อยูในฟงกชัน เชน 
2
1 1 2 10x x x            
2
1 1 2cos 10x x x   

ดังนั้นการแกปญหาในการหาคำตอบของระบบสมการไมเชิงเสนสามารถทำไดหลายวิธี เชน การเขียนกราฟ 

ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน วิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้ และวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล  

4.10.1 การแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสนด้วยการเขียนกราฟ 

 การเขียนกราฟเปนวิธีที่เหมาะสมกับระบบสมการที่มีตัวแปรไมเกิน 3 ตัวแปร แตดดยทั่วไปจะใชกับ

ระบบสมการไมเชิงเสนที่มีตัวแปรเพียง 2 ตัวแปร คำตอบของระบบสมการไมเชิงเสนคือจุดตัดระหวาง

เสนกราฟทั้งสอง 

 

ตัวอยางที่ 4.12 ปฏิกิริยาผลิต A + B  C พบวามีอัตราการเกิด C เทากับ 0.5C A Br C C mol/L-min แต

เกิดปฏิกิริยาขางเคียงคือ 2A +B  D พบวามีอัตราการเกิด D เทากับ 20.05D Ar C  mol/L-min เมื่อ

ดำเนินปฏิกิริยาในเครื่องปฏิกรณแบบถังกวน พบวา ความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A และ สาร 

B ที่เวลาที่สารไหลอยูภายในเครื่องปฏิกรณเปนดังนี้ 

 2
0 0.5 0.1A A A B AC C C C C     

 2
0 0.5 0.05B B A B AC C C C C     

เมื่อ 0AC และ 0BC คือความเขมขนที่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B mol/Lตามลำดับ AC และ BC คือ

ความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B mol/L ตามลำดับ   คือเวลาที่สารไหลอยูภายใน

เครื่องปฏิกรณ (min)  

จงหาวาความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B มีคาเทากับเทาไร ถาความเขมขนที่ขา

เขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B มีคาเทากับ 0.3 และ 0.1 mol/L และเวลาที่สารไหลอยูภายในเครื่อง

ปฏิกรณ 60 min 

วิธีทำ 

 เนื่องจากใชวิธีการเขียนกราฟเพ่ือหาคำตอบของสมการดังนั้นจำเปนตองจัดรูปแบบของสมการใหมได

เปน 
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 2
1 0( , ) 0.5 0.1A B A A B A Af C C C C C C C     

 2
2 0( , ) 0.5 0.05A B B A B A Bf C C C C C C C     

เมื่อแทนคาคงท่ีตางจะไดเปน 

 2
1( , ) 0.3 60 0.5 0.1A B A B A Af C C C C C C     

 2
2 ( , ) 0.1 60 0.5 0.05A B A B A Bf C C C C C C     

 เม่ือแทนคา ความเขมขนที่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B ท่ีคาตางๆ พบวาใหผลการคำนวณ

ดังตารางที่ E4.12-1 จากตารางท่ี E4.12-1 พบวาจุดตัดของอยูระหวางชวงคาของ ความเขมขนที่ขาออกเครื่อง

ปฏิกรณของสาร A เปน 0.11 – 0.13 mol/L และความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร B เปน 0.003 

– 0.005 mol/L 

 

ตารางที่ E4.102-1 ผลของความเขมขนที่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B ที่คาตางๆ ตอคาของ 

1( , )A Bf C C และ 2 ( , )A Bf C C  

AC  BC  1( , )A Bf C C  2 ( , )A Bf C C  

0.3 0.1 -1.440 4.290 

0.2 0.05 -0.440 0.703 

0.19 0.012 -0.175 0.151 

0.18 0.005 -0.101 0.110 

0.15 0.005 -0.007 0.096 

0.13 0.005 0.049 0.088 

0.11 0.003 0.108 0.087 

0.11 0.001 0.114 0.096 

 

4.10.2 ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน 

ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson method) เปนระเบียบวิธีที ่อาศัยหลักการหา

อนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชัน ดังนั้นสำหรับระบบสมการไมเชิงเสนสามารถหาอนุพันธอันดับหนึ่งของระบบ

สมการไดดงัน้ี 

 1, 1,
1, 1 1, 1, 1 1, 2, 1 2,

1 2

( ) ( )i i
i i i i i i

f f
f f x x x x

x x  

 
    

 
    

 2, 2,
2, 1 2, 1, 1 1, 2, 1 2,

1 2

( ) ( )i i
i i i i i i

f f
f f x x x x

x x  
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 เนื่องจากคำตอบของสมการคาของ 1, 1if   และ 2, 1if  ตองมีคาเทากับ 0 ดังนั้นสมการดังกลาวสามารถ

จัดรูปไดเปน 

 1, 1, 1, 1,
1, 1 2, 1 1, 1, 2,

1 2 1 2

i i i i
i i i i i

f f f f
x x f x x

x x x x 

   
    

   
    

 2, 2, 2, 2,
1, 1 2, 1 2, 1, 2,

1 2 1 2

i i i i
i i i i i

f f f f
x x f x x

x x x x 

   
    

   
     

ดังนั้นเพ่ือหาคาของ 1, 1ix   และ 2, 1ix  สามารถใชวิธีการหาคำตอบดวยกฎคารเมอรดังนี้ 

 

2, 1,
1, 2,

2 2
1, 1 1,

1, 2, 1, 2,

1 2 2 1

i i
i i

i i
i i i i

f f
f f

x x
x x

f f f f

x x x x



 


 
 

   


   

     

 

1, 2,
2, 1,

1 1
2, 1 2,

1, 2, 1, 2,

1 2 2 1

i i
i i

i i
i i i i

f f
f f

x x
x x

f f f f

x x x x



 


 
 

   


   

     

แลวใชวิธีการทำซ้ำจนคาของ 1, 1ix   และ 2, 1ix  มีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก 

 

ตัวอยางที่ 4.13 ปฏิกิริยาผลิต A + B  C พบวามีอัตราการเกิด C เทากับ 0.5C A Br C C mol/L-min แต

เกิดปฏิกิริยาขางเคียงคือ 2A +B  D พบวามีอัตราการเกิด D เทากับ 20.05D A Br C C  mol/L-min เมื่อ

ดำเนินปฏิกิริยาในเครื่องปฏิกรณแบบถังกวน พบวา ความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A และ สาร 

B ที่เวลาที่สารไหลอยูภายในเครื่องปฏิกรณเปนดังนี้ 

 2
0 0.5 0.1A A A B A BC C C C C C     

 2
0 0.5 0.05B B A B A BC C C C C C     

เมื่อ 0AC และ 0BC คือความเขมขนที่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B mol/Lตามลำดับ AC และ BC คือ

ความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B mol/L ตามลำดับ  คือเวลาที่สารไหลอยูภายในเครื่อง

ปฏิกรณ (min) จงหาวาความเขมขนที ่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B มีคาเทากับเทาไร ถาความ

เขมขนที ่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B มีคาเทากับ 1.0 และ 0.5 mol/L และเวลาที่สารไหลอยู

ภายในเครื่องปฏิกรณ 60 min ดวยระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน 

วิธีทำ 

จัดรูปแบบของสมการใหมไดเปน 

 2
1 0( , ) 0.5 0.1A B A A B A B Af C C C C C C C C     

 2
2 0( , ) 0.5 0.05A B B A B A B Bf C C C C C C C C     

เมื่อแทนคาคงท่ีตางจะไดเปน 
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 2 2
1( , ) 1 60 0.5 0.1 1 30 6A B A B A B A A B A B Af C C C C C C C C C C C C         

 2 2
2 ( , ) 0.5 60 0.5 0.05 0.5 30 3A B A B A B B A B A B Bf C C C C C C C C C C C C         

หาคาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชันไดดังนี ้

1( , )
30 12 1A B

B A B
A

f C C
C C C

C


   


 

21( , )
30 6A B

A A
B

f C C
C C

C


  


 

2 ( , )
30 6A B

B A B
A

f C C
C C C

C


  


 

22 ( , )
30 3 1A B

A A
B

f C C
C C

C


   


 

ดังนั้นในการคำนวณตามระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสันสามารถทำไดดังนี ้

คำนวณรอบที่ 1 จากการคำนวณรอบแรกพบวา ,0AC  เทากับ 0.2000 mol/L และ ,0BC  เทากับ 0.1000 

mol/L ตามลำดับ 
2 2

1,0 ,0 ,0 ,0 ,0( , ) 1 30 6 1 30 0.2 0.1 6 0.2 0.1 0.2 0.1760A B A B A B Af C C C C C C C x x x x          
2 2

2,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0( , ) 0.5 30 3 0.5 30 0.2 0.1 3 0.2 0.1 0.1 0.2120A B A B A B Bf C C C C C C C x x x x           

 1,0
,0 ,0 ,0

( , )
60 0.5 0.2 1 60(0.5 0.1 0.2 0.2 0.1) 1 4.2400A B

B A B
A

f C C
C C C

C


            


 

   1,0 2 2
,0 ,0

( , )
60 0.5 0.1 60 0.5 0.2 0.1 (0.2) 6.2400A B

A A
B

f C C
C C

C


         


 

   2,0
,0 ,0 ,0

( , )
60 0.5 0.1 60 0.5 0.1 0.1 0.2 0.1 3.1200A B

B A B
A

f C C
C C C

C


          


 

   2,0 2 2
,0 ,0

( , )
60 0.5 0.05 1 60 0.5 0.2 0.05 (0.2) 1 7.1200A B

A A
B

f C C
C C

C


           


 

2,0 1,0
1,0 2,

,1 ,0
1,0 2, 1,0 2,0

(0.1760) ( 7.1200) ( 0.2120)( 4.2400)
0.2 0.4007

( 4.2400) ( 7.1200) ( 6.2400) ( 3.1200)

i
B A

A A
i

A B B A

f f
f f

C C x
C C

f f f f x x
C C C C

 


     
    

        
   

 

1,0 2,0
2,0 1,0

,1 ,0
1,0 2,0 1,0 2,0

( 0.212) ( 4.24) (0.176) ( 3.12)
0.1 0.0351

( 4.24) ( 7.12) ( 6.24) ( 3.12)
A A

B B

A B B A

f f
f f

C C x x
C C

f f f f x x
C C C C

 


     
     

        
   

 

คำนวณรอบที่ 2 จากการคำนวณรอบแรกพบวา ,1AC  เทากับ 0.4007 mol/L และ ,1BC  เทากับ -0.0351 

mol/L ตามลำดับ 
2

1,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1( , ) 1 30 6A B A B A B Af C C C C C C C     
2

1,1( , ) 1 30 0.4007 ( 0.0351) 6 (0.4007) ( 0.0351) 0.4007 1.0547A Bf C C             
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2
2,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1( , ) 0.5 30 3A B A B A B Bf C C C C C C C     

2
2,1( , ) 0.5 30 0.4007 ( 0.0351) 3 0.4007 ( 0.0351) ( 0.0351) 0.9737A Bf C C x x x x         

 1,1
,1 ,1 ,1

( , )
60 0.5 0.2 1 60(0.5 ( 0.0351) 0.2 0.4007 ( 0.0351)) 1 0.2209A B

B A B
A

f C C
C C C

C


             


 

   1,1 2 2
,1 ,1

( , )
60 0.5 0.1 60 0.5 0.4007 0.1 (0.4007) 12.9860A B

A A
B

f C C
C C

C


         


 

   2,1
,1 ,1 ,1

( , )
60 0.5 0.1 60 0.5 ( 0.0351) 0.1 0.4007 ( 0.0351) 1.1366A B

B A B
A

f C C
C C C

C


           


 

   2,1 2 2
,1 ,1

( , )
60 0.5 0.05 1 60 0.5 0.4007 0.05 (0.4007) 1 13.5042A B

A A
B

f C C
C C

C


           


 

2,1 1,1
1,1 2,1

,1 ,1
1,1 2,1 1,1 2,1

(1.0547) (1.1366) (0.9737)(0.2209)
0.2 1.6285

(0.2209) ( 13.5042) ( 12.9860) (1.1366)
B A

A A

A B B A

f f
f f

C C x
C C

f f f f x x
C C C C

 


  
    

      
   

 

1,1 2,1
2,1 1,1

,1 ,1
1,1 2,1 1,1 2,1

(0.9737) (0.2209) (1.0547) (1.1366)
0.1 0.0485

(0.2209) ( 13.5042) ( 12.9860) (1.1366)
A A

B B

A B B A

f f
f f

C C x x
C C

f f f f x x
C C C C

 


  
    

      
   

 

คำนวณรอบท่ี 3 ถาเริ่มตนให ,2 1.6285AC   mol/L และ ,2 0.0485BC   mol/L 
2

1,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2( , ) 1 30 6A B A B A B Af C C C C C C C   
2

1,2 ( , ) 1 30 1.6285 (0.0485) 6 (1.6285) (0.0485) 1.6285 3.7669A Bf C C x x x x       
2

2,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2( , ) 0.5 30 3A B A B A B Bf C C C C C C C   
2

2,2 ( , ) 0.5 30 1.6285 (0.0485) 3 1.6285 (0.04685) (0.0485) 2.3013A Bf C C x x x x       

 1,2
,2 ,2 ,2

( , )
60 0.5 0.2 1 60(0.5 (0.0485) 0.2 1.6285 (0.0485)) 1 3.4006A B

B A B
A

f C C
C C C

C


            


 

   1,2 2 2
,2 ,2

( , )
60 0.5 0.1 60 0.5 1.6285 0.1 (1.6285) 64.7670A B

A A
B

f C C
C C

C


         


 

   2,2
,2 ,2 ,2

( , )
60 0.5 0.1 60 0.5 (0.0485) 0.1 1.6285 (0.0485) 1.9272A B

B A B
A

f C C
C C C

C


          


 

   2,2 2 2
,2 ,2

( , )
60 0.5 0.05 1 60 0.5 1.6285 0.05 (1.6285) 1 57.8110A B

A A
B

f C C
C C

C


           


 

2,2 1,2
1,2 2,2

,2 ,2
1,2 2,2 1,2 2,2

( 3.7669) ( 57.8110) ( 2.3013)( 3.4006)
0.2 1.2964

( 3.4006) ( 57.8110) ( 64.7670) ( 1.9272)
B A

A A

A B B A

f f
f f

C C x
C C

f f f f x x
C C C C
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1,2 2,2
2,2 1,2

,2 ,2
1,2 2,2 1,2 2,2

( 2.3013) ( 3.4006) ( 3.7669) ( 57.8110)
0.1 0.0406

( 3.4006) ( 57.8110) ( 64.7670) ( 1.9272)
A A

B B

A B B A

f f
f f

C C x x
C C

f f f f x x
C C C C

 


      
    

        
   

 

ตารางที่ E4.13-1 ผลการคำนวณตามระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน 

รอบ ,A iC  ,B iC  ,( )A if C  ,( )B if C  1 ,' ( )A if C  1 ,' ( )B if C  2 ,' ( )A if C  2 ,' ( )B if C  

0 0.2000 0.1000 0.1760 -0.2120 -4.2400 -6.2400 -3.1200 -7.1200 

1 0.4007 -0.0351 1.0547 0.9737 0.2209 -12.9860 1.1366 -13.5042 

2 1.6285 0.0485 -3.7669 -2.3013 -3.4006 -64.7670 -1.9272 -57.8110 

3 -1.2964 0.0406 3.4650 1.8325 -1.5859 28.8082 -0.9014 32.8502 

4 3.1711 0.0489 -9.7697 -5.6729 -4.3261 -155.4710 -2.3961 -126.3026 

5 -3.7849 0.0424 5.9539 3.4472 -0.3468 27.5943 -0.3089 69.5705 

 

 จากตารางท่ี E4.13-1 พบวาเมื่อใชระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสันพบวาไมสามารถหาคำตอบของระบบ

สมการไมเชิงเสนได 

4.10.3 ระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้และระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 

 ระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้และระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดลสามารถประยุกตใชใน

การแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสนไดเชนกัน โดยมีหลักการเชนเดียวกับที่ไดกลาวในหัวขอ 4.7 

ตัวอยางที่ 4.14  ปฏิกิริยาผลิต A + B  C พบวามีอัตราการเกิด C เทากับ 0.5C A Br C C mol/L-min 

แตเกิดปฏิกิริยาขางเคียงคือ 2A +B  D พบวามีอัตราการเกิด D เทากับ 20.05D A Br C C  mol/L-min 

เมื่อดำเนินปฏิกิริยาในเครื่องปฏิกรณแบบถังกวน พบวา ความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A และ 

สาร B ที่เวลาที่สารไหลอยูภายในเครื่องปฏิกรณเปนดังนี ้

 2
0 0.5 0.1A A A B A BC C C C C C     

 2
0 0.5 0.05B B A B A BC C C C C C     

เมื่อ 0AC และ 0BC คือความเขมขนที่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B mol/Lตามลำดับ AC และ BC คือ

ความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B mol/L ตามลำดับ  คือเวลาที่สารไหลอยูภายในเครื่อง

ปฏิกรณ (min) จงหาวาความเขมขนที ่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B มีคาเทากับเทาไร ถาความ

เขมขนที ่ขาเขาเครื่องปฏิกรณของสาร A และ B มีคาเทากับ 1.0 และ 0.5 mol/L และเวลาที่สารไหลอยู

ภายในเครื่องปฏิกรณ 60 min ดวยระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้และระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซ

เดล 

วิธีทำ 

เมื่อแทนคาคงท่ีตางจะไดเปน 
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 2 21 60 0.5 0.1 1 30 6A A B A B A B A BC C C C C C C C C          (E4.14-1) 

 2 20.5 60 0.5 0.05 0.5 30 3B A B A B A B A BC C C C C C C C C         (E4.14-2) 

ระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้  

ปรับสมการใหอยูในรูประเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี ้
2

, 1 , , , ,1 30 6A i A i B i A i B iC C C C C     
2

, 1 , 1 , , 1 ,0.5 30 3B i A i B i A i B iC C C C C      

การคำนวณรอบท่ี 1 ถาเริ่มตนให ,0AC เปน 0.2 mol/L และ ,0BC เปน 0.1 mol/L 
2 2

,1 ,0 ,0 ,0 ,01 30 6 1 30(0.2)(0.1) 6(0.3) (0.1) 0.3760A A B A BC C C C C        
2 2

,1 ,1 ,0 ,1 ,00.5 30 3 0.5 30(0.376)(0.1) 3(0.376) (0.1) 0.6704B A B A BC C C C C         

 

การคำนวณรอบท่ี 2 ถาเริ่มตนให ,1AC เปน 0.3760 mol/L และ ,1BC เปน -0.6704 mol/L 
2 2

,2 ,1 ,1 ,1 ,11 30 6 1 30(0.376)( 0.670) 6(0.376) ( 0.670) 9.1309A A B A BC C C C C          
2 2

,2 ,2 ,1 ,2 ,10.5 30 3 0.5 30(9.1309)( 0.6704) 3(9.1309) ( 0.6704) 351.8300B A B A BC C C C C          

การคำนวณรอบท่ี 3 ถาเริ่มตนให ,2AC เปน 9.1309 mol/L และ ,2BC เปน 351.8300 mol/L 
2 2

,3 ,2 ,2 ,2 ,21 30 6 1 30(9.1309)(351.8300) 6(9.1309) (351.8300) 272,376.0349A A B A BC C C C C       
2 2

,3 ,3 ,2 ,3 ,20.5 30 3 0.5 30( 272,376.0349)(351.8300) 3( 272,376.0349) (351.8300)B A B A BC C C C C       

     137.8303 10    
จากระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบ้ีพบวาคาคำนวณไดของ ,2AC และ ,2BC ไมลูเขาหาคำตอบ แสดง

วาสมการที่ใชในการคำนวณระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบีไ้มเหมาะสม 

 

ระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 

ปรับสมการใหอยูในรูประเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 
2

, 1 , , , ,1 30 6A i A i B i A i B iC C C C C     
2

, 1 , , , ,0.5 30 3B i A i B i A i B iC C C C C     

การคำนวณรอบท่ี 1 ถาเริ่มตนให ,0AC เปน 0.2 mol/L และ ,0BC เปน 0.1 mol/L 
2 2

,1 ,0 ,0 ,0 ,01 30 6 1 30(0.2)(0.1) 6(0.2) (0.1) 0.3760A A B A BC C C C C        
2 2

,1 ,0 ,0 ,0 ,00.5 30 3 1 30(0.2)(0.1) 3(0.2) (0.1) 0.3880B A B A BC C C C C        

การคำนวณรอบท่ี 2 ถาเริ่มตนให ,1AC เปน 0.3760 mol/L และ ,1BC เปน 0.3880 mol/L 
2 2

,2 ,1 ,1 ,1 ,11 30 6 1 30(0.3760)(0.3880) 6(0.3760) (0.3880) 3.7058A A B A BC C C C C         
2 2

,2 ,1 ,1 ,1 ,10.5 30 3 1 30(0.3760)(0.3880) 3(0.3760) (0.3880) 3.5412B A B A BC C C C C         
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การคำนวณรอบท่ี 3 ถาเริ่มตนให ,2AC เปน -3.7058 mol/L และ ,2BC เปน -3.5412 mol/L 
2 2

,3 ,2 ,2 ,2 ,21 30 6 1 30( 3.7058)( 3.5412) 6( 3.7058) ( 3.5412) 100.9045A A B A BC C C C C           
2 2

,3 ,2 ,2 ,2 ,20.5 30 3 1 30( 3.7058)( 3.5412) 3( 3.7058) ( 3.5412) 246.7951B A B A BC C C C C           

  

 จากระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้พบวาคาคำนวณไดของ ,2AC และ ,2BC ไมลูเขาหาคำตอบ แสดง

วาสมการที่ใชในการคำนวณระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้ไมเหมาะสม ดังนั้นจึงปรับสมการ (E4.14-1) และ

(E4.14-2) ไดเปนสมการ (E4.14-3) และ (E4.14-4) 

21 30 6A A B A BC C C C C   เปน
1 30

6
A A B

A
B

C C C
C

C

 
     

 (E4.14-3) 

20.5 30 3B A B A BC C C C C   เปน
2

0.5

1 30 3B
A A

C
C C


 

     (E4.14-4) 

ระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้  

เขียนสมการ(E4.14-3) และ (E4.14-4) ใหอยูในรูประเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี ้

, , ,
, 1

,

1 30

6
A i A i B i

A i
B i

C C C
C

C

 
  

, 1 2
, 1 , 1

0.5

1 30 3B i
A i A i

C
C C

 


 

 

การคำนวณรอบท่ี 1 ถาเริ่มตนให ,0AC เปน 0.2 mol/L และ ,0BC เปน 0.1 mol/L 

,0 ,0 ,0
,1

,0

1 30 1 (0.2) 30(0.2)(0.1)
0.0577

6 6(0.1)
A A B

A
B

C C C
C

C

   
    

,1AC เปน 0.0577 mol/L และ ,0BC เปน 0.1 mol/L 

,1 2 2
,1 ,1

0.5 0.5
0.1823

1 30 3 1 30(0.0577) 3(0.0577)B
A A

C
C C

  
   

 

การคำนวณรอบท่ี 2 ถาเริ่มตนให ,1AC เปน 0.0577 mol/L และ ,1BC เปน 0.1823 mol/L 

,1 ,1 ,1
,2

,1

1 30 1 (0.0577) 30(0.0577)(0.1823)
0.1380

6 6(0.1823)
A A B

A
B

C C C
C

C

   
    

,2AC เปน 0.1380 mol/L และ ,1BC เปน 0.1823 mol/L 

,2 2 2
,2 ,2

0.5 0.5
0.0962

1 30 3 1 30(0.1380) 3(0.1380)B
A A

C
C C

  
   

 

การคำนวณรอบท่ี 3 ถาเริ่มตนให ,2AC เปน 0.1380 mol/L และ ,2BC เปน 0.0962 mol/L 

,2 ,2 ,2
,3

,2

1 30 1 (0.1380) 30(0.1380)(0.0962)
0.0862

6 6(0.0962)
A A B

A
B

C C C
C

C
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,3 2 2
,3 ,3

0.5 0.5
0.1385

1 30 3 1 30(0.0862) 3(0.0862)B
A A

C
C C

  
   

 

  

 ผลการคำนวณดวยระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบจาโคบี้ ดังแสดงในตารางท่ี 4.14-1 จากตารางท่ี E4.14-

1 พบวาความเขมขนของสาร A และสาร B ไมมีการเปลี ่ยนแปลงเมื่อคำนวณถึงรอบที่ 15 ซึ่งพบวาความ

เขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A เปน 0.1028 mol/L และความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของ

สาร B เปน 0.1215 mol/L 

ตารางที ่4.14-1 ผลการคำนวณระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบจาโคบี ้

รอบ 
AC  BC  

0 0.2000 0.1000 

1 0.0577 0.1823 

2 0.1380 0.0962 

3 0.0862 0.1385 

4 0.1132 0.1127 

5 0.0973 0.1267 

6 0.1061 0.1186 

7 0.1010 0.1231 

8 0.1039 0.1205 

9 0.1023 0.1220 

10 0.1032 0.1212 

11 0.1027 0.1216 

12 0.1029 0.1214 

13 0.1028 0.1215 

14 0.1029 0.1214 

15 0.1028 0.1215 

 

ระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 

เขียนสมการ(E4.14-3) และ (E4.14-4) ใหอยูในรูประเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 

, , ,
, 1

,

1 30

6
A i A i B i

A i
B i

C C C
C

C

 
  

, 1 2
, ,

0.5

1 30 3B i
A i A i

C
C C 
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การคำนวณรอบท่ี 1 ถาเริ่มตนให ,0AC เปน 0.2 mol/L และ ,0BC เปน 0.1 mol/L 

,0 ,0 ,0
,1

,0

1 30 1 (0.2) 30(0.2)(0.1)
0.0577

6 6(0.1)
A A B

A
B

C C C
C

C

   
    

,1 2
,0 ,0

0.5 0.5
0.0702

1 30 3 1 30(0.2) 3(0.2)B
A A

C
C C

  
   

 

การคำนวณรอบท่ี 2 ถาเริ่มตนให ,1AC เปน 0.577 mol/L และ ,1BC เปน 0.0702 mol/L 

,1 ,1 ,1
,2

,1

1 30 1 (0.0577) 30(0.0577)(0.0702)
0.0980

6 6(0.0702)
A A B

A
B

C C C
C

C

   
    

,2 2
,1 ,1

0.5 0.5
0.1823

1 30 3 1 30(0.0577) 3(0.0577)B
A A

C
C C

  
   

 

การคำนวณรอบท่ี 3 ถาเริ่มตนให ,2AC เปน 0.0980 mol/L และ ,2BC เปน 0.1823 mol/L 

,2 ,2 ,2
,3

,2

1 30 1 (0.0980) 30(0.0980)(0.1823)
0.1054

6 6(0.1823)
A A B

A
B

C C C
C

C

   
    

,3 2
,2 ,2

0.5 0.5
0.1260

1 30 3 1 30(0.0980) 3(0.0980)B
A A

C
C C

  
   

 

 ผลการคำนวณดวยระเบียบวิธีกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล ดังแสดงในตารางที่ 4.14-2 จากตารางที่ 

E4.14-2 พบวาความเขมขนของสาร A และสาร B ไมมีการเปลี่ยนแปลงเมื่อคำนวณถึงรอบที่ 10 ซึ่งพบวา

ความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณของสาร A เปน 0.1028 mol/L และความเขมขนที่ขาออกเครื่องปฏิกรณ

ของสาร B เปน 0.1215 mol/L 

ตารางที ่4.14-2 ผลการคำนวณระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 

รอบ 
AC  BC  

0 0.2000 0.1000 

1 0.0577 0.0702 

2 0.0980 0.1823 

3 0.1054 0.1260 

4 0.1021 0.1191 

5 0.1029 0.1222 

6 0.1029 0.1214 

7 0.1028 0.1214 

8 0.1028 0.1215 

9 0.1028 0.1214 

10 0.1028 0.1215 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

4.10 แบบฝกหัด 

HM4.1 ความสัมพันธระหวางความดันและปริมาตรของกาซ เปนดังสมการ (HM4.1-1) และไดผลการทดลอง

ความสัมพันพธระหวางความดันกับปริมาตรของกาซดงัตารางที่ HM4.1 เมื่อทำการทดลองที่อุณหภูมิ 303 K 

2

PV B C
A

RT V V
           (HM4.1-1) 

เม่ือ P คอืความดันของกาซ (atm) V คือปริมาตรของกาซ (L) T คืออุณหภูมิ (K) R เปนคาคงท่ีของกาซ และมี

คาเทากับ 0.082 L-atm/gmol-K เมื่อ A, B และ C เปนคาคงที่ จงหาคาความดันของกาซ เมื่อปริมาตรมีคา

เทากับ 13.50 L ดวยการแกระบบสมการดวยการแยก LU 

ตารางที่ HM4.1 ผลการทดลองความสัมพันธระหวางความดันและปริมาตรของกาซที่อุณหภูมิ 303 K 

P (atm) 0.985 1.108 1.363 

V (L) 25.000 22.2 18.000 

 

HM4.2 คาเฟอีน (caffeine) เปนสารที่อยูในเครื่องดื่ม ดังนั้นในการผลิตกาแฟที่ปราศจากคาเฟอีนสามารถทำ

ไดโดยการใชตัวทำละลาย t-butyl methyl ether เปนสารสกัด พบวาคาคงที่ในการสกัด (KTBME/W) กับ 2 ถา

กระบวนการสกัดคาเฟอีนที่ละลายในน้ำดวยตัวทำละลาย TBME โดยปอนแบบไหลสวนทางกัน เมื่อสายปอน

ประกอบดวยกาเฟอีนที่ละลายในน้ำ 60 g/L ที่อัตราการปอน 1000 kg/min ในขณะที่สายสกัดปอนตัวทำ

ละลาย TBME บริสุทธิ์ที่อัตรากการปอน 2000 kg/min ถาถังสกัดมีจำนวน 10 ถัง จงหาความเขมขนของ

คาเฟอีนที่เหลือในน้ำและความเขมขนของคาเฟอีนในชั้นตัวทำลลาย TBME  

 

HM4.3 การผลิตสาร C ในเครื่องปฏิกรณแบบถังกวน พบวามีปฏิกิริยาเกิดขึ้นดังนี ้

A + B  C    -rA,1 = 1CA   

A + 2B + 3C  D  -rC,2 = 3CC 

2B + C  D   -rB,3 = 2CB  

สมดุลมวลของสาร A : VCSTR/0 = (CA0 – CA)/(CA + CC) 

สมดุลมวลของสาร B : VCSTR/0 = (CB0 – CB)/(CA + 2CC + 2CB) 

สมดุลมวลของสาร C : VCSTR/0 = (CC0 – CC)/(-CA + 3CC + 1CB) 

เมื่อ VCSTR คือปริมาตรเครื่องปฏิกรณแบบถังกวน (m3) 0 คืออัตราการไหลเชิงปริมาตร (m3/min) CA0, CB0, 

CC0 ความเขมขนของสาร A B C ที่ตำแนงทางเขาเครื่องปฏิกรณ (mol/m3) ตามลำดับ และ CA, CB, CC ความ

เขมขนของสาร A B C ที่ตำแหนงทางออกเครื่องปฏิกรณ (mol/m3) ตามลำดับ ถาปริมาตรเครื่องปฏิกรณมี

ขนาดเทากับ 10 m3 อัตราการไหลเชิงปริมาตรเทากับ 10 m3/min ความเขมขนของสาร A B C ที่ทางขาเขา
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เครื่องปฏิกรณเทากับ 10 20 และ 0 mol/m3 ตามลำดับ จงหาความเขมขนของสาร A B C และ D ที่ทางออก

ของเครื่องปฏิกรณ 

HM4.4 จงหาความเขมขนของน้ำตาลในแตละถังผสมดังแสดงในรูปที่ HM4.4-1 เมื่อ Q คืออัตราการไหลเชิง

ปริมาตรของสารละลายน้ำตาล (L/min) และ x คือความเขมขนของน้ำตาล (g/L) Fin คืออัตราการไหลเชิงมวล

ของน้ำตาล (g/min) และตัวเลขแสดงทิศทางการไหลของสาร เชน 12 หมายถึงสารละลายน้ำตาลไหลจากถังที่ 

1 ไปยังถังที่สอง เปนตน 

 
รูปท่ี HM4.4-1 ภาพประกอบปญหา HM4.4 

ที่มา: Chapra (2010) 

HM4.5 ในปฏิกิริยาการละลายของกาซ A จากเฟสกาซไปยังเฟสของเหลวสามารถแสดงการเปลี่ยนแปลงความ

เขมขนของกาซ A ในเฟสกาซและเฟสของเหลวในหนวยดูดซับจำนวน 5 หนวย ดังรูปที่ HM4.5-1  

เมื่อพิจารณาหนวยดูดซับที่ 1 สามารถเขียนสมดุลมวลไดดังนี ้

สมดุลมวลในเฟสกาซ   0 1 1 1 0G G G G L GQ C Q C D C C     

สมดุลมวลในเฟสของเหลว  2 1 1 1 0L L L L G LQ C Q C D C C     

เมื่อ Q อัตราการไหลเชิงปริมาตร (m3/h) CG คือความเขมขนของกาซ A ในเฟสกาซ (g/m3) CL คือความ

เขมขนของกาซ A ในเฟสของเหลว (g/m3) D คืออัตราการถายเทมวล (m3/h)  
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รูปท่ี HM4.5-1 ภาพประกอบปญหา HM4.4 

ที่มา: Chapra (2010) 

 จงหาความเขมขนของกาซ A ในเฟสกาซและในเฟสของเหลวในแตละหนวยดูดซับ ถาความเขมขน

ของกาซ A ในเฟสกาซที่เขาหนวยดูดซบัที่ 1 เทากับ 100 g/m3 และความเขมขนของกาซ A ในเฟสของเหลวที่

เขาหนวยดูดซับที่ 5 เทากับ 0 g/m3 ถาอัตราการไหลเชิงปริมาตรของกาซและของเหลวเปน 2 และ 1 m3/h 

ตามลำดับ และอัตราการถายเทมวลเทากับ 0.8 m3/h 

 

HM4.6 ในการกระจายความรอน 2 มิติของแผนเหล็กเปนไปตามสมการลาปลาซดังสมการ (HM4.6-1) 
2 2

2 2
0

T T

x y

 
 
 

         (HM4.6-1) 

การกระจายอุณหภูมิบนแผนเหล็กพบวามีการกระจายอุณหภูมิดังรูปที่ HM4.6-1 จากสมการ (HM4.6-1) 

สามารถเขียนไดเปนสมการ (HM4.6-2) 
2

1, , 1,

2 2

2i j i j i jT T TT

x x
  


 

 

2
1, , 1,

2 2

2i j i j i jT T TT

y y
  


 

 

1, , 1, 1, , 1,

2 2

2 2
0i j i j i j i j i j i jT T T T T T

x y
      

 
 

 

เมื่อ x y    ดังนั้น 

1, 1, , 1 , 1 ,4 0i j i j i j i j i jT T T T T               (HM4.6-2) 

พิจารณาจุด  11T  

21 01 12 10 114 0T T T T T      เม่ือ  01 10100 ,   = 75 T C T C    

ดังนั้น 21 12 11100 75 4 0T T T     หรือ 11 12 214 175T T T    

พิจารณาจุด 21T  

31 11 22 20 214 0T T T T T      เมื่อ  20 3175 ,  0T C T C      

ดังนั้น 11 22 210 75 4 0T T T      หรือ 21 11 224 75T T T    

พิจารณาจุด 12T  

22 02 11 13 124 0T T T T T      เม่ือ  02 13100 ,   = 25 T C T C    
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ดังนั้น 22 11 12100 25 4 0T T T     หรือ 12 11 224 125T T T    

พิจารณาจุด 22T  

32 12 21 23 224 0T T T T T      เม่ือ  23 3225 ,  0T C T C      

ดังนั้น 12 21 220 25 4 0T T T     หรือ 22 12 214 25T T T    

 
รูปท่ี HM4.6-1 ภาพประกอบปญหา HM4.6 

ที่มา: Chapra (2010) 

 จงหาอณุหภูมิทจีดุ T11 T12 T21 T22ระเบียบวิธีการกระทำซ้ำแบบเกาส-ไซเดล 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 7 

หัวขอการสอน 

 บทที่ 5 การหาสมการการถดถอยเชิงเสน  

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถปุระสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบื้องตนและการประยุกตใชการถดถอยเชิงเสนกับการแกปญหา 

2. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบื้องตนทางสถิติ 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาการถดถอยกำลังสองเชิงเสน 

4. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการเปลี่ยนสมการไมเชิงเสนใหเปนสมการเชิงเสน 

5. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาการถดถอยแบบพหุนาม 

6. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาการถดถอยเชิงเสนแบบพหุคูณ 

7. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาการถดถอยไมเชิงเสน 

เนื้อหา 

1. บทนำ 

2. ความรูเบ้ืองตนทางสถิต ิ

3. การถดถอยกำลังสองเชิงเสน 

4. การเปลี่ยนสมการไมเชิงเสนใหเปนสมการเชิงเสน 

5. การถดถอยแบบพหุนาม 

6. การถดถอยเชิงเสนแบบพหุคูณ 

7. การถดถอยไมเชิงเสน 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเน้ือหาในชั่วโมง   10 นาท ี

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาที 

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี
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สื่อการสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 5 การถดถอยเชิงเสน 

5.1 บทนำ 

 การถดถอยเชิงเสน (Linear Regression) เปนการวิเคราะหขอมูลที่ไดจากการทำการทดลอง เพื่อ

สรางเปนสมการอธิบายผลการทดลอง สำหรับรูปแบบสมการสามารถเขียนไดหลายรูปแบบ เชน สมการโพลิ

นอเมียน สมการเอ็กโปแนนเซีล เปนตน การวิเคราะหการถดถอยเปนวิธีการทางสถิติท่ีใชศึกษาความสัมพันธ

ระหวางตัวแปรอิสระ (Independent Variable) กับตัวแปรตาม (Dependent Variable) จะเปนการศกึษา

ความสัมพันธเชิงเสนตรง (Linearity) ถาศึกษาความสัมพันธระหวางตัวแปรอิสระหนึ่งตัวกับตัวแปรตามหน่ึง

ตัว เรียกวา การวิเคราะหถดถอยเชิงเสนเชิงเดี่ยวหรือการวิเคราะหถดถอยเชิงเสนอยางงาย (Simple 

Linear Regression Analysis) ถาตัวแปรอิสระมีมากกวาหนึ ่งตัวกับตัวแปรตามหนึ่งตัว เรียกวา การ

วิเคราะหการถดถอยเชิงเสนพหุคูณ (Multiple Linear Regression) 

5.2 ความรูเบื้องตนทางสถิต ิ

5.2.1 คาเฉล่ียเลขคณิต  

 คาเฉลี ่ยเลขคณิต (Arithmetic Mean, y ) หมายถึง การหาผลรวมของขอมูลทั้งหมดหารดวย

จำนวนขอมูลทั้งหมด ดังสมการ (5.1) 

iy
y

n
            (5.1) 

5.2.2 มัธยฐาน 

 มัธยฐาน (Median) หมายถึง คากึ่งกลางของขอมูลชุดนั้น หรือคาที่อยูในตำแหนงกึ่งกลางของ

ขอมูลชุดนั้น เมื่อไดจัดเรียงคาของขอมูลจากนอยที่สุดไปหามากที่สุด คากึ่งกลางซึ่งหาไดจากสมการ (5.2) 

ซึ่งคากึ่งกลางเปนคาที่แสดงวามีขอมูลที่มากกวาและนอนกวานี้อยู 50 เปอรเซ็นต ซึ่งเทียบกับคาเฉลี่ยเลข

คณิต  

1

2

n
position


          (5.2) 
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5.2.3 ฐานนิยม 

 ฐานนิยม (Mode) หมายถึง คาของขอมูลที่มีจำนวนซ้ำกันมากที่สุด หรือขอมูลที่มีความถี่สูงที่สุดใน

ขอมูลชุดนั้น ฐานนิยมยังเปนคาท่ีบงบอกถึงการกระจายตัวของขอมูลดวย 

ตัวอยาง 5.1 จากขอมูบตอไปนี้ 3, 2, 4, 5, 6, 4, 8, 4, 7, 10, 13 จงหาคาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐานและฐาน

นิยม 

วิธีทำ 

1. คาเฉลี่ยเลขคณิต สามารถหาไดจากสมการ (5.1) 

iy
y

n
  

(3 2 4 5 6 4 8 4 7 10 13) 66iy              

11n   
ดังน้ัน 

66
6

11
iy

y
n

    

2. มัธยฐาน สามารถหาไดโดยการจัดเรียงขอมูล แลวหาตำแหนงก่ึงกลางของขอมูลจากสมการ (5.2) 

2, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 13 

11n   ดังนั้น 
11 1

6
2

position


   

มัธยฐานมีคาเทากับ 5 

3. ฐานนิยม สามารถหาไดจากจำนวนขอมูลที่มีคาเทากันและซ้ำกันมากที่สุด 

จากขอมูลที่เรียงจากนอยสุดไปมากสูด 2, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 13 

ฐานนิยม เทากับ 4 

 

5.2.4 คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

 คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard deviation, yS ) คือ คาที่ใชวัดการกระจายที่ไดจากการหาราก

ที่สองของคาเฉลี่ยกำลังสองของผลตางระหวางคาของขอมูลแตละคากับคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดนั้น 

ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ (5.3) 

 2

1

i

y

y y
S

n







        (5.3) 
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5.2.5 ความแปรปรวน 

 ความแปรปรวน (variance, 2
yS ) คือคากำลังสองของคาเบี่ยงเบนมาตรฐาน ดังสมการ (5.4) 

 2

2

1

i

y

y y
S

n







         (5.4) 

 สัมประสิทธิ์ของการแปรผัน (coefficient of variation, C.V.) เปนอัตราสวนระหวางสวนเบี่ยงเบน

มาตรฐานกับคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดนั้น ดังสมการ (5.5) 

. . 100%yS
C V x

y
          (5.5) 

ตัวอยาง 5.2 จากขอมูบตอไปนี ้ 3, 2, 4, 5, 6, 4, 8, 4, 7, 10, 13 จงหาคาเบี ่ยงเบนมาตรฐาน ความ

แปรปรวนและสัมประสิทธิ์ของการแปรผัน 

วิธีทำ 

1. คาเบี่ยงเบนมาตรฐาน สามารถหาไดจากสมการ (5.3) 

 2
108iy y   และ 11n   

 2

108
3.2863

1 10

i

y

y y
S

n


  




 

2. ความแปรปรวน สามารถหาไดจากสมการ (5.4) 

 2

2 108 108
10.8

1 11 1 10

i

y

y y
S

n


   

 


 

3. สัมประสิทธิ์ของการแปรผันสามารถหาไดจากสมการ (5.5) 

. . 100%yS
C V x

y
  

3.2863
. . 100% 100 54.77%

6
yS

C V x x
y

    

5.3 การถดถอยกำลังสองเชิงเสน 

 การถดถอยกำลังสองเชิงเสน (Linear Least-Squares Regression) จะเปนการนําขอมูลจากตัว

แปรที่ทําการศึกษามาวิเคราะหหาความสัมพันธที่สามารถบอกแนวโนมของความสัมพันธโดยใชแผนภาพ

เสนตรงแทนได และจะทําการหาเสนตรงทีดี่ที ่สุดเพื่อเปนตัวแทนของรูปแบบความสัมพันธของตัวแปรที่
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ศึกษา เสนตรงที่ดีที่สุดจะมีเพียงเสนเดียวโดยถือหลักการวาจะตองมีผลรวมของระยะหางกําลังสองจาก

เสนกราฟถึงทุกๆจุดนั้น มีคานอยที่สุด ซึ่งเรียกวาวิธีกําลังสองนอยท่ีสุด (Method of LeastSquares) 

 

สมการเสนตรงท่ีใชในการทำนายดังสมการ (5.6) 

0 1y a a x e            (5.6) 

เมื่อ 0a และ 1a เปนคาสัมประสิทธิ ์ที ่แสดงถึงจุดตัดของกราฟและคาความชัน ตามลำดับ สวน e  เปน

ความคลาดเคลื่อนจากคาจริงของขอมูล ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ (5.7) 

0 1e y a a x            (5.7) 

ดังนั้นเพื่อหาความคลาดเคลื่อนจากความจริงของทุกขอมูลสามารถหาผลรวมของสมการ (5.7) ไดเปน

สมการ (5.8) 

 0 1
1 1

n n

i i i
i i

e y a a x
 

            (5.8) 

จากสมการ (5.8) พบวาบางคาความคลาดเคลื่อนมีคาเปนลบ และ เปนบวก ได ซึ่งสามารถทำใหผลรวมของ

ความคลาดเคลื่อนมีคาเทากับ 0 ได ดังนั้นเพื่อปองการปญหาดังกลาวจึงใสเครื่องหมายคาสมบูรณ ดัง

สมการ (5.9) 

0 1
1 1

n n

i i i
i i

e y a a x
 

            (5.9) 

ถาให rS เปนผลบวกของคาความคลาดเคลื่อนยกกำลังสอง ดังสมการ (5.10) 

 22
0 1

1 1

n n

r i i i
i i

S e y a a x
 

            (5.10) 

จากสมการ (5.10) เราสามารถหา 0a และ 1a  ทีผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดไดจากสมการ (5.11) 

และ (5.12) สำหรับหาคา 0a และ 1a  

 0 1
10

2 0
n

r
i i

i

S
y a a x

a 


    

         (5.11) 

   2
0 1 0 1

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i

i i

S
y a a x x y x a x a x

a  


        

       (5.12) 

จากสมการ (5.11) และ (5.12) สามารถจัดไดเปน (5.13) และ (5.14) ตามลำดับ 

0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

1
n n n n n n

i i i i
i i i i i i

y a a x a a x a n a x
     

               (5.13) 

2 2
0 1 0 1

1 1 1 1 1

n n n n n

i i i i i i
i i i i i

y x a x a x a x a x
    

              (5.14) 
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ซึ่งสามารถเขียนสมการ  (5.13) และ (5.14) ใหอยูในรูปเมตริกดงัสมการ (5.15) 

0
1 1

2
1

1 1 1

n n

i i
i i

n n n

i i i i
i i i

an x y

x x x ya

 

  

   
    
        
     

   

 

  
       (5.15) 

คาสหสัมพันธ (correlation coefficient) เปนคาที่แสดงวาสมการที่ใชในการทำนายมีความคลาดเคลื่อน

จากขมอูลมากหรือนอย ซึ่งสามารถหาไดจากสมการ (5.16) 

2 t r

t

S S
r

S


           (5.16) 

 2

0 1
1

n

r i i
i

S y a a x


    

 2

1

n

t i
i

S y y


   

โดยคา 2 1r   แสดงวาสมการที่ใชในการทำนายดีมาก  

ตัวอยาง 5.3 เมื่อทำการทดลองวัดความเร็วของน้ำมันในแนวแกน Z (vz) กับระยะทาง (x) ไดขอมูลดัง

ตารางท่ี E5.1-1 จงประมาณความเร็วของน้ำมันในแนวแกน Z ที่ระยะทางเทากับ 1.0 mm  

ตารางที่ E5.1-1 ผลการทดลองวัดความเร็วของน้ำมันในแนวแกน Z กับระยะทาง  

x (m) 0.00 4x10-4 8x10-4 12x10-4 16x10-4 

vz (m/s) 8.04x10-2 5.14x10-2 2.89x10-2 1.29x10-2 3.21x10-3 

วิธีทำ 

ใชสมการเสนตรงในการทำนาย เพื่อหาคา 0a และ 1a ในสมการ (5.15) จำเปนตองหาคาตอไปนี้ 
1

n

i
i

y

  

1

n

i
i

x

  

1

n

i i
i

y x

  และ 2

1

n

i
i

x

  ซึ่งใหผลการคำนวณดังตารางท่ี ตารางท่ี E5.1-2  

 

ตารางที่ E5.1-2 ผลการคำนวณเพ่ือหาคาตัวแปร 0a และ 1a   

n x vz x2 vzx 

1 0.00 8.04x10-2 0.00E+00 6.46416E-03 

2 4x10-4 5.14x10-2 1.60E-07 2.64196E-03 

3 8x10-4 2.89x10-2 6.40E-07 8.35210E-04 

4 12x10-4 1.29x10-2 1.44E-06 1.66410E-04 
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n x vz x2 vzx 

5 16x10-4 3.21x10-3 2.56E-06 1.03041E-05 

sum 4.00x10-3 1.7681x10-1 4.80x10-6 1.011804x10-2 

เขียนตามรูปแบบสมการ (5.15) ดังสมการ (E5.1-1) 

0

1

3 1

3 6 2

4.00 10 1.7681 10

4.00 10 4.80 10 1.011

5

804 10

a

a

x x

x x x

 

  

    
    

    
     (E5.1-1) 

ซึ่งจะไดคา 0a และ 1a  ดังนี ้

0

1

4.9529

6235.3725

a

a

   
   
 




 

ดังน้ันสมการสำหรับการทำนายคือ 

4.9529 6235.3725zv x    

 
รูปที่ E5.1-1 ความสัมพันธระหวางคความเร็วของน้ำมันในแนวแกน z ที่ระยะทาง x ตางๆ ระหวางสมการี่

ใชในการทำนายกับคาที่ไดจากการทดลอง 

5.4 การเปลี่ยนสมการไมเชิงเสนใหเปนสมการเชิงเสน 

 สมการที่ใชในวิชาตาง ๆ มีทั้งสมการเชิงเสนและสมการไมเชิงเสน สำหรับในหัวขอ 5.3 เปนการ

อธิบายการสรางสมการสำหรับการทำนายคาโดยอาศัยสมการเชิงเสน ดังนั้นในหัวขอนี้จะอธิบายการเปลี่ยน

สมการไมเชิงเสนใหอยูในรปูของสมการเชิงเสน 

0.00E+00

2.00E-02

4.00E-02

6.00E-02

8.00E-02

1.00E-01

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002

Vz
(m

/s
)

x (m)
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5.4.1 สมการเอกซโพเนเชียล 

 สมการเอกซโพเนเชียล (Exponential equation) สามารถเชียนสมการในรูปทั่วไปไดตามสมการ 

(5.17)  
1

0
a xy a e           (5.17) 

สมการเอกซโพเนเชียลจัดเปนสมการไมเชิงเสน ดังนั ้นจำเปนตองเปลี่ยนสมการเอกซโพเนเชียลใหเปน

สมการเชิงเสนโดยการใน ln ทั้งสองขางของสมการดังสมการ (5.18)  

   1
0 0 1 0 1ln ln ln ln 'a xy a e a a x e a a x          (5.18) 

5.4.2 สมการกำลัง 

 สมการกำลัง (Power equation) สามารถเชียนสมการในรูปทั่วไปไดตามสมการ (5.19)  
1

0
ay a x           (5.19) 

สมการกำลังจัดเปนสมการไมเชิงเสน ดังนั้นจำเปนตองเปลี่ยนสมการสมการกำลังใหเปนสมการเชิงเสนโดย

การใน log ทั้งสองขางของสมการดงัสมการ (5.20)  

 1
0 0 1log log log logay a x a a x          (5.20) 

5.4.3 สมการอัตราเพิ่มแลวเขาสูจุดอิ่มตัว 

 สมการอัตราเพิ่มสูจุดอิ่มตัว (Saturation growth equation) สามารถเชียนสมการในรูปทั่วไปได

ตามสมการ (5.21)  

0

1

a x
y

a x



          (5.21) 

สมการอัตราเพิ่มสูจุดอิ่มตัวจัดเปนสมการไมเชิงเสน ดังนั้นจำเปนตองเปลี่ยนสมการสมการอัตราเพิ่มสูจุด

อิ่มตัวใหเปนสมการเชิงเสนโดยการกลับเศษเปนสวนทั้งสองขางของสมการดังสมการ (5.22)  

1 1 1

0 0 0 0 0

1 1a x a ax

y a x a x a x a x a


            (5.22) 

ตัวอยาง 5.4 สมการของแอนดารด (Andrade’s equation) เปนสมการที่ใชในการทำนายความหนืดของ

สารที ่อุณหภูมิตางๆ ซึ ่งสามารถเขียนเปนสมการไดด ังนี้ exp( / )A B T   เมื ่อ  คือ ความหนืด 

(Dynamic viscosity, Ns/m2) A และ B เปนคาคงที ่ และ T  ค ืออุณหภูมิ (K) ในขณะที ่ Tate van & 

Gerpen ไดปร ับปร ุงเป นสมการแอนดาร ดปร ับปร ุงให ม ีค าความถ ูกต องมากขึ ้น โดยใชสมการ 
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2
ln

B C
A

T T
     เมื่อ A B และ C เปนคาคงที่ จงหาคาคงที่ของสมการของแอนดารดและสมการแอน

ดารดปรับปรุง จากผลการทดลองความหนืดของสารที่อุณหภูมิตางๆในตารางท่ี E5.4-1 

ตารางที่ E5.4-1 ผลการทดลองความหนืดของสารที่อุณหภูมิตางๆ 
 

T  (C) 0 5 10 20 30 40 

  (mNs/m2) 1.787 1.519 1.307 1.002 0.7975 0.6529 

วิธีทำ 

สมการของแอนดารดคือ exp( / )A B T  จัดรูปใหมไดเปน ln ln
B

A
T

    

ถาให y คอื ln  0a คอื ln A  1a คอื B  และ x คือ 
1

T
จะเห็นวาเปนสมการเสนตรงดังสมการ (E5.4-1) 

0 1y a a x e            (E5.4-1) 

เพ่ือใหคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุด 

 22
0 1

1 1

n n

r i i i
i i

S e y a a x
 

            (E5.4-2)  

เพ่ือหา 0a และ 1a  ที่ทำใหผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดดังนั้น 

 0 1
10

2 0
n

r
i i

i

S
y a a x

a 


    

         (E5.4-3) 

   2
0 1 0 1

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i

i i

S
y a a x x y x a x a x

a  


        

       (E5.4-4) 

ดังน้ัน 

0 1
1 1

n n

i i
i i

y a n a x
 

            (E5.4-5) 

2
0 1

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

y x a x a x
  

           (E5.4-6)  

 ดังนั ้นเมื่อคำนวณหาคาตางๆ ไดผลการคำนวณจากสมการ (E5.4-5) และ (E5.4-6) ดังตารางที่ 

E5.4-1 

 

ตารางที่ E5.4-1 ตารางประกอบการคำนวณตามสมการ (E5.4-5) และ (E5.4-6) 

n T ᶯ x=1/T lny   2x  xy 

1 273 1.7870 0.0037 0.5805 1.3418E-05 2.1265E-03 
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2 278 1.5190 0.0036 0.4181 1.2939E-05 1.5038E-03 

3 283 1.3070 0.0035 0.2677 1.2486E-05 9.4606E-04 

4 293 1.0020 0.0034 0.0020 1.1648E-05 6.8191E-06 

5 303 0.7975 0.0033 -0.2263 1.0892E-05 -7.4678E-04 

6 313 0.6529 0.0032 -0.4263 1.0207E-05 -1.3621E-03 

sum 1743 7.0654 0.0207 0.6157 7.1591E-05 2.4743E-03 

สามารถเขียนในรูปสมการไดเปน 

0 10.6157 6 0.0207a a          (E5.4-7) 
5

0 10.00247 0.0207 7.1590 10a x a        (E5.4-8)  

ใชกฎคราเมอรในการหาคาของ 0a และ 1a  

0

0.615718152 0.020701882

0.002474318 7.15908 05
7.310533263

6 0.020701882

0.020701882 7.15908 05

a
E

E 

   

 

1

6 0.615718152

0.020701882 0.002474318
2148.544608

6 0.020701882

0.020701882 7.15908 05

a

E





  

 

จาก 0a คือ ln A ดังน้ัน  0exp exp( 7.3105)A a     

และ 1a คือ B ดังนั้น 1 148.54462 08B a   

ดังน้ันสมการของแอนดารดคือ 

2148.5446
expA

T
    

 
 

สมการแอนดารดปรับปรุงคือ 
2

ln
B C

A
T T

     

ถาให y คอื ln  0a คอื A  1a คือ B  x คอื 
1

T
 2a คอื C และ 2x คอื

2

1

T
จะเห็นวาเปนสมการเสนตรงดัง

สมการ (E5.4-1) 
2

0 1 2y a a x a x e             (E5.4-9) 
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0 1 2

1 1

n n

r i i i i
i i

S e y a a x a x
 

            (E5.4-10)  

เพ่ือหา 0a  1a และ 2a ที่ทำใหผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดดังนั้น 

 2
0 1 2

10

2 0
n

r
i i i

i

S
y a a x a x

a 


     

        

 (E5.4-11) 

   2 2 3
0 1 2 0 1 2

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x a x

a  


          

     (E5.4-12) 

   2 2 2 2 3 4
0 1 2 0 1 2

1 12

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x a x

a  


          

     (E5.4-13) 

ดังน้ัน 

2
0 1 2

1 1 2

n n n

i i i
i i i

y a n a x a x
  

            (E5.4-14) 

2 3
0 1 2

1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

y x a x a x a x
   

            (E5.4-15)  

2 2 3 4
0 1 2

1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

y x a x a x a x
   

            (E5.4-16) 

 

 ดังนั้นเมื่อคำนวณหาคาตางๆ ไดผลการคำนวณจากสมการ (E5.4-14) (E5.4-15) และ (E5.4-16) 

ดังตารางที่ E5.4-2 
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ตารางที่ E5.4-2 ตารางประกอบการคำนวณตามสมการ (E5.4-14) (E5.4-15) และ (E5.4-16) 

n T ᶯ x y x2 xy x3 x2y x4 

1 273 1.7870 0.0037 0.5805 1.34E-05 2.13E-03 4.91E-08 7.79E-06 1.80E-10 

2 278 1.5190 0.0036 0.4181 1.29E-05 1.50E-03 4.65E-08 5.41E-06 1.67E-10 

3 283 1.3070 0.0035 0.2677 1.25E-05 9.46E-04 4.41E-08 3.34E-06 1.56E-10 

4 293 1.0020 0.0034 0.0020 1.16E-05 6.82E-06 3.98E-08 2.33E-08 1.36E-10 

5 303 0.7975 0.0033 -0.2263 1.09E-05 -7.47E-04 3.59E-08 -2.46E-06 1.19E-10 

6 313 0.6529 0.0032 -0.4263 1.02E-05 -1.36E-03 3.26E-08 -4.35E-06 1.04E-10 

sum 1743 7.0654 0.0207 0.6157 7.16E-05 2.47E-03 2.48E-07 9.75E-06 8.62E-10 

 

สามารถเขียนในรูปสมการไดเปน 
5

0 1 20.6157 6 0.0207 7.16 10a a a          (E5.4-17) 
5 7

0 1 20.0025 0.0207 7.16 10 2.48 10a x a a          (E5.4-18)  
6 5 7 10

0 1 29.75 10 7.16 10 2.48 10 8.62 10x a a a             (E5.4-19) 

ใชกฎคราเมอรในการหาคาของ 0a  1a และ 2a  

 
5

5 7

6 7 10

0 5

5 7

5 7 10

0.6157 0.0207 7.16 10

0.0025 7.16 10 2.48 10

9.75 10 2.48 10 8.62 10
1.49

6 0.0207 7.16 10

0.0207 7.16 10 2.48 10

7.16 10 2.48 10 8.62 10

a



 

  



 

  


 

  
 


 

  

 

5

7

5 6 10

1 5

5 7

5 7 10

6 0.6157 7.16 10

0.0207 0.0025 2.48 10

7.16 10 9.75 10 8.62 10
2,995.5461

6 0.0207 7.16 10

0.0207 7.16 10 2.48 10

7.16 10 2.48 10 8.62 10

a
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5

5 7 6

2 5

5 7

5 7 10

6 0.0207 0.6157

0.0207 7.16 10 0.0025

7.16 10 2.48 10 9.75 10
749,942.3216

6 0.0207 7.16 10

0.0207 7.16 10 2.48 10

7.16 10 2.48 10 8.62 10

a



  



 

  


  

 


 
  

 

ดังน้ัน 0a คือ 1.49A   

1a คอื 2,995.5461B     

และ 2a คอื 749,942.3216C   

ดังน้ันสมการแอนดารดปรับปรุงคือ 

2

2,995.5461 749,942.3216
ln 1.49

T T
 
    

ตัวอยาง 5.5 สมการ Michaelis-Menten เปนสมการที่แสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงสารอาหารในระหวาง

การหมักของจุลินทรีย ซึ่งสามารถเขียนไดเปน 

max[ ]

[ ]s
m

V S
r

K S
 


 

เมื่อ sr  คืออัตราการหายไปของสารอาหาร (mol/L-s) [ ]S  คือความเขมขนของสารอาหาร (mol/L) 

maxV คืออัตราการหายไปสูงส ุดของสารอาหาร (mol/L-s) และ mK คือคาคงที่ Michaelis-Menten 

(mol/L-s) จงหาคาของ maxV  และ mK  จากขอมูลดังตารางที่ E5.5-1 

 

ตารางที่ E5.5-1 ผลการทดลองอัตราการหายไปของสารอาหารท่ีความเขมขนของสารอาหารตางๆ  

[ ]S (mol/L) 1.3 1.8 3 4.5 6 8 9 

sr (mol/L-s) 0.07 0.13 0.22 0.275 0.335 0.35 0.36 

 

วิธีทำ 

สมการ Michaelis-Menten คอื max[ ]

[ ]s
m

V S
r

K S
 


จัดรูปใหมไดเปน 

max

[ ]1

[ ]
m

s

K S

r V S


   

เมื่อ y คือ 1

sr
  0a คือ 

max

mK

V
 1a คือ

max

1

V
  และ x คือ 

1

[ ]S
จะเห็นวาเปนสมการเสนตรงดังสมการ (E5.5-

1) 

0 1y a a x e            (E5.5-1) 
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0 1

1 1

n n

r i i i
i i

S e y a a x
 

            (E5.5-2)  

เพ่ือหา 0a และ 1a  ที่ทำใหผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดดังนั้น 

 0 1
10

2 0
n

r
i i

i

S
y a a x

a 


    

         (E5.5-3) 

   2
0 1 0 1

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i

i i

S
y a a x x y x a x a x

a  


        

       (E5.5-4) 

ดังน้ัน 

0 1
1 1

n n

i i
i i

y a n a x
 

            (E5.5-5) 

2
0 1

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

y x a x a x
  

           (E5.5-6)  

 

 ดังนั้นทำการคำนวณเพื่อหาคาตางๆ ในสมการ (E5.5-5) และ (E5.5-6) ไดผลการคำนวณดังตาราง

ที่ E5.5-1 

 

ตารางที่ E5.5-1 ตารางประกอบการคำนวณตามสมการ (E5.5-5) และ (E5.5-6) 

n   S   sr   1/x S   1/ sy r   2x  xy  

1 1.3 0.07 0.7692 14.2857 0.5917 10.9890 

2 1.8 0.13 0.5556 7.6923 0.3086 4.2735 

3 3.0 0.22 0.3333 4.5454 0.1111 1.5152 

4 4.5 0.275 0.2222 3.6363 0.0494 0.8081 

5 6.0 0.335 0.1667 2.9851 0.0278 0.4975 

6 8.0 0.35 0.124 2.8571 0.0156 0.3571 

7 9.0 0.36 0.1111 2.7778 0.0124 0.3086 

sum 33.6 1.74 2.2831 38.7798 1.1166 18.7490 

 

สามารถเขียนในรูปสมการไดเปน 

0 138.7798 7 2.2831a a          (E5.5-7) 
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0 118.7490 2.2831 1.1166a a         (E5.5-8)  

ใชกฎคราเมอรในการหาคาของ 0a และ 1a  

0

38.7798 2.2831

18.7490 1.1166
0.1902

7 2.2831

2.2831 1.1166

a    

1

7 38.7798

2.2831 18.7490
16.4022

7 2.2831

2.2831 1.1166

a    

จาก 01/ a คือ maxV ดังนั้น max 01/ 0.1806V a   

และ 1 0/a a คอื mK ดังน้ัน 1 0/ 86.2259mK a a   

 

ดังน้ันสมการ Michaelis-Menten คือ max[ ] 0.1806[ ]

[ ] 86.2259 [ ]s
m

V S S
r

K S S
  

 
 

 

ตัวอยาง 5.6 สมการ Michaelis-Menten กำลังสอง (Second-order Michaelis-Menten Equation)เปน

สมการท่ีปรับปรุงมาจากสมการ Michaelis-Menten แสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงสารอาหารในระหวางการ

หมักของจุลินทรีย ซึ่งสามารถเขียนไดเปนสมการ (E5.6-1) 
2

max
2 2

[ ]

[ ]s
m

V S
r

K S
 


        (E5.6-1) 

เมื่อ sr  คืออัตราการหายไปของสารอาหาร (mol/L-s) [ ]S  คือความเขมขนของสารอาหาร (mol/L) 

maxV คืออัตราการหายไปสูงส ุดของสารอาหาร (mol/L-s) และ mK คือคาคงที่ Michaelis-Menten 

(mol/L-s) จงหาคาของ maxV  และ mK  จากขอมูลดังตารางที่ E5.6-1 เมื่อใชสารอาหารคือน้ำตาลซูโคส 

ตารางที่ E5.6-1 อัตราการหายไปของสารอาหารท่ีความเขมขนของน้ำตาลซโูคสตางๆ 

[ ]S (mol/L) 1.3 1.8 3 4.5 6 8 9 

sr (mol/L-s) 0.07 0.13 0.22 0.275 0.335 0.35 0.36 
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วิธีทำ 

สมการ Michaelis-Menten กำลังสอง คือ 
2

max
2 2

[ ]

[ ]s
m

V S
r

K S
 


จัดรูปใหมไดเปน 

2

2 2
max

[ ]1

[ ]
m

s

K S

r V S


   

ถาให y คือ 1

sr
  0a คือ

2

max

mK

V
 1a คือ

max

1

V
 และ x คือ 

2

1

[ ]S
จะเห็นวาเปนสมการเสนตรงดังสมการ (E5.6-

2) 

0 1y a a x e            (E5.6-2) 

เพ่ือใหคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุด 
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0 1

1 1

n n

r i i i
i i

S e y a a x
 

            (E5.6-3)  

เพ่ือหา 0a และ 1a  ที่ทำใหผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดดังนั้น 

 0 1
10

2 0
n

r
i i

i

S
y a a x

a 


    

         (E5.6-4) 

   2
0 1 0 1

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i

i i

S
y a a x x y x a x a x

a  


        

       (E5.6-5) 

 

ดังน้ัน 

0 1
1 1

n n

i i
i i

y a n a x
 

            (E5.6-6) 

2
0 1

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

y x a x a x
  

           (E5.6-7)  

 ดังนั้นทำการคำนวณเพ่ือหาคาตางๆ จากสมการ (E5.6-6) และ (E5.6-7)ไดผลการคำนวณดังตาราง

ที่ E5.6-2 
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ตารางที่ E5.6-2 ตารางประกอบการคำนวณตามสมการ (E5.6-5) และ (E5.6-6) 

n   S   sr   2
1/x S   1/ sy r   2x  xy  

1 1.3 0.07 0.5917 14.2857 0.3501 8.4531 

2 1.8 0.13 0.3086 7.6923 0.0953 2.3742 

3 3.0 0.22 0.1111 4.5455 0.0124 0.5050 

4 4.5 0.275 0.0493 3.6364 0.0024 0.1796 

5 6.0 0.335 0.0277 2.9851 0.0008 0.0829 

6 8.0 0.35 0.0156 2.8571 0.0002 0.0446 

7 9.0 0.36 0.0124 2.7778 0.0002 0.0343 

sum 33.6 1.74 0.0009 38.7798 0.4613 11.6737 

 

สามารถเขียนในรูปสมการไดเปน 

0 138.7798 7 0.0009a a          (E5.6-8) 

0 111.6737 0.0009 0.4613a a         (E5.6-9)  

ใชกฎคราเมอรในการหาคาของ 0a และ 1a  

0

38.7798 0.0008

11.6737 0.4613
5.5367

7 0.0008

0.0008 0.4613

a    

1

7 38.7798

0.0008 11.6737
25.2933

7 0.0008

0.0008 0.4613

a    

จาก 01/ a คือ maxV ดังนั้น max 01/ 0.1806V a   

และ 1 0/a a คอื mK ดังน้ัน 1 0/ 2.1373mK a a   

ดังน้ันสมการ Michaelis-Menten กำลังสอง คือ 
2 2

max
2 2 2

[ ] 0.1806[ ]

[ ] 2.1373 [ ]s
m

V S S
r

K S S
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ตัวอยาง 5.7 ในการสลายตัวของปฏิกิริยา A B พบวาอัตราการหายไปของสาร A เปนปฏิกิรยาอันดับ

หนึ่งกับความเขมขนของสาร A ดังสมการ A Ar kC   เม่ือ Ar  คือ อัตราการหายไปของสาร A (mol/L-s) 

k  เปนคาคงที่ปฏิกิริยาอันดับหนึ่ง (s-1) และ AC เปนความเขมขนของสาร A (mol/L) นอกจากนี้คาคงท่ี

ปฏิกิริยาสามารถเขียนในรูปสมการดังตอไปนี้ 0 exp( / )ak A E RT   เมื่อ 0A คือคาคงที่ของอารีเนียส 

(s-1) aE คือคาพลังงานกระตุน (J/mol) R  คือคาคงที่ของกาซ ซึ่งมีคาเทากับ 8.314 J/mol-K และ T คือ

อุณหภูมิ (K) ในตารางที่ E5.7 แสดงผลการทดลองในการหาอัตราการหายของไปสาร A ที่อุณหภูมิและ

ความเขมขนของสาร A ตางๆ จงหาคาของ 0A และ AE ที่เหมาะสมท่ีสุด 

ตารางที่ E5.7-1 ผลการทดลองในการหาอัตราการหายของไปสาร A ที่อุณหภูมิและความเขมขนของสาร A 

ตางๆ  

Ar  (mol/L-s) 460 960 2485 1600 1245 

AC  (mol/L) 200 150 50 20 10 

T (K) 280 320 450 500 550 
 

วิธีทำ 

จากสมการคาคงที่ปฏิกิริยา 0 exp( / )Ak A E RT  เม่ือแทนลงในสมการ A Ar kC   ไดเปนสมการดัง

สมการ (E5.7-1) 

0 exp A
A A

E
r A C

RT

    
 

        (E5.7-1) 

ใส ln ในสมการ (E5.7-1) ไดเปนสมการ (E5.7-2) 

0

1
ln( ) ln ln A

A A

E
r A C

R T
      
 

หรือ 0

1
ln( ) ln lnA A Ar C A E

RT
      
 

  (E5.7-2) 

ถาให y คือ ln( ) lnA Ar C   0a คือ 0ln A  1a คือ AE  และ x คือ 
1

RT


จะเห็นวาเปนสมการเสนตรงดัง

สมการ (E5.5-1) 

0 1y a a x e            (E5.7-3) 

เพ่ือใหคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุด 
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0 1

1 1

n n

r i i i
i i

S e y a a x
 

            (E5.7-4)  

เพ่ือหา 0a และ 1a  ที่ทำใหผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดดังนั้น 
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 0 1
10

2 0
n

r
i i

i

S
y a a x

a 


    

         (E5.7-5) 

   2
0 1 0 1

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i

i i

S
y a a x x y x a x a x

a  


        

       (E5.7-6) 

ดังน้ัน 

0 1
1 1

n n

i i
i i

y a n a x
 

            (E5.7-7) 

2
0 1

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

y x a x a x
  

           (E5.7-8)  

  

 ดังนั้นทำการคำนวณเพ่ือหาคาตางๆ ในสมการ (E5.7-7) และ (E5.7-8)ไดผลการคำนวณดังตารางที่ 

E5.7-1 

ตารางที่ E5.7-1 ตารางประกอบการคำนวณตามสมการ (E5.7-5) และ (E5.7-6) 

n  T  Ar  AC  1 /x TR    ln lnA Ay r C    2x  xy  

1 280 460 200 -0.0004 8.33E-01 1.85E-07 -3.58E-04 

2 320 960 150 -0.0004 1.86E+00 1.41E-07 -6.98E-04 

3 450 2485 50 -0.0003 3.91E+00 7.14E-08 -1.04E-03 

4 500 1600 20 -0.0002 4.38E+00 5.79E-08 -1.05E-03 

5 550 1245 10 -0.0002 4.82E+00 4.78E-08 -1.06E-03 

sum    -0.0015 1.58E+01 5.03E-07 -4.21E-03 

 

สามารถเขียนในรูปสมการไดเปน 

0 115.80 5 0.0015a a          (E5.5-9) 
3 7

0 14.21 10 0.0015 5.03 10a a             (E5.5-10)  

ใชกฎคราเมอรในการหาคาของ 0a และ 1a  

 

0

1.58 01 1.53 03

4.21 03 5.03 07
8.9386

1.53 03

1.53 03 5.

5

03 07

a

E E

E E
E

E E
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1

5 1.58 01

1.53 03 4.21 03
18,858.9616

1.53 03

1.53 03 5.03

5

07

E

E E
E

E E

a  


   

 
  

 

จาก 0a คือ 0ln A ดังนั้น   3
0 0exp exp(8.9386) 7.62 10A a     

และ 1a คือ B ดังนั้น 4
1 1.89 10aE a    

ดังน้ัน คาคงท่ีปฏิกิริยาสามารถเขียนในรูปสมการดังตอไปนี้  
4

3
0

1.89 10
exp( / ) 7.62 10 expa

x
k A E RT

RT

 
     

 
 

5.5 การถดถอยแบบพหุนาม 

 สมการพหุนามมีรูปแบบสมการท่ัวไปคือ  
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x       

ดังน้ันคาความคลาดเคลื่อนสำหรับสมการพหุนามกำลังสองสามารถเขียนไดเปน 
2

0 1 2y a a x a x e     

หรือ 
2

0 1 2e y a a x a x     

ประยุกตใชความรูที่เรียนมาจากการหาการถดถอยเชิงเสน ถาให rS เปนผลบวกของคาความคลาดเคลื่อน

ยกกำลังสอง ดังสมการ (5.23) 

 22 2
0 1 2

1 1

n n

r i i i i
i i

S e y a a x a x
 

            (5.23) 

จากสมการ (5.23) เราสามารถหา 0a  1a  และ 2a เพื่อใหไดผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดไดจากสมการ 

(5.24) (5.25) และ (5.26) สำหรับหาคา  0a  1a  และ 2a  

 2
0 1 2

10

2 0
n

r
i i i

i

S
y a a x a x

a 


     

        (5.24) 

   2 2 3
0 1 2 0 1 2

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x a x

a  


          

     (5.25) 

   2 2 2 2 3 4
0 1 2 0 1 2

1 12

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x a x

a  


          

     (5.26) 

จากสมการ (5.24) (5.25) และ (5.26) สามารถใหอยูในรูปสมการดังนี ้
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2
0 1 2

1 1 1

n n n

i i i
i i i

y a n a x a x
  

        

2 3
0 1 2

1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

y x a x a x a x
   

             

2 2 3 4
0 1 2

1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

y x a x a x a x
   

             

คาสัมประสิทธิ์ของการถดถอยพหุนามกำลัง m สามารถแสดงดังสมการ (5.27) 

2 t r

t

S S
r

S


           (5.16) 

 2

0 1
1

n

r i i
i

S y a a x


    

/ ( 1)
r

y x

S
S

n m


 
 

 

ตัวอยาง 5.8 สมการของ Beattie-Bridgeman เปนสมการอธิบายความสัมพันธระหวางปริมาตรจำเพาะกับ

ความดันของกาซดังนี้ 
2

1
PV B C

RT V V
    เมื่อ P  คือความดัน (atm) V  คือปริมาตรจำเพาะ (L/mol) 

R คือคาคงที่ของกาซ และ T เปนอุณหภูมิ (K) และ B และ C คือคาคงที่ ซึ่งไดทำการวัดหาปริมาตร

จำเพาะและความดันท่ีอุณหภูมิ 303 K เมื่อใชสมการพหุนามกำลังสอง 2
0 1 2y a a x a x e    พบวาให

ขอมูลดังตารางท่ี E5.8-1 ตอไปนี้ 

ตารางที่ E5.8-1 ความสัมพันธระหวางความดันและปริมาตรจำเพาะ 
 

P  (atm) 0.985 1.108 1.363 1.631 

V  (mL/mol) 25,000 22,200 18,000 15,000 

     

วิธีทำ 

จากสมการปริมาตรจำเพาะกับความดันของกาซดังสมการ (E5.8-1) 

2
1

PV B C

RT V V
               (E5.8-1) 

คูณสมการ (E5.8-1) ดวย 2V  จะไดเปนสมการ (E5.8-2) 
3 2

2PV BV
V C

RT V
           (E5.8-2) 
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จัดรูปสมการใหมไดเปนสมการ (E5.8-3)  
3

2PV
C BV V

RT
            (E5.8-3) 

 

จากสมการ (E5.8-3) มีรูปแบบของสมการพหุนามกำลังสอง 2
0 1 2y a a x a x    ซึ่งจากสมการ (E5.8-3) 

เม่ือเทียบกับสมการพหุนามกำลังสองพบวาคาของ 2a เทากับ 1  

ถากำหนดให y คือ 
3PV

RT 0a คือ C 1a คือ B  และ x คือ V 

2
0 1y a a x x e             (E5.8-4) 

เพ่ือใหคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุด 

 22 2
0 1

1 1

n n

r i i i i
i i

S e y a a x x
 

             (E5.8-5)  

เพ่ือหา 0a  และ 1a ที่ทำใหผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดดังนั้น 

 2
0 1

10

2 0
n

r
i i i

i

S
y a a x x

a 


     

         (E5.8-6) 

   2 2 3
0 1 0 1

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i

i i

S
y a a x x x y x a x a x x

a  


          

     (E5.8-7) 

ดังน้ัน 

2
0 1

1 1 2

n n n

i i i
i i i

y a n a x x
  

     หรือ  2
0 1

1 1

n n

i i i
i i

y x a n a x
 

        (E5.8-8) 

2 3
0 1 2

1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

y x a x a x a x
   

      หรือ  3 2
0 1

1 1 1

n n n

i i i i i
i i i

y x x a x a x
  

        (E5.8-9)  

 

n P(atm) V(mL) x (L) 
3PV

y
RT

  2x  2y x  3xy x  

1 0.985 25000 25 619.441 625.000 -5.559 -138.981 

2 1.108 22200 22 487.913 492.840 -4.927 -109.384 

3 1.363 18000 18 319.931 324.000 -4.069 -73.234 

4 1.631 15000 15 221.550 225.000 -3.450 -51.754 

sum 5.087 80200 80 1648.835 1666.840 -18.005 -373.353 

สามารถเขียนในรูปสมการไดเปน 
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0 118.005 4 80a a            (E5.8-10) 

0 1373.353 80 1666.840a a          (E5.8-11)  

ใชกฎคราเมอรในการหาคาของ 0a  และ 1a  

 

0

18.005 80.200

68.991373.353 1666.840
0.293

4.000 80.200 235.32
80.200 1666.840

a


     

 

1

4.000 18.005

49.39080.200 373.353
0.210

4.000 80.200 235.32
80.200 1666.840

a


     

 

 จาก 0a C ดังนั้น 0.293C   และ 1a B คือ 0.210B    เมื่อแทนคาตางๆ ลงในสมการ

แสดงความสัมพันธระหวางปริมาตรจำเพาะกับความดันของกาซ 
2

0.293 0.210
1

PV

RT V V
   ไดเปน 

2
1

PV B C

RT V V
    

 

5.6 การถดถอยเชิงเสนแบบพหุคูณ 

 การถดถอยเชิงเส นแบบพหุคูณ (Multiple Linear Regression) เปนการศึกษาความสัมพันธ

ระหวางตัวแปรอิสระหลายตัวกับตัวแปรตาม 1 ตัว โดยทั่วไปการถดถอยเชิงเสนแบบพหุคูณสามารถเขียนใน

รูปสมการทั่วไปดังสมการ (5.28) 

20 1 1 2y a a x a x e     

ดังน้ัน 

20 1 1 2e y a a x a x     

ถาให rS เปนผลบวกของคาความคลาดเคลื่อนยกกำลังสอง ดังสมการ (5.23) 

 22
0 1 1, 2 2,

1 1

n n

r i i i i
i i

S e y a a x a x
 

            (5.23) 
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จากสมการ (5.23) เราสามารถหา 0a  1a  และ 2a เพื่อใหไดผลรวมคาความคลาดเคลื่อนต่ำสุดไดจากสมการ 

(5.24) (5.25) และ (5.26) สำหรับหาคา  0a  1a  และ 2a  

 0 1 1, 2 2,
10

2 0
n

r
i i i

i

S
y a a x a x

a 


     

        (5.24) 

   2
0 1 1, 2 2, 1, 1, 0 1, 1 1, 2 2, 1,

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x a x x

a  


          

    (5.25) 

   2
0 1 1, 2 2, 2, 2, 0 2, 1 1, 2, 2 2,

1 12

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x x a x

a  


          

    (5.26) 

จากสมการ (5.24) (5.25) และ (5.26) สามารถใหอยูในรูปสมการดังนี ้

 

0 1 1, 2 2,
1 1 1

n n n

i i i
i i i

y a n a x a x
  

        

2
1, 0 1, 1 1, 2 2, 1,

1 1 1 1

n n n n

i i i i i i
i i i i

y x a x a x a x x
   

             

4
2, 0 2, 1 1, 2, 2 2,

1 1 1 1

n n n n

i i i i i i
i i i i

y x a x a x x a x
   

             

 

ตัวอยาง 5.9 Asirvatham et al. (2009) ไดทำทดลองการหาคาการถายเทความรอนการพาแบบบังคับ

สำหรับของไหลที่เปน CuO ขนาดนาโนเมตรและน้ำ ซึ่งจากการทดลองพบวามีความสัมพันธดังน้ี  

0.59Re Pr
C

B D
Nu A

x
   
 

 เมื่อ A  B และ C  เปนคาคงที่ และมีผลการทดลองดังตารางที่ E5.9-1 จงหา

คา Nu ท่ี Re เทากับ 350 Pr เทากับ 3000 และ 
D

x
 (D/x) เทากับ 100  

ตารางที่ E5.9-1 ผลการทดลองการถายเทความรอนการพาแบบบังคับสำหรับของไหลที่เปน CuO ขนาดนา

โนเมตรและน้ำ 

Re Pr D/X Nu 

1000 5000 10 431 

2000 5000 10 649 

3000 7500 20 1237 

2000 6500 40 1205 

6000 4000 80 2531 
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ที่มา : Asirvatham et al. (2009) 

วิธีทำ 

จากสมการ (E5.9-1)    

0.59Re Pr
C

B D
Nu A

x
   
 

        (E5.9-1) 

เปลี่ยนสมการ (E5.9-1) ดวยการใสเครื่องหมาย log ไดเปนสมการ (E5.9-2) 

0.59
log log log Pr log

Re

Nu D
A B C

x
        
   

      (E5.9-2) 

กำหนดให y คือ 
0.59

log
Re

Nu 
 
 

1x  คือ logPr  2x  คือ log
D

x
 
 
 

 0a คอื log A 1a คือ B  และ 2a  คอื C 

ไดดังสมการสำหรับการทำนายดังสมการ (E5.9-3) 

0 1 1 2 2y a a x a x                (E5.9-3) 

ให rS เปนผลบวกของคาความคลาดเคลื่อนยกกำลังสอง ดังสมการ (E5.9-4) 

 22
0 1 1, 2 2,

1 1

n n

r i i i i
i i

S e y a a x a x
 

            (E5.9-4) 

จากสมการ (5.9-4) เราสามารถหา 0a  1a  และ 2a เพ่ือใหไดผลรวมคาความคลาดเคล่ือนต่ำสุดได ดังสมการ 

(E5.9-5) (E5.9-6) และ (E5.9-7) เพื่อหาคา 0a  1a  และ 2a  

 0 1 1, 2 2,
10

2 0
n

r
i i i

i

S
y a a x a x

a 


     

        (E5.9-5) 

   2
0 1 1, 2 2, 1, 1, 0 1, 1 1, 2 2, 1,

1 11

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x a x x

a  


          

    (E 5.9-6) 

   2
0 1 1, 2 2, 2, 2, 0 2, 1 1, 2, 2 2,

1 12

2 2 0
n n

r
i i i i i i i i i i

i i

S
y a a x a x x y x a x a x x a x

a  


          

    (E 5.9-7) 

จากสมการ (E 5.9-5) (E 5.9-6) และ (E 5.9-7) สามารถใหอยูในรูปสมการดังนี ้

 

0 1 1, 2 2,
1 1 1

n n n

i i i
i i i

y a n a x a x
  

            (E 5.9-8) 

2
1, 0 1, 1 1, 2 2, 1,

1 1 1 1

n n n n

i i i i i i
i i i i

y x a x a x a x x
   

            (E 5.9-9) 

2
2, 0 2, 1 1, 2, 2 2,

1 1 1 1

n n n n

i i i i i i
i i i i

y x a x a x x a x
   

            (E 5.9-10) 
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ตารางที่ E5.9-1 ตารางประกอบการคำนวณตามสมการ (5.9-8) (5.9-9)และ (E5.9-10) 

n x1 x1
2 x2 x2

2 y x1y x2y x1 x2 

1 3.6990 13.6824 1.0000 1.0000 0.8645 3.1977 0.8645 3.6990 

2 3.6990 13.6824 1.0000 1.0000 0.8646 3.1983 0.8646 3.6990 

3 3.8751 15.0161 1.3010 1.6927 1.0409 4.0334 1.3542 5.0416 

4 3.8129 14.5383 1.6021 2.5666 1.1334 4.3215 1.8157 6.1085 

5 3.6021 12.9748 1.9031 3.6218 1.1742 4.2295 2.2346 6.8550 

sum 18.6880 69.8940 6.8062 9.8810 5.0775 18.9803 7.1336 25.4031 

 

สามารถเขียนในรูปสมการไดเปน 

0 1 25.0775 5 18.6880 6.8062a a a          (5.9-11) 

0 1 218.9803 18.6880 6.8062 25.4031a a a        (5.9-12) 

0 1 27.1336 6.8062 25.4031 9.8810a a a          (5.9-13) 

 

ใชกฎคราเมอรในการหาคาของ 0a  1a และ 2a  

0

5.0775 18.6880 6.8062

18.9803 69.8940 25.4031

7.1336 25.4031 9.8810 0.1097
0.8116

5 18.6880 6.8062 0.1351

18.6880 69.8940 25.4031

6.8062 25.4031 9.8810

a


     

 

1

5 5.0775 6.8062

18.6880 18.9803 25.4031

6.8062 7.1336 9.8810 0.0473
0.3503

5 18.6880 6.8062 0.1351

18.6880 69.8940 25.4031

6.8062 25.4031 9.8810

a     
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2

5 18.6880 5.0775

18.6880 69.8940 18.9803

6.8062 25.4031 7.1336 0.0514
0.3804

5 18.6880 6.8062 0.1351

18.6880 69.8940 25.4031

6.8062 25.4031 9.8810

a     

 

จาก 0a คือ log Aดังนั้น 0 8.11610 10 0.1543aA    และ 1a คือ B  ดังนั้น 0.3503B  และ 2a  คือ 

C ดังนั้น 0.3804C  เมื่อแทนลงในสมการการหาคาการถายเทความรอนการพาแบบบังคับสำหรับของ

ไหลท่ีเปน CuO ขนาดนาโนเมตรและน้ำ ไดเปน  
0.3804

0.59 0.59 0.3503Re Pr 0.1543Re Pr
C

B D D
Nu A

x x
       
   

  

ดังน้ันเมื่อ Re เทากับ 350 Pr เทากับ 3000 และ 
D

x
 เทากับ 100 จะไดคา 

 
0.3804

0.38040.59 0.3503 0.59 0.35030.1543Re Pr 0.1543 350 x 3000 100 465.802
D

Nu x
x

    
 

 

 

5.7 การถดถอยไมเชิงเสน 

 การถดถอยไมเชิงเสน (Nonlinear Regression) สามารถประยุกตใชความรูจากการถดถอยเชิงเสน 

ตัวอยางเชน  1
0 1 a xy a e e    ดังนั้นรูปสมการทั่วไปดังสมการ (5.27) 

 1
0 1 a xy a e e            (5.27) 

ดังน้ันสามารถเขียนในรูปทั่วไปดังสมการ (5.28)  

( )i i iy f x e            (5.28) 

การถดถอยไมเชิงเสนดวยวิธีการของ Gauss-Newton เมื่อประยกุตใชอนุกรมเทยเลอรสำหรับหาตัวแปร a0 

และ a1 ดังสมการ (5.29) 

1 0 1
0 1

( ) ( )
( ) ( ) i j i j

i j i j

f x f x
f x f x a a

a a

 
    

 
     (5.29) 

เม่ือ j เปนคาเริ่มตน และ j+1 เปนคาที่ไดจากการทำนาย 0 0, 1 0,j ja a a   และ 1 1, 1 1,j ja a a    และ

สมการ (5.29) สามารถเขียนไดเปนสมการ (5.30) 
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0 1
0 1

( ) ( )
( ) i j i j

i i j i

f x f x
y f x a a e

a a

 
     

 
      (5.30) 

สมการ (5.30) สามารถเขียนในรูปเมทริกซไดดังนี้ 

     jD Z A E      

เม่ือ  

1 0 1 1

2 0 2 1

0 1

j

n n

f a f a

f a f a
Z

f a f a

    
          
     

   
1 1

2 2

( )

( )

( )n n

y f x

y f x
D

y f x

 
  
 
  


 และ  

0

1

1n

a

a
A

a 

 
     
 
  


 

แกสมการโดย 

   T T

j j jZ Z A Z D             

แลวคูณดวยอินเวอร 

   T T

j j jZ Z A Z D             

ทำใหสามารถหาคาของ  A ไดเม่ือ 

0, 1 0, 0j ja a a     

1, 1 1, 1j ja a a      

, 1 ,

, 1

100%k j k j
a k

k j

a a
x

a
 




  

ตัวอยาง 5.10 ปฏิกิริยาการสลายตัวของ AB สามารถเขียนความเขมขนของสาร B ไดดังสมการ 

 0 1 kt
B AC C e  เม่ือ CA0 คือความเขมขนของสาร A ที่เวลาเริ่มตน(mol/L) CB คือความเขมขนของสาร 

B ที่เวลาใดๆ (mol/L) และ k คือคาคงที่ปฏิกิริยา (min-1) ซึ่งใหผลการทดลองดังตารางที่ E5.10-1 จงหา

คาคงที่ปฏิกิริยาและความเขมขนเริ ่มตนของสาร A เมื่อใชการถดถอยไมเชิงเสนดวยวิธีการของ Gauss-

Newton  

ตารางที่ E5.10-1 ความเขมขนของสาร B ที่เวลาใดๆ  

t (min) 0.25 0.75 1.25 1.75 2.25 

CB (mol/L) 0.28 0.57 0.68 0.74 0.79 

วิธีทำ 

0

1 kt

A

f
e

C


 


และ 0
kt

A

f
C te

k
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สมมุติให คาเริ่มตนของ CA0 และ k มีคาเทากับ 1 และ 1 ตามลำดับ 

เม่ือแทนคา t และ CB ลงใน      jD Z A E      

 

1 0 1

2 0 2

0 3 0 3

4 0 4

5 0 5

0.2212 0.1947

0.5276 0.3543

0.7135 0.3581

0.8262 0.3041

0.8946 0.2371

A

A

A

A

A

f C f k

f C f k

Z f C f k

f C f k

f C f k

      
         
        
         
         

 

 

   0 0

0.2212 0.1947

0.5276 0.3543
0.2212 0.5276 0.7135 0.8262 0.8946 2.3193 0.9489

0.7135 0.3581
0.1947 0.3543 0.3581 0.3041 0.2371 0.9489 0.4404

0.8262 0.3041

0.8946 0.2371

T
Z Z

 
 
    
     
    
 
  

 

 

0.28 0.2212 0.0588

0.57 0.5276 0.0424

0.68 0.7135 0.0335

0.74 0.8262 0.0862

0.79 0.8946 0.1046

D

   
              
       

       

 

   0

0.0588

0.0424
0.2212 0.5276 0.7135 0.8262 0.8946 0.1533

0.0335
0.1947 0.3543 0.3581 0.3041 0.2371 0.0365

0.0862

0.1046

T
Z D

 
 
                
  

 

        0 0 0

T T
Z Z A Z D   

0,0

0

2.3193 0.9489 0.1533

0.9489 0.4404 0.0365
AC

k

     
         

 

1

0,0

0

2.3193 0.9489 0.1533 3.6397 7.8421 0.1533 0.2714

0.9489 0.4404 0.0365 7.8421 19.1678 0.0365 0.5019
AC

k

               
                         

 

ดังน้ัน 

0,1

1

1.0 0.2714 0.7286

1.0 0.5019 1.5019
AC

k
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ดังน้ันทำเชนน้ีไปเรื่อยจะพบวา 0,1

1

0.79186

1.6751
AC

k
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5.8 แบบฝกหัด 

HM5.1 ในการหาอันดับปฏิกิริยาดวยวิธีครึ่งชีวิตพบวามีสมการ (HM5.1-1) 

 
1

1/2 1
0

2 1 1

( 1) A

t
k C









 
    

        (HM5.1-1) 

เมื่อ 1/2t คือเวลาที่ใหความเขมขนของสารเหลือความเขมขนเปนครึ่งของความเขมขนเริ่มตน (min)  คือ

อันดับปฏิกิริยา 0AC คือความเขมขนของสารที่เวลาเริ่มตน (mol/L) และ k คือคาคงที่ปฏิกิริยา จากผลการ

ทดลองปฏิกิริยา A  B + 2C ดังตารางที่ HM5.1-1 จงหาอันดับปฏิกิริยาและคาคงท่ีปฏิกิริยา 

 

ตารางที่ HM5.1-1 ผลการทดลองของ 1/2t ท่ีความเขมขนเริ่มตนของสารตางๆ  

1/2t  (min) 8.03 8.62 9.26 9.49 8.43 

0AC  (mol/L) 0.2476 0.1944 0.162 0.1069 0.0745 

 

HM5.2 อัตราการเจริญเติบโตของจุลินทรียในกระบวนการหมักสามารถใชแบบจำลองดังสมการ (HM5.2-1) 
2

21

kC
Y

aC bC


 
        (HM5.2-1)  

เมื่อ k a และ b เปนคาคงที่ C เปนความเขมขนของสารอาหาร (mg/L) และ Y คือ อัตราการเจริญเติบโต

ของจุลินทรีย (Y, mg/L-day) และใหผลการทดลองดังตารางที่ HM5.2-1 

 

ตารางที่ HM5.2-1 ผลการทดลองอัตราการเจริญเติบโตของจุลินทรียที่ความเขมขนของสารอาหารตางๆ  

C , mg/L 0.5 0.8 1.5 2.5 4 

Y , mg/L-day 1.1 2.4 5.3 7.6 8.9 

 

จงหาคาคงที ่ k a และ b พรอมทั้งประมาณคาอัตราการเจริญเติบโตของจุลินทรียที่ความเขมขนของ

สารอาหารเปน 2.0 mg/L 

HM5.3 ในการดูดซบัสียอมดวยถานกัมมันตพบวาเปนไปตามสมการ (HM5.3-1) ดังตอไปนี้  

( )[1 ( 1)( )]
s BET e

e
s e BET e s

q C C
q

C C C C C


  
      (HM5.3-1) 

เมื่อ qs ความจุอิ่มตัวทางทฤษฏี (mg/g) qe ปริมาณการดูดซับสีบนตัวดูดซับที่สมดุล (mg/g) CBET คาคงท่ี 

BET (L/mg) Ce ความเขมขนสีที่สมดุล (mg/L) CS ความเขมขนสีที่ดูดซับอิ่มตัวแบบโมโนเลเยอร (mg/L) 
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ซึ่งใหผลการทดลองดังตารางที ่ HM5.3-1 เมื่อความเขมขนสีที่ดูดซับอิ่มตัวแบบโมโนเลเยอรเทากับ 10 

mg/L 

ตารางที่ HM5.3-1 ผลการทดลองหาคาความเขมขนสีที่สมดุลและปริมาณการดูดซับสีบนตัวดูดซบัที่สมดุล 

Ce (mg/L) 6 7 8 9 

qe (mg/g) 5.41 5.87 7.73 14.12 

 

จงหาคาคงที่ CBET และ qs พรอมทั้งทำนายปริมาณการดูดซับสีบนตัวดูดซับที่สมดลุถาความเขมขนสีที่ดูดซับ

อิ่มตัวแบบโมโนเลเยอรเทากับ 15 mg/L และความเขมขนสีท่ีสมดุลเทากับ 10 mg/L 

 

HM5.4 จำนวนจุลินทรียท่ีทำใหเกิดโรคในทะเลสาบมี 3 ชนิด คือ A B C และเปนไปตามสมการ (HM5.4-1) 
1.5 0.3 0.05( ) t t tp t Ae Be Ce           (HM5.4-1) 

เมื่อp(t) เปนจำนวนจุลินทรียทั้งหมด (CFU/100mL) t คือเวลาในการเก็บตัวอยาง (hr) A B และ C คือ

จำนวนเริ่มตนของประชากกรจุลินทรียชนิด A B และ C ตามลำดับ และมีหนวยเปน (CFU/100mL) จาก

การนับจำนวนประชากรจุลินทรียในทะเลสาบท่ีเวลาตางๆ เปนดังตารางที่ HM5.4-1  

ตารางที่ HM5.4-1 จำนวนประชากรจุลินทรียในทะเลสาบที่เวลาตางๆ 

t,hr 0.5 1 2 3 4 5 6 7 9 

p(t) 6.0 4.4 3.2 2.7 2.2 1.9 1.7 1.4 1.1 

 

 จงทำนายจำนวนประชากรจุลิทรียทั้งหมดที่เวลา 20 hr 

 

HM5.5 การพาความรอนภายในทอเรียบสามารถใชสมการของ Colbrn ในการหาซึ ่งพบวาเปนไปตาม

สมการ (HM5.5-1)  

Re Prm nNu a         (HM5.5-1) 

เม่ือ Nu คือเลขนัสเสลท Re คือเลขเรยโนลด และ Pr คือเลขแพรนดัล เม่ือทำการทดลองวัดคาเลขนัสเสลท

ที่เลขเรยโนลด และเลขแพรนดัลใหผลการทดลองดังตารางที่ HM5.5-1 จงหาเลขนัสเสลทเมื่อเลขเรยโนลด

เทากับ 9000 และเลขแพรนดัลเทากับ 40 เมื่อ a มีคาเทากับ 0.36 
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ตารางที่ HM5.5-1 ผลการวดัคาเลขนัสเสลทที่เลขเรยโนลด และเลขแพรนดัลตางๆ  

Re Pr Nu 

1000 10 34 

2000 20 63 

4000 20 93 

8000 10 108 

16000 50 269 

32000 30 332 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 8 

หัวขอการสอน 

บทที่ 6 การประมาณคาในชวง หัวขอ 6.1 – 6.2 

การกำหนดหัวขอการประยุกตใขวิธีการแกปญหาในวิชาตางๆ ที่ไดเรียนไป/กรณศึีกษารายงาน 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับปญหาที่จำเปนใชการประมาณคาในชวง 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามเนื้อหา 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง      10 นาท ี

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ       120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา      50 นาที 

สื่อการสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การประยุกต.ใช 

excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล  
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แผนการสอน สัปดาหที่ 9 

หัวขอการสอน 

บทที่ 6 การประมาณคาในชวง หัวขอ 6.3 – 6.5 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของนิวตัน 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของลากรานจ 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการประมาณคาในชวงดวย Spline 

เนื้อหา 

1. การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของนิวตัน 

2. การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของลากรานจ 

3. การประมาณคาในชวงดวย Spline 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 6 การประมาณคาในชวง 

6.1 บทนำ 

 ในงานทางวิศวกรรมศาสตรสวนใหญจะมขีอมูลที่ไดทำการศึกษาเปนบางจุดอยูแลว แตยังไมครอบคลุม

กับงานทางวิศวกรรมทั้งหมด เชน ตารางไอน้ำ ตารางความหนาแนนของน้ำ เปนตน ตัวอยางการใชงานขอมูล

ทางวิศวกรรมเชน โรงงานติดตั้งมาตรวัดอัตราการไหลของน้ำ ซึ่งมีหนวยเปน m3/h อยูแลว แตถาโรงงาน

จำเปนตองหาอัตราการไหลของน้ำเชิงมวล เพ่ือใชในการผลิต โดยท่ัวไปการเปลี่ยนอัตราการไหลเชิงปริมาตรให

เปนอัตราการไหลเชิงมวลโดยการนำความหนาแนนของน้ำที่อุณหภูมิดังกลาวมาใช แตความหนาแนนของน้ำ

สามารถหาไดจากตารางความหนาแนนของน้ำ ซึ่งจะมีตัวเลขเปนจุด ดังตารางท่ี 6.1 ดังนั้นจึงจำเปนตองมีการ

ประมาณคาความหนาแนนของน้ำที่อุณหภูมิดังกลาว 

ตารางที่ 6.1 ความหนาแนนของน้ำที่อุณหภมูิระหวาง 10 – 80 oC ความดัน 1 atm 

อุณหภูมิ 

°C 

ความหนาแนนที่ของเหลว 1 atm 

g/cm3] kg/m3 sl/ft3 lbm/ft3 lbm/gal(US liq) 

10 0.9997000 999.70 1.9397 62.4094 8.3429 

15 0.9991026 999.10 1.9386 62.3719 8.3379 

20 0.9982067 998.21 1.9368 62.3160 8.3304 

25 0.9970470 997.05 1.9346 62.2436 8.3208 

30 0.9956488 995.65 1.9319 62.1563 8.3091 

35 0.9940326 994.03 1.9287 62.0554 8.2956 

40 0.9922152 992.22 1.9252 61.9420 8.2804 

45 0.99021 990.21 1.9213 61.8168 8.2637 

50 0.98804 988.04 1.9171 61.6813 8.2456 

55 0.98569 985.69 1.9126 61.5346 8.2260 

60 0.98320 983.20 1.9077 61.3792 8.2052 

65 0.98055 980.55 1.9026 61.2137 8.1831 

70 0.97776 977.76 1.8972 61.0396 8.1598 

75 0.97484 974.84 1.8915 60.8573 8.1354 

80 0.97179 971.79 1.8856 60.6669 8.1100 
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6.2 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนาม 

 สมการพหุนามสำหรับชุดขอมูลที่มีจำนวนขอมูล 1n  ขอมูล จะสามารถเขียนสมการพหุนามไดดัง

สมการ (6.1) 
2

0 1 2
n

ny a a x a x a x             (6.1) 

เมื่อ 0 1, ,..., na a a เปนสัมประสิทธิ์  

ตัวอยางเชนสำหรับตัวอยางที่มีจำนวนขอมูล 4 จุด คือ (x1,y1)  (x2,y2)  (x3,y3)  (x4,y4) ดังนั้นคา n มี

คาเทากับ 3 และสามารถเขียนสมการพหุนามไดดังสมการ (6.2) 
2 3

0 1 2 3y a a x a x a x             (6.2) 

เพื่อหาคา 0 1 2 3, , ,a a a a สามารถทำไดโดยการแทนคาขอมูลลงในสมการ (6.2) ซึ่งสามารถสรางสมการไดทั้งหม 

4 สมการดังนี้ 
2 3

1 0 1 1 2 1 3 1y a a x a x a x     
2 3

2 0 1 2 2 2 3 2y a a x a x a x     
2 3

3 0 1 3 2 3 3 3y a a x a x a x     
2 3

4 0 1 4 2 4 3 4y a a x a x a x     

ชุดสมการขางบนสามารถเขียนในรูปของเมทริกซไดดังนี ้
2 3

4 0 1 4 2 4 3 4

2 3
0 11 1 1

2 3
1 22 2 2

2 3
2 33 3 3

2 3
3 44 4 4

1

1

1

1

y a a x a x a x

a yx x x

a yx x x

a yx x x

a yx x x

   

     
     
     
     
     
     

 

การหาคาของ 0 1 2 3, ,a ,a a a สามารถใชวิธีการทางเมทริกซที่ไดเรียนมาในบทท่ี 4  

 

ตัวอยางที่ 6.1 จากขอมูลในตารางท่ี E6.1-1 ดังตอไปนี ้

ตารางที่ E6.1-1 ขอมูลประกอบตัวอยางที่ 6.1 

x 300 400 500 

y 0.616 0.525 0.457 

จงหาคาของ y เมื่อ x มีคาเทากับ 350 โดยใชสมการพหุนามในการประมาณคาในชวง 

วิธีทำ 

จากขอมูลพบวา n มีคาเทากับ 2 ดังนั้นสามารถเขียนเปนสมการพหุนามไดดังสมการ (E6.1-1) 
2

0 1 2y a a x a x            (E6.1-1) 

เมื่อนำขอมูลจากตารางมาแทนคาลงในสมการ (E6.1-1) ไดดังสมการตอไปนี้ 
2

0 1 20.616 (300) (300)a a a    
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2
0 1 20.525 (400) (400)a a a    

2
0 1 20.457 (500) (500)a a a    

สามารถเขียนใหอยูในรูปเมทริกซไดดังนี ้
2

0

2
1

2
2

1 300 300 0.616

1 400 400 0.525

1 500 500 0.457

a

a

a

     
          
        

 

และคา 0a  1a  และ 2a  มีคาเทากับ 1.027 -1.715x10-3 และ 1.15x10-6 ตามลำดับ และแทนคาลงในสมการ 

(E6.1-1) ไดเปนสมการ (E6.1-2) 
3 6 21.027 1.715 10 1.15 10y x x x x          (E6.1-1) 

เม่ือแทนคา x เทากับ 300 จะไดคา y เทากับ 0.05676 

 

 
รูปท่ี 6.1 การประมาณคาในชวงดวยสมการพหุนาม 3 6 21.027 1.715 10 1.15 10y x x x x     

  

 คาของ y เทากับ 0.5705 เมื่อ x เทากับ 350 โดยการประมาณคาในชวงดวยสมการพหุนามจาก

สมการ (E6.1-1) 

6.3 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของนิวตัน 

 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของนิวตัน (Newton’s interpolating polynomial) 

เปนการประมาณคาในชวงที่นิยมใช เนื่องจากเปนการเลือกชวงที่ตำแหนงของขอมูลที่ตองการหาโดยไม

จำเปนตองหาดวยสมการพหุนามกำลัง n  สำหรับขอมูลจำนวน 1n  ขอมูล  

y = 1E-06x2 - 0.0017x + 1.027

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 200 400 600

y

x
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6.3.1 การประมาณคาในชวงดวยสมการเสนตรงของนิวตัน 

 การประมาณคาในชวงดวยสมการเสนตรงของนิวตัน (Linear Interpolation) เปนการประมาณคา

โดยอาศัยสมการเสนตรง ดังสมการ (6.3) ซึ่งเปนการหาสมการเสนตรงโดยปกติ สำหรับการหาคาคงที่ในสมการ 

(6.3) จะเปนตองการขอมูลเพียง 2 จุด ดังรูปที่ 6.2   

 1 1 2 1( )f x b b x x            (6.3) 

เมื่อแทนขอมูลลงในสมการ (6.3) 

 1 1 2 1 1( )f x b b x x    

 2 1 2 2 1( )f x b b x x    

ดังนั้น  

1 1( )b f x  

2 1
2

2 1

( ) ( )f x f x
b

x x





 

ดังนั้นสมการ (6.3) ไดเปนสมการ (6.4) 

 2 1
1 1 1

2 1

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
f x f x x x

x x


  


      (6.4) 

 
รูปท่ี 6.2 หลักการการประมาณคาในชวงแบบเสนตรงของนิวตัน 

ที่มา: Chapra (2010) 
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ตัวอยางที่ 6.2 จากขอมูลในตารางท่ี E6.2-1 ดังตอไปนี ้

ตารางที่ E6.2-1 ขอมูลประกอบตัวอยางที่ 6.2 

x 300 400 500 

y 0.616 0.525 0.457 

จงหาคาของ y เมื่อ x เทากับ 350 โดยการประมาณคาในชวงดวยสมการเสนตรงของนิวตัน 

วิธีทำ 

จากสมการ (6.4) และเนื่องจากตองการประมาณคา y ที่ x เทากับ 350 ดังนั้นจำเปนตองใชขอมูลจำนวน 2 

ขอมูล ดังนั้นเลือกคาของ x เทากับ 300 และ 400 

 2 1
1 1 1

2 1

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
f x f x x x

x x


  


 

   4
1

0.525 0.616
( ) 0.616 300 0.616 9.1 10 300

400 300
f x x x x

     


 

เม่ือแทนคา x เทากับ 350 จะไดคา y ดังนี ้

 4
1( ) 0.616 9.1 10 350 300 0.616 0.0455 0.5705f x x        

คาของ y เทากับ 0.5705 เมื่อ x เทากับ 350 โดยการประมาณคาในชวงดวยสมการเสนตรงของนิวตัน 

6.3.2 การประมาณคาในชวงแบบสมการพหุนามกำลังสองของนิวตัน 

 การประมาณคาในชวงแบบสมการพหุนามกำลังสองของนิวตัน (Quadratic Interpolation) เปนการ

ประมาณคาโดยอาศัยพหุนามกำลังสอง ดังนั้นวิธีนี้ตองการขอมูลเพียง 3 จุด ก็สามารถเขียนใหอยูในรูปทั่วไป

ดังสมการ (6.5)  

    2 1 2 1 3 1 2( )f x b b x x b x x x x            (6.5) 

 

แทนคาที่จุด  1 1, ( )x f x เพ่ือหาคาของ 1b  

    1 1 2 1 1 3 1 1 1 2( )f x b b x x b x x x x      หรือ 1 1( )b f x  

แทนคาที่จุด  2 2, ( )x f x เพ่ือหาคาของ 2b  

    2 1 2 2 1 3 2 1 2 2( ) ( )f x f x b x x b x x x x      หรือ 2 1
2

2 1

( ) ( )f x f x
b

x x





 

แทนคาที่จุด  3 3, ( )x f x เพ่ือหาคาของ 3b  

    2 1
3 1 3 1 3 3 1 3 2

2 1

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
f x f x x x b x x x x

x x


     


หรือ  

3 2 2 1

3 2 2 1
3

3 1

( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x
x x x x

b
x x
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ตัวอยาง 6.3 จากขอมูลดังในตารางที่ E6.3-1 จงหาคาของ y เมื่อ x เทากับ 350 โดยใชการประมาณคาในชวง

ดวยสมการพหุนามกำลังสองของนิวตัน 

 

x 300 400 500 

y 0.616 0.525 0.457 

 

วิธีทำ 

 สมการพหุนามกำลังสองของนิวตันดังสมการ (6.5) และเนื่องจากตองการประมาณคา y ที่ x เทากับ 

350 ดังนั้นจาํเปนตองใชขอมูลจำนวน 3 จุด สำหรับการหาคาคงที่ที่มีในสมการ (E6.3-1) ดังนั้นใชขอมูลท่ีคา x 

เทากับ 300 400 และ 500 

    2 1 2 1 3 1 2( )f x b b x x b x x x x            (E6.3-1) 

แทนคาสมการหาคา 1b  2b  และ 3b  

1 1( ) 0.616b f x   

42 1
2

2 1

( ) ( ) 0.525 0.616
9.1 10

400 300

f x f x
b x

x x
 

   
 

  

3 2 2 1

63 2 2 1
3

3 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0.457 0.525 0.525 0616
500 400 400 300 1.15 10

500 300

f x f x f x f x
x x x x

b x
x x



         
 

 

และแทนคา 1b  2b  และ 3b  ลงในสมการ (E6.3-1) และคา 1 300x  และ 2 400x  ไดเปนสมการ (E6.3-2) 

    4 6
2 ( ) 0.616 9.1 10 300 1.15 10 300 400f x x x x x x        

เม่ือแทนคา x เทากับ 350 จะไดคา y ดังนี้  

    4 6
2 ( ) 0.616 9.1 10 350 300 1.15 10 350 300 350 400 0.5676f x x x         

คาของ y เทากับ 0.5676 เมื่อ x เทากับ 350 โดยการประมาณคาในชวงดวยสมการพหุนามกำลังสองของนิว

ตัน 

6.3.3 การประมาณคาในชวงแบบสมการพหุนามกำลัง 1n   ของนิวตัน 

 การประมาณคาในชวงแบบสมการพหุนามกำลัง 1n   เปนการประมาณคาโดยอาศัยพหุนามกำลัง

1n   ดังนั้นวิธีนี้ตองการขอมูลเพียง n  จุด ก็สามารถเขียนใหอยูในรูปทั่วไปคือ 

           1 1 2 1 3 1 2 1 2 1( )n n nf x b b x x b x x x x b x x x x x x               (6.3) 

1b  2b  ถึง nb สามารถหาโดยการแทนคาดังนี ้

1 1( )b f x  

 2 2 1,b f x x  

 3 3 2 1, ,b f x x x  

จนกระทั้ง 
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 1 3 2 1, , , , ,n n nb f x x x x x   

เมื่อ 

   
,

i j

i j
i j

f x f x
f x x

x x


    

 

, ,
, ,

i j j k

i j k
i k

f x x f x x
f x x x

x x

          
 

ซึ่งสามารถสรุปเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 6.3 

 
 

รูปท่ี 6.3 สรุปการประมาณคาในชวงแบบสมการพหุนามกำลัง 1n   ของนิวตัน 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

ตัวอยาง 6.4 จงหาอุณหภูมิที่ความเขมขนของออกซิเจนเปน 10.000 mg/L ดวยวิธีการประมาณคาในชวง

แบบสมการพหุนามกำลังสามของนิวตัน โดยใชขอมูลในตารางท่ี E6.4-1 

ตารางที่ E6.4-1 ความเขมขนของปริมาณออกซิเจนที่ละลายในน้ำทะเลที่อุณหภูมิตางๆ  

อุณหภูมิน้ำทะเล, oC 0 8 16 24 32 

ความเขมขนของออกซิเจน, mg/L 14.621 11.843 9.870 8.418 7.305 

 

วิธีทำ 

เนื่องจากขอมูลที่ตองการทราบคืออุณหภูมิน้ำทะเลที่ความเขมขนของออกซิเจนเปน 10.000 mg/L ดังนั้น

เพ่ือใหงายตอการคำนวณจึงจัดตารางใหมดังตารางท่ี E6.4-2 

ตารางที่ E6.4-2 ตารางประกอบการคำนวณตัวอยางที ่6.4 

ความเขมขนของออกซิเจน, mg/L 14.621 11.843 9.870 8.418 7.305 

อุณหภูมิน้ำทะเล, oC 0 8 16 24 32 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

First Second Third 
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เนื่องจากตองการทราบอุณหภูมิที่ความเขมขนของออกซิเจนเปน 10.000 mg/L พบวาคาของอุณหภูมิจะอยู

ระหวางอุณหภูมิน้ำทะเลเปน 8 ถึง 16 oC ดวย วิธีการประมาณคาในชวงแบบสมการพหุนามกำลังสามของนิว

ตันดังสมการ (E6.4-1) และจำเปนตองใชชุดขอมูลจำนวน 4 จุด ซึ่งในตารางที่ E6.4-2 มีทั้งหมด 5 จุด  

        3 1 2 1 3 1 2 4 1 2 3( )f x b b x x b x x x x b x x x x x x            (E6.4-1) 

 

ดังนั้นชุดขอมูลที่ใชในการคำนวณสามารถแบงออกไดเปน 2 กรณ ีดังนี ้

กรณีที่ 1 เลือกชุดขอมูลที่ความเขมขนของออกซิเจนเปน 14.621 11.843 9.870 8.418 

แทนคาสมการหาคา 1b  2b  3b และ 4b  

1 1( ) 0b f x    

     2 1
2 2 1

2 1

8 0
, 2.8797

11.843 14.621

f x f x
b f x x

x x

 
    

 
 

     3 2 2 1
3 3 2 1

3 1

, , 4.0547 2.8797
, , 0.2473

9.87 14.621

f x x f x x
b f x x x

x x

  
   

 
 

     4 3 2 3 2 1
4 4 3 2 1

4 1

, , , , 0.4248 0.2473
, , , 0.028615

8.418 14.621

f x x x f x x x
b f x x x x

x x

 
    

 
 

และแทนคา 1b  2b  3b และ 4b ลงในสมการ (E6.4-1) ไดเปนสมการ (E6.4-2) 

    
   

3( ) 0 2.8797 14.621 (0.2473) 14.621 11.843

( 0.028615) 11.843 14.621 9.870

f x x x x

x x x

     

    
  (E6.4-2) 

เมื่อแทนคาความเขมขนของออกซิเจนเปน 10 mg/L จะไดอุณหภูมิน้ำทะเลดงันี้  

    
   

3( ) 0 2.8797 10 14.621 (0.2473) 10 14.621 10 11.843

( 0.028615) 10 11.843 10 14.621 10 9.870

f x      

    
 

3( ) 15.3815f x   oC 

 

กรณีที่ 2 เลือกชุดขอมูลที่ความเขมขนของออกซิเจนเปน 11.843 9.870 8.418 และ 7.305 

แทนคาสมการหาคา 1b  2b  3b และ 4b  

1 1( ) 8b f x    

     2 1
2 2 1

2 1

16 8
, 4.0547

9.870 11.843

f x f x
b f x x

x x

 
    

 
 

     3 2 2 1
3 3 2 1

3 1

, , 5.5096 4.0547
, , 0.4248

8.418 11.843

f x x f x x
b f x x x

x x

  
   

 
 

     4 3 2 3 2 1
4 4 3 2 1

4 1

, , , , 0.6543 0.4248
, , , 0.0506

7.305 11.843

f x x x f x x x
b f x x x x

x x

 
    

 
 

และแทนคา 1b  2b  3b  และ 4b  ลงในสมการ (E6.3-1) ไดเปนสมการ (E6.3-3) 
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3( ) 8 4.0547 11.843 (0.4248) 11.843 9.870

( 0.0506) 11.843 9.870 8.418

f x x x x

x x x

      

   
 

เมื่อแทนคาความเขมขนของออกซิเจนเปน 10 mg/L จะไดอุณหภูมิน้ำทะเลดังนี้  

   
   

3( ) 8 4.0547 10 11.843 (0.4248)(10 11.843) 10 9.870

( 0.0506) 10 11.843 10 9.870 10 8.418

f x       

   
 

3( ) 15.3902f x   oC 

 

จากการคำนวณทั้งสองกรณสีามารถสรุปไดดังตารางที่ E6.3-3  

 

ตารางที่ E6.3-3 สรุปผลกาณคำหาคาคงที่ในดวยวิธีการประมาณคาในชวงแบบสมการพหุนามกำลังสามของ

นิวตันทั้งสองกรณี  

ix  ( )if x  First Second Third 

14.621 0 -2.8797 0.2473 -0.0286 

11.843 8 -4.0547 0.4248 -0.0506 

9.870 16 -5.5096 0.6543  

8.418 24 -7.1878   

7.305 32    

 

 อุณหภูมิท่ีความเขมขนของออกซิเจนเปน 10.000 mg/L ดวยวิธีการประมาณคาในชวงแบบสมการพหุ

นามกำลังสามของนิวตัน คือ 15.3815 oC สำหรับกรณีใชขอมูล 3 จุดแรก และ 15.3902 oC สำหรับกรณีใช

ขอมูล 3 จุดถัดมา 

6.4 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของลากรานจ 

 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามของลากรานจ (Lagrange Interpolating Polynomial) 

มีสูตรทั่วไปดังสมการ (6.5)  

i
0

(x) ( ) (x )
n

n
i

f Li x f


           (6.5) 

เมื่อ 
0
1

( )
n

j
i

j i j
j

x x
L x

x x





  

6.4.1 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการเสนตรงของลากรองจ 

 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการเสนตรงของลากรองจเมื่อ n เทากับ 1 ดังนั้นเมื่อแทนคาลงใน

สมการ (6.5) จะไดเปนสมการ (6.6)  
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1 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x L x f x L x f x          (6.6) 

ในรูปที่ 6.5 แสดงหลักการหาการประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการเสนตรงของลากรองจ จากรูปที่ 6.5 

พบวา 1( )L x เทากับ 1 ที่จุด x เทากับ x1 และ 1( )L x เทากับ 0 ที่จุด x เทากับ x2 จากรูปแบบสมการเสนตรง 

1( )L x mx c  เมื่แทนคา 1( )L x เทากับ 1 ที่จุด x เทากับ x1 และ 1( )L x เทากับ 0 จะไดเปน 11 mx c   

และ 20 mx c  เมื่อแกสมการเพ่ือหาคา m และ c จะไดดังนี ้

1 2

1
m

x x



และ 2

1 2

x
c

x x
 


ดังนั้นเมื่อแทนคา m และ c จะไดดังสมการ (6.7) 

2 2
1

1 2 1 2 1 2

( )
x x xx

L x
x x x x x x


  

  
         (6.7) 

ในขณะที่ 2( )L x เทากับ 0 ที่จุด x เทากับ x1 และ 2( )L x เทากับ 1 ที่จุด x เทากับ x2 ซึ่งสามารถ

พิสูจนเชนเดียวกับ 1( )L x ดังนั้น 2( )L x ทีจุ่ด x ใดๆ สามารถเชียนไดดังสมการ (6.8) 

1
2

2 1

( )
x x

L x
x x





 

ดังนั้นสมการ (6.6) สามารถเขียนใหมไดเปนสมการ (6.9) 

2 1
1 1 1 2 2 1 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x

f x L x f x L x f x f x f x
x x x x

 
   

 
    (6.9) 

 
รูปท่ี 6.5 รูปประกอบหลักการหาคา 1( )L x และ 2( )L x  

ที่มา: Chapra (2010) 

6.4.2 การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามกำลังสองของลากรองจ 

 สมการพหุนามกำลังสองของลากรองจสามารถเขียนในรูปทั่วไปไดดังนี ้

2 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )f x L f x L f x L f x    
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เมื่อ 1L  2L  และ 3L เปนคาสัมประสิทธิ์การถวงน้ำหนักเชิงเสนตรงของลากรองจ ดังนั้น 

   
  

2 3
1

1 2 1 3

x x x x
L

x x x x

 


 
  

  
  

1 3
2

2 1 2 3

x x x x
L

x x x x

 


 
 

  
  

1 2
3

3 1 3 2

x x x x
L

x x x x

 


 
 

ตัวอยาง 6.5 จงหาอุณหภูมิที่ความเขมขนของออกซิเจนเปน 10.000 mg/L ดวยวิธีสมการพหุนามกำลังสอง

ของลากรองจ โดยใชขอมูลในตารางท่ี E6.5-1 

ตารางที่ E6.5-1 ความเขมขนของปริมาณออกซิเจนที่ละลายในน้ำทะเลที่อุณหภูมติางๆ  

อุณหภูมิน้ำทะเล, oC 0 8 16 24 32 

ความเขมขน O2, mg/L 14.621 11.843 9.870 8.418 7.305 

 

วิธีทำ 

การประมาณคาในชวงดวยวิธีสมการพหุนามกำลังสองของลากรองจดังสมการ (E6.5-1)  

2 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )f x L f x L f x L f x          (E6.5-1) 

 

เนื่องจากจุดที่ตองการทราบของมูลคืออุณหภูมิน้ำทะเลที่ความเขมขนของออกซิเจนเปน 10.000 

mg/L ซึ่งจะเห็นวาเปนจุดที่อยูระหวางความเขมขนของออกซิเจนเปน 11.843 และ 9.870 mg/L แตเนื่องจาก

การประมาณคาดวยสมการพหุนามกำลังสองของลากรองจจำเปนตองใชขอมูลประกอบการคำนวณ 3 จุด 

ดังนั้นสามารถแบงไดออกเปน 2 กรณีคอื 

 

1. เลือกจุดที่ความเขมขนออกซิเจนเปน 14.621 11.843 และ 9.870 mg/L ตามลำดับ 

 

ความเขมขน O2, mg/L 14.621 11.843 9.870 

อุณหภูมิน้ำทะเล, oC 0 8 16 

 

   
   

  
  

2 3
1

1 2 1 3

11.843 9.870

14.621 11.843 14.621 11.843

x x x x x x
L

x x x x

   
 

   
 

  
  

1 3
2

2 1 2 3

( 14.621)( 9.870)

(11.843 14.621)(11.843 9.870)

x x x x x x
L

x x x x

   
 

   
 

  
  

1 2
3

3 1 3 2

( 14.621)( 11.843)

(9.870 14.621)(9.870 11.843)

x x x x x x
L

x x x x
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เมื่อแทน ความเขมขนออกซิเจนเปน 10 mg/L 

1

(10.000 11.843)(10.000 9.870)
0.0179

(14.621 11.843)(14.621 9.870)
L

 
  

 
 

2

(10.000 14.621)(10.000 9.870)
0.1096

(11.843 14.621)(11.843 9.870)
L

 
 

 
 

3

(10.000 14.621)(10 11.843)
0.9086

(9.870 14.621)(9.870 11.843)
L

 
 

 
 

เมื่อ 1( ) 0f x   2( ) 8f x   และ 3( ) 16f x   แทนคาตางๆ  

 

2 ( ) ( 0.0179)(0) (0.1096)(8) (0.9086)(16) 15.14f x          

 

ดังนั้น อุณหภูมเิปน 15.41 oC จะมคีวามเขมขนออกซิเจนที่ละลายในน้ำทะเลเทากับ 10 mg/L  

 

2. เลือกจุดที่ความเขมขนออกซิเจนเปน 11.843 9.870 และ 8.418 mg/L ตามลำดับ 

 

ความเขมขน O2, mg/L 11.843 9.870 8.418 

อุณหภูมิน้ำทะเล, oC 8 16 24 

 

  
  

  
  

2 3
1

1 2 1 3

9.870 8.418

11.843 9.870 11.843 8.418

x x x x x x
L

x x x x

   
 

   
 

   
  

1 3
2

2 1 2 3

( 11.843)( 8.418)

(9.870 11.843)(9.870 8.418)

x x x x x x
L

x x x x

   
 

   
 

  
  

1 2
3

3 1 3 2

( 11.843)( 9.870)

(8.418 11.843)(8.418 9.870)

x x x x x x
L

x x x x

   
 

   
 

เมื่อแทน ความเขมขนออกซิเจนเปน 10 mg/L 

1

(10.000 9.870)(10.000 8.418)
0.0304

(11.843 9.870)(11.843 8.418)
L

 
 

 
 

2

(10.000 11.843)(10.000 8.418)
1.0177

(9.870 11.843)(9.870 8.418)
L

 
 

 
 

3

(10.000 11.843)(10 9.870)
0.0481

(8.418 11.843)(8.418 9.870)
L

 
  

 
 

เมื่อ 1( ) 8f x   2( ) 16f x   และ 3( ) 24f x   และแทนคาตางจะไดดังนี ้

2 ( ) (0.0304)(8) (1.0177)(16) ( 0.0481)(24) 15.372f x       

ดังนั้น ความเขมขนออกซิเจนที่ละลายในน้ำทะเลเทากับ 10 mg/L จะมีอุณหภูมิเปน 15.372 oC   
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6.5 การประมาณคาในชวงดวย Spline  

 การประมาณคาในชวงดวย Spline เปนการสรางสมการพหุนามโดยอาศัยขอมูลทั้งหมดมาสรางเปน

สมการ ซึ่งในแตละชวงจะมีสมการพหุนาม 1 สมการ ดังนั้นถามีขอมูลจำนวน n ขอมูล จะมีสมการพหุนาม n-1 

สมการ  

6.5.1 การประมาณคาในชวงดวย Spline ดวยสมการเสนตรง 

 การประมาณคาในชวงดวย Spline ดวยสมการเสนตรง โดยแตละจุดของขอมูลเชื่อมกันเปนเสนตรง 

ซึ่งสามารถเขียนแทนดวยสมการดังตอไปนี ้

( ) ( )i i i iS x a b x x    

เมื่อ ( )i ia f x  และ 1

1

( ) ( )i i
i

i i

f x f x
b

x x








ดังนั้น 

1

1

( ) ( )
( ) ( ) ( )i i

i i i
i i

f x f x
S x f x x x

x x





  


 

 
ตัวอยางที่ 6.6 จากขอมูลในตารางที่ E6.6-1 จงหาคาของ y เมื่อคาของ x เทากับ 350 ดวย Spline แบบ

เสนตรงในการประมาณคาในชวง 

ตารางที่ E6.6-1 ขอมูลประกอบตัวอยางที่ 6.6 

x 300 400 500 

y 0.616 0.525 0.457 

วิธีทำ 

เนื่องจากมีจำนวนขอมูล 3 จุด ดังนั้นจำนวนสมการเสนตรงจะมีทั้งหมด 2 สมการ คือ 

เมื่อ 300 400x   

2 1
1 1 1

2 1

( ) ( ) 0.525 0.616
( ) ( ) ( ) 300 ( 300)

400 300

f x f x
S x f x x x x

x x

 
      

 
 

เมื่อ 400 500x   

3 2
2 2 2

3 2

( ) ( ) 0.457 0.525
( ) ( ) ( ) 400 ( 400)

500 400

f x f x
S x f x x x x

x x

 
      

 
  

เนื่องจากตองการหาคาของ y ที่ x เทากับ 350 ดังนั้นจำเปนตองใชสมการของ 1( )S x  

 

6.5.2 การประมาณคาในชวงดวย Spline ดวยสมการพหุนามกำลังสอง 

 การประมาณคาในชวงดวย Spline ดวยสมการพหุนามกำลังสอง โดยแตละจุดของขอมูลเชื่อมกันเปน

สมการพหุนามกำลังสอง ซึ่งสามารถเขียนแทนดวยสมการ (6.11) ดังรูปที่ 6.6 
2( ) ( ) ( )i i i i i iS x a b x x c x x            (6.10) 
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รูปท่ี 6.6 การประมาณคาในชวงดวย Spline แบบสมการกำลังสอง 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

 จากรูปที่ 6.6 เมื่อมีจำนวนขอมูล n  จุด ดังนั้นจะมีจำนวนชวงเทากับ 1n   ซึ่งแตละชวงจะตองมี

สมการพหุนามกำลังสอง 1 สมการ ดังนั้นจำนวนสมการพหุนามทั้งหมด 1n   สมการ จากสมการ (6.10) จะ

เห็นวาใน 1 สมการ มีจำนวนตัวแปร 3 ตัวแปร คอื a b และ c ทำใหมีจำนวนตัวแปรท้ังหมดเทากับ 3( 1)n

ตัวแปร เพ่ือหาคาของตัวแปรทั้งหมดไดดังนี้ 

ขั้นที่ 1 ฟงกชันจะตองผานทุกจุด และมีความตอเนื่องกัน 

เมื่อแทนจุด  , ( )i ix f x ลงในสมการ (6.10) 
2( ) ( ) ( )i i i i i i i if x a b x x c x x      

ดังนั้น ( )i ia f x  ซึ่งเมื่อแทนคาลงในสมการ (6.10) จะทำใหสมการกลายเปน (6.11) 
2( ) ( ) ( ) ( )i i i i i iS x f x b x x c x x            (6.11) 

ในขั้นที่ 1 จะทำใหจำนวนตัวแปรลดลงเหลือ 2( 1)n  

 

ขั้นที่ 2 ฟงกชันท่ีอยูติดกันจะตองมีคาเทากันที่จุดเชื่อมภายใน (Interior knots)  

ดังนั้น 1 1 1( ) ( )i i i iS x S x   ดังสมการ (6.12) 
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i i i i if x b x x c x x f x b x x c x x                  
2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i if x b x x c x x f x             (6.12) 

ซึ่งในข้ันนี้จะมีเงื่อนไขทั้งหมด 1n   ดังนั้นจำนวนเงือ่นไขจะเหลือเปน 2( 1) 1 1n n n     เงื่อนไข 

สมมุติให 1i i ih x x  ดังนั้นสามารถเชียนสมการ (6.12) เปนสมการ (6.13) 

  
 

 
 

 

 

 

 

      

   

Interval Interval Interval 
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2
1( ) ( )i i i i i if x b h c h f x            (6.13) 

 

ขั้นที่ 3 อนุพันธอันดับ 1 ของฟกงชัน ท่ีอยูติดกันตองเทากันที่จุดเชื่อมภายใน 1' ( ) ' ( )i iS x S x  

ดังนั้น ' ( ) 2 ( )i i i iS x b c x x    ทำให 1 1 1' ( ) ' ( )i i i iS x S x   ดังสมการ (6.14) 

1 1 1 1 12 ( ) 2 ( )i i i i i i i ib c x x b c x x          

1 12 ( )i i i i ib c x x b     หรือ 12i i i ib c h b         (6.14) 

ซึ่งในข้ันนี้จะมีเงื่อนไขทั้งหมด 2n   ดังนั้นจำนวนเงื่อนไขจะเหลือเปน 1 ( 2) 1n n    เงื่อนไข 

 

ขั้นที่ 4 สมมุติใหคาคงที่ 1 0c   ซึ่งจะทำใหฟงกชัน 1( )S x เปนสมการเสนตรง 

 

ตัวอยางที่ 6.7 ในการวัดอุณหภูมิตามระยะทางของการระบายความรอนของแผนครีบรูปรางสี่เหลี่ยมใหผลการ

ทดลองดังตารางที่ E6.7-1 จงหาระยะทางที่มีอุณหภูมิเปน 400 oC ดวยวิธีการประมาณคาในชวงดวย Spline 

แบบสมการกำลังสอง 

 

ตารางที่ E6.7-1 ผลการทดลองการวัดอุณหภูมิตามระยะทางของการระบายความรอนของแผนครีบรูปราง

สี่เหลี่ยม 

x, m 0.025 0.050 0.075 0.100 
T, oC 461 425 393 363 

วิธีทำ 

 เนื่องจากโจทยกำหนดหาระยะทางที่มีอุณหภูมิเปน 400 oC ดังนั้นจำเปนตองจัดตารางใหมดังตารางท่ี 

E6.7-2 

ตารางที่ E6.7-2 ตารางประกอบการคำนวณตัวอยาง 6.7 

T, oC 461 425 393 363 

x, m 0.025 0.050 0.075 0.100 

 

 เนื่องจากจำนวนขอมูลมีทั้งหมด 4 จุด ดังนั้นจะมีจำนวนสมการทั้งหมด 3 สมการดังนี ้
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 461) ( 461)S T a b T T c T T a b T c T           
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( 425) ( 425)S T a b T T c T T a b T c T           
2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( 393) ( 393)S T a b T T c T T a b T c T           

 

ขั้นที่ 1. เนื่องจาก ( )i ia f x   

ดังนั้น  1 1( ) 0.025a f x   
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 2 2( ) 0.050a f x   

 3 3( ) 0.075a f x   

ดังนั้นไดเปนสมการใหมคือ 
2 2

1 1 1 1 1 1( ) ( 461) ( 461) 0.025 ( 461) ( 461)S T a b T c T b T c T           
2 2

2 2 2 2 2 2( ) ( 425) ( 425) 0.050 ( 425) ( 425)S T a b T c T b T c T           
2 2

3 3 3 3 3 3( ) ( 393) ( 393) 0.075 ( 393) ( 393)S T a b T c T b T c T           

 

ขั้นที่ 2 

จาก 2
1( ) ( )i i i i i if x b h c h f x      

เมื่อ 

1 425 461 36h      ดังนั้น 2
1 10.025 ( 36) ( 36) 0.050b c      

2 393 425 32h      ดังนั้น 2
2 20.050 ( 32) ( 32) 0.075b c      

3 363 393 30h      ดังนั้น 2
3 30.075 ( 30) ( 30) 0.100b c      

 

ขั้นที่ 3 

จาก 12i i i ib c h b    

เมื่อ 

1 36h    ดังนั้น 1 1 22 ( 36)b c b    

2 32h    ดังนั้น 2 2 32 ( 32)b c b    

 

ขั้นที่ 4 เม่ือ 1 0c   ดังนั้น  

1 1( ) 0.25 ( 461)S T b T    

แทนคาจุด (425,0.050)  ลงในสมการเพ่ือหาคา 1b   

10.050 0.25 (425 461)b    

4
1

0.050 0.025
6.944 10

425 461
b x 
  


 

ดังนั้นฟงกชัน 4
1( ) 0.25 6.944 10 ( 461)S T x T    

จาก 1 1 22 ( 36)b c b    หรือ 4
2 1 6.944 10b b x     

จาก  
2

2 20.050 ( 32) ( 32) 0.075b c     หรือ 2 232 1024 0.025b c    

ดังนั้น 52
2

0.025 32
4.611 10

1024

b
c x 
   

ดังนั้น ฟงกชัน 4 5 2
2 ( ) 0.050 6.944 10 ( 425) 4.611 10 ( 425)S T x T x T       
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จาก 2 2 32 ( 32)b c b    ดังนั้น  
4 5 3

3 2 264 6.944 10 64 4.611 10 3.645 10b b c x x x x          

และ 

3 330 900 0.025b c    ดังนั้น 
3

53
3

0.025 30 0.025 30 ( 3.645 10 )
9.372 10

900 900

b x x
c x


  

     

ดังนั้น ฟงกชัน 3 5 2
3 ( ) 0.075 3.645 10 ( 393) 9.372 10 ( 393)S T x T x T       

 

เนื่องจากระยะทางที่อุรหภูมิ 400 oC ดังนั้นเลือกใชฟงกชัน 2 ( )S T ในการคำนวณ 
4 5 2

2 ( ) 0.050 6.944 10 (400 425) 4.611 10 (400 425) 0.0961725S T x x        

 

6.5.3 การประมาณคาในชวงดวย Spline ดวยสมการพหุนามกำลังสาม 

 การประมาณคาในชวงดวย Spline ดวยสมการพหุนามกำลังสาม มีรูปแบบสมการดังสมการ (6.15)  
2 3( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i iS x a b x x c x x d x x            (6.15) 

ซึ่งมีหลักการเหมือนการประมาณคาในชวงดวย Spline แบบสมการพหุนามกำลังสอง จำนวนตัวแปรที่ตองหา

คือ 4( 1)n  และมีข้ันตอนในการหาตัวแปรตางๆ ดังนี ้

 

ขั้นที่ 1 ฟงกชันจะตองผานทุกจุด และมีความตอเนื่องกัน 

เมื่อแทนจุด  , ( )i ix f x ลงในสมการ (6.15) 
2 3( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i if x a b x x c x x d x x        

ดังนั้น ( )i ia f x  ซึ่งเม่ือแทนคาลงในสมการ (6.15) จะทำใหสมการกลายเปน (6.16) 
2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i iS x f x b x x c x x d x x            (6.16) 

ในขั้นที่ 1 จะทำใหจำนวนตัวแปรลดลงเหลือ 3( 1)n  

 

ขั้นที่ 2 ฟงกชันท่ีอยูติดกันจะตองมีคาเทากันท่ีจุดเชื่อมภายใน (Interior knots)  

ดังนั้น 1 1 1( ) ( )i i i iS x S x   ดังสมการ (6.17) 
2 3

1 1 1

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

f x b x x c x x d x x

f x b x x c x x d x x

  

         

     

      
 

2 3
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i if x b x x c x x d x x f x              (6.17) 

ซึ่งในข้ันนี้จะมีเงื่อนไขทั้งหมด 1n   ดังนั้นจำนวนเงื่อนไขจะเหลือเปน 3( 1) ( 1) 2( 1)n n n     เงื่อนไข 

สมมุติให 1i i ih x x  ดังนั้นสามารถเชียนสมการ (6.17) เปนสมการ (6.18) 
2 3

1( ) ( )i i i i i i i if x b h c h d h f x            (6.18) 
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ขั้นที่ 3 อนุพันธอันดับ 1 ของฟงกชัน ที่อยูติดกันตองเทากันที่จุดเชื่อมภายใน 1' ( ) ' ( )i iS x S x  

ดังนั้น 2
1' ( ) 2 ( ) 3 ( )i i i i i i iS x b c x x d x x      ทำให 1 1 1' ( ) ' ( )i i i iS x S x   ดังสมการ (6.19) 

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 12 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( )i i i i i i i i i i i i i ib c x x d x x b c x x d x x                  

2
1 1 12 ( ) 3 ( )i i i i i i i ib c x x d x x b        หรือ 2

12 3i i i i i ib c h d h b       (6.19) 

 

ซึ่งในข้ันนี้จะมีเงื่อนไขทั้งหมด 2n   ดังนั้นจำนวนเงื่อนไขจะเหลือเปน 2( 1) ( 1) 1n n n     เงื่อนไข 

 

ขั้นที่ 4 อนุพันธอันดับ 2 ของฟงกชัน ที่อยูติดกันตองเทากันที่จุดเชื่อมภายใน 1'' ( ) '' ( )i iS x S x  

ดังนั้น 1'' ( ) 2 6 ( )i i i i iS x c d x x    ทำให 1 1 1'' ( ) '' ( )i i i iS x S x   ดังสมการ (6.20) 

1 1 1 1 12 6 ( ) 2 6 ( )i i i i i i i ic d x x c d x x          

1 12 6 ( ) 2i i i i ic d x x c     หรือ 13i i i ic d h c        (6.20) 

 

ขั้นที่ 5 กำหนดใหจุดเริ่มตน คาอนุพันธอันดับสองเทากับ 0 หรือ 1 1'' ( ) 0S x    

1 1 1 1 1'' ( ) 2 6 ( ) 0S x c d x x     

ดังนั้น 1 0c   

 

ขั้นที่ 6 กำหนดใหจุดสุดทายเริ่มตน คาอนุพันธอันดับสองเทากับ 0 หรือ กำหนดให 1'' ( ) 0n nS x    

1 1 12 6 ( ) 0n n n nc d x x      และ 1 1 12 6 ( ) 2n n n n nc d x x c      

ดังนั้น 0nc   

เพื่อหาคาของ ic  

จาก 13i i i ic d h c   หรือ 
 1

3
i i

i
i

c c
d

h
 

  

แทนคาลงในสมการ 2 3
1( ) ( )i i i i i i i if x b h c h d h f x      

 12 3
1( ) ( )

3
i i

i i i i i i i
i

c c
f x b h c h h f x

h





     

 
2

1 1( ) 2 ( )
3
i

i i i i i i

h
f x b h c c f x      

และจาก  
2

12 3i i i i i ib c h d h b     

แทนคา  1 / 3i i i id c c h   

 1 2
12 3

3
i i

i i i i i
i

c c
b c h h b

h





    

ไดเปน  1 12i i i i i i ib c h c c h b      
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 1 1i i i i ib c c h b     

ดังนั้น 

 1
1

( ) ( )
2

3
i i i

i i i
i

f x f x h
b c c

h





    

ดังนั้น 

 1
1 1

1

( ) ( )
2

3
i i i

i i i
i

f x f x h
b c c

h


 



    

และ 

 1 1 1i i i i ib b h c c      

  1 1 1
1 1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3i i i i

i i i i i i i
i i

f x f x f x f x
h c h h c h c

h h
  

   


 
      

1

21 1 2 2 3 2 2 1

2 2 3 3 4 3 3 2

12 2 1 1 1 1 2

1 0

2( ) 3( [ , ] [ , ])

2( ) 3( [ , ] [ , ])

2( ) 3( [ , ] [ , ])

1 0
nn n n n n n n n

n

c

ch h h h f x x f x x

h h h h f x x f x x

ch h h h f x x f x x

c
      

    
                  

           
         

 

 

ตัวอยาง 6.8 เมื่อทำการทดลองหาคา vz กับระยะทาง x ใหขอมูลดังตารางที่ E6.8-1 จงประมาณความเร็ว vz 

ที่ x เทากับ 1.0 mm ดวยวิธีการประมาณคาในชวงดวย Spline ดวยสมการพหุนามกำลังสาม 

ตารางที่ E6.8-1 การทดลองหาคา vz กับระยะทาง x 

x (m) 0.00 4x10-4 8x10-4 12x10-4 16x10-4 

vz (m/s) 8.04x10-2 5.14x10-2 2.89x10-2 1.29x10-2 3.21x10-3 

วิธีทำ 

เนื่องจากมีชุดขอมูลจำนวน 5 ขอมูล ดังนั้นจากสมการพหุนามกำลังสามตองมีจำนวน 4 สมการ ดังนี ้
2 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( 0) ( 0) ( 0)zv x a b x x c x x d x x a b x c x d x               
4 4 2 4 3

2 2 2 2 2( ) ( 4 10 ) ( 4 10 ) ( 4 10 )zv x a b x c x d x             
4 4 2 4 3

3 3 3 3 3( ) ( 8 10 ) ( 8 10 ) ( 8 10 )zv x a b x c x d x             
4 4 2 4 3

4 4 4 4 4( ) ( 12 10 ) ( 12 10 ) ( 12 10 )zv x a b x c x d x             

 

ขั้นที่ 1  

ดังนั้นสามารถหาคาของ ic  โดยใชเมทริตดังตอไปนี ้
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1

21 1 2 2 3 2 2 1

32 2 3 3 4 3 3 2

43 3 4 4 5 4 4 3

1 0 0 0 0 0

2( ) 0 0 3( [ , ] [ , ])

0 2( ) 0 3( [ , ] [ , ])

0 0 2( ) 3( [ , ] [ , ])

0 0 0 0 1 0n

c

ch h h h f x x f x x

ch h h h f x x f x x

ch h h h f x x f x x

c

    
                  

           
         

 

1i i ih x x   และ   1
1

1

( ) ( )
, i i

i i
i i

f x f x
f x x

x x









 

ดังนั้น 
4 4

1 2 1 4 10 0 4 10h x x          
4 4 4

2 3 2 8 10 4 10 4 10h x x            
4 4 4

3 4 3 12 10 8 10 4 10h x x            
4 4 4

4 5 4 16 10 12 10 4 10h x x            

 
2 2

2 1
2 1 4

2 1

( ) ( ) 5.14 10 8.04 10
, 72.5

4 10 0

f x f x
f x x

x x

 



   
   

  
 

 
2 2

3 2
3 2 4 4

3 2

( ) ( ) 2.89 10 5.14 10
, 56.25

8 10 4 10

f x f x
f x x

x x

 

 

   
   

   
 

 
2 2

4 3
4 3 4 4

4 3

( ) ( ) 1.29 10 2.89 10
, 40

12 10 8 10

f x f x
f x x

x x

 

 

   
   

   
 

 
3 2

5 4
5 4 4 4

5 4

( ) ( ) 3.21 10 1.29 10
, 24.225

16 10 12 10

f x f x x x
f x x

x x

 

 

 
   

   
 

และ 

   3 2 2 13 [ , ] [ , ] 3 56.25 ( 72.50) 48.750f x x f x x       

   4 3 3 23 [ , ] [ , ] 3 40.00 ( 56.25) 48.750f x x f x x       

   5 4 4 33 [ , ] [ , ] 3 24.225 ( 40.0) 47.325f x x f x x       

 

แทนคาตางๆ ลงในเมทริกต ไดเมทริกตดังนี ้

1

2

3

4

5

1 0 0 0 0 0

0.0004 0.0016 0.0004 0 0 48.750

0 0.0004 0.0016 0.0004 0 48.750

0 0 0.0004 0.0016 0.0004 47.325

0 0 0 0 1 0

c

c

c

c

c

    
    
            

     
     
         

 

เม่ือแกเมทริกตจะไดคาของ c  ดังนี ้

1 0c   

2 26052.4554c   

3 17665.1786c   
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4 25161.8304c   

5 0c   

ขั้นที่ 2 หาคาของ d  จาก 
 1

3
i i

i
i

c c
d

h
 

   

ดังนั้น 

   
 

2 1
1 4

1

3
026052.4554

21,710,379.
1

4
3 3 4 0

64
c c

d
h 

 
  


 

   
 

3 2
2 4

2

26161.
4

4

1
9

836 04.

3 3

7 65 1786
6,98 ,397.32

10
1

c c
d

h 

 
  


  

   
 

4 3
3 4

3

25161.8304 17665
46, 247,209.8

.1786
2

3 3 4 10
1

c c
d

h 

 
  


 

   
 

5 4
4 4

4

0 25161.8304

3 3
320,968,191

4
.9

1
6

0
4

c c
d

h 

 
  


  

 

ขั้นที่ 3 หาคาของ b  จาก  1
1

( ) ( )
2

3
i i i

i i i
i

f x f x h
b c c

h





     

ดังนั้น 

    
2 2 4

2 1 1
1 1 2 4

1

( ) ( ) 5.14 10 8.04 10 4 10
2 2 0

3 4 1
26052

0
. 5

3
45 4

f x f x h
b c c

h

  



    
      


 

1 75.9737b    

    
2 2 4

3 2 2
2 2 3 4

2

2 26052.4554 17665.
( ) ( ) 2.89 10 5.14 10 4 10

2
3 4 1

178
0 3

6
f x f x h

b c c
h

  



    
     




2 65.5527b   

    
2 2 4

4 3 3
3 3 4 4

3

2 17665.1786 25161.
( ) ( ) 1.29 10 2.89 10 4 10

2
3 4 1

830
0 3

4
f x f x h

b c c
h

  



    
     




3 48.0656b    

    
3 2 4

5 4 4
4 4 5 4

4

( ) ( ) 3.21 10 1.29 10 4 10
2

3 4 10
2 25161.8304

3
0

f x f x h
b c c

h

  



    
     


 

4 30.9348b    

ขั้นที ่4 หาคาของ a จาก ( )i ia f x  
2

1 1( ) 8.04 10a f x     
2

2 2( ) 5.14 10a f x     
2

3 3( ) 2.89 10a f x     
2

4 4( ) 1.29 10a f x     
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เมื่อแทนคาตัวแปรทั้งหมดไดเปนสมการดังตอไปนี ้
2 3

1( ) 8.04 10 75.9 21710379.4643737zv x x x    เมื่อคา x อยูระหวาง 40 4 10x    m 
-2 4 4 2 4 3

2 65.5527 26052.( ) 5.14 10 ( 4 10 ) ( 4 14554 6989397.0 ) ( 4 103214 )zv x x x x x x x x        

เมื่อคา x อยูระหวาง 4 44 10 8 10x x x   m  
-2 4 4 2 4 3

3 48.0656 17665.( ) 2.89 10 ( 8 10 ) ( 8 11786 6247209.0 ) ( 8 108214 )zv x x x x x x x x        

เมื่อคา x อยูระหวาง 4 48 10 12 10x x x   m 
2 4 4 2 4 3

4 30.9348 25161.8( ) 1.29 10 ( 12 10 ) ( 12 1304 20968191.0 ) 12 10 )9643(zv x x x x xxx x         

เมื่อคา x อยูระหวาง 4 412 10 16 10x x x   m 

เนื่องจาก ตองการหาคาของความเร็วในแนวแกน x  ที่ x  เทากับ 1.0 mm หรือ 410 10x  ดังนั้นใชสมการของ 

3( )zv x  

     
 

-2 3 4 3 4 2
3

3 4 3

48.0656 17665.1( ) 2.89 10 (10 8 10 ) (10 8 1786

6247209.821

0

4

)

(10 8 10 )

zv x    

 

       

  


 

3
20.02004346 2.0043 10( )zv x x  m/s 
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6.6 การบาน 

HM6.1 ผลการทดลองเวลาครึ ่งชีวิต ( 1/2t ) ที่ความเขมขนเริ ่มตนของสาร A ตางๆ ดังตารางที่ HM6.1-1 

สำหรับปฏิกิริยา A  B + 2C  

ตารางที่ HM6.1-1 ผลการทดลองเวลาครึ่งชีวิต ( 1/2t ) ที่ความเขมขนเริ่มตนของสาร A ตางๆ  

1/2t  (min) 8.03 8.62 9.26 9.49 8.43 

0AC  (mol/L) 0.2476 0.1944 0.162 0.1069 0.0745 

 

จงประมาณคาเวลาครึ่งชีวิตถาความเขมขนเริ่มตนของสาร A เทากับ 0.185 mol/L 

วิธีการ third-order newton’s interpolation  

วิธีการ Lagrange interpolating polynomial เมื่อใช second-order  

วิธีการ Cubic splines  

 

HM6.2 อัตราการเจริญเติบโตของจุลินทรีย (Y, mg/L-day) เมื่อทำการปรับความเขมขนของสารอาหารตางๆ 

(C, mg/L) ใหผลการทดลองดังตารางท่ี HM6.2-1 

ตารางที่ HM6.2-1 อัตราการเจริญเติบโตของจุลินทรียที่ความเขมขนของสารอาหารตางๆ 

C , mg/L 0.5 0.8 1.5 2.5 4 

Y , mg/L-day 1.1 2.4 5.3 7.6 8.9 

จงหาอัตราการเจริญเติบโตของจุลินทรียเม่ือความเขมขนของสารอาหารเทากับ 1.0 mg/L ดวย 

วิธีสมการพหุนาม 

วิธีการ forth-order newton’s interpolation  

วิธีการ Lagrange interpolating polynomial เมื่อใช second-order และ first-order  

 

HM6.3 Xunjun Chen (2015) ไดศึกษาการดูดซับ phosphate เมื่อใชตัวตัวดูดซับ mesoporous MCM-41 

ชนิดท่ีมีกรดอะมิโนจำนวน 10 % ที่จับกับ Fe(III) ใหผลการทดลองดังตารางท่ี HM6.3-1 

ตารางที่ HM6.3-1 ความเขมขนของ phosphate ที่สมดุลกับปริมาณ phosphate ที่ถูกดูดซับบนตัวดูดซับ 

eC , mg phosphate/L 0.061 0.023 0.35 2.45 16.43 44.40 

eq , mg phosphate/g 0.93 1.91 8.56 17.18 19.74 20.91 

จงหาความเขมขนของ phosphate ที่สมดุลเมื่อปริมาณ phosphate ที่ถูกดูดซับบนตัวดูดซับเทากับ 

18 mg phosphate/g ดวยวิธีการ Cubic splines  
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แผนการสอน สัปดาหที่ 10 

หัวขอการสอน 

บทที่ 7 การประมาณคาอินทิกรัล 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับปญหาที่จำเปนตองหาคาอินทิกรัล 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาพื้นที่ใตกราฟดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมู 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสัน 

4. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาพื้นที่ดวยวิธีริชารดสัน 

5. เพ่ือใหนิสติเขาใจการหาคาอินทิกรัลสองชั้น 

เนื้อหา 

1. บทนำ 

2. การหาพื้นที่ใตกราฟดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหม ู

3. การหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสัน 

4. การหาพื้นที่ดวยวิธีริชารดสัน 

5. การหาคาอินทิกรัลสองชั้น 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาท ี

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล  
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บทที่ 7 การประมาณคาอินทิกรัล 

7.1 บทนำ 

 การคำนวณทางวิศวกรรมเคมีหร ือทางวิศวกรรมมักจะอธิบายอยู ในรูปสมการเชิงอนุพันธ เชน 

แบบจำลองทางคณิตศาสตรของการฟนฟูตัวเรงปฏิกิริยา Cr-Mg ในเครื่องปฏิกรณแบบเบดคงที่ โดยแสดงดัง

สมการที่ (1.1) แบบจำลองของกระบวนการเกิดปฏิกิริยาและการแพรในเม็ดตัวเรงปฏิกิริยาทรงกลมสำหรับ

ออกซิเจน ดังสมการ (1.1) 
2

2 2 2
2

2p p p
O O O

p eff

C C C
D W

t r r r


   
      

       (1.1) 

ดังนั้นในการหาความเขมขนของกาซออกซิเจนอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอย เพื่อแกสมการ (1.1) จำเปนตอง

อินทิเกรตสมการดังกลาว แตบางครั้งการอินทิเกรตสมการเชิงอนุพันธโดยตรงไมสามารถทำไดหรือทำไดยาก 

ดังนั้นจึงไดมีการพัฒนาวิธีการการประมาณคาการอินทิเกรตโดยอาศัยสูตรของนิวตั-โคตส (Newton-Cotes 

formulas) ดังสมการ (7.1) 

( )
b

a

I f x dx             (7.1) 

เมื่อ I คือคาอินทิกรัลตั้งแตขอบเขต a  ถึงขอบเขต b  ( )f x  คือฟงกชันเชิงอนุพันธที่ตองการอินทิเกรตเมื่อ

เทียบกับการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร x  a  คือคาของขอบเขตลางที่ตองการอินทิเกรต และ b  คือคาของ

ขอบเขตบนที่ตองการอินทิเกรต ดังนั้นเพื่อใหงานตอการหาคาอินทิกรัลของฟงกชันเชิงอนุพันธ จึงไดแปลง

ฟงกชันเชิงอนุพันธใหอยูในรูปสมการพหุนามดังสมการ (7.2) 
2

0 1 2( ) n
n nf x a a x a x a x             (7.2) 

 เม่ือแทนสมการ (7.2) ลงในสมการ (7.1) จะไดสมการ (7.3) 

 2
0 1 2( ) ( )

b b b
n

n

a a a

I f x dx f x dx a a x a x a x dx              (7.3) 
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รูปท่ี 7.1 แผนภาพแสดงพื้นที่ใตกราฟระหวางฟงกชัน ( )f x  เม่ือเทียบกับการเปลี่ยนแปลงของ x  

ที่มา: Chapra (2010) 

7.2 การหาพื้นที่ใตกราฟดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมู 

 ถาแทนสมการเชิงอนุพันธืดวยสมการพหุนามที่ n เทากับ 1 ซึ่งจะไดเปนสมการเสนตรง ดังรูปที่ 7.2 

จากรูป 7.2 พบวาการหาพื้นที่ใตกราฟสามารถหาไดโดยการใชกฎสี่เหลี่ยมคางหมู (The trapezoidal rule) 

ซึ่งจะพบวา การหาพื้นที่ดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมูจะมีความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้น  

 

 
 

รูปท่ี 7.2 แผนภาพแสดงพื้นที่ใตกราฟเม่ือใชสมการเสนตรง 

ที่มา: Chapra (2010) 
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( )
b

a

I f x dx   

 ( ) ( )
( )

b

a

f b f a
I f a x a dx

b a

       

ซึ่งอินทิเกรตจะไดเปน 

  2( ) ( ) 1 ( ) ( )
( )

2

b b
b

a
a a

f b f a f b f a
I f a x x ax

b a b a

             
 

  2 2( ) ( ) 1 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

f b f a f b f a
I f a b a b a a b a

b a b a

 
     

 
 

     ( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )

2

f b f a
I f a b a b a b a a f b f a

b a


      


 

      1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
I f a b a f b f a b a a f b f a        

    1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
I bf a af a f b f a b a af b af a        

    1
( ) ( ) ( )

2
I bf a af b f b f a b a      

  ( ) ( ) ( )
2

b a
I f b f a bf a af b


     

   ( ) ( )

2

f b f a
I b a


   

 การหาคาความผิดพลาดจากการหาพื้นที่ดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมูสามารถสามารถหาไดดังนี้ เนื่องจาก 

ถากระจายฟงกชันเชิงอนุพันธเพื่อหาคาของฟงกชันที่จุด 1ix x   จากจุด ix x ดวยอนุกรมเทยเลอรดัง

สมการ (7.3) แลวแทนลงในสมการ (7.1) ไดเปนสมการ (7.4) ซึ่งเปนพ้ืนที่ใตกราฟที่แทจริง ( EI ) 

2 ( )
1

1 1
( ) ( ) '( )( ) ''( )( ) ... ( )( ) ...

2! !
n n

i i i i i i i if x f x f x x x f x x x f x x x
n            (7.3) 

1 1

2 ( )1 1
(x) ( ) '( )( ) ''( )( ) ... ( )( ) ...

2! !

i i

i i

x x
n n

E i i i i i i i

x x

I f dx f x f x x x f x x x f x x x dx
n

             
  

12 3 1
( )( ) ( ) ( )1 1

( )( ) '( ) ''( ) ... ( ) ...
2 2! 3 !

i

i

xn
ni i i

E i i i i i

x

x x x x x x
I f x x x f x f x f x

n n

   
       
 

 (7.4) 

เมื่อแทนคา 1i ix x h   ดงัสมการ (7.5) 
2 3 1

( )( ) '( ) ''( ) ... ( ) ...
2! 3! ( 1)!

n
n

E i i i i

h h h
I hf x f x f x f x

n



     


     (7.5) 

สำหรับพ้ืนที่ใตกราฟที่หาดวยสี่เหลี่ยมคางหมสูามารถแทดวย ( AI ) ดังสมการ (7.6) 

 1( ) ( )
2A i i

h
I f x f x            (7.6) 

ดังนั้นความคลาดเคลื่อนสามารถหาไดจากสมการ (7.7) 
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n

h h h h
f x hf x f x f x
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3 1
( )1

''( ) ... ( ) ...
2 3! ( 1)!

n
n

a i i

h h
E f x f x

n

 
     

 

ถาคิดคาความคลาดเคลื่อนเฉพาะพจนแรกดังเปนสมการ (7.7) 
3 31

''( ) ''( )
2 3! 12a i i

h h
E f x f x          (7.7) 

จากสมการ (7.7) จะเห็นไดวาเม่ือคา h มีคาลดลงจะทำใหคาความคลาดเคลื่อนมีคาลดลงดวยเชนกัน ดังนั้นถา

แบงพ้ืนที่ออกเปนจำนวน n  ชวง ดังรูปที่ 7.3 ดังนั้นแตละชวงจะหางกันดังนี ้
b a

h
n


  

 
รูปท่ี 7.3 การหาพื้นที่ใตกราฟดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหม ูn ชวง 
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ที่มา: Chapra (2010) 

 

ถากำหนดให 0a x และ nb x ดังนั้น 1 0x h x  , 2 1x h x  จนถึง 1n nx h x    ดังนั้นพื้นที่ใตกราฟ

ทั้งหมดดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมดูังสมการ (7.8) 
1 2

0 1 1

( ) ( ) ( )
n

n

xx x

x x x

I f x dx f x dx f x dx


        

แทนคา 

1 0 12 1( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2
n nf x f x f x f xf x f x

I h h h  
     

1

0
1

( ) 2 ( ) ( )
2

n

i n
i

h
I f x f x f x





     
        (7.8) 

 คาความคลาดเคลื่อนจากการหาพื้นที่ดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมูท้ังหมดสามารถหาไดเกิดจากผลรวมของ

การคาความคลาดเคลื่อนในแตละชวง ดังสมการที่ (7.9) 

 
3

3
1

( )
"

12

n

a i
i

b a
E f

n





           (7.9) 

เมื่อ  " if  เปนคาอนุพันธอันดับสองที่จุด i ที่ชวง i ดังนั้นถาให ( ) ''f x เปนคาเฉลี่ยของคาอนุพันธอันดับ

สองแลว จะได 

 
1

"
( ) ''

n

i

f x
f x

n



 หรือ  
1

" ( ) ''
n

i

f x n f x


  ดังนั้นสมการ (7.9) จะไดเปนสมการ (7.10) 

 
3 3 3

3 3 2
1

( ) ( ) ( )
" ( ) '' ( ) ''
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n

a i
i

b a b a b a
E f n f f
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         (7.10) 

เมื่อ 
( ) ''

( ) ''

b

a

f x dx

f x
b a





  

 

ตัวอยาง 7.1 ทอระบายน้ำมันรูปทรงสี่เหลี่ยมตอกับถังผสมน้ำมันในแนวตั้ง โดยน้ำมันไหลลนจากถังผสมมายัง

ทอระบายน้ำมัน พบวา ความเร็วในการไหลของน้ำมัน (vz) มีคาเทากับ 
22

1
2z

g x
v

 
 

     
   

 เมื่อความ

หนาของชั้นน้ำมัน () มีคาเทากับ 2.0 mm ความกวางของทอ (W) มีคาเทากับ 10 mm ความหนาแนนของ

น้ำมัน () มีคาเทากับ 820 kg/m3 ความหนืดของน้ำมัน () มีคาเทากับ 0.20 Pa.s และความเรงจากแรงโนม

ถวงของโลก (g) มีคาเทากับ 9.8 m/s2เมื่อ x คือระยะทางในชั้นน้ำมันในแนวแกน x ถาความเร็วเฉลี่ยมีคา

เทากับ 0 0 0 0
,

W

z z z

z avg

v dxdy W v dx v dx
v

W W

  

  
       จงหาความเร็วเฉลี่ยของน้ำมันดวยวิธีการหาพ้ืนที่ดวย

กฎสี่เหลี่ยมคางหมูเมื่อแบงชวงการคำนวณออกเปน 2 สวน 4 สวน และ 8 สวน พรอมหาคาความคลาดเคลื่อน 
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วิธีทำ 

จาก 
22

1
2z

g x
v

 
 

     
   

เมื่อแทนคาความหนาของชั้นน้ำมัน () มีคาเทากับ 2.0 mm ความกวางของ

ทอ (W) มีคาเทากับ 10 mm ความหนาแนนของน้ำมัน () มีคาเทากับ 820 kg/m3 ความหนืดของน้ำมัน () 

มีคาเทากับ 0.20 Pa.s และความเรงจากแรงโนมถวง (g) มีคาเทากับ 9.8 m/s2 
22

5 2820 9.8 (0.002)
1 0.08036 1 2.5 10

2(0.2) 0.002z

x
v x x

                    
 

คาความคลาดเคลื่อนจากสมการ (7.9) 
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เมื่อ 5 20.08036 1 2.5 10zv x x     

ดังนั้น    
2 2

5 2 5
2 2

0.08036 1 2.5 10 (0.08036) 2.5 10 ( 2 )zd v d
x x

dx dx
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3
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1 1
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(0.08036) 5.0 10 4.0180 10

12
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t
i i

E x x
n n

 

 

  
        

4

3
1

2.6787 10 n

t
i

E x
n






   

กรณีที่ 1 เม่ือแบงพื้นท่ีออกเปน 2 สวน (n=2) 

ดังนั้นจะมีจุดที ่ใชในการคำนวณ 3 จุด ซึ่งแตละจุดหางกันดังนี้ 
3

32 10
1 10

2

x
h x


   จะได 0 0x   m, 

3
1 1 10x x  m และ 3

2 2 10x x  m 

ดังนั้นคำนวณไดเปน 

จุดที่ 0 0x  m ได 5 2
0 0.08036 1 2.5 10 (0) 0.08036zv x     m/s 

จุดที่ 3
1 1 10x x  m ได 5 3 2

1 0.08036 1 2.5 10 (1 10 ) 0.06027zv x x      m/s 

จุดที่ 3
2 2 10x x  m ได 5 3 2

2 0.08036 1 2.5 10 (2 10 ) 0zv x x      m/s 

เมื่อแทนลงในสมการ (7.8) ไดเปน 

 
1

2 0 0 1 2
1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
2 2

n

i n
i

h h
I f x f x f x f x f x f x





        
  

   
3 3

4
2 0 1 2

1 10 1 10
( ) 2 ( ) ( ) 0.08036 2(0.06027) 0 1.0045 10

2 2

x x
I f x f x f x x

 
       m2/s 

ดังนั้น 
4

0
, 3

1.0045 10
0.05022

2 10

z

z avg

v dx x
v

x







    m/s 

คาความคลาดเคลื่อน เมื่อ n เทากับ 2 
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4 4 4

3 3 3 7
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1

2.6787 10 2.6787 10 2.6787 10
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n

t
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กรณีที่ 2 เม่ือแบงพื้นท่ีออกเปน 4 สวน  

ดังนั้นจะมีจุดที่ใชในการคำนวณ 5 จุด ซึ่งแตละจุดหางกันดังนี้ 
3

42 10
5 10

4
h




    จะได 0 0x   m, 

4
1 5 10x   m 3

2 1 10x   m 3
3 1.5 10x   m และ 3

4 2 10x   m 

ดังนั้นคำนวณไดเปน 

จุดที่ 0 0x  m ได 5 2
0 0.08036 1 2.5 10 (0) 0.08036zv       m/s 

จุดที่ 4
1 5 10x   m ได 5 4 2

1 0.08036 1 2.5 10 (5 10 ) 0.07533zv        m/s 

จุดที่ 3
2 1 10x   m ได 5 3 2

2 0.08036 1 2.5 10 (1 10 ) 0.06027zv        m/s 

จุดที่ 3
3 1.5 10x   m ได 5 3 2

3 0.08036 1 2.5 10 (1.5 10 ) 0.03515zv        m/s 

จุดที่ 3
4 2 10x   m ได 5 3 2

4 0.08036 1 2.5 10 (2 10 ) 0zv        m/s 

เมื่อแทนลงในสมการ (7.8) ไดเปน 
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4 0 0 1 2 3 4
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  4
4 2.5 10 0.08036 2(0.07533) 2(0.06027) 2(0.03515) 0I         

4 2
4 1.05465 10I m s   

ดังนั้น 
4

0
, 3

1.05465 10
0.05273

2 10

z

z avg

v dx
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  m/s 

 

คาความคลาดเคลื่อน เมื่อ n เทากับ 4 

 
4 4

3 3 3 3
3 3

1

2.6787 10 2.6787 10
0 0.5 10 1 10 1.5 10 2 10

4

n

t
i

E x
n

 
   



 
           

 
4

3 8
3

2.6787 10
5 10 2.0927 10

4tE


 
     

 

กรณีที่ 3 เม่ือแบงพื้นท่ีออกเปน 8 สวน  

ดังนั้นจะมีจุดที่ใชในการคำนวณ 9 จุด ซึ่งแตละจุดหางกันดังนี้ 
3

42 10
2.5 10

8
h




    จะได 0 0x   m, 

4
1 2.5 10x   m 4

2 5 10x   m 4
3 7.5 10x   m 3

4 1 10x   m 3
5 1.25 10x   m

3
6 1.5 10x   m 3

7 1.75 10x   m และ 3
8 2 10x   m 

ดังนั้นคำนวณไดเปน 
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จุดที่ 0 0x  m ได 5 2
0 0.08036 1 2.5 10 (0) 0.08036zv       m/s 

จุดที่ 4
1 2.5 10x   m ได 5 4 2

1 0.08036 1 2.5 10 (2.5 10 ) 0.07910zv        m/s 

จุดที่ 4
2 5 10x   m ได 5 4 2

2 0.08036 1 2.5 10 (5 10 ) 0.07533zv        m/s 

จุดที่ 4
3 7.5 10x   m ได 5 4 2

3 0.08036 1 2.5 10 (7.5 10 ) 0.06905zv        m/s 

จุดที่ 3
4 1 10x   m ได 5 3 2

4 0.08036 1 2.5 10 (1 10 ) 0.06027zv        m/s 

จุดที ่ 3
5 1.25 10x   m ได 5 3 2

5 0.08036 1 2.5 10 (1.25 10 ) 0.04896zv        m/s 

จุดที ่ 3
6 1.5 10x   m ได 5 3 2

6 0.08036 1 2.5 10 (1.5 10 ) 0.03515zv         m/s 

จุดที ่ 3
7 1.75 10x   m ได 5 3 2

7 0.08036 1 2.5 10 (1.75 10 ) 0.01883zv         m/s 

จุดที ่ 3
8 2 10x   m ได 5 3 2

8 0.08036 1 2.5 10 (2 10 ) 0zv         m/s 

 

เมื่อแทนลงในสมการ (7.8) ไดเปน 
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ดังนั้น 
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 m/s 

คาความคลาดเคลื่อน เมื่อ n เทากับ 8 
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7.3 การหาพื้นท่ีดวยกฎของซิมปสัน 

 การหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสัน (Simpson’s rule) เปนการใชสมการพหุนามกำลังสองในการหาคา

พื้นที่ใตกราฟ ซึ่งสามารถแบงการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันออกเปน 2 วิธี คือ 1. การหาพื้นที่ดวยกฎของ

ซิมปสันแบบหนึ่งสวนสามและ 2 การหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปด  

7.3.1. การหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึง่สวนสาม 

 การหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวนสาม (Simpson’s 1/3 rule) เปนการประยุกตสมการ

พหุนามกำลังสองของลากรองจดังสมการ (7.11) ดังรูปที ่7.4 
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2 1 0 2 1 3 2( ) ( ) ( ) ( )f x L f x L f x L f x          (7.11) 

 

เมื่อ 1L  2L  และ 3L เปนคาสัมประสิทธิ์การถวงน้ำหนักเชิงเสนตรงของลากรองจ ดังนี ้

  
  

1 2
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0 1 0 2

x x x x
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x x x x
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3
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x x x x
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รูปท่ี 7.4 แผนภาพแสดงพ้ืนที่ใตกราฟเมื่อใชสมการพหุนามกำลังสองของลากรองจ 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

ดังนั้นการหาพ้ืนที่ใตกราฟตั้งแตจุด 0x x ถึง 2x x และ 1 0 2 1h x x x x    ดังสมการ (7.12) 
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  0 1 0 1 0 1
3 2

2 0 2 1 2 2

x x x x x x x x x x x x
L

x x x x h h h

     
  

 
 

ดังนั้นเมื่อแทนคา 1L  2L  และ 3L ลงในสมการ (7.12) ไดเปนสมการ (7.13) 
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  (7.13) 

ปรับสมการโดยแทนคา  

         2

1 2 1 1 1 1x x x x x x x x h x x h x x           

       2 2
0 2 1 1 1x x x x x x h x x h x x h           

         2

0 1 1 1 1 1x x x x x x h x x x x h x x           

หาคาอินทิกรัลแตละพจนแรกในสมการ (7.13) 

           
2

2 2

0 0
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2 3 2

1 2 1 1 1 10
0 02 2 2
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x x

x x
x
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       2
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3 23 2
1 2 0
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x x x x h h hf x h hh
f x dx
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3 2 3 2
1 2 0

02 2

( )
( )

2 2 3 2 3 2

x

x

x x x x f x h hh h hh
f x dx

h h

       
                

  

   2

0

3 3 3 3 3
1 2 0 0 0

02 2 2

( ) ( ) ( )2
( )

2 2 3 2 3 2 2 3 3

x

x

x x x x f x f x f x hh h h h h
f x dx

h h h

      
          

    
  

พจนท่ีสองและพจนที่สามทำในทำนองเดียวกันกับพจนแรกจะดังนั้นสมการ (7.13) ไดเปนสมการ (7.14) 

 0 1 2( ) 4 ( ) ( )
3

h
I f x f x f x          (7.14) 

เมื่อแทนคา 
2

b a
h


  ดังนั้นสมการ (7.14) ไดเปนสมการ (7.15) 

 0 1 2( ) 4 ( ) ( )
6

b a
I f x f x f x


          (7.15) 

 

 การหาคาความผิดพลาดจากการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวนสามสามารถหาไดดังนี้ ถา

กระจายฟงกชันเชิงอนุพันธเพื่อหาคาของฟงกชันที่จุด 1ix x   จากจุด ix x ดวยอนุกรมเทยเลอรดังสมการ 

(7.3) แลวแทนลงในสมการ (7.1) ไดเปนสมการ (7.15) ซึ่งเปนพื้นที่ใตกราฟที่แทจริง ( EI ) จาก ix x ถึง

2ix x   

2 ( )
1

1 1
( ) ( ) '( )( ) ''( )( ) ... ( )( ) ...

2! !
n n

i i i i i i i if x f x f x x x f x x x f x x x
n           (7.3) 
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2 1
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( ) ( ) '( )( ) ''( )( ) ... ( )( ) ...
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i i
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x x
n n

E i i i i i i i

x x

I f x dx f x f x x x f x x x f x x x dx
n

             
  

22 3 1
( )( ) ( ) ( )1 1

( )( ) '( ) ''( ) ... ( ) ...
2 2! 3 !

i

i

xn
ni i i

E i i i i i

x

x x x x x x
I f x x x f x f x f x

n n

   
       
 

เนื่องจาก 2 2i ix x h    
2 3 4 5

(3) (4)(2 ) 1 (2 ) 1 (2 ) 1 (2 )
( )(2 ) '( ) ''( ) ( ) ( ) ...

2 2! 3 3! 4 4! 5E i i i i i

h h h h
I f x h f x f x f x f x

 
      
 

3 4 5
2 (3) (4)4 2 4

2 ( ) 2 '( ) ''( ) ( ) ( ) ...
3 3 15E i i i i i

h h h
I hf x h f x f x f x f x        (7.15) 

 

สำหรับพ้ืนที่ใตกราฟที่หาดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวนสาม ( AI ) ดังสมการ (7.16) 

 1 2( ) 4 ( ) ( )
3 i i i

h
I f x f x f x           (7.16) 

ดังนั้นความคลาดเคลื่อนสามารถหาไดจากสมการ (7.17) 

a E AE I I   

 

3 4 5
2 (3) (4)

1 2
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3 3 15
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E I I hf x h f x f x f x f x

h
f x f x f x 
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3 3 15
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3 2! 3! 4!

(2 ) (2 ) (2 )
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3 2! 3! 4!

a E A i i i i i

i i i i i

i i i i i

h h h
E I I hf x h f x f x f x f x

h h h h
f x hf x f x f x f x

h h h h
f x hf x f x f x f x

       

 
     

 

      .
 
 
 

 

5
(4) ( ) .....

90a i

h
E f x    

ถาคิดคาความคลาดเคลื่อนเฉพาะพจนแรกดังเปนสมการ (7.17) 
5

(4) ( )
90a

h
E f             

หรือ 

     55 4 41 1

90 2880aE h f b a f            (7.17) 
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7.3.2. การหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปด 

 การหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสามสวนแปด (Simpson’s 3/8 rule) เปนการประยุกต

สมการพหุนามกำลังสามของลากรองจดังสมการ (7.18) ดังรูปที ่7.5 

3 1 0 2 1 3 2 4 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x L f x L f x L f x L f x         (7.18) 

เมื่อ 1L  2L  3L และ 4L เปนคาสัมประสิทธิ์การถวงน้ำหนักเชิงเสนตรงของลากรองจ ดังนี ้

   
   

1 2 3
1

0 1 0 2 0 3

x x x x x x
L

x x x x x x

  


  
  

    
   

0 2 0 3
2

1 0 1 2 1 3

x x x x x x
L

x x x x x x

  


  
 

   
   

0 1 3
3

2 0 2 1 2 3

x x x x x x
L

x x x x x x

  


  
 

   
    

0 1 2
4

3 0 3 1 3 2

x x x x x x
L

x x x x x x

  


  
 

 
รูปท่ี 7.5 แผนภาพแสดงพ้ืนที่ใตกราฟเมื่อใชสมการพหุนามกำลังสามของลากรองจ 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

ดังนั้นการหาพ้ืนที่ใตกราฟตั้งแตจุด 0x x ถึง 3x x และ 1 0 2 1 3 2h x x x x x x      ดังสมการ (7.19) 

 
3 3

0 0

1 0 2 1 3 2 4 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

x x

I f x dx L f x L f x L f x L f x dx          (7.19) 

สำหรับการพิสูจนการหาพื้นที่ใตกราฟสามารถทำเชนเดียวกับวิธีการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวน

สาม สำหรับการหาพื้นที่ดวยกฎของซมิปสันแบบสามสวนแปด ดังสมการ (7.20) 

 0 1 2 3

3
( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )

8

h
I f x f x f x f x          (7.20) 
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เมื่อ 
3

b a
h


  ดังนั้น 

 0 1 2( ) 4 ( ) ( )
8

b a
I f x f x f x


        

 คาความผิดพลาดจากการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปดไดจากสมการที่ (7.21) 

     55 4 43 1

80 6480tE h f b a f            (7.21) 

 

ตัวอยาง 7.2 ทอระบายน้ำมันรูปทรงสี่เหลี่ยมในแนวดิ่งพบวา ความเร็วในการไหลของน้ำมันในแนวแกน z (vz) 

มีคาเทากับ 
22

1
2z

g x
v

 
 

     
   

 เม่ือ x คือระยะทางในชั้นน้ำมันในแนวแกน x ชั้นน้ำมันมีความหนา () 

คาเทากับ 2.0 mm มีความหนาแนน () คาเทากับ 820 kg/m3 มีความหนืด () มีคาเทากับ 0.20 Pa.s เมื่อ

ความเรงจากแรงโนมถวง (g) มีคาเทากับ 9.8 m/s2 จงหาความเร็วเฉลี่ยในการไหลของน้ำมันในแนวแกน z 

(vz,avg) เมื่อ 0 0 0 0
,

W

z z z

z avg

v dxdy W v dx v dx
v

W W

  

  
       ดวยวิธีการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่ง

สวนสาม 2 ครั้ง และวิธีการหาพ้ืนที่ดวยกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปด 1 ครั้ง เมื่อความกวางของทอ (W) มี

คาเทากับ 10 mm 

วิธีทำ 

จาก 
22

1
2z

g x
v

 
 

     
   

เมื่อแทนคาความหนาของชั้นน้ำมัน () มีคาเทากับ 2.0 mm ความกวางของ

ทอ (W) มีคาเทากับ 10 mm ความหนาแนนของน้ำมัน () มีคาเทากับ 820 kg/m3 ความหนืดของน้ำมัน () 

มีคาเทากับ 0.20 Pa.s และความเรงจากแรงโนมถวง (g) มีคาเทากับ 9.8 m/s2 
22

5 2820 9.8 (0.002)
1 0.08036 1 2.5 10

2(0.2) 0.002z

x
v x x

                    
 

 

1. วิธีการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวนสาม 2 ครั้ง 

 ดังนั้นจะมีจุดที่ใชในการคำนวณ 3 จุด สำหรับการคำนวณ 1 ครั้ง ดังนั้นการคำนวณ 2 ครั้ง จะใชจุด

ทั้งหมด 5 จุด ซึ่งแตละจุดหางกันดังนี้ 
3 3

42 10 0 10
5 10

5
h

 
  

    จะได 0 0x   m, 3
1 0.5 10x  

m, 3
2 1.0 10x   m, 3

3 1.5 10x    และ 3
4 2.0 10x   m 

ดังนั้นคำนวณไดเปน 

จุดที่ 0 0x  m ได 5 2
0 0.08036 1 2.5 10 (0) 0.08036zv       m/s 

จุดที่ 4
1 5 10x   m ได 5 4 2

1 0.08036 1 2.5 10 (5 10 ) 0.07533zv        m/s 

จุดที่ 3
2 1 10x   m ได 5 3 2

2 0.08036 1 2.5 10 (1 10 ) 0.06027zv        m/s 
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จุดที่ 3
3 1.5 10x   m ได 5 3 2

3 0.08036 1 2.5 10 (1.5 10 ) 0.03515zv        m/s 

จุดที่ 3
4 2 10x   m ได 5 3 2

4 0.08036 1 2.5 10 (2 10 ) 0zv        m/s 

สูตรซิมปสันแบบหนึ่งสวนสาม 

 0 1 2( ) ( ) 4 ( ) ( )
6

b

a

b a
I f x dx f x f x f x


     

เนื่องจากคำนวณ 2 ครั้ง ดังนั้น 1 2I I I   

   
3

5
1 0 1 2

1 10 0
( ) 4 ( ) ( ) 0.08036 4 0.07533 0.06027 7.3658 10

6 6

b a
I f x f x f x


  

        

 
3 3

5
2

2 10 1 10
0.06027 4 0.03515 0 3.3478 10

6
I

 
  

       

ดังนั้น 
5 5

20 1 2
, 3 3

7.3658 10 3.3478 10
5.3568 10

2 10 2 10

z

z avg

v dx I I
v





 


 

   
    

 
  m/s 

 

2. วิธีการหาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปด 1 ครั้ง 

 ดังนั ้นจะมีจ ุดที ่ใช ในการคำนวณ 4 จุด สำหรับการคำนวณ 1 ครั ้ง ซึ ่งแตละจุดหางกันดังนี้  
3 3

42 10 0 10
6.67 10

3
h

 
  

    จ ะ ไ ด   0 0x   m, 4
1 6.67 10x   m, 3

2 1.33 10x   m แล ะ 

3
4 2.0 10x   m 

ดังนั้นคำนวณไดเปน 

จุดที่ 0 0x  m ได 5 2
0 0.08036 1 2.5 10 (0) 0.08036zv       m/s 

จุดที่ 4
1 6.67 10x   m ได 5 4 2

1 0.08036 1 2.5 10 (6.67 10 ) 0.07144zv        m/s 

จุดที่ 3
2 1.33 10x   m ได 5 3 2

2 0.08036 1 2.5 10 (1.33 10 ) 0.04471zv        m/s 

จุดที่ 3
3 2 10x   m ได 5 3 2

3 0.08036 1 2.5 10 (2 10 ) 0zv        m/s 

 

สูตรซิมปสันแบบหนึ่งสามสวนแปด 

 0 1 2 3( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )
8

b a
I f x f x f x f x


     

 
3

42 10 0
0.08036 3 0.07144 3 0.04471 0 1.0720 10

8
I


 

         

ดังนั้น 
4

20
, 3 3

1.0720 10
5.3601 10

2 10 2 10

z

z avg

v dx I
v








 


    

 
  m/s 

 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

7.4 การหาพื้นท่ีดวยวิธีริชารดสัน 

 การหาพ้ืนที่ดวยวิธีริชารดสัน (Richardson extrapolation) ไดอาศัยการหาพ้ืนที่ดวยกฎสี่เหลี่ยมคาง

หมู ดังสมการ 

( ) ( )I I h E h   
ถาทำการแบงชวงการหาพี้นที่สี่เหลี่ยมคางหมูจะพบวาถาใชระยะหางเทากับ 1h และ 2h จะพบวาการหาพื้นที่

ดวยสี่เหลี่ยมคางหมูดังสมการ  

1 1( ) ( )I I h E h   

2 2( ) ( )I I h E h 
  คาความผิดพลาดจากการหาพ้ืนที่ดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมทูี่แบงชวงออกเปนจำนวน n  ชวงสามารถหา

ไดจากสมการที่ (7.3) 
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12t
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  หรือ 
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ดังนั้น 
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1 1
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 หรือ 

2
1

1 22
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ดังนั้น 
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เนื่องจาก 1 22h h  

2 1 2 1
2 2 2 12

2
2
2

( ) ( ) ( ) ( ) 4 1
( ) ( ) ( ) ( )

4 3 3 3
1

I h I h I h I h
I I h I h I h I h

h
h

 
     


 

ตัวอยาง 7.3 ทอระบายน้ำมันรูปทรงสี่เหลี่ยมในแนวดิ่งพบวา ความเร็วในการไหลของน้ำมันในแนวแกน z (vz) 

มีคาเทากับ
22

1
2z

g x
v

 
 

     
   

 เมื่อ x คือระยะทางในชั้นน้ำมันในแนวแกน x ชั้นน้ำมันมีความหนา () 

คาเทากับ 2.0 mm มคีวามหนาแนน () คาเทากับ 820 kg/m3 มีความหนืด () มีคาเทากับ 0.20 Pa.s เมื่อ

ความเรงจากแรงโนมถวง (g) มีคาเทากับ 9.8 m/s2 จงหาความเร็วเฉลี่ยในการไหลของน้ำมันในแนวแกน z 

(vz,avg) เมื ่อ 0 0 0 0
,

W

z z z

z avg

v dxdy W v dx v dx
v

W W

  

  
       ดวยวิธีการหาพื้นที่แบบริชารดสัน เมื ่อความ

กวางของทอ (W) มีคาเทากับ 10 mm 

วิธีทำ 

จาก 
22

1
2z

g x
v

 
 

     
   

เมื่อแทนคาความหนาของชั้นน้ำมัน () มีคาเทากับ 2.0 mm ความกวางของ

ทอ (W) มีคาเทากับ 10 mm ความหนาแนนของน้ำมัน () มีคาเทากับ 820 kg/m3 ความหนืดของน้ำมัน () 

มีคาเทากับ 0.20 Pa.s และความเรงจากแรงโนมถวง (g) มีคาเทากับ 9.8 m/s2 
22

5 2820 9.8 (0.002)
1 0.08036 1 2.5 10

2(0.2) 0.002z

x
v x x

                    
 

การหาพื้นที่ดวยวิธีริชารดสันเปนการประยุกตการหาพ้ืนท่ีดวยกฎสี่เหลี่ยมคางหมูที่แบงชวงออกเปนจำนวน n

ชวง โดย 1h คือแบงเปน 1 ชวง และ 2h คือแบงออกเปน 2 ชวง ดังนั้นจึงจำเปนตองหาพื้นที่ของ 1( )I h และ

2( )I h กอน 

ขั้นที่ 1 หาพื้นที่ของ 1( )I h โดย 1h คิดจาก 0x   m ถึง 32 10x   m ดังนั้น 
3

3
1

2 10 0
2 10

1
h


 

    

m จะได 0 0x   m และ 3
1 2 10x   m 

ดังนั้นคำนวณไดเปน 

จุดที่ 0 0x  m ได 5 2
0 0.08036 1 2.5 10 (0) 0.08036zv x     m/s 

จุดที่ 3
1 2 10x   m ได 5 3 2

1 0.08036 1 2.5 10 (2 10 ) 0zv x x      m/s 

   
3

51
1 0 1

2 10
( ) ( ) ( ) 0.08036 0 8.036 10

2 2

h
I h f x f x




       m2/s 

ขั้นที่ 2 หาพื้นที่ของ 2( )I h โดย 2h คิดจาก 0x   m ถึง 32 10x x  m ดังนั้น 
3

3
2

2 10 0
1 10

2
h


 

    

m จะได 0 0x   m, 3
1 1 10x   m และ 3

2 2 10x   m 

ดังนั้นคำนวณไดเปน 
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จุดที่ 0 0x  m ได 5 2
0 0.08036 1 2.5 10 (0) 0.08036zv x     m/s 

จุดที่ 3
1 1 10x   m ได 5 3 2

1 0.08036 1 2.5 10 (1 10 ) 0.06027zv x x      m/s 

จุดที่ 3
2 2 10x   m ได 5 3 2

2 0.08036 1 2.5 10 (2 10 ) 0zv x x      m/s 

เมื่อแทนลงในสมการ (7.8) ไดเปน 

   
3

42
2 0 1 2

1 10
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0.08036 2(0.06027) 0 1.0045 10

2 2

h x
I h f x f x f x x


       m2/s 

จากสูตรวิธีการหาพื้นที่แบบริชารดสัน 

2 1

4 1
( ) ( )

3 3
I I h I h   

4 5 4 5
2 1

4 1 4 1
( ) ( ) (1.0045 10 ) (8.036 10 ) 1.3393 10 2.6787 10

3 3 3 3
I I h I h               

41.07143 10I   m2/s 

ดังนั้น 
4

0
, 3

1.07143 10
0.05357

2 10

z

z avg

v dx
v

x










    m/s 

 เมื่อเปรียบเทียบกับความเร็วในการไหลของน้ำมันในแนวแกน z หาพื้นที่ดวยกฎของซิมปสันแบบสาม

สวนแปด 1 ครั้ง ซึ่งไดคาเทากับ 5.3601x10-2m/s ซึ่งจะเห็นไดวามีคาใกลเคยีงกัน 

7.5 การหาคาอินทิกรัลสองชั้น 

 ตัวอยางสมการ ( , )
d b

c a

I f x y dx dy
 

  
 
   หรือ ( , )

b d

a c

I f x y dy dx
 

  
 
  สามารถประยุกตการหา

พื้นที่ใตกราฟตามวิธีดังที่กลาวมาแลว โดยมีหลักการคำนวณดังรูปที่ 7.6 โดยใชกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวน

สามในการหาพ ื ้นท ี ่ ใต กราฟ จากร ูปท ี ่  7 .6 ม ีข ั ้นตอนในการคำนวณการหาพ ื ้นท ี ่ ใต กราฟของ 

( , )
d b

c a

I f x y dx dy
 

  
 
  ซึ่งจะเห็นวา ( , )

b

a

f x y dx  จำเปนตองทำการหาพื้นที่ใตกราฟสวนนี้กอน แลวจึงหา

พ้ืนที่ใตกราฟในแนวแกน y ตอไป  

 ข้ันที่ 1. หาพื้นที่ใตกราฟในแนวแกน x จากรูปที่ 7.6 พบวา y มีท้ังหมด 3 จุด ดังนี ้

ที่ 0y y  พื้นที่ใตกราฟ  
0

2 0
, 0 0 1 0 2 0

( )
( , ) 4 ( , ) ( , )

6x y

x x
I f x y f x y f x y


    

ที่ 1y y  พื้นที่ใตกราฟ  
1

2 0
, 0 1 1 1 2 1

( )
( , ) 4 ( , ) ( , )

6x y

x x
I f x y f x y f x y


    

ที่ 2y y  พื้นที่ใตกราฟ  
2

2 0
, 0 2 1 2 2 2

( )
( , ) 4 ( , ) ( , )

6x y

x x
I f x y f x y f x y


    

 ขั้นที่ 2. หาพื้นใตกราฟในแนวแกน y จากรูปที่ 7.6 เมื่อหาพื้นที่ใตกราฟในแนวแกน x ไดทั้ง 3 คา 

เรียบรอยแลว นำพ้ันท่ีใตกราฟในแตละจุดในแนวแกน y มาหาพื้นที่ใตกราฟ  

0 1 0

2 0
, , , ,

(y )
4

6x y x y x y x y

y
I I I I
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จากรูปที่ 7.6 จะเห็นไดวาเปนการคำนวณหาคา ( , )
d b

c a

I f x y dx dy
 

  
 
   ในทางกลับกันถาตองการหาคาของ 

( , )
b d

a c

I f x y dy dx
 

  
 
  ก็ทำการคำนวณในทำนองเดียวกันแตเริ่มตนจากการหาพื้นที่ใตกราฟในแนวแกน y 

กอน แลวจึงหาพ้ืนท่ีใตกราฟในแนวแกน x  

 
 

รูปท่ี 7.6 ขั้นตอนการหาคาของ ( , )
d b

c a

I f x y dx dy
 

  
 
  ดวยกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวนสาม 

 

 รูปที่ 7.7 เปนขั้นตอนการหาคาของ ( , )
d b

c a

I f x y dx dy
 

  
 
  ดวยกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปด 

ซึ่งมีลำดับการคำนวณเชนเดียวกัน  
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รูปท่ี 7.7 ขั้นตอนการหาคาของ ( , )
d b

c a

I f x y dx dy
 

  
 
   ดวยกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปด 

ตัวอยาง 7.4 จงหาอัตราการระบายความรอนของแผนระบายความรอน () ดวยวิธกีฎของซิมปสันแบบสาม

สวนแปดเมื่อคำนวณ 2 ชวงท้ังในแนวแกน x และ แนวแกน y อัตราการระบายความรอนของแผนระบายความ

รอนดังสมการ (E7.3-1) 

0 0

( )
W L

xh T T dxdy            (E7.3-1) 

กำหนดให T มีคาเทากับ 50 oC และ h มีคาเทากับ 100 W/m2-oC เมื่อ y คือความกวางของแผนระบาย

ความรอน 0.02 m และ x คือความยาวของแผนระบายความรอน 0.1 m เม่ือ ( ) kx
x b bT yT T T e

    k มี

คาเทากับ 12.99, Tb มีคาเทากับ 500 oC 

วิธีทำ 

โจทยกำหนดใหทำการคำหาคานวณอัตราการระบายความรอนของแผนระบายความรอนดวยวิธีกฎ

ของซิมปสันแบบสามสวนแปดเมื่อคำนวณ 2 ชวง ดังนั้นจึงคำนวณหาพื้นที่ใตกราฟดวยวิธีกฎของซิมปสันแบบ

สามสวนแปด 2 ครั้ง โดยแตละครั้งจะใชจำนวนจุด 4 จุด และมี 3 ชวงยอย ดังนั้นถาตองการคำนวณดวยวิธีกฎ

ของซิมปสันแบบสามสวนแปดเมื่อคำนวณ 2 ชวง แปลวาจำเปนตองใชจุดทั้งหมด 7 จุด ดังแสดงในรูปที่ E7.4-

1 

ดังนั้นแกน x มีคาระหวาง 0 m ถึง 0.1 m ตองมีจุดอยู 7 จุด ระยะหางของแตละจุดในแนวแกน x คือ  

20.1 0
1.67 0

6xh 
    m 
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และแกน y มีคาระหวาง 0 m ถึง 0.02 m ตองมีจุดอยู 7 จุด ระยะหางของแตละจุดในแนวแกน y คือ  

30.02 0
3.33 10

6yh 
    m 

จากรูปที่ E7.4-1 เมื่อหาคาของ ( ) ( )xf T h T T  เมื่อ ( ) kx
x b bT yT T T e

   เมื่อแทนคาไดเปนสมการ 

(E7.4-1) 

( ) ( ) ( ( ) )kx
x b bf T h T T h yT T T e T

             (E7.4-2) 

เมื่อแทนคา T  มีคาเทากับ 50 oC และ h มีคาเทากับ 100 W/m2-oC k มีคาเทากับ 12.99 และ bT  มีคา

เทากับ 500 oC ไดเปนสมการ (E7.4-2) 
12.99 12.99( ) 100 (500) (50 500) 50 100 500 450 50x xf T y e y e               (E7.4-2) 

เมื่อคำนวณหาคาของ ( )f T ที่จุด x และ y ตาง ๆ ไดดังรูปที่ E7.4-1 

 

ตัวอยางการหาคา ( )f T ที่จุดตางๆ  

ที่จุด 0x   m และ 0y   m  

 12.99(0) 0 4( ) 100 0(500) 450 50 100 0 450 50 100 450 50 4.00 10f T e e                 

ที่จุด 21.67 10x    m และ 0y   m 

 

 

22 12.99 1.67 1012.99(1.67 10 )

4

( ) 100 0(500) 450 50 100 0 450 5

362.24 3.

0

100 5 12 10 0

f T e e
             

   

   

ที่จุด 23.33 10x    m และ 0y  m 

 

 

22 12.99 3.33 1012.99(3.33 10 )

4

( ) 100 0(500) 450 50 100 0 450 50

100 291. 298 50 .42 10

f T e e
             

   

   

ที่จุด 25.00 10x   m และ 0y  m 

   

 

2 212. 5.00 10 5.00 10

4

99 12.99
( ) 100 0(500) 450 50 100 0 450 5

235.04 10

0

100 50 1.85

f T e e
                 

 


 
 

ที่จุด 26.67 10x   m และ 0y  m 

   

 

2 212. 6.67 10 6.67 10

4

99 12.99
( ) 100 0(500) 450 50 100 0 450 5

1.39 1

0

100 189.20 5 00

f T e e
                 

 


 
 

ที่จุด 28.33 10x   m และ 0y  m 

   

 

2 212. 8.33 10 8.33 10

4

99 12.99
( ) 100 0(500) 450 50 100 0 450 5

152.50 1.02 1

0

10 00 50

f T e e
                 

 


 
 

ที่จุด 11 10x    m และ 0y  m 
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1 11 10 112.99

3

12 0.99 1
( ) 100 0(500) 450 50 100 0 450 5

122.76 7.28 1

0

10 00 50

f T e e
               

 


 
 

 

 สวนจุดอ่ืนทำการคำนวณเชนเดียวกัน ซึ่งใหผลการคำนวณดังรูปที่ E7.4-1 จากรูปที่ E7.4-1 เนื่องจาก

ใชวิธ ีกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปดเมื ่อคำนวณ 2 ชวง ดังนั ้นจะมีพื ้นที ่แบงไดเปน 4 พื ้นที ่ คือ 1. 

0 3, 0 3x x y yI    2 3 6, 0 3x x y yI    3 0 3, 3 6x x y yI    และ 4 3 6, 3 6x x y yI    

วิธีกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปดมีสูตรดังนี้ 

 0 1 2 3

3
( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )

8

h
I f x f x f x f x     

เมื่อ 21.67 10xh x  m และ 33.33 10yh x  m 

1. หาพั้นที่ 0 3, 0 3x x y yI    

ขั้นที่ 1 หาพื้นที่ใตกราฟในแนวแกน x จาก 0x   m ถึง 25.00 10x    m ที่ 0y   m   

 0 3,y0

3
(0,0) 3 (1,0) 3 (2,0) (3,0)

8
x

x x

h
I T T T T       

0 3 0

2
4 4 4 4 3

,y

3 (1.67 10 )
4.00 10 3(3.12 10 ) 3(2.42 10 ) 1.85 10 1.41 10

8x xI




               

ขั้นที่ 2 หาพื้นที่ใตกราฟในแนวแกน x จาก 0x   m ถึง 25.00 10x    m ที่ 33.33 10y    m   

 0 3,y1

3
(0,1) 3 (1,1) 3 (2,1) (3,1)

8
x

x x

h
I T T T T       

0 3 1

2
4 4 4 4 3

,y

3 (1.67 10 )
4.02 10 3(3.14 10 ) 3(2.44 10 ) 1.87 10 1.42 10

8x xI




               

ขั้นที่ 3 หาพื้นที่ใตกราฟในแนวแกน x จาก 0x   m ถึง 25.00 10x    m ที่ 36.66 10y    m   

 0 3,y2

3
(0,2) 3 (1, 2) 3 (2, 2) (3,2)

8
x

x x

h
I T T T T       

0 3 2

2
4 4 4 4 3

,y

3 (1.67 10 )
4.03 10 3(3.16 10 ) 3(2.45 10 ) 1.88 10 1.42 10

8x xI




               

ขั้นที่ 4 หาพื้นที่ใตกราฟในแนวแกน x จาก 0x   m ถึง 25.00 10x    m ที่ 21.00 10y    m   

 0 3,y3

3
(0,3) 3 (1,3) 3 (2,3) (3,3)

8
x

x x

h
I T T T T       

0 3 3

2
4 4 4 4 3

,y

3 (1.67 10 )
4.05 10 3(3.17 10 ) 3(2.47 10 ) 1.90 10 1.43 10

8x xI




               

ขั้นที่ 5 นำพ้ืนที่ตั้งแตขั้นที่ 1 ถึงข้ันที่ 4 มาหาพื้นที่ในแนวแกน y จาก 0.00y  m ถึง 21.00 10y    m  

0 3,y0 y3 0 3,y0 0 3,y1 0 3,y2 0 3,y3

3
3 3

8
y

x x x x x x x x x x

h
I I I I I            

   
0 3 0 3

3
3 3 3 3

,y y

3 (3.33 10 )
1.41 10 3 1.42 10 3 1.42 10 1.43 10 14.2

8x xI
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รูปท่ี E7.4-1 ผลการการคำนวณคาของ ( )f T ที่จุดตางๆ 

 

 สำหรับพื ้นที ่ของ 0 3, 0 3x x y yI    3 6, 0 3x x y yI    0 3, 3 6x x y yI    และ 3 6, 3 6x x y yI    สามารถหาไดทำนอง

เดียวกันกับการหาพื้นที่ของ 0 3, 0 3x x y yI    จากการคำนวณพบวา 3 6, 0 3x x y yI    0 3, 3 6x x y yI    และ 3 6, 3 6x x y yI   มี

คาเทากับ6.27 ,14.44 และ 6.53 ตามลำดับ ดังนั้นอัตราการระบายความรอนของแผนระบายความรอน () 

ดวยวิธีกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปดสามารถหาไดดังนี ้

0 3,y0 y3 3 6,y0 y3 0 3,y3 y6 3 6,y3 y6x x x x x x x xI I I I             

14.19 6.27 14.44 6.53 41.43       
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7.6 แบบฝกหัด 

HM7.1 ประชากรของแบคทีเรียท่ีตำแหนง (x,y) เปนฟงกชันดังตอไปนี้ 10000
( , )

1 0.5

ye
f x y

x



 เม่ือ f(x,y) เปน

จำนวนประชากรของแบคที่เรียที่ตำแหนง (x,y) จงหาจำนวนประชากรของแบคที่เรียเมื่อระยะของ x เปน 

5 5x   และระยะของ y เปน 2 0y   ดวยวิธีการหาพื้นที่ใตกราฟดวยวิธีกฎของซิมปสันแบบสามสวน

แปด เมื่อแบงพ้ืนที่ในแนวแกน x และแกน y เปน 2 ชวง 

HM7.2 ปริมาตรของเครื่องปฏิกรณแบบทอไหลสำหรับปฏิกิริยา A B C   สามารถคำนวณไดจากสมการ

ตอไปนี้ 
 

 

2

0 22
0 0

1 0.5

1

Ax
A

PFR A A

A A

x
V F dx

kC x




 เมื่อ VPFR คือปริมาตรเครื่องปฏิกรณแบบทอไหล (L), FA0 คืออัตรา

การไหลเชิงโมลของสาร A (mol/h) CA0 คือความเขมขนของสาร A ที่ทางเขาเครื่องปฏิกรณ (mol/L) k คือ

คาคงที่ปฏิกิริยา (L/mol-h) และ xA คือคอนเวอรชันของสาร A จงหาปริมาตรของเครื่องปฏิกรณแบบทอไหลท่ี

คอนเวอรชันของสาร A เทากับ 0.8 เมื่ออัตราการไหลเชิงโมลของสาร A เทากับ 100 mol/h ความเขมขนของ

สาร A ที่ทางเขาเครื่องปฏิกรณเทากับ 1 mol/L และคาคงที่ปฏิกิริยาเทากับ 0.01 L/mol-hr โดยใชวิธีตอไปนี ้

วิธีการของริชารดสัน 

วิธีสี่เหลี่ยมคางหมู 6 ครั้ง 

วิธีการของกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวนสาม 2 ครั้ง 

วิธีการของกฎของซิมปสันแบบสามสวนแปด 1 ครั้ง 

HM7.3 จงหาคา 
1 2

2

1 0

(1 6 )x y dxdy


  ดวยวิธีดังตอไปนี้ดวยวิธี  

1. วิธีการหาพื้นที่ใตกราฟดวยวิธีวิธีสี่เหลี่ยมคางหมูเมื่อ h เทากับ 0.5 ทั้งแกน x และ แกน y 

2. วิธีการหาพื้นที่ใตกราฟเมื่อทำวิธีการของกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวนสาม 2 ครั้ง ทั้งแกน x และแกน y 

HM7.4 จงหาอัตราการไหลเชิงมวลของชั้นฟลมน้ำมันที่ไหลบนระนาบเอียง () 30 องศา ดังรูปที่ HM7.4-1 

เมื่อชั้นฟลมมีความหนา () 10 มิลลิเมตร และความกวางของแผนระนาบ (y) 10 มิลลิเมตร สมการ (HM7.4-

1) เปนสมการแสดงอัตราการไหลเชิงมวลของชั้นฟลมน้ำมันที่ไหลบนระนาบเอียง 

0 0

y

zw v dxdy


             (HM7.4-1) 

เมื่อ
22 cos

1
2z

g x
v

  
 

     
   

กำหนดใหความหนาแนนของน้ำมัน ()เทากับ 800 kg/m3 ความเรง

เนื่องจากแรงโนมถวงของโลก (g) เทากับ 9.81 m/s2 ความหนืดของน้ำมัน (µ) เทากับ 10x10-4 m2/s ดวยวิธี 

1.สี่เหลี่ยมคางหมู เมื่อ x = y = 2.5 โดยคำนวณ 2 ครั้ง และดวยวิธีการของกฎของซิมปสันแบบหนึ่งสวน

สามโดยคำนวณ 2 ครั้ง 
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HM7.4-1 ลกัษณะการไหลของชั้นฟลมบนระนาบเอียง 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 11 

หัวขอการสอน 

บทที่ 8 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญดวยการประมาณคา หัวขอ 8.1 - 8.2 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตมีความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับปญหาที่การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญ 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกสมการเชิงอนุพันธสามัญสำหรับปญหาคาเริ่มตน 

เนื้อหา 

1. บทนำ 

2. การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญสำหรับปญหาคาเริ่มตน 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 12 

หัวขอการสอน 

บทที่ 8 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญดวยการประมาณคา หัวขอ 8.3 - 8.4 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาผลเฉลยของปญหาในระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกสมการเชิงอนุพันธสามัญสำหรับปญหาคาขอบดวยวิธียิงเปา 

เนื้อหา 

1. การหาผลเฉลยของปญหาในระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ 

2. การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญสำหรับปญหาคาขอบดวยวิธียิงเปา 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 8 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญดวยการประมาณ

คา 

8.1 บทนำ 

 การคำนวณทางวิศวกรรมเคมีหรือทางวิศวกรรมมักจะอธิบายอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธสามัญดังที่ได

อธิบายในบทที่ 7 ดังนั้นในบทนี้จะเปนการอธิบายวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธดวยวิธีการประมาณคา ในการหา

ผลเฉลยของปญหาที่อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธสามัญสามารถแบงออกไดเปน 2 ชนิด คือ ปญหาคาเริ่มตน 

(Initail value problem) และปญหาคาขอบ (Boundary value problem) 

8.2 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญสำหรับปญหาคาเริ่มตน 

 ตัวอยางปญหาหาคาเริ่มตนเชน ปฏิกิริยาเคมี A  B ในเครื ่องปฏิกรณแบบกะ พบวาอัตราการ

เปลี่ยนแปลงความเขมขนของ A ดังสมการ (8.1) 

A
A

dC
kC

dt
             (8.1) 

เมื่อ AC คือความเขมขนของสาร A ในเครื่องปฏิกรณ (mol/L) t คือเวลาในการเกิดปฏิกิริยา (min) และ k คือ

คาคงที่ปฏิกิริยา (min-1) เมื่อเวลาเริ่มตน 0t  min ความเขมขนของสาร A ในเครื่องปฏิกรณมีคาเทากับ 0AC  

mol/L จงหาความเขมขนของสาร A ในเครื่องปฏิกรณ เมื่อเวลาในการเกิดปฏิกิริยาเทากับ 10 min ซึ่งปญหา

ลักษณะนี้เปนปญหาคาเริ่มตน จะเห็นวาปญหาลักษณะนี้ตองการใหหาคาผลเฉลยที่เวลา 10 min 

 การหาผลเฉลยของปญหาคาเริ่มตนที่มีสมการเชิงอนุพันธในการอธิบายสามารถหาไดดวยวิธีการผล

เฉลยไดหลายรูปแบบ สำหรรับในหัวขอนี้จะเปนวิธีการหาผลเฉลยของปญหาเริ่มตนที่เปนสมการเชิงอนุพันธื

อันดับหนึ่งซึ่งมีรูปแบบสมการดังสมการ (8.2)  

( , )
dy

f x y
dx

            (8.2) 

 

8.2.1 วิธีการประมาณคาของออยเลอร 

การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ ่งดวยวิธีการประมาณคาของออยเลอร (Euler’s 

Method) เปนวิธีประมาณคาอยางงายที่สุดของการแกปญหาสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง โดยอาศัยการ

ประมาณคาจากคาของอนุพันธที่จุดนั้นเพ่ือไปหาคาของฟงกชันในจุดถัดไปดังรูปที่ 8.1 
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รูปท่ี 8.1 หลักการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งดวยการประมาณคาของออยเลอร 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

จากรูปที่ 8.1 พบวา dy

dx
หรือคาความชันของเสนโคง ณ จุดนั้น สามารถเขียนใหอยูในรูปสมการ (8.3) 

2 1

2 1

y ydy y

dx x x x


 
 

          (8.3) 

ถา ( , )
dy

f x y
dx

 ถาเริ่มจากจุด 1 1( , )x y ดังนั้นคาอนุพันธอันดับหนึ่งคือ 1 1( , )f x y  ดังนั้นเพื่อหาคาของ 2y

จากสมการ (8.3) ไดเปนสมการ (8.4) 

2 1
1 1

2 1

( , )
y y dy

f x y
x x dx


 


 

 2 1 1 1 2 1( , )y y f x y x x    

 2 1 1 1 2 1 1 1 1( , ) ( , )y y f x y x x y f x y h            (8.4) 

เมื่อ 2 1h x x   

ดังนั้นถาเริ่มจากจุด ( , )i ix y ดังนั้นสมการ (8.4) ไดเปนสมการ (8.5) 

1 ( , )i i i iy y f x y h             (8.5) 

เมื่อ 1i ih x x   

 

การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งดวยวิธีการประมาณคาของออยเลอรจะเกิดความ

คลาดเคลื่อนจากการตัดปลาย (Et) สามารถหาไดจากอนุกรมเทยเลอรดังสมการ (8.6) 

2 ( )
1 1 1 1

1 1
( ) ( ) '( )( ) ''( )( ) ... ( )( ) ...

2! !
n n

i i i i i i i i i i if x f x f x x x f x x x f x x x
n            (8.6) 

เมื่อ 1i ih x x   

 

Predicted 
Error 

True 
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2 ( )
1

1 1
' '' ... ...

2! !
n n

i i i i i ny y y h y h y h R
n        

เมื่อ nR คืผลรวมของพจนที่เหลือดังสมการ (8.7) 

( 1) 1 ( 2) 21 1
...

( 1)! ( 2)!
n n n n

n i iR y h y h
n n

     
 

     (8.7) 

ถากำหนดให 1i ix x   และเมื่อแทนคาลงในสมการ (8.7) จะทำใหคา nR สามารถประมาณคาไดดังสมการ 

(8.8) 

 ( 1)
1

( 1)!

n
i n

n

y
R h

n





         (8.8) 

ดังนั้นความคลาดเคลื่อนจากการตัดปลายหาไดดังสมการ (8.9) 

1 ( ( , ) )t i i i iE y y f x y h    

เมื่อแทน 1 ' ( )i i i iy y y h R h     และ ' ( , )i iy f x y ดังนั้น 

เมื่อ  2 (3) 3 (4) 4 ( ) 21 1 1 1 1
( ) '' ... ... ''

2! 3! 4! ! 2!
n n

i i i i i iR h y h y h y h y h y h
n

        

  21
' ( ) ( ' ) ( ) ''

2!t i i i i i i iE y y h R h y y h R h y h           (8.9) 

ดังนั้นความคลาดเคลื่อนจากการประมาณคาสามารถลดลรูปจากคาความคลาดเคลื่อนจากการตัดปลายไดเปน

สมการ (8.10) เนื่องจาก 

2 21 1
'' '( , )

2! 2!a i i iE y h f x y h         (8.10) 

 ความคลาดเคลื่อนจากการประมาณคาของออยเลอรสามารถลดลงไดโดยการปรับคาของ h ใหมีคา

ลดลง 

 

ตัวอยาง 8.1 เตาปฏิกรณนิวเคลียรทรงกลมที่ประกอบดวยกอนยูเรเนียมออกไซดที่ถูกหุมดวยโลหะอะลูมิเนียม 

ดังรูปที่ E8.1-1 จงหาอุณหภูมิภายในเตาปฏิกรณนิวเคลียรที่ระยะรัศมี (r) เทากับ 0 2 4 6 8 และ 10 cm ดวย

การประมาณคาของออยเลอร เมื ่อสมการการถายเทความรอนเปนดังสมการ (E8.1-1) สำหรับชั ้นโลหะ

อะลูมิเนียม และ (E8.1-2) สำหรับกอนยูเรเนียมออกไซด  
3

2

1

3 5

C
C F

n

RdT b
k S

dr r
    
 

        (E8.1-1)  

3

23 5

F
F

n
F

dT r b r
k S

dr R

 
   

 
        (E8.1-2) 

เมื่อ kC และ kF มีคาเทากับ 6 และ 21.5 W/K-m, TC และ TF เปนอุณหภูมิในชั้นยูเรเนียมออกไซดและชั้น

โลหะอะลูมิเนียม, RF และ RC เปนรัศมีของชั้นยูเรเนียมออกไซดและรัศมีของชั้นอะลูมิเนียมที่มีคาเทากับ 6 

และ 12 cm ตามลำดับ, คาคงที่ Sn และ b มีคาเทากับ 4x106 W/m3 และ 5 ตามลำดับ และที่รอยตอระหวาง

ชั้นชั้นยูเรเนียมออกไซดและชั้นของชั้นอะลูมิเนียม อุณหภูมิที่ผิวรอยตอระหวางชั้นตองมีอุณหภูมิเทากัน (รัศมี
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เทากับ 6 cm) หรือ TF = TC และ dTF/dr = dTC/dr และอุณหภูมิที่ผิวโลหะอะลูมิเนียม (r = 12 cm) เทากับ 

500 K 

 
 

รูปท่ี E8.1-1 เตาปฏิกรณนิวเคลียรทรงกลมที่ประกอบดวยกอนยูเรเนียมออกไซดที่ถูกหุมดวยโลหะอะลูมิเนียม 

ที่มา: Bird (2002) 

วิธทีำ 

 เนืองจากเตาปฏิกรณนิวเคลียรทรงกลมที่ประกอบดวยกอนยูเรเนียมออกไซดที ่ถูกหุมดวยโลหะ

อะลูมิเนียมและมีสมการสมการการถายเทความรอน 2 สมการดังนั้นในการประมาณคาของออยเลอรของ

สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งจะแบงออกเปน 2 ชวง คือ ชวงที่หนึ่งจากรัศมี 6 cm ถึง 12 cm ซึ่งเปนของชั้น

โลหะอะลูมิเนียม และชวงที่หนึ่งจากรัศมี 0 cm ถึง 6 cm ซึ่งเปนของชั้นยูเรเนียมออกไซด 

 เนื่องจากเปนปญหาคาเริ่มตน ซึ่งทราบวาอุณหภูมิที่ผิวโลหะอะลูมิเนียม (r = 12 cm) เทากับ 500 K 

และโจทยตองการทราบอุณหภูมิที่รัศมีเทากับ 0 2 4 6 8 และ 10 cm ดังนั้นระยะหางของ h จึงมีคาเทากับ -2 

cm เนื่องจากการคำนวณจะเริ่มตนจากรัศมีเปน 12 cm แลวคำนวณไปที่ 10 8 6 4 2 และ 0 cm 

ชวงที่ 1 จากรัศมี 12 cm ไป 6 cm ในชั้นโลหะอะลูมิเนียม  

เมื่อแทนคาของรัศมีของชั้นรัศมีของชั้นยูเรเนียมออกไซดมีคาเทากับ 6 cm คาคงที่ Sn มีคาเทากับ 

4x106 W/m3 b เทากับ 5 และ kC มีคาเทากับ 6 W/K-m ไดเปนสมการ (E8.1-3) 
3

6
2

1 5 (0.06)
6 4 10

3 5

CdT
x

dr r
    
 

 

6 3

2 2

4 10 4 (0.12) 192

6 3

CdT x

dr r r
     
 

       (E8.1-3) 

Aluminum cladding 

Sphere of fissionable 

 material 
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เปลี่ยนใหอยูในรูปการการประมาณคาของออยเลอรดังสมการ (E8.1-4) 

1 2

192C C
i i

i

T T h
r    

เมื่อ 0.02h   m 

คำนวณรอบที่ 1 เมื่อ 0 0.12r  m และ 0 500CT  K 

1 0 0.12 ( 0.02) 0.10r r h      m 

1 0 2 2
0

192 192
500 ( 0.02) 766.667

0.12
C CT T h

r
      K  

คำนวณรอบที่ 2 เมื่อ 1 0.10r  cm และ 1 766.667CT  K 

2 1 0.10 ( 0.02) 0.08r r h      m 

2 1 2 2
1

192 192
766.667 ( 0.02) 1150.667

0.10
C CT T h

r
      K  

คำนวณรอบที่ 3 เมื่อ 2 0.08r  cm และ 2 1150.667CT  K 

3 2 0.08 ( 0.02) 0.06r r h      m 

3 2 2 2
2

192 192
1150.667 ( 0.02) 1750.667

0.10
C CT T h

r
      K  

ชวงที่ 2 จากรัศมี 6 cm ไป 0 cm ในชั้นโลหะยูเรเนียมออกไซด 

เมื่อแทนคาของรัศมีของชั้นรัศมีของชั้นยูเรเนียมออกไซดมีคาเทากับ 6 cm คาคงที่ Sn มีคาเทากับ 

4x106 W/m3 b เทากับ 5 และ kF มีคาเทากับ 21.5 W/K-m ไดเปนสมการ (E8.1-5) 
3

23 5

F
F

n
F

dT r b r
k S

dr R

 
   

 
 

3
6

2

5
21.5 4 10

3 (0.06) 5

FdT r r
x

dr

 
   

 
 

6 3
4 7 3

2

4 10 5
6.2015 10 5.1679 10

21.5 3 (0.06) 5

FdT x r r
r r

dr

 
        

 
   (E8.1-5) 

เปลี่ยนใหอยูในรูปการการประมาณคาของออยเลอรดังสมการ (E8.1-6) 

 4 7 3
1 , ,6.2015 10 5.1679 10F F

i i in i in iT T r r h           (E8.1-6) 

เมื่อ 0.02h   m 

คำนวณรอบที่ 1 เมื่อ ,0 0.06inr  m และ 0 3 1750.667F CT T  K 

,1 ,0 0.06 ( 0.02) 0.04in inr r h      m 

 4 7 3
1 0 ,0 ,06.2015 10 5.1679 10F F

in inT T r r h    

 4 7 3
1 1750.667 6.2015 10 0.06 5.1679 10 0.06 ( 0.02) 2048.341FT          K 

คำนวณรอบที่ 2 เมื่อ ,1 0.04inr  cm และ 1 2048.341FT  K 

,2 ,1 0.04 ( 0.02) 0.02in inr r h      m 
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 4 7 3
2 1 ,1 ,16.2015 10 5.1679 10F F

in inT T r r h    

 4 7 3
2 1750.667 6.2015 10 0.04 5.1679 10 0.04 ( 0.02) 2164.103FT          K 

คำนวณรอบที่ 3 เม่ือ ,2 0.02inr  cm และ 2 2164.103FT  K 

,3 ,2 0.02 ( 0.02) 0in inr r h      m 

 4 7 3
3 2 ,2 ,26.2015 10 5.1679 10F F

in inT T r r h    

 4 7 3
3 2164.103 6.2015 10 0.02 5.1679 10 0.02 ( 0.02) 2197.178FT          K 

 

 เมื่อนำคาอุณหภูมิภายในเตาปฏิกรณนิวเคลียรทรงกลมที่คำนวณไดดวยการประมาณคาของออยเลอร

มาเขียนเปนกราฟความสัมพันธระหวางอุณหภูมิและระยะรัศมี ดังรูปที่ E8.1-2   

 

 
รูปท่ี E8.1-2 อุณหภูมิภายในเตาปฏิกรณนิวเคลียรทรงกลมที่ระยะรัศมีตางๆ 

 

8.2.2 วิธีการประมาณคาของฮวน 

วิธีการประมาณคาของฮวน (Heun’s Method) เปนวิธีประมาณคาที่ปรับปรุงมาจากวิธีประมาณคา

ของออยเลอร โดยมีหลักการประมาณคาดังรูปที่ 8.2 จากรูปที่ 8.2 วิธีการประมาณคาของฮวนเปนวิธีการหา

คาเฉลี่ยของคาอนุพันธอันดับหนึ่งระหวางจุด ix และจุด 1ix   ดังนั้นวิธีการประมาณคาของฮวนแบงออกเปน 2 

ขั้นตอน 

 

ขั้นที่ 1 คำนวณหาคา 0
1iy  ดวยวิธีการประมาณคาของออยเลอร ดังรูปที่ 8.2 (ก) 

0
1 ( , )i i i iy y f x y h    
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ขั้นที่ 2 คำนวณหาคาเฉลี่ยของอนุพันธทั้งสองจุดเพ่ือคำนวณหาคา 1iy  ดังรูปที่ 8.2 (ข) 

 0
1 1 1

1
( , ) ( , )

2i i i i i iy y f x y f x y h      

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปท่ี 8.2 หลักการประมาณคาของฮวน 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

ตัวอยาง 8.2 ถังทรงกลมที่มีรูกนถัง ดังรูปที่ E8.2-1 พบวาปริมาตรน้ำที่ไหลออกจากถังสามารถคำนวณไดจาก 

2outQ CA gh  เมื่อ outQ เปนปริมาตรน้ำที่ไหลออกจากถัง (m3/sec) C เปนคาคงตัว A  เปนพื้นที่หนาตัด

ของรู (m2) g คือคาแรงโนมถวงซึ่งเทากับ 9.81 m/s2 และ h  คือความสูงของของเหลวในถัง (m) จงหาเวลาที่
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ทำใหน้ำในถังทรงกลมที่มีความสูง 2.75 m ไหลออกจากถังทรงกลมที่มีขนาด 3 m จนหมด เม่ือขนาดรูที่กนถัง

เทากับ 3 cm และ C  เทากับ 0.55 ดวยวิธีการประมาณคาของฮวน 

 
 

รูปท่ี E8.2-1 ระดับความสูงของน้ำในถังทรงกลมที่มีรูกนถัง 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

วิธีทำ 

ปริมาตรของเหลวในถังทรงกลมสามารถคำนวณไดจากสมการ (E8.2-1) 
2

(3 )
3

h
V r h


           (E8.2-1) 

เมื่อ V คือปริมาตรของของเหลวในถังทรงกลม r คือรัศมีของถังทรงกลม h คือความสูงของของเหลวในถังทรง

กลม 

จากสมการสมดุลปริมาตร 

อัตราการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลว = อัตราการไหลเขาของของเหลว - อัตราการไหลออกของ

ของเหลว 

เนื่องจากไมมีอัตราการไหลเขาของของเหลวดังนั้น 

อัตราการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลว = - อัตราการไหลออกของของเหลว 

อัตราการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลว คือ dV

dt
 

อัตราการไหลออกของของเหลว คือ outQ  

ดังสมการ (E8.2-2)  

out

dV
Q

dt
           (E8.2-2) 

แตเนื่องจากปริมาตรของของเหลวภายในถังมีคาเทากับ 
2 3

2(3 )
3 3

h h
V r h rh

     เนื่องจาก r เปน

รัศมีของถังทรงกลมซึ่งเปนคาคงท่ี ดังนั้น 
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3

2 2 22 2
3

dV d h dh dh dh
rh rh h rh h

dt dt dt dt dt

    
 

      
 

 

ดังนั้นสมการ (E8.2-2) ไดเปนสมการ (E8.2-3) 

 22 2
dV dh

rh h CA gh
dt dt

           (E8.2-3) 

จัดรูปสมการ (E8.2-3) ใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธดังสมการ (E8.2-4)  

2

2

(2 )

CA ghdh

dt rh h 





         (E8.2-4) 

 

เนื่องจากโจทยตองการทราบวาที่หาเวลาที่ทำใหน้ำในถังทรงกลมที่มีความสูง 2.75 m ไหลจนหมด ดังนั้น

จำเปนตองกลับสมการเพื่อให dh เปนสวนหาร ดังสมการ (E8.2-5) 

 
22

2
2 2

dt rh h
r h h h

dh CA gh CA g

  
          (E8.2-5)  

เมื่อแทนคา ถังทรงกลมที่รัศมี 3 m ขนาดรูที่กนถังเทากับ 3 cm C  เทากับ 0.55 และ คาแรงโนมถวงซึ่ง

เทากับ 9.81 m/s2 ดังนั้น สมการ (E8.2-5) กลายเปนสมการ (E8.2-6) 

   2
2 3 1825.2685 6

0.55( 0.015 ) 2 9.8

dt
x x h h h h h

dh x x




       (E8.2-6) 

 

ดังนั้นสมการการประมาณคาดวยวิธีการประมาณคาของฮวน 

 0
1 1 1

1
( , ) ( , )

2i i i i i it t f h t f h t h      

เนื่องจากเปนปญหาคาเริ่มตน ซึ่งทราบวาที่เวลาเริ่มตน (t = 0 min) น้ำในถังทรงกลมที่มีความสูง 2.75 m 

และโจทยตองการทราบจะตองใชเวลานานเทาไรจึงทำใหปริมาตรน้ำในถังเทากับ 0 m3 ดังนั้นความสูงของ

ระดับน้ำในถังจะมีคาลดลง ดังนั้นใหคา h เทากับ -0.25 m 

รอบท่ี 1 เม่ือ 0 2.75h  m และ 0 0t  sec 

ขั้นที่ 1 คำนวณหาคา 0
1t เมื่อ 0 2.75h  m และ 0 0t  sec 

1 0 2.75 ( 0.25) 2.50h h h      m 

   0 0 0 0 0( , ) 18 225.2685 6 1825.2685 6 2.75 2 9837.312.75 .75f h t h h h        

 0
1 0 0 0 983 1( , ) 0 ( 2.5) 241 52 9.7.3 328t t f h t h       sec 

ขั้นที่ 2 คำนวณหาคา 1 1( , )f h t 0
1t เมื่อ 1 2.50h  m และ 0

1 2459.3281t  sec 

1 0 2.75 ( 0.25) 2.50h h h      m 

   0
1 1 1 1 1( , ) 1825.2685 6 1825.2685 6 2.50 2.50 2.50 10101.0101f h t h h h         

ขั้นที่ 3 หาคาเฉลี่ยของอนุพันธทั้งสองจุดเพ่ือคำนวณหาคา 1t  
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 0
1 0 0 0 1 1

1
( , ) ( , )

2
t t f h t f h t h    

เมื่อ 0 0 7( , ) 983 .312f h t   และ 0
1 1 .( , ) 10101 0101f h t    

 1

1
0 9837.3124 ( 10101.0101 ( 0.25) 2492.2903

2
t        sec 

รอบที่ 2 เมื่อ 1 2.50h  m และ 1 2492.2903t  sec 

ขั้นที่ 1 คำนวณหาคา 0
2t เมื่อ 1 2.50h  m และ 1 2492.2903t  sec 

2 1 2.50 ( 0.25) 2.25h h h      m 

   1 1 1 1 1( , ) 1825.2685 6 1825.2685 6 2.50 2.50 2.50 10101.0101f h t h h h         

 0
2 1 1 1 2492. .( , ) 10101.0101 ( 2 5) 5017.54282903t t f h t h       sec 

ขั้นที่ 2 คำนวณหาคา 2 2( , )f h t 0
2t เมื่อ 2 2.25h  m และ 0

2 5017.3281t  sec 

2 1 2.50 ( 0.25) 2.25h h h      m 

   0
2 2 2 2 2( , ) 1 3825.2685 6 1825.2685 6 2. 725 2.25 2.25 1026 .135f h t h h h        

ขั้นที่ 3 หาคาเฉลี่ยของอนุพันธทั้งสองจุดเพ่ือคำนวณหาคา 2t  

 0
2 1 1 1 2 2

1
( , ) ( , )

2
t t f h t f h t h    

เมื่อ 1 1( , ) 10101.0101f h t   และ 0
2 2 .( , ) 10267 1353f h t    

 2

1
10101.0101 ( ( 0.25) 502492.2903 10267.1 538.33 3 0

2
5 8t       sec 

ผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาของฮวนในรอบที่ 3 ถึง 11 สามารถสรุปผลการคำนวณไดตามตารางที่ 

E8.2-1 จากตารางที่ 8.2-1 พบวาเมื่อคำนวณถึงรอบท่ี 11 ความสูงของปริมาตรน้ำในถังเทากับ 0 m พบวาใช

เวลา 23849.667วินาที หรือ 397.50 นาที ประมาณ 7 ชม  

คาคลาดเคลื่อนประมาณคาสัมพัทธ ( a ) มีคา 0.00% ซึ่งไดความลึกของรางน้ำเปดที่มีรูปรางเปนสี่เหลี่ยม

เทากับ 0.5967 m 

ตารางที่ E8.2-1 ผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาของฮวน 

i  ih  it  0
it  ( , )i if h t  0( , )i if h t  

0 2.75 0    

1 2.50 2492.2903 2459.3281 -9837.3124 -10101.0101 

2 2.25 5038.3085 5017.5428 -10101.0101 -10267.1353 

3 2.00 7612.3601 7605.0923 -10267.1353 -10325.2778 

4 1.75 10185.7778 10193.6796 -10325.2778 -10262.0638 

5 1.50 12725.9979 12751.2938 -10262.0638 -10059.6970 

6 1.25 15195.1329 15240.9222 -10059.6970 -9693.3830 

7 1.00 17547.5986 17618.4787 -9693.3830 -9126.3425 
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i  ih  it  0
it  ( , )i if h t  0( , )i if h t  

8 0.75 19725.7447 19829.1842 -9126.3425 -8298.8266 

9 0.50 21650.4266 21800.4514 -8298.8266 -7098.6285 

10 0.25 23193.7111 23425.0838 -7098.6285 -5247.6469 

11 0 23849.6669 24505.6228   

8.2.3 วิธีการประมาณคาจากคากลาง 

วิธ ีการประมาณคาจากคากลาง (Midpoint Method) เปนวิธีประมาณคาที ่ปรับปรุงมาจากวิธี

ประมาณคาของออยเลอร แตเปลี่ยนการหาคาอนุพันธที่จุด 1/2ix   แทนโดยมีหลักการดังรูปที่ 8.3 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปท่ี 8.3 หลักการประมาณคาจากคากลาง 

ที่มา: Chapra (2010) 
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 จากรูปที่ 8.3 วิธีการประมาณคาจากคากลาง เปนวิธีการใชคาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุดก่ึงกลางระหวาง

ระหวางจุด ix และจุด 1ix   แทน ดังนั้นวิธีการประมาณคาจากคากลางแบงออกเปน 2 ขั้นตอน 

ขั้นที่ 1 คำนวณหาคา 0.5iy  ดวยวิธีการประมาณคาของออยเลอร 

0.5 ( , )
2i i i i

h
y y f x y    

ขั้นที่ 2 หาคา 1iy  เมื่อ 0.5 0.5i ix x h    

1 0.5 0.5( , )i i i iy y f x y h     

 

ตัวอยางที่ 8.3 ความสูงของน้ำในสระที่เกิดจากการระบายน้ำผานทอระบายน้ำจากสระออกไปสูลำคลองพบวา

ความสูงของน้ำในสระมีความสัมพันธกับเวลาดังนี้ 
2

2 ( )
4 ( )

dh d
g h e

dt A h


    เมื่อ h คือความสูงของระดับ

น้ำจากกนสระ (m) t คือเวลา (s) d คือเสนผานศูนยกลางของทอระยายน้ำ (m) A(h) เปนพี้นที่หนาตัดของน้ำ

ในสระน้ำที่ระดับความลึกตางๆ (m2) g คือคาแรงโนมถวงซึ่งเทากับ 9.81 m/s2 e คือระดับความลึกของทอ

ระบายน้ำจากกนสระ (m) จงหาเวลาที่ใชในการระบายน้ำจนหมดสระ เมื่อความลึกของน้ำในสระที่เวลาเริ่มตน

เปน 6 m เสนผานศูนยกลางของทอระบายน้ำเปน 0.25 m และความลึกของทอระบายน้ำจากกนสระเปน 1 

m โดยใชขอมูลพี้นที่หนาตัดของน้ำในสระน้ำที่ระดับความลึกของน้ำตางๆจากตารางท่ี E8.3-1 

ตารางที่ E8.3-1 ขอมูลพ้ีนที่หนาตัดของน้ำในสระน้ำที่ระดับความสูงของน้ำจากกนสระตางๆ 

h, m 6 5 4 3 2 1 0 

A(h), m2 1.17 0.97 0.67 0.45 0.32 0.18 0 

 

วิธีทำ 

เนื่องจากโจทยตองการทราบวาเวลาที่ใชในการระบายน้ำจนหมดสระ ดังนั้นจำเปนตัองกลับสมการไดเปน

สมการ (E8.3-1)  

2

4 ( )

2 ( )

dt A h

dh d g h e
 


        (E8.3-1) 

 

เมื่อแทนคาแรงโนมถวงซึ่งเทากับ 9.81 m/s2 เสนผานศูนยกลางของทอระบายน้ำเปน 0.25 m และความลึก

ของทอระบายน้ำจากกนสระเปน 1 m ลงในสมการ (E8.3-1) ไดเปน (E8.3-2) 

2

4 ( ) ( )
4.604

(0.25) 2 9.8 ( 1) 1

dt A h A h

dh x x h h
   

 
     (E8.3-2) 

 

ดังนั้นสมการการประมาณคาดวยวิธีการประมาณคาจากคากลางดังสมการ (E8.3-3)  

0.5
1 0.5 0.5

0.5

( )
( , ) 4.604

1
i

i i i i i

i

A h
t t f h t h t h

h


  


   


     (E8.3-3) 
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แตจากสมการ (E8.3-3) จำเปนตองทราบคาของ 0.5( )iA h   ดังนั้นใชวิธีการประมาณคาใชชวงดวยสมการพหุ

นามกำลังสองเพ่ือหาที่ ( )A h ที่ระดับความลึกของน้ำจากกนสระตางๆ ดังสมการ (E8.3-4) และผลการคำนวณ

ที่ไดดังแสดงในตารางท่ี E8.3-2 
2( ) 0.0129 0.1171 0.0186A h h h          (E8.3-4) 

 

 
รูปท่ี E8.3-1 วิธีการประมาณคาใชชวงดวยสมการพหุนามกำลังสองเพ่ือหาที่ ( )A h ที่ระดับความลึกของน้ำ

จากกนสระ 

 

ตารางที่ E8.3-1 ขอมูลพี้นที่หนาตัดของน้ำในสระน้ำที่ระดับความสูงของน้ำจากกนสระตางๆ 

h, m 5.5 4.5 3.5 2.5 1.5 0.5 

A(h), m2 1.0529 0.8068 0.5865 0.3920 0.2233 0.0804 

 

เนื่องจากเปนปญหาคาเริ่มตน ซึ่งทราบวาที่เวลาเริ่มตน (t = 0 min) ความสูงของระดับน้ำในสระเทากับ 0 m 

และโจทยตองการทราบจะตองใชเวลานานเทาไรจึงระบายน้ำในสระจนหมด ดังนั้นความสูงของระดับน้ำในสระ

จะมีคาลดลง และจากตารางที่ E8.3-1 พบวาขอมูลพี้นที่หนาตัดของน้ำในสระน้ำที่ระดับความลึกของน้ำตางๆ 

ซึ่งมีระยะหางของขอมูลที่ระดับความสูงของน้ำจากกนสระเทากับ 1 m ดังนั้น h จึงมีคาเทากับ -1 m  

รอบท่ี 1 เม่ือ 0 6h  m และ 0 0t  sec เม่ือ 1h   m 

ขั้นที่ 1 คำนวณหาคา 0.5t  

0.5 0 0.5 6 0.5( 1) 5.5h h h      m 

0
0.5 0

0

( ) 1.17 1
4.604 0 4.604 1.0180

2 21 6 1

A h h
t t

h

              
 sec 

ขั้นที่ 2 หาคา 1t  
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   0.5
1 0 0.5 0.5

0.5

1.0529
( , ) 0 4.604 0 4.604 1 1.9013

1 5.5 1

A h
t t f h t h h

h

                   
sec 

 

รอบท่ี 2 เม่ือ 1 5h  m และ 1 1.9013t  sec 

ขั้นที่ 1 คำนวณหาคา 1.5t  

1.5 1 0.5 5 0.5( 1) 4.5h h h      m 

1
1.5 1

1

( ) 0.97 1
4.604 1.9013 4.604 2.8129

2 21 5 1

A h h
t t

h

              
 sec 

ขั้นที่ 2 หาคา 2t  

   1.5
2 1 1.5 1.5

1.5

0.8068
( , ) 1.9014 4.604 1.9014 4.604 1 3.4852

1 4.5 1

A h
t t f h t h h

h

                   
 

 

 ผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาจากคากลางในรอบที่ 3 ถึง 6 สามารถสรุปผลการคำนวณไดตาม

ตารางที่ E8.3-2 จากตารางที่ 8.3-2 พบวาเมื่อคำนวณถึงรอบที่ 6 ความสูงของปริมาตรน้ำในถังเทากับ 0 m 

พบวาใชเวลา 6.6753 sec 

 

ตารางที่ E8.3-2 ผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาจากคากลาง 

i  ih  it  ( )iA h  0.5ih   0.5( )iA h   0.5it   1it   

0 6 0.0000 1.1700 5.5 1.0529 1.0180 1.9014 

1 5 1.9014 0.9700 4.5 0.8068 2.8130 3.4852 

2 4 3.4852 0.6700 3.5 0.5865 4.1750 4.7581 

3 3 4.7581 0.4500 2.5 0.392 5.2761 5.7228 

4 2 5.7228 0.3200 1.5 0.2233 6.1481 6.3730 

5 1 6.3730 0.1800 0.5 0.0804 6.6660 6.6753 

6 0 6.6753 0.0000     

 

8.2.3 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททา 

 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททา (Runge-Kutta Method) เปนวิธีประมาณคาที่ปรับปรุงที่อาศัย

อนุกรมเทยเลอรมาใชเพ่ือประมาณหาคา 1iy  โดยมีรูปทั่วไปดังนี้ 

1i iy y h    

เมื่อ  

1 1 2 2 n na k a k a k      
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และ 

1 ( , )i ik f x y  

2 1 11 1( , )i ik f x p h y q k h    

3 2 11 1 22 2( , )i ik f x p h y q k h q k h     

1 11 1 22 2 1, 1 1( , )n i n i n n nk f x p h y q k h q k h q k h          

เมื่อ p และ q  เปนคาคงที่ที่มีความสัมพันธกับคา k  

8.2.3.1 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสอง 

 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสอง (Second-Order Runge-Kutta Methods) สามารถ

เขียนในรูปสมการไดดังนี ้

1i iy y h    

1 1 1 2 2( )i iy y a k a k h     

เมื่อ 

1 ( , )i ik f x y  

2 1 11 1( , )i ik f x p h y q k h    

 เมื่อ 2

1

2
a  และ 1

1

2
a  คา 1 11 1p q   สมการที่ไดเปนดังนี้ ซึ่งเปนรูปแบบวิธีการประมาณคาของ

ฮวน 

1i iy y h    

1 1 1 2 2 1 2

1 1
( ) ( )

2 2i i iy y a k a k h y k k h        

1 ( , )i ik f x y  

2 1( , )i ik f x h y k h    

 1 1

1
( , ) ( , )

2i i i i i iy y f x y f x h y k h h     
 

 0
1 1 1

1
( , ) ( , )

2i i i i i iy y f x y f x y h      

 เมื่อ 2 1a  และ 1 0a  คา 1 11

1

2
p q   สมการที่ไดเปนดังนี้ ซึ่งเปนรูปแบบวิธีการประมาณคาจาก

คากลาง 

1i iy y h    

1 1 1 2 2 2( )i i iy y a k a k h y k       

1 ( , )i ik f x y  

2 1

1
( , )

2 2i i

h
k f x y k h    

1 1

1
( , )

2 2i i i i

h
y y f x y k h h      
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1 1/2 1/2( , )i i i iy y f x y h     

 เมื่อ 2

2

3
a  และ 1

1

3
a  คา 1 11

3

4
p q   สมการที่ไดเปนดังนี้ ซึ ่งเปนรูปแบบวิธีการประมาณคา

ของรอลสตัน (Ralston’s Method) 

1i iy y h    

1 1 1 2 2 1 2

1 2
( ) ( )

3 3i i iy y a k a k h y k k h        

1 ( , )i ik f x y  

2 1

3 3
( , )

4 4i ik f x h y k h    

1 1

1 2 3 3
( , ) ( , )

3 3 4 4i i i i i iy y f x y f x h y k h h
       

 

 

8.2.3.2 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี ่

 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี่ (Fourth-Order Runge-Kutta Method) สามารถเขียน

ในรูปสมการไดดังนี ้

1i iy y h    

1 1 1 2 2 3 3 4 4( )i iy y a k a k a k a k h       

1 1 2 3 4

1
( 2 2 )

6i iy y k k k k h       

เมื่อ 

1 ( , )i ik f x y  

2 1 11 1 1

1 1
( , ) ( , )

2 2i i i ik f x p h y q k h f x h y k h       

3 2 22 2 2

1 1
( , ) ( , )

2 2i i i ik f x p h y q k h f x h y k h      . 

4 3 33 3 3( , ) ( , )i i i ik f x p h y q k h f x h y k h       

 

ตัวอยาง 8.4 เตาปฏิกรณนิวเคลียรทรงกลมที่ประกอบดวยกอนยูเรเนียมออกไซดท่ีถูกหุมดวยโลหะอะลูมิเนียม 

จงหาอุณหภูมิภายในเตาปฏิกรณนิวเคลียรที่ระยะรัศมี (r) เทากับ 0 2 4 6 8 และ 10 cm ดวยวิธีการประมาณ

คาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี ่ เมื ่อสมการการถายเทความรอนเปนดังสมการ (E8.4-1) สำหรับชั ้นโลหะ

อะลูมิเนียม และ (E8.4-2) สำหรับกอนยูเรเนียมออกไซด  
3

2

1

3 5

C
C F

n

RdT b
k S

dr r
    
 

        (E8.4-1)  

3

23 5

F
F

n
F

dT r b r
k S

dr R

 
   

 
        (E8.4-2) 
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เมื่อ kC และ kF มีคาเทากับ 6 และ 21.5 W/K-m, TC และ TF เปนอุณหภูมิในชั้นยูเรเนียมออกไซดและชั้น

โลหะอะลูมิเนียม, RF และ RC เปนรัศมีของชั้นยูเรเนียมออกไซดและรัศมีของชั้นอะลูมิเนียมที่มีคาเทากับ 6 

และ 12 cm ตามลำดับ, คาคงที่ Sn และ b มีคาเทากับ 4x106 W/m3 และ 5 ตามลำดับ และที่รอยตอระหวาง

ชั้นชั้นยูเรเนียมออกไซดและชั้นของชั้นอะลูมิเนียม อุณหภูมิที่ผิวรอยตอระหวางชั้นตองมีอุณหภูมิเทากัน (รัศมี

เทากับ 6 cm) หรือ TF = TC และ dTF/dr = dTC/dr และอุณหภูมิที่ผิวโลหะอะลูมิเนียม (r = 12 cm) เทากับ 

500 K 

วิธีทำ 

 เนืองจากเตาปฏิกรณนิวเคลียรทรงกลมที่ประกอบดวยกอนยูเรเนียมออกไซดที ่ถูกหุมดวยโลหะ

อะลูมิเนียมและมีสมการสมการการถายเทความรอน 2 สมการดังนั้นในการประมาณคาของออยเลอรของ

สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งจะแบงออกเปน 2 ชวง คือ ชวงที่หนึ่งจากรัศมี 6 cm ถึง 12 cm ซึ่งเปนของชั้น

โลหะอะลูมิเนียม และชวงที่หนึ่งจากรัศมี 0 cm ถึง 6 cm ซึ่งเปนของชั้นยูเรเนียมออกไซด 

 เนื่องจากเปนปญหาคาเริ่มตน ซึ่งทราบวาอุณหภูมิที่ผิวโลหะอะลูมิเนียม (r = 12 cm) เทากับ 500 K 

และโจทยตองการทราบอุณหภูมิที่รัศมีเทากับ 0 2 4 6 8 และ 10 cm ดังนั้นระยะหางของ h จึงมีคาเทากับ -2 

cm เนื่องจากการคำนวณจะเริ่มตนจากรัศมีเปน 12 cm แลวคำนวณไปที่ 10 8 6 4 2 และ 0 cm 

ชวงที่ 1 จากรัศมี 12 cm ไป 6 cm ในชั้นโลหะอะลูมิเนียม  

เมื่อแทนคาของรัศมีของชั้นรัศมีของชั้นยูเรเนียมออกไซดมีคาเทากับ 6 cm คาคงที่ Sn มีคาเทากับ 

4x106 W/m3 b เทากับ 5 และ kC มีคาเทากับ 6 W/K-m ไดเปนสมการ (E8.4-3) 
3

6
2

1 5 (0.06)
6 4 10

3 5

CdT
x

dr r
    
 

 

6 3

2 2

4 10 4 (0.12) 192

6 3

CdT x

dr r r
     
 

       (E8.4-3) 

 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี่ (Fourth-Order Runge-Kutta Method) สามารถเขียน

ในรูปสมการไดดังนี ้

1
C C

i iT T h    

1 1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
C C

i iT T k k k k h       

เมื่อ 

1 2

1536
( , )C

i i
i

k f r T
r

    

2 1

1 1
( , )

2 2
C

i ik f r h T k h    

3 2

1 1
( , )

2 2
C

i ik f r h T k h   . 

4 3( , )C
i ik f r h T k h    
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 เนื่องจาก 
2

192
( , )C

i i
i

f r T
r

  เปนฟงกชันท่ีไมข้ึนกับอุณหภูมิ แตขึ้นกับรัศมีเพียงอยางเดียว ดังนั้นใน

การคำนวณไมจำเปนตองหาคาของ C
iT  

เมื่อ 0.02h   m  

คำนวณรอบท่ี 1 เม่ือ 0 0.12r  m และ 0 500CT  K 

ขั้นที่ 1 คำนวณหา 1k  

1 0 0 2 2
0

192 192
( , ) 13,333.33

0.12
Ck f r T

r
        

ขั้นที่ 2 คำนวณหา 2k  

 2 0 0 1 2 2 2

0

1 1 192 192 192
( , ) 15,867.76

2 2 0.111 1
0.12 ( 0.02)

2 2

Ck f r h T k h

r h

          
        
   

 

ขั้นที่ 3 คำนวณหา 3k  

 3 0 0 2 2 2 2

0

1 1 192 192 192
( , ) 15,867.76

2 2 0.111 1
0.12 ( 0.02)

2 2

Ck f r h T k h

r h

          
        
   

 

ขั้นที่ 4 คำนวณหา 4k  

     4 0 0 3 2 2 2

0

192 192 192
( , ) 19, 200.00

0.12 0.02 0.10
Ck f r h T k h

r h
          

 
 

ขั้นที่ 5 คำนวณหา 1
CT  

 1 0 1 2 3 4

1
2 2

6
C CT T k k k k h    

 1

1
500 13,333.33 2( 15,867.76) 2( 15,867.76) ( 19, 200) ( 0.02)

6
CT            

1 820.01CT  K 

 

คำนวณรอบท่ี 2 เมื่อ 1 0.10r  m และ 1 820.01CT  K 

ขั้นที่ 1 คำนวณหา 1k  

1 1 1 2 2
1

192 192
( , ) 19, 200

0.10
Ck f r T

r
        

ขั้นที่ 2 คำนวณหา 2k  

   2 1 1 1 2 2 2

1

1 1 192 192 192
( , ) 23,703.70

2 2 0.101 1
0.10 0.02

2 2

Ck f r h T k h

r h

          
        
   

 

ขั้นที่ 3 คำนวณหา 3k  
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   3 1 1 1 2 2 2

1

1 1 192 192 192
( , ) 23,703.70

2 2 0.101 1
0.10 0.02

2 2

Ck f r h T k h

r h

          
        
   

 

ขั้นที่ 4 คำนวณหา 4k  

     4 1 1 3 2 2 2

1

192 192 192
( , ) 30,000.00

0.10 0.02 0.08
Ck f r h T k h

r h
          

 
 

ขั้นที่ 5 คำนวณหา 2
CT  

 2 1 1 2 3 4

1
2 2

6
C CT T k k k k h    

     2

1
820.01 ( 19, 200 2 23,703.70 2 23,703.70 30,000 )( 0.02)

6
CT          

2 1,300.06CT  K 

 

คำนวณรอบท่ี 3เมื่อ 2 0.08r  m และ 2 1,300.06CT  K 

ขั้นที่ 1 คำนวณหา 1k  

1 2 2 2 2
2

192 192
( , ) 30,000

0.08
Ck f r T

r
        

ขั้นที่ 2 คำนวณหา 2k  

   3 2 2 1 2 2 2

2

1 1 192 192 192
( , ) 39,183.67

2 2 0.071 1
0.08 0.02

2 2

Ck f r h T k h

r h

          
        
   

 

ขั้นที่ 3 คำนวณหา 3k  

   3 2 2 1 2 2 2

2

1 1 192 192 192
( , ) 39,183.67

2 2 0.071 1
0.08 0.02

2 2

Ck f r h T k h

r h

          
        
   

 

ขั้นที่ 4 คำนวณหา 4k  

     4 2 2 3 2 2 2

2

192 192 192
( , ) 53,333.33

0.08 0.02 0.06
Ck f r h T k h

r h
          

 
 

ขั้นที่ 5 คำนวณหา 2
CT  

 3 2 1 2 3 4

1
2 2

6
C CT T k k k k h    

     1
1,300.06 ( 30,000 2 39,183.67 2 39,183.67 53,333.33 )( 0.02)

6
T            

3 2,100.29CT  K 

 

ชวงที่ 2 จากรัศมี 6 cm ไป 0 cm ในชั้นโลหะยูเรเนียมออกไซด 
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เมื่อแทนคาของรัศมีของชั้นรัศมีของชั้นยูเรเนียมออกไซดมีคาเทากับ 6 cm คาคงที่ Sn มีคาเทากับ 

4x106 W/m3 b เทากับ 5 และ kF มีคาเทากับ 21.5 W/K-m ไดเปนสมการ (E8.1-4) 
3

23 5

F
F

n
F

dT r b r
k S

dr R

 
   

 
 

3
6

2

5
21.5 4 10

3 (0.06) 5

FdT r r
x

dr

 
   

 
 

6 3
4 7 3

2

4 10 5
6.2015 10 5.1679 10

21.5 3 (0.06) 5

FdT x r r
r r

dr

 
        

 
   (E8.1-4) 

 วิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี่ (Fourth-Order Runge-Kutta Method) สามารถเขียน

ในรูปสมการไดดังนี ้

1 1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
F F F

i i iT T h T k k k k h         

เมื่อ 
4 7 3

1 , , ,( , ) 6.2015 10 5.1679 10F
in i i in i in ik f r T r r       

2 , 1

1 1
( , )

2 2
F

in i ik f r h T k h    

3 , 2

1 1
( , )

2 2
F

in i ik f r h T k h   . 

4 , 3( , )F
in i ik f r h T k h    

 เนื่องจาก 4 7 3
, , ,( , ) 6.2015 10 5.1679 10F

in i i in i in if r T r r     เปนฟงกชันที่ไมขึ้นกับอุณหภูมิ แต

ขึ้นกับรัศมีเพียงอยางเดียว ดังนั้นในการคำนวณไมจำเปนตองหาคาของ F
iT  

เมื่อ 0.02h   m 

คำนวณรอบท่ี 1 เม่ือ ,0 0.06inr  m และ 0 3 2,100.29F CT T  K 

ขั้นที่ 1 คำนวณหา 1k  
4 7 3

1 ,0 0 ,0 ,0( , ) 6.2015 10 5.1679 10F
in in ink f r T r r     

4 7 3
1 6.2015 10 0.06 5.1679 10 0.06 14,883.56k           

ขั้นที่ 2 คำนวณหา 2k  
3

4 7
2 ,0 ,0

1 1
6.2015 10 5.1679 10

2 2in ink r h r h            
   

 

3
4 7

2

1 1
6.2015 10 0.06 ( 0.02) 5.1679 10 0.06 ( 0.02) 9,560.62

2 2
k                   

   
 

ขั้นที่ 3 คำนวณหา 3k  
3

4 7
3 ,0 0 2 ,0 ,0

1 1 1 1
( , ) 6.2015 10 5.1679 10

2 2 2 2
F

in in ink f r h T k h r h r h               
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3
4 7

3

1 1
6.2015 10 0.06 ( 0.02) 5.1679 10 0.06 ( 0.02) 9,560.62

2 2
k                   

   
 

ขั้นที่ 4 คำนวณหา 4k  

   34 7
4 ,0 0 3 ,0 ,0( , ) 6.2015 10 5.1679 10F

in in ink f r h T k h r h r h           

   34 7
4 6.2015 10 0.06 ( 0.02) 5.1679 10 0.06 ( 0.02) 5,788.06k             

ขั้นที่ 5 คำนวณหา 1
FT  

1 0 1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
F FT T k k k k h    

     3

1
1,300.06 ( 30,000 2 39,183.67 2 39,183.67 53,333.33 )( 0.02)

6
CT          

1 2, 296.67FT  K 

 

คำนวณรอบท่ี 2 เม่ือ ,1 0.04inr  m และ 1 2, 296.67FT  K 

ขั้นที่ 1 คำนวณหา 1k  
4 7 3

1 ,1 1 ,1 ,1( , ) 6.2015 10 5.1679 10F
in in ink f r T r r       

4 7 3
1 6.2015 10 0.04 5.1679 10 0.04 5,788.06k           

ขั้นที่ 2 คำนวณหา 2k  
3

4 7
2 ,1 ,1

1 1
6.2015 10 5.1679 10

2 2in ink r h r h            
   

 

3
4 7

2

1 1
6.2015 10 0.04 ( 0.02) 5.1679 10 0.04 ( 0.02) 3,255.78

2 2
k                   

   
 

ขั้นที่ 3 คำนวณหา 3k  
3

4 7
3 ,1 1 2 ,1 ,1

1 1 1 1
( , ) 6.2015 10 5.1679 10

2 2 2 2
F

in in ink f r h T k h r h r h               
   

 

3
4 7

3

1 1
6.2015 10 0.04 ( 0.02) 5.1679 10 0.04 ( 0.02) 3, 255.78

2 2
k                 

   
 

ขั้นที่ 4 คำนวณหา 4k  

   34 7
4 ,1 1 3 ,1 ,1( , ) 6.2015 10 5.1679 10F

in in ink f r h T k h r h r h           

   34 7
4 6.2015 10 0.04 ( 0.02) 5.1679 10 0.04 ( 0.02) 1,653.73k             

ขั้นที่ 5 คำนวณหา 2
FT  

2 1 1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
F FT T k k k k h    

 2

1
2,296.67 5,788.06 2( 3, 255.78) 2( 3, 255.78) ( 1,653.73) ( 0.02)

6
FT          

2 2,364.89FT  K 
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คำนวณรอบท่ี 3 เม่ือ ,2 0.02inr  m และ 2 2,364.89FT  K 

ขั้นที่ 1 คำนวณหา 1k  
4 7 3

1 ,2 2 ,2 ,2( , ) 6.2015 10 5.1679 10F
in in ink f r T r r     

4 7 3
1 6.2015 10 0.02 5.1679 10 0.02 1,653.73k           

ขั้นที่ 2 คำนวณหา 2k  
3

4 7
2 ,2 ,2

1 1
6.2015 10 5.1679 10

2 2in ink r h r h            
   

 

3
4 7

2

1 1
6.2015 10 0.02 ( 0.02) 5.1679 10 0.02 ( 0.02) 671.83

2 2
k                   

   
 

ขั้นที่ 3 คำนวณหา 3k  
3

4 7
3 ,2 2 2 ,2 ,2

1 1 1 1
( , ) 6.2015 10 5.1679 10

2 2 2 2
F

in in ink f r h T k h r h r h               
   

 

3
4 7

3

1 1
6.2015 10 0.02 ( 0.02) 5.1679 10 0.02 ( 0.02) 671.83

2 2
k                   

   
 

ขั้นที่ 4 คำนวณหา 4k  

   34 7
4 ,2 2 3 ,2 ,2( , ) 6.2015 10 5.1679 10F

in in ink f r h T k h r h r h           

   34 7
4 6.2015 10 0.02 ( 0.02) 5.1679 10 0.02 ( 0.02) 0k            

ขั้นที่ 5 คำนวณหา 3
FT  

      3 2 1 2 3 4

1 1
( 2 2 ) 2,364.89 1,653.73 2 671.83 2 671.83 0 ( 0.02)

6 6
F FT T k k k k h               

3 2,379.36FT  K 

 

 จากการคำนวณพบวาอุณหภูมิภายในเตาปฏิกรณนิวเคลียรที่ประกอบดวยแทงยูเรเนียมออกไซดและ

ชั้นโลหะอะลูมิเนียมที่หอหุมที่ระยะรัศมีเปน 0 2 4 6 8 และ 10 cm พบวาอุณหภูมิภายในเตาปฏิกรณ

นิวเคลียรที่ระยะรัศม ี0 cm มีอุณหภูม ิ2,379.36 K ระยะรัศมี 2 cm มีอุณหภูม ิ2,364.89 K ระยะรัศมี 4 cm 

มีอุณหภูม ิ2,296.67 K ระยะรัศมี 6 cm มีอุณหภูม ิ2,100.29 K ระยะรัศมี 8 cm มีอุณหภูม ิ1,300.06 K และ

ระยะรัศมี 10 cm มีอุณหภูมิ 820.01 K ในตารางที่ E8.4-1 แสดงผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาของรุ

งเงอ-คุททาอันดับสี ่ 
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ตารางที่ E8.4-1 ผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี่ 

สำหรับชั้นโลหะอะลูมิเนียม 

i  ir  C
iT  1k  2k  3k  4k  1ir  1

C
iT   

0 0.12 500 -13333.33 -15867.77 -15867.77 -19200.00 0.10 820.01 

1 0.1 820.01 -19200.00 -23703.70 -23703.70 -30000.00 0.08 1300.06 

2 0.08 1300.06 -30000.00 -39183.67 -39183.67 -53333.33 0.06 2100.29 

ชั้นโลหะยูเรเนียมออกไซด 

i  ,in ir  F
iT  1k  2k  3k  4k  , 1in ir   

1
F

iT   

0 0.06 2100.29 -14883.56 -9560.62 -9560.62 -5788.06 0.04 2296.67 

1 0.04 2296.67 -5788.06 -3255.78 -3255.78 -1653.73 0.02 2364.89 

2 0.02 2364.89 -1653.73 -671.83 -671.83 0.00 0.00 2379.36 

 

ในรูปที่ E8.4-1 แสดงการเปรียบเทียบผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี ่และดวย

วิธีการประมาณคาของออยเลอรจากตัวอยางที่ 8.1 ซึ่งเมื่อเปรียบเทียบกับคาจริงที่ไดจากการอินทิเกรตดัง

สมการ (E8.4-3) และสมการ (E8.4-4)  
6 3

2 2

4 10 4 (0.12) 192

6 3

CdT x

dr r r
     
 

       (E8.4-3) 

2

192CdT dr
r

    

192CT C
r

   

เนื่องจากที่ 0.12r  m และ 500CT  Kเมื่อแทนคาเพ่ือหาคา C จะไดเปนสมการ (E8.4-5) 
192

500
0.12

C   ดังนั้น 1100C    

192
1100CT

r
  K 

4 7 36.2015 10 5.1679 10
FdT

r r
dr

           (E8.1-4) 

 4 7 36.2015 10 5.1679 10FdT r r dr         

4 2 7 43.1008 10 1.2954 10FT r r C       
เนื่องจากที่ 0.06r  m และ F CT T K ซึ่งจากสมการ (E8.4-5) พบวา 2100CT  K เมื่อแทนคาเพ่ือหาคา 

C จะไดเปนสมการ (E8.4-6) 

   24 7 42100 3.1008 10 0.06 1.2954 10 0.06 C       ดังนั้น 2379.5126C   
4 2 7 43.1008 10 1.2954 10 2379.5126FT r r           (E8.1-6) 
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รูปท่ี E8.4-1 การเปรียบเทียบผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุททาอันดับสี ่วิธีการประมาณ

คาของออยเลอรกับคาจริง 

 

 จากรูปที่ E8.4-1 พบวาผลการคำนวณหาอุณหภูมิที่รัศมีตางๆ ดวยวิธีการประมาณคาของรุงเงอ-คุท

ทาอันดับสี่มีความคลาดเคลื่อนจากคาจริงเล็กนอย ในขณะที่เมื่อคำนวณหาอุณหภูมิที่รัศมีตางๆ ดวยวิธีการ

ประมาณคาของออยเลอรกมีความคลาดเคลื่อนจากคาจริงมาก  

8.3 การหาผลเฉลยของปญหาในระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ  

 ในปญาทางวิศวกรรมบางครั้งอยูในรูปของระบบสมการอนุพันธ (Systems of Equations)  

 1
1 1 2, , , , n

dy
f x y y y

dx
   

 2
2 1 2, , , , n

dy
f x y y y

dx
   

 1 2, , , ,n
n n

dy
f x y y y

dx
   

ดังนั้นการแกปญหาของระบบสมการเชิงอนุพันธซึ่สามารถแกปญหาดวยวิธีตางๆ ที่ไดกลาวมา ใน

หัวขอ 8.2 

 

ตัวอยางที ่ 8.5 ในปฏิกิริยาเคมีในเครื่องปฏิกรณแบบถังกวนสำหรับปฏิกิริยา A  B พบวาอัตราการ

เปลี่ยนแปลงความเขมขนของ A และ B ดังนี้  0

1A
A A A

dC
C C kC

dt 
    และ 1B

B A

dC
C kC

dt 
   เมื่อ 

0AC คือความเขมขนของสาร A ขาเขาเครื่องปฏิกรณ (mol/L) AC คือความเขมขนของสาร A ในเครื่องปฏิกรณ 
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(mol/L) BC คือความเขมขนของสาร B ในเครื่องปฏิกรณ (mol/L)  คือเวลาสารไหลอยูภายในเครื่องปฏิกรณ 

(min) และ k คือคาคงที่ปฏิกิริยา (min-1) จงหาความเขมขนของสาร A และ B ที่เวลา 10 min เมื่อความ

เขมขนของสาร A ขาเขาเครื่องปฏิกรณเปน 20 mol/L เวลาสารไหลอยูภายในเครื่องปฏิกรณเปน 5 min และ 

คาคงที่ปฏิกิริยาเปน 0.12 min-1 

วิธีทำ 

เมื่อแทนความเขมขนของสาร A ขาเขาเครื่องปฏิกรณเปน 20 mol/L เวลาสารไหลอยูภายในเครื่องปฏิกรณ

เปน 5 min และ คาคงที่ปฏิกิริยาเปน 0.12 min-1ไดเปนสมการ (E8.5-1) และ (E8.5-2) 

   0

1 1
20 0.12 4 0.32

5
A

A A A A A A

dC
C C kC C C C

dt 
           (E8.5-1)  

1 1
0.12 0.2 0.12

5
B

B A B A B A

dC
C kC C C C C

dt 
          E8.5-2) 

เปลี่ยนใหอยูในรูปการการประมาณคาของออยเลอรดังสมการ (E8.5-3) และ (E8.5-4) สำหรับสาร A และสาร 

B 

 , 1 , , , , ,( , , ) 4 0.32A i A i i A i B i A i A iC C f t C C h C C h          (E8.5-3) 

 , 1 , , , , , ,( , , ) 0.2 0.12B i B i i A i B i B i B i A iC C f t C C h C C C h          (E8.5-4) 

เมื่อ 1h  min 

รอบท่ี 1 เม่ือ 0 0t  min ,0 20AC  mol/L และ ,0 0BC  mol/L  

1 0 0 1 1t t h     min 

 ,1 ,0 ,04 0.32 20 (4 0.32 20)(1) 17.60A A AC C C h        mol/L 

   ,1 ,0 ,0 ,00.2 0.12 (1) 0 0.2 0 0.12 20 (1) 2.4B B B AC C C C         mol/L 

รอบท่ี 2 เมื่อ ,1 17.6AC  mol/L ,1 2.4BC  mol/L 

2 1 1 1 2t t h     min 

 ,2 ,1 ,14 0.32 20 (4 0.32 17.6)(1) 15.968A A AC C C h        mol/L 

   ,2 ,1 ,1 ,10.2 0.12 (1) 1.6 0.2 1.6 0.12 17.6 (1) 2.11B B B AC C C C         mol/L 

 

ผลการคำนวณความเขมขนของสาร A และ B ที่ขาออกเครื่องปฏิกรณที่เวลาตางๆ ดวยวิธีการประมาณคาของ

ออยเลอรในรอบอื่น แสดงในตารางที่ E8.5-1 จากตารางที่ 8.5-1 พบวาความเขมขนของสาร A และ B ที่ขา

ออกเครื่องปฏิกรณเมื่อเวลาผานไป 10 min มีคาเทากับ 12.6585 และ 49.6179 mol/L ตามลำดับ ดังแสดง

ดังรูปที่ E8.5-1  

ตารางที่ E8.5-1 ผลการคำนวณความเขมขนของสาร A และ B ที่ขาออกเครื่องปฏิกรณที่เวลาตางๆ ดวยวิธีการ

ประมาณคาของออยเลอร 

i  it  ,A iC  ,B iC Cbi ,A idC

dt
 B,idC

dt
 1it   , 1A iC   , 1B iC   
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0 0 20.0000 0.0000 -2.4000 2.4000 1 17.6000 2.4000 

1 1 17.6000 2.4000 -1.6320 2.5920 2 15.9680 4.9920 

2 2 15.9680 4.9920 -1.1098 2.9146 3 14.8582 7.9066 

3 3 14.8582 7.9066 -0.7546 3.3643 4 14.1036 11.2709 

4 4 14.1036 11.2709 -0.5132 3.9466 5 13.5905 15.2175 

5 5 13.5905 15.2175 -0.3489 4.6743 6 13.2415 19.8918 

6 6 13.2415 19.8918 -0.2373 5.5673 7 13.0042 25.4592 

7 7 13.0042 25.4592 -0.1614 6.6523 8 12.8429 32.1115 

8 8 12.8429 32.1115 -0.1097 7.9634 9 12.7332 40.0749 

9 9 12.7332 40.0749 -0.0746 9.5430 10 12.6585 49.6179 

 

 
รูปท่ี E8.5-1 ความเขมขนของสาร A และ B ที่ขาออกเครื่องปฏิกรณแบบทอไหลที่เวลาตางๆ 

 

ตัวอยาง 8.6 ปฏิกิริยาของ A  B เกิดในเครื่องปฏิกรณแบบทอไหลที่สภาวะคงตัว เมื่ออัตราการหายไปของ

สาร A เปนอันดับหนึ่งของความเขมขนของสาร A ซึ่งสามารถเขียนสมการอธิบายความเขมขนของ A (mol/L ) 

ดังสมการ (E8.6-1) 
2

2
0A A

A

d C dC
D U kC

dx dx
            (E8.6-1) 

เมื ่อ D คือคาสัมประสิทธิ ์การแพร (5000 m2/hr) U คือความเร็วของของไหล (100 m/hr) k คือคาคงที่

ปฏิกิริยา (2 hr-1) x  คือความยาวของเครื่องปฏิกรณ (100 m) และความเขมขนของสาร A ที่ทางเขา (Cin) 
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เทากับ 100 mol/L จงหาความเขมของของสาร A ที่ทางออกเครื่องปฏิกรณแบบทอไหล ดวยวิธีการของ euler 

เมื่อสภาวะที่ทางเขาเครื่องปฏิกรณ (x = 0 m) ดังสมการ (E8.6-2)  

,0 ,
0

A
A A in

x

dC
D UC UC

dx 

           (E8.6-2) 

และที่ทางออกเครื่องปฏิกรณ 100x  m ดังสมการ (E8.6-3) 

100

0A

x

dC

dx 

           (E8.6-3) 

วิธีทำ 

 เนื่องจากเปนปญหาของสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง ดังนั้นตองเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง

ใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง  

โดยกำหนดให AdC
W

dx
 ดังนั้น 

2

2
Ad CdW

dx dx
 ทำใหสมการความเขมขนของสาร A จากสมการ (E8.6-1)ได

เปนสมการ (E8.6-3) 

0A

dW
D UW kC

dx
           (E8.6-3) 

และ 

AdC
W

dx
           (E8.6-4) 

ซึ่งเปนระบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งทั้ง 2 สมการ แลวจัดรูปสมการ (E8.6-3) และ (E8.6-4) ใหอยูใน

รูปการประมาณคาของออยเลอรดังสมการ E8.6-5) (และ (E8.6-6) ตามลำดับ 

A

dW U k
W C

dx D D
   

1 ,i i i A i

U k
W W W C h

D D
    
 

        (E8.6-5) 

AdC
W

dx
  

, 1 ,A i A i iC C W h            (E8.6-6) 

เมื่อแทนคาสัมประสิทธิ์การแพรเทากับ 5000 m2/hr ความเร็วของของไหลเทากับ 100 m/hr และคาคงที่

ปฏิกิริยาเทากับ 2 hr-1 ไดเปนสมการ (E8.5-7)  

4
1 , ,

100 2
(0.02 4 10 )

5000 5000i i i A i i i A iW W W C h W W C h


        
 

    (E8.6-7) 

กำหนดให 10h  m 

รอบที่ 1 เมื่อ 0 0x  m  

1 0 0 10 10x x h     m 

เนื่องจากสภาวะที่ทางเขาเครื่องปฏิกรณ (x = 0 m) ดังสมการ (E8.6-2) ดังนั้น 0W ดังสมการ (E8.6-8) เมื่อ

สมมุติให ,0 100AC  mol/L 
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,0 ,
0

0

100 100 100 100
0.0

5000
A A inA

x

UC UCdC
W

dx D

   
        (E8.6-8) 

4 4
1 0 0 ,0(0.02 4 10 ) 0 (0.02(0) 4 10 100) 10 0.4AW W W C h             

,1 ,0 0 100 0 10 100A AC C W h      mol/L 

 

รอบที่ 2 เมื่อ 1 10x  m ,1 100AC   mol/Lและ 1 0.4W   

2 1 10 10 20x x h     m 
4 4

2 1 1 ,1(0.02 4 10 ) 0.4 (0.02(0.4) 4 10 100) 10 0.88AW W W C h             

,2 ,1 1 100 0.4 10 104A AC C W h      mol/L 

 

รอบที่ 3 เมื่อ 2 20x  m ,2 104AC   mol/Lและ 2 0.88W   

3 2 20 10 30x x h     m 
4 4

3 2 2 ,2(0.02 4 10 ) 0.88 (0.02 0.88 4 10 104) 10 1.4720AW W W C h              

,3 ,2 2 104 1.4720 10 112.8000A AC C W h      mol/L 

 

 ผลการคำนวณดวยวิธีการประมาณคาของออยเลอรในรอบที่ 3 ถึง 10 สามารถสรุปผลการคำนวณได

ตามตารางที ่ E8.6-1 เนื ่องจากที ่ทางออกเครื ่องปฏิกรณ 
100

0A

x

dC

dx 

  ซึ ่งจากตารางที ่ 8.6-1 พบวา 

10 14.5226W   แสดงว าค า  ,0AC ท ี ่สมม ุต ิ ให  เท าก ับ 100 mol/L ไม  เหมาะสม ด ั งน ั ้นสมม ุต ิ ให  

,0 62.3330AC  mol/L พบวาผลการคำนวณจากตารางที่ E8.6-1 พบวา 10 0W   แสดงวาคา ,0AC ที่สมมุติ

ใหเทากับ 62.3330 mol/L มีความเหมาะสม สำหรับความเขมขนของสาร A ที่ระยะทางตางๆ แสดงดังรูปที่ 

8.6-1 

 

ตารางที่ 8.6-1 ตารางประกอบการคำนวณตัวอยาง 8.6 

สมมุติให ,0 100AC  mol/L 

i  ix  ,A iC  
iW  1ix   , 1A iC   

1iW   

0 0 100.0000 0.0000 10.0000 0.4000 100.0000 

1 10.0000 100.0000 0.4000 20.0000 0.8800 104.0000 

2 20.0000 104.0000 0.8800 30.0000 1.4720 112.8000 

3 30.0000 112.8000 1.4720 40.0000 2.2176 127.5200 

4 40.0000 127.5200 2.2176 50.0000 3.1712 149.6960 

5 50.0000 149.6960 3.1712 60.0000 4.4042 181.4080 
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6 60.0000 181.4080 4.4042 70.0000 6.0107 225.4502 

7 70.0000 225.4502 6.0107 80.0000 8.1146 285.5572 

8 80.0000 285.5572 8.1146 90.0000 10.8798 366.7037 

9 90.0000 366.7037 10.8798 100.0000 14.5226 475.5017 

10 100.0000 475.5017 14.5226    

สมมุติให ,0 62.3330AC  mol/L 

i  ix  ,A iC  
iW  1ix   , 1A iC   

1iW   

0 0 62.3330 -0.7533 10.0000 -0.6547 54.7996 

1 10.0000 54.7996 -0.6547 20.0000 -0.5664 48.2528 

2 20.0000 48.2528 -0.5664 30.0000 -0.4867 42.5887 

3 30.0000 42.5887 -0.4867 40.0000 -0.4137 37.7219 

4 40.0000 37.7219 -0.4137 50.0000 -0.3455 33.5852 

5 50.0000 33.5852 -0.3455 60.0000 -0.2803 30.1301 

6 60.0000 30.1301 -0.2803 70.0000 -0.2158 27.3274 

7 70.0000 27.3274 -0.2158 80.0000 -0.1497 25.1693 

8 80.0000 25.1693 -0.1497 90.0000 -0.0789 23.6727 

9 90.0000 23.6727 -0.0789 100.0000 0.0000 22.8836 

10 100.0000 22.8836 0.0000    
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รูปที่ E8.6-1 ความเขมขนของสาร A ที่ระยะทางตางๆ ของเครื่องปฏิกรณแบบทอไหล เมื่อสมมุติให ,0AC

เทากับ 100 และ 62.3330 mol/L ตามลำดับ 

8.4 การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญสำหรับปญหาคาขอบดวยวิธียิงเปา 

 ปญหาคาขอบ (Boundary-Value Problems) เปนปญหาที่ทราบขอมูลที่จุดเริ่มตนและจุดสุดทาย

ของปญหา เชน การหาความเขมขนของสารที ่เกิดปฏิกิริยาในเครื่องปฏิกรณแบบทอไหล ที่ทางเขาเครื่อง

ปฏิกรณ (x เทากับ 0 m) พบวาความเขมขนของสาร A เทากับ CA0 mol/L และที่ทางออกเครื่องปฏิกรณ (x 

ใดๆ) พบวาความเขมขนของสาร A เทากับ CA mol/L หรือ การหาความเขมขนของสารท่ีเกิดปฏิกิริยาในเครื่อง

ปฏิกรณแบบกะ ที่เวลาเริ่มตน (t เทากับ 0 min) พบวาความเขมขนของสาร A เทากับ CA0 mol/L และเม่ือ

เวลาผานไป t min พบวาความเขมขนของสาร A เทากับ CA mol/L เปนตน หรืออุณหภูมิของลวดที ่วาง

ระหวางผนังรอน 2 ผนัง เปนตน ดังนั้นในสวนนี้จึงเสนอวิธีการแกปญหาสมการเชิงอนุพันธสำหรับปญหาคา

ขอบเพื่อหาคำตอบของปญหาคา สำหรับวิธีการแกปญหาสำหรับปญหาคาขอบสามารถใชวิธีการแกปญหาดวย

วิธียิงเปา (The Shooting Method) 

วิธียิงเปาอาศัยการแกปญหาแบบปญหาที่คาเริ่มตนเปนการอาศัยการลองผิดลองถูกเพื่อสุมคาเริ่มตน 

แลวปรับแกคาเริ่มตนที่ไดจากการลองผิดลองถูกโดยใชสมการเสนตรง ตัวอยางปญหาการนำความรอนภายใน

ขดลวด ซึ่งมีสมการถายเทความรอนดังนี้ 
2

2
'( ) 0

d T
h T T

dx     ซึ่งจะเห็นวาเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ

สอง และพบวาอุณหภูมิที ่ผนังที ่ 0x   m มีคาเทากับ aT T  oC และอุณหภูมิที ่ผนังที่ x L  m มีคา

เทากับ bT T  oC สำหรับวิธีการแกปญหาคาขอบสามารถทำไดโดยอาศัยการประยุกตปญหาที่มีคาเริ่มตนดังนี ้

ขั้นที่ 1. กำหนดให dT
z

dx
 และ 

2

2

d T dz

dx dx
 ดังนั้น '( ) 0

dz
h T T

dx     

ขั้นที่ 2. ลองสุมคาของ z  มา 2 คา โดยถา 1z z  ซึ่งเม่ือประมาณคาจนกระทั่งไดคาอุณหภูมิที่ x L  m จะ

ไดอุณภูมิเทากับ 1bT  oC และถา 2z z  ซึ่งเม่ือประมาณคาจนกระทั่งไดคาอุณหภูมิที่ x L  mจะไดอุณหภูมิ

เทากับ 2bT oC 

ขั้นที่ 3 ใชสมการเสนตรงในการประมาณคาของ z  ใหมจากสมการ 

2 1

2 1b b b

z zz

T T T




 
 

ดังนั้นคา z  ที่จะทำให x L m จะไดอุณภูมิปลายเทากับ bT  oC 

 2 1
1 1

2 1
b b

b b

z z
z z T T

T T


  


 

 
ตัวอยาง 8.7 จงหาการกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดท่ีที่วางระหวางผนังสองดานที่มีอุณหภูมิตางกัน

ดังนี้ ที่ 0x   m ผนังมีอุณหภูมิ (0) 300T   oC และที่ 10x  m ผนังมีอุณหภูมิ (10) 400T   oC เมื่อมี
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สมการถายเทความรอนคือ 
2

2
'( ) 0

d T
h T T

dx     คาคงที่ ( 'h ) เทากับ 0.05 m-2 และอุณหภูมิอากาศ (T ) 

เทากับ 200 oC โดยใหระยะหางของ x เทากับ 2 m 

 

 
รูปท่ี E8.7-1 การนำความรอนและการพาความรอนของแทงลวด 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

วิธีทำ 

กำหนดให xdT
z

dx
  ดังนั้น '( ) 0

dz
h T T

dx    หรือ 0.05(200 ) 0
dz

T
dx

    

ซึ่งจะไดระบบ 2 สมการ และประยุกตใชวิธีการประมาณแบบออยเลอร ดังสมการ (E8.7-1) และ (E8.7-2)  

xdT
z

dx
  ดังนั้น 

 1 1i i i i iT T f z h T z h             (E8.7-1) 

0.05(200 )
dz

T
dx

   ดังนั้น  

 1 2 , 0.05, (200 )i i i i i iiz z f x z T h Tz h          (E8.7-2) 

0.05(200 )
dz

T
dx

   ดังนั้น  1 2 , 0.05, (200 )i i i i i iiz z f x z T h Tz h      

 

ตัวอยางการคำนวณครั้งที่ 1 ลองให 0 5z    

รอบ 1 0x  m (0) 300T   oC และ 0 5z    

1 0 0 2 2x x h     m 

1 0 0 300 ( 5)2 290T T z h       oC 

01 0 0.05(200 ) 5 0.05(200 300)2 5z z T h        

Convection 

Convection 

Conduction 

 

 

 

 
 

 
 

Convection 
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รอบที่ 2 จาก 1 2x  m 1 290T   oC และ 1 5z   

2 1 2 2 4x x h      

12 1 290 (5)2 300T T z h      oC 

2 1 10.05(200 ) 5 0.05(200 290)2 14Tz z h       

แทนคาไปเรื่อยจน 5 10x  m ซึ่งจะไดคา 5 449.6T   oC ซึ่งพบวา 5T ที่ไดมีคามากกวา (10) 400T   oC 

แสดงวาคา 0,1 5z    มีคามากเกินไป ดังนั้น 0,2 10z    

 

ตัวอยางการคำนวณครั้งที่ 2 ลองให 0 10z    

รอบ 1 0x  m (0) 300T   oC และ 0 10z    

1 0 0 2 2x x h     m 

1 0 0 300 ( 10)2 280T T z h       oC 

01 0 0.05(200 ) 5 0.05(200 280)2 0z z T h        

รอบที่ 2 จาก 1 2x  m 1 280T   oC และ 1 0z   

2 1 2 2 4x x h     m 

12 1 280 (0)2 280T T z h      oC 

12 1 0.05(200 ) 0 0.05(200 280)2 8T hz z        

แทนคาไปเรื่อยจน 5 10x  m ซึ่งจะไดคา 5 379.2T   oC ซึ่งพบวา 5T ที่ไดมีคานอยกวา (10) 400T   oC 

แสดงวาคา 0,2 10z    มีคานอยไป  

ดังนั้นประมาณคาของ 0z  ใหมจากสมการดังตอไปนี้  

 0,2 0,1
0 0,1 1

2 1
b b

b b

z z
z z T T

T T


  


 

 0

10 ( 5)
5 400 449.6 8.5227

379.2 449.6
z

  
     


 

เมื่อใช 0 8.5227z    ซึ่งใหผลการคำนวณครั้งท่ี 3 ดังตารางท่ี E8.7-1 

ตารางที่ E8.7-1 ตารางประกอบตัวอยางการคำนวณตัวอยางที่ 8.7 

การคำนวณครั้งที่ 1 h = 2 และ ลองคา 0 5z    

รอบท่ี  xi zi Ti dz/dx dT/dx xi+1 zi+1 Ti+1 

1 0 -5 300 5 -5 2 5 290 

2 2 5 290 4.5 5 4 14 300 

3 4 14 300 5 14 6 24 328 

4 6 24 328 6.4 24 8 36.8 376 

5 8 36.8 376 8.8 36.8 10 54.4 449.6 
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ตารางที่ E8.7-1 ตารางประกอบตัวอยางการคำนวณตัวอยางที่ 8.7 (ตอ) 

การคำนวณครั้งที่ 2 h = 2 และ ลองคา 0 10z    

รอบท่ี xi zi Ti dz/dx dT/dx xi+1 zi+1 Ti+1 

1 0 -10 300 5 -10 2 0 280 

2 2 0 280 4 0 4 8 280 

3 4 8 280 4 8 6 16 296 

4 6 16 296 4.8 16 8 25.6 328 

5 8 25.6 328 6.4 25.6 10 38.4 379.2 

การคำนวณครั้งที่ 3 h = 2 และ ลองคา 0 8.5227z    

round xi zi Ti dz/dx dT/dx xi+1 zi+1 Ti+1 

1 0 -8.522727273 300 5 -8.522727 2 1.477273 282.9545 

2 2 1.477272727 282.9545 4.147727 1.4772727 4 9.772727 285.9091 

3 4 9.772727273 285.9091 4.295455 9.7727273 6 18.36364 305.4545 

4 6 18.36363636 305.4545 5.272727 18.363636 8 28.90909 342.1818 

5 8 28.90909091 342.1818 7.109091 28.909091 10 43.12727 400 

 

 
รูปท่ี E8.7-2 การกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดที่ระยะทางตางๆ เมื่อคา z เริ่มตนตางกัน  

 การกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดที ่วางระหวางผนังสองดานที่มีอุณหภูมิตางกันดังนี้ ที่ 

0x   m ผนังมีอุณหภูมิ (0) 300T   oC และที่ 10x   ผนังมีอุณหภูมิ (10) 400T   oC ที่ระยะทางตางๆ 

แสดงในรูปที่ E8.7-2 
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กรณีปญหาคาขอบท่ีมีจุดขอบเปนสมการเชิงอนุพันธ 

 ตัวอยางของปญหาคาขอบที่มีจุดขอบเปนสมการเชิงอนุพันธ (Derivative Boundary Conditions) 

เชน กรณีท่ีอัตราการถายเทสความรอนที่ผนังดังนี ้
0

( (0))C C
x

dT
kA hA T T

dx 


    

 

ตัวอยางที่ 8.8 จงหาการกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดที่ที ่วางระหวางผนังสองดานที่มีอุณหภูมิ

ตางกันดังนี้ ที่ 0x   m โดยพบวา 
0

( (0) )
x

dT h
T T

dx k 


  และที่ 10x  m ผนังมีอุณหภูมิ (10) 400T   

oC เมื่อสมการถายเทความรอนคือ 
2

2
'( ) 0xd T

h T T
dx   

 
คาคงที่ ( 'h ) เทากับ 0.05 m-2 คาสัมประสิทธิ์

การถายเทความรอน ( h ) เทากับ 1 J/m2-K-s คาการนำความรอน ( k ) เทากับ 200 J/m-K-s และอุณหภูมิ

อากาศ (T ) เทากับ 200 oC โดยใหระยะหางของ x เทากับ 2 m 

 

วิธีทำ 

กำหนดให xdT
z

dx
  ดังนั้น '( ) 0

dz
h T T

dx    หรือ 0.05(200 ) 0
dz

T
dx

    

ซึ่งจะไดเปนระบบสมการที่ม ี2 สมการ และสามารถใชวิธีการประมาณแบบออยเลอรในการหาคำตอบ ดังนี้ 

xdT
z

dx
  ดังนั้น  1 1i i i i iT T f z h T z h      

0.05(200 )
dz

T
dx

   ดังนั้น  1 2 , 0.05, (200 )i i i i i iiz z f x z T h Tz h      

ตัวอยางการคำนวณครั้งที่ 1 สมมุติให 0 300T   oC 

ดังนั้น 0
0

1
(300 200) 0.5

200x

dT
z

dx 

     

รอบ 1 เม่ือ 0 0x  m 0 300T   oC และ 0 0.5z   

1 0 0 2 2x x h     m 

1 0 0 300 (0.5)2 301T T z h      oC 

1 0 00.05(200 ) 0.5 0.05(200 300)2 10.5z hz T       

รอบท่ี 2 เม่ือ 1 2x  m 1 301T   oC และ 1 10.5z   

2 1 2 2 4x x h     m 

12 1 301 (10.5)2 322T T z h      oC 

2 1 10.05(200 ) 10.5 0.05(200 301)2 20.6z hz T       

แทนคาไปเรื ่อยจน 5 10x  m ซึ ่งจะไดคา 5 527.04T   oC และ 5 72z   ซึ่งพบวา 5T ที่ไดมีคามากกวา 

(10) 400T   oC แสดงวาคา 0 300T   oC มีคามากเกินไป ดังนั ้นในรอบการคำนวณตอไปกำหนดให 

0 250T  oC 
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ตัวอยางการคำนวณครั้งที่ 2 สมมุติให 0 250T  oC 

จาก 0
0

1
(250 200) 0.25

200x

dT
z

dx 

     

รอบ 1 เม่ือ 0 0x  m 0 250T   oC และ 0 0.25z    

1 0 0 2 2x x h     m 

1 0 0 250 (0.25)2 250.50T T z h      oC 

1 0 00.05(200 ) 0.25 0.05(200 250)2 5.25z hz T       

รอบท่ี 2 เม่ือ 1 2x  m 1 250.50T   oC และ 1 5.25z   

2 1 2 2 4x x h     m 

12 1 250.50 (5.25)2 261T T z h      oC 

2 1 10.05(200 ) 5.25 0.05(200 250.50)2 10.30z hz T       

แทนคาไปเรื่อยจน 5 10x   m ซึ่งจะไดคา 5 363.52T   oC และ 5 36z   ซึ่งพบวา 5T ที่ไดมีคานอยกวา 

(10) 400T   oC  แสดงวาคา 0 250T   oC มีคานอยไป ดังนั้น  

แทนคาไปเรื ่อยจน 5 10x  m ซึ่งจะไดคา 5 363.52T   oC และ 5 36z   ซึ่งพบวา 5T ที่ไดมีคานอยกวา 

(10) 400T   oC 

ดังนั้นสามารถหาคา 0T ไดจากสมการตอไปนี ้

2 1

2 1

a a a

b b b

T T T

T T T

 


 
 

 2 1
1 1

2 1

a a
a a b b

b b

T T
T T T T

T T


  


 

 250 300
300 400 527.04 261.15

363.52 527.04aT


   


 oC 

 10 ( 5)
5 400 449.6 8.5227

379.2 449.6
z

  
     


 

ซึ่งเมื่อนำคา 0T เทากับ 261.15 oC และ 0 8.5227z    ไปคำนวณใหมอีกรอบจะไดผลการคำนวณครั้งท่ี 3 ดัง

ตารางที่ E8.8 -1 

ตารางที่ E8.8-1 ตารางประกอบตัวอยางการคำนวณตัวอยางที่ 8.8  

การคำนวณครั้งที่ 1 h=2 และให T(0) = 300oC 

round xi Ti zi xi+1 Ti+1 zi+1 

1 0 300 0.5 2 301 10.5 

2 2 301 10.5 4 322 20.6 

3 4 322 20.6 6 363.2 32.8 

4 6 363.2 32.8 8 428.8 49.12 

5 8 428.8 49.12 10 527.04 72 
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ตารางที่ E8.8-1 ตารางประกอบตัวอยางการคำนวณตัวอยางที่ 8.8 (ตอ) 

การคำนวณครั้งที่ 2 h=2 และให T(0) = 250oC 

round xi Ti zi xi+1 Ti+1 zi+1 

1 0 250.00 0.25 2 250.50 5.25 

2 2 250.50 5.25 4 261.00 10.30 

3 4 261.00 10.30 6 281.60 16.40 

4 6 281.60 16.40 8 314.40 24.56 

5 8 314.40 24.56 10 363.52 36.00 

การคำนวณครั้งที่ 3 h=2 และให T(0) = 261.15oC 

round xi Ti zi xi+1 Ti+1 zi+1 

1 0 261.15 0.31 2 261.77 6.42 

2 2 261.77 6.42 4 274.61 12.60 

3 4 274.61 12.60 6 299.80 20.06 

4 6 299.80 20.06 8 339.92 30.04 

5 8 339.92 30.04 10 400.00 44.03 

 

 การกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดที่วางระหวางผนังสองดานที่มีอุณหภูมิตางกัน ที่  

m ผนังมีอุณหภูมิ 5 363.52T   oC และ (0) 300T   oC และที่ 10x  m  ผนังมีอุณหภูมิ (10) 400T   
oC รูปที่ E8.8-1 แสดงผลของอุณหภูมิเริ่มตนตางกันตอการหาอุณหภูมิของแทงลวดท่ีระยะทางตางๆ  

 
รูปท่ี E8.8-1 การกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดที่ระยะทางตางๆ เมื่อคาอุณหภูมิเริ่มตนตางกัน  

0x 
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8.5 แบบฝกหัดทายบท 

ขอ HM 8.1 ปฏิกิริยาของ A  B เกิดในทอที่มีความยาว 5 cm พบวาความเขมขนของสาร A เปลี่ยนแปลง

ตามปริมาตรเครื่องปฏิกรณดังสมการ (HM8.1-1) 

0

PFR A

A A

dV r

dx F


            (HM8.1-1) 

เมื่อ PFRV คือปริมาตรเครื่องปฏิกรณ (m3) Ax คือคาคอนเวอรชันของสาร A Ar คืออัตราการหายไปของสาร 

A (kmol/m3) ดังสมการ (HM8.1-2) และ 0AF คืออัตราการไหลเชิงโมลของสาร A (kmol/m3)  

 
 

2

2
0 2

1

1 0.5
A

A A

A

x
r kC

x


 


         (HM8.1-2) 

เมื่อ k คือคาคงที่ปฏิกิริยาเทากับ 0.1 m3/kmol-min และ 0AC คือความเขมขนของสาร A ที่ทางเขาเครื่อง

ปฏิกรณ มีคาเทากับ 1 kmol/m3  

จงหาปริมตราของเครื่องปฏิกรณที่คอนเวอรชันของสาร A เทากับ 0.9 เมื่ออัตราการหายไปของสาร A ดัง

สมการ (HM8.1-2) และอัตราการไหลเชิงโมลของสาร A เทากับ 10 kmol/m3 ดวย 

1. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการของออยเลอร อยางนอยจำนวน 20 รอบ 

2. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการคากลาง อยางนอยจำนวน 20 รอบ 

3. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการของฮวน อยางนอยจำนวน 20 รอบ 

4. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการรุงกัตตา อยางนอยจำนวน 5 รอบ 

 

ขอ HM 8.2 ปฏิกิริยาการสังเคราะห C และ D ในวัฏภาคของเหลว มีสมการปฏิกิริยาเคมีดังนี้ A B C 

และ A C D   โดยมีอัตราการเกิดปฏิกิริยาของสารตางๆ ดังนี้และมีหนวยเปน mol/L-min 

1 2A A A B C A Cr k C C k C C     

1B A A Br k C C   

1 2C A A B C A Cr k C C k C C   

เมื่อความเขมขนขาเขาของสาร A B และ C มีคาเทากับ 1 1 และ 0.5 mol/L อัตราการไหลเชิงปริมาตรเทากับ 

1 L/min และคาคงท่ีปฏิกิริยา 1 0.1Ak   L/mol-min และ 2 0.25Ck   L/mol-min เมื่อ 0
A

A

dC
v r

dV
 , 

0
B

B

dC
v r

dV
  และ 0

C
C

dC
v r

dV
  เชนสมการ 0 1 2'A

A A A B C A C

dC
v r k C C k C C

dV
      

จงหาความเขมขนของสาร A B และ C ที่ทางออกของเครื่องปฏิกรณแบบทอไหลที่มีขนาด 1 L พรอมเขียน

กราฟความเขมขนของสารตางๆ ที่ระยะของขนาดเครื่องปฏิกรณตางๆ ดวย 

1. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการของออยเลอร อยางนอยจำนวน 20 รอบ 

2. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการคากลาง อยางนอยจำนวน 20 รอบ 

3. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการของฮวน อยางนอยจำนวน 20 รอบ 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

4. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการรุงกัตตา อยางนอยจำนวน 5 รอบ 

 

ขอ HM 8.3 ปฏิกิริยาของ A  B เกิดในทอที่มีความยาว 5 cm พบวาความเขมขนของสาร A เปลี่ยนแปลง

ตามระยะทาง x เปนสมการตอดังนี้ 
2

2
0A

A

d C
D kC

dx
   เมื่อ D คือคาสัมประสิทธิ์การแพร (2.5x10-6 cm2/s) 

k คือคาคงที่ปฏิกิริยา (5x10-6 s-1) x คือระยะทางภายในทอ (m) และ CA คือความเขมขนของสาร A (mol/L) 

เมื่อ x = 0 cm พบวา CA = 0.1 mol/L และ x = 5 cm พบวา CA = 0 mol/L จงเขียนกราฟความเขมของ

สาร A ที่ตางๆ เมื่อคำนวณดวยวิธีการตอไปนี ้

1. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการของออยเลอร อยางนอยจำนวน 20 รอบ 

2. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการคากลาง อยางนอยจำนวน 20 รอบ 

3. วิธีการประมาณคาดวยวิธีการของฮวน อยางนอยจำนวน 20 รอบ 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 13 

หัวขอการสอน 

บทที่ 9 การประมาณคาอนุพันธและระเบียบวิธีผลตางจำกัด หัวขอ 9.1 – 9.3 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพื่อใหนิสิตมีความรูเบื้องตนเกี่ยวกับปญหาที่จำเปนตองการการประมาณคาอนุพันธและระเบียบวิธีผลตาง

จำกัด 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการหาคาอนุพันธอันดับตางๆดวยวิธีการประมาณคา 

3. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการใชระเบียบวิธีผลตางจำกัดในการหาผลเฉลย 

เนื้อหา 

1. บทนำ 

2. การหาคาอนุพันธอันดับตางๆ 

3. ระเบียบวิธีผลตางจำกัด 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 14 

หัวขอการสอน 

บทที่ 9 การประมาณคาอนุพันธและระเบียบวิธีผลตางจำกัด หัวขอ 9.4 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการแกปญหาสมการเชิงอนุพันธยอยดวยวิธีผลตางจำกัด 

เนื้อหา 

1. การแกปญหาสมการเชิงอนุพันธยอยดวยวิธีผลตางจำกัด 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. สอนบรรยายเนื้อหาตามหัวขอตางๆ    120 นาท ี

3. นิสิตซักถามและทำใช excel ในการแกปญหา   50 นาท ี

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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บทที่ 9 การประมาณคาอนุพันธและระเบียบวิธีผลตาง

จำกัด 

9.1 บทนำ 

 ปญหาทางวิศวกรรมมักมีปญหาการหาคาอนุพันธ (Numerical Differentiation) ตัวอยางเชนในการ

หาอันดับการเกิดปฏิกิริยาจำเปนตองหาคาอัตราการการเปลี่ยนแปลงความเขมขนของสาร A ตอเวลา หรือ

อยากทราบคาอนุพันธที่เวลาตางๆ แตมีผลการทดลองที ่ทำการวัดความเขมขนของสาร A ที่เวลาตางๆ ซึ่ง

อนุพันธอันดับตางๆ  

รูปสมการอนุพันธโดยทั่วไปคือ 
   1 1f x x f xy

x x

  


 
 

เมื่อ 0x  ดังนั้น 

   1 1

0
lim
x

f x x f xdy

dx x 

  



 

9.2 การหาคาอนุพันธอันดับตางๆ 

9.2.1 การหาคาอนุพันธอันดับหนึ่ง 

 ในการหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งสามารถใชอนุกรมเทรเลอรที่ใชในการคำนวณเปนฟงกชันที่ตำแหนง 

1ix  จากคาตางๆ ของ ix ดังสมากร (9.1) 
2

1 1
1 1
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        (9.1) 

ถาแทน 1( )i ih x x   

ดังนั้นสำหรับอนุพันธอันดับหนึ่ง 
2
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สำหรับกรณีการหาคาอนุพันธแบบไปขางหนา (Forward Difference) 
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ถากำหนดให 
1

( ) ''( ) ... ( ) ...
2! !

n
n

i i

h h
O h f x f x

n



      ซึ่ง ( )O h  คือสวนที่เหลือจากการตัดอนุกรมเทย

เลอร 
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1( ) ( )
'( ) ( )i i

i

f x f x
f x O h

h
 

   

สมการแสดงการประมาณคาอนุพันธอันดับหนึ่งไดเปนสมการ (9.1) 

1( ) ( )
'( ) i i

i

f x f x
f x

h
 

         (9.1) 

ซึ่งเปนการประมาณคาอนุพันธอันดับหนึ่งแบบไปขางหนา  

สำหรับกรณีการหาคาอนุพันธแบบยอนกลับ (Backward Difference) 
2
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ถา 1( )i ih x x    ดังนั้น 
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สมการแสดงการประมาณคาอนุพันธอันดับหนึ่งแบบยอนกลับ ดังสมการ (9.2) 

1( ) ( )
'( ) i i

i

f x f x
f x

h


         (9.2) 

 

สำหรับกรณีการหาคาอนุพันธแบบตรงกลาง (Centered Difference) 

จาก  
2
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หรือ 

2 3
3
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บวกสมการจะได 
3

3
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หรือ 
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สมการแสดงการประมาณคาอนุพันธอันดับหนึ่งแบบตรงกลาง ดังสมการ (9.3) 
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9.2.2 การหาคาอนพุันธอันดับสอง 

 ในการหาคาอนุพันธอันดับสองสามารถใชวิธีการเชนเดียวกันกับอนุพันธอันดับหนึ่ง โดยใชอนุกรมเทร

เลอรที่ใชในการคำนวณเปนฟงกชันที่ตำแหนง 2ix  จากคาตางๆ ของ ix  

เมื่อ 1i ih x x   ดังนั้น 22 i ih x x   
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จากสมการ 
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ถาเอา 2 คูณ 
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นำไปลบกับสมการขางบน 
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ซึ่งเรียกวาคาอนุพันธอันดับสองไปขางหนา 
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        (9.4) 

สำหรับคาอนุพันธอันดับสองยอนกลับ 

1 2
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h
  

        (9.5) 

สำหรับคาอนุพันธอันดับสองตรงกลาง 
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f x f x f x
f x

h
  

        (9.6) 

9.2.3 การหาคาอนุพันธที่มคีวามแมนยำสูงขึ้น 

 การหาคาอนุพันธที่มีความแมนยำสูงขึ้นสามารถทำไดโดยการประยุกตใชอนุกรมเทยเลอรจากสมการ 

(9.1) สำหรับการหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งถาขยายถึงพจฯที่เปนอนุพันธอันดับสองจะไดเปนสมการ (9.7) 
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เมื่อแทน ''( )if x จากสมการ (9.4) ลงในสมการ (9.7) จะไดเปนสมการ (9.8) 
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 สูตรสำหรับการหาคาอนุพันธอันดับตางๆ สำหรับการประมาณคาแบบไปขางหนาไดดังนี ้
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 สูตรสำหรับการหาคาอนุพันธอันดับตางๆ สำหรับการประมาณคาแบบไปยอนกลับไดดังนี ้

อนุพันธอันดับหนึ่ง 

สูตรท่ัวไป 1( ) ( )
'( ) i i

i

f x f x
f x

h


  

สูตรปรับปรุง 1 23 ( ) 4 ( ) ( )
'( )

2
i i i

i

f x f x f x
f x

h
  

  

อนุพันธอันดับสอง  

สูตรท่ัวไป 1 2
2

( ) 2 ( ) ( )
"( ) i i i

i

f x f x f x
f x

h
  

  

สูตรปรับปรุง 1 2 3
2

2 ( ) 5 ( ) 4 ( ) ( )
"( ) i i i i

i

f x f x f x f x
f x

h
    

  



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

อนุพันธอันดับสาม  
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      สูตรสำหรับการหาคาอนุพันธอันดับตางๆ สำหรับการประมาณคาแบบตรงกลางไดดังนี ้

อนุพันธอันดับหนึ่ง  

สูตรท่ัวไป 1 1( ) ( )
'( ) i i

i

f x f x
f x

h
 

  

สูตรปรับปรุง 2 1 1 2( ) 8 ( ) 8 ( ) ( )
'( )

12
i i i i

i

f x f x f x f x
f x

h
      

  

อนุพันธอันดับสอง 

สูตรท่ัวไป 1 1
2

( ) 2 ( ) ( )
"( ) i i i

i

f x f x f x
f x

h
  

  

สูตรปรับปรุง 2 1 1 2
2

( ) 16 ( ) 30 ( ) 16 ( ) ( )
"( )

12
i i i i i

i

f x f x f x f x f x
f x

h
       

  

อนุพันธอันดับสาม  

สูตรท่ัวไป 2 1 1 2
3

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
"'( )

2
i i i i

i

f x f x f x f x
f x

h
     

  

สูตรปรับปรุง 3 2 1 1 2 3
3

( ) 8 ( ) 13 ( ) 13 ( ) 8 ( ) ( )
"'( )

8
i i i i i i

i

f x f x f x f x f x f x
f x

h
          

  

อนุพันธอันดับสี ่ 

สูตรท่ัวไป 2 1 1 2
4

( ) 4 ( ) 6 ( ) 4 ( ) ( )
""( ) i i i i i

i

f x f x f x f x f x
f x

h
      

  

สูตรปรับปรุง  

3 2 1 1 2 3
4

( ) 12 ( ) 39 ( ) 56 ( ) 39 ( ) 12 ( ) ( )
""( )

6
i i i i i i i

i

f x f x f x f x f x f x f x
f x

h
           

  

 

ตัวอยางที่ 9.1 จากขอมูลการทดลองการเปลี่ยนแปลงความเขมขนของสาร A ที่เวลาตางๆ ใหผลการทดลองดัง

ตารางที่ E9.1-1 จงหาคาอันดับปฏิกิริยาซึ่งหาไดจากสมการ (E9.1-1) 

ln ln lnA
A

dC
k C

dt
    

 
        (E9.1-1) 

เมื่อ AC  คอืความเขมขนของสาร A ที่เวลา t (mol/L) k คือคาคงที่ปฏิกิริยา (min) และ   คืออันดับปฏิกิริยา 
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ตารางที่ E9.1-1 ขอมูลการทดลองการเปลี่ยนแปลงความเขมขนของสาร A ที่เวลาตางๆ 

เวลา (min) 0 50 100 150 200 250 300 

ความเขมขนของสาร A (mol/L) 50x10-3 38x10-3 30.6x10-3 25.6x10-3 22.2x10-3 19.5x10-3 17.4x10-3 

 

วิธีทำ 

เนื่องจาก AdC

dt
 คืออนุพันธดันดับหนึ่ง ดังนั้นสามารถหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งแบบไปขางหนาโดยใชสูตรทั่วไป

สำหรับขอมูลที่อยูระหวางขอมูล ในขณะที่จุดเริ่มตนและจุดปลายใชสูตรปรับปรุงสำหรับหาคาอนุพันธอันดับ

หนึ่งแบบไปขางหนา เพ่ือใหไดคาอนุพันธที่มีความคลาดเคลื่อนต่ำ ซึ่งใหผลการคำนวณดังตารางที่ E9.1-2 

สำหรับจุดแรก 

2 1( ) 4 ( ) 3 ( )
'( )

2
i i i

i

f x f x f x
f x

h
   

  

สำหรับจุดสุดทาย 

2 13 ( ) 4 ( ) ( )
'( )

2
i i i

i

f x f x f x
f x

h
   

  

 

ตารางที่ E9.1-2 ผลการคำนวณหาคาอนุพันธ AdC

dt
 

เวลา (min) ความเขมขนของสาร A (mol/L) 
AdC

dt
 

0 5.00x10-2 -2.86 x10-2 

50 3.80 x10-2 -2.40 x10-2 

100 3.06 x10-2 -1.48 x10-2 

150 2.56 x10-2 -1.00 x10-2 

200 2.22 x10-2 -6.80 x10-2 

250 1.95 x10-2 -5.40 x10-2 

300 1.74 x10-2 3.60 x10-2 

 

 เพื่อหาคาของอันดับปฏิกิริยาจะใชวิธีการถดถอยกำลังสองเชิงเสน ซึ่งใหผลการคำนวณดังตารางที่ 

ตารางที ่ E9.1-3 เมื ่อใชสมการเสนตรงในการทำนาย เพื ่อใหงายกำหนดให y ln AdC

dt
   
 

ln Ax C   

0 lna k และ 1a    ดังนั้นสมการ (E9.1-1) ไดเปนสมการ (E9.1-2) 

0 1y a a x            (E9.1-2) 
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วิธีการถดถอยกำลังสองเชิงเสน จำเปนตองหาคาตอไปนี้
1

n

i
i

y



1

n

i
i

x



1

n

i i
i

y x

  และ 2

1

n

i
i

x

 เมื่อ n เทากับ 7 ดัง 

ตารางที่ E9.1-3 

ตารางที่ E9.1-3 ผลการคำนวณตามวิธีการถดถอยกำลังสองเชิงเสน 
 

n ln Ax C  y ln AdC

dt
   
 

 2x  xy  

1 -3.00 -8.16 8.97 24.44 

2 -3.27 -8.33 10.69 27.26 

3 -3.49 -8.82 12.16 30.75 

4 -3.67 -9.21 13.43 33.76 

5 -3.81 -9.60 14.50 36.54 

6 -3.94 -9.83 15.50 38.69 

7 -4.05 -10.23 16.41 41.45 

sum -25.21 -64.18 91.67 232.89 

 

เขียนตามรูปเมทริตไดดังนี ้

0

1

7 25.21 64.18

25.21 91.67 232.89

a

a

     
        

 

ซึ่งจะไดคา 0a และ 1a  ดังนี ้

0

1

1.9023

2.0172

a

a

   
   
  

 

ดังนั้นอันดับปฏิกิริยาเทากับ 2.0172 

9.2.4 การหาคาอนุพันธยอย 

การหาคาอนุพันธยอยอันดับหนึ่งสามารถประยุกตจากใชการหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งแบบตรงกลางดัง

สมการ (9.10) และ (9.11) 
( , ) ( , )

2

f f x x y f x x y

x x

    


 
       (9.10) 

( , ) ( , )

2

f f x y y f x y y

y y

    


 
       (9.11) 

สำหรับคาอนุพันธยอยอันดับสูงกวาสามารถใชการคาอนุพันธเชิงสามัญได เชน
2 f f

x y x y

   
      

 

 ซึ่งสามารถเขียนไดเปน 
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2 ( , ) ( , )

2

f f
x x y x x y

f y y
x y x

 
    

  
  

 

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2

2

f x x y y f x x y y f x x y y f x x y y
f y y

x y x

             


  
  

 

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

4

f f x x y y f x x y y f x x y y f x x y y

x y x y

               


   
 

 

9.3 ระเบียบวิธีผลตางจำกัด 

  ระเบียบวิธีผลตางจำกัด (Finite-Difference Methods) เปนวิธีการประยุกตการเปลี่ยนสมการเชิง

อนุพันธสามัญและสมการเชิงอนุพันธยอยใหอยูในรูปแบบของการประมาณคาอนุพันธ  

9.3.1 การแกปญหาของสมการอนุพันธเชิงสามัญ 

 ตัวอยางของปญหาที่สามารถเขียนแบบจำลองดวยสมการอนุพันธเชิงสามัญเชน การถายเทความรอน

ในแทงลวดที่วางระหวางผนังเมื่อระยะทางเทากับ 0 m ผนังมีอุณหภูมิ T0 oC และระยะทางเทากับ x m ผนังมี

อุณหภูมิ Tn oC และมีสมการอนุพันธดังสมการ (9.12) 

 

 
รูปท่ี 9.1 จุดที่ใชในการคำนวณปญหาการถายเทความรอนในแทงลวดที่ระยะทางตางๆ 

ที่มา: Chapra (2010) 

 
2

2
'( ) 0xd T

h T T
dx                                                                             (9.12) 

เมื่อแทนสมการดวยการประมาณคาอนุพันธอันดับสองแบบตรงกลางไดดังนี ้
2

1 1
2 2

2x i i id T T T T

dx x
  




 

ดังนั้นสมการ (9.12) ไดเปนสมการ (9.13) 

1 1
2

2
'( ) 0i i iT T T

h T T
x

 


 
  


 

หรือ 
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2 2
1 1(2 ' ) 'i i iT h x T T h x T                                         (9.13) 

ซึ่งจะเห็นรูปแบบสมการ (9.13) ที่จุด xi ตางจะสามารถเขียนใหอยูในรูปเมทิกตได ดังนั้นในการแกปญหา

สามารถใชวิธีการเมทริกตแถบได 

 

ตัวอยาง 9.2 จงหาการกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดที่วางระหวางผนังสองดานที่มีอุณหภูมิตางกัน

ดังนี้ ที่ 0x   m ผนังมีอุณหภูมิ (0) 300 T C และที่ 10x   m ผนังมีอุณหภูมิ (10) 400T  oC เมื่อมี

สมการถายเทความรอนคือ 
2

2
'( ) 0

d T
h T T

dx    เมื่อคาคงที่ของ 'h  เทากับ 0.05 m-2 และอุณหภูมิอากาศ 

(T ) เทากับ 200 oC โดยใหระยะหางของ x  เทากับ 2 m ดวยระเบียบวิธีผลตางจำกัด 

 

วิธีทำ 

จากสมการ 
2

2
'( ) 0

d T
h T T

dx      

โดยเลือกใชการประมาณคาอนุพันธอันดับสองแบงครึ่ง 

'' 1 1
2

( ) 2 ( ) ( )
( ) i i i

i

f x f x f x
f x

h
  

  

ดังนั้น 
2

1 1
2 2

2x i i id T T T T

dx x
  




 

ดังนั้น 

1 1
2

2
'( ) 0i i iT T T

h T T
x

 


 
  


 

1 12 '( ) 0i i iT T T h T T        
2 2

1 1(2 ' ) 'i i iT h x T T h x T          หรือ 2 2
1 1(2 ' ) 'i i iT h x T T h x T          

แทนคาคาคงที่ของ 'h  เทากับ 0.05 m-2 และอุณหภูมิอากาศ (T ) เทากับ 200 oC เมื่อ x  เทากับ 2  m

(0)T  และ (10)T  เทากับ 300 และ 400 oC ตามลำดับ กำหนดใหระยะ x0 เทากับ 0 m มีอุณหภูมิเปน T0 

เทากับ 300 oC ระยะ x1 เทากับ 2 m มีอุณหภูมิเปน T1 oC, ระยะ x2 เทากับ 4 m มีอุณหภูมิเปน T2 oC, 

ระยะ x3 เทากับ 6 m มีอุณหภูมิเปน T3 oC, ระยะ x4 เทากับ 8 m มีอุณหภูมิเปน T4 oC และระยะ x5 เทากับ 

10 m มีอุณหภูมิเปน T5 ซึ่งมีคาเทากับ 400 oC ดังรูปที่ E9.2-1 
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รูปท่ี E9.2-1 รูปประกอบตัวอยางท่ี 9.2 

ที่มา: Chapra (2010) 
2 2

1 1(2 0.05(2) ) 0.05(2 )200i i iT T T       

1 12.2 40i i iT T T     หรือ 1 12.2 40i i iT T T      

 

เมื่อระยะหางระหวางจุด (h) เทากับ 2 m  

ที่ระยะ x เทากับ 2 m ดังนั้น 0 1 22.2 40T T T     แต 0 300T   oC ดังนั้น 1 2300 2.2 40T T   

หรือดังนั้น 1 22.2 340T T   

ที่ระยะ x เทากับ 4 m ดังนั้นที่ระยะ x เทากับ 4 m ดังนั้น 1 2 32.2 40T T T       

ที่ระยะ x เทากับ 6 m ดังนั้น 2 3 42.2 40T T T      

ที่ระยะ x เทากับ 8 m ดังนั้น 3 4 52.2 40T T T     แต 5 400T   oC ดังนั้น 1 2400 2.2 40T T   

หรือดังนั้น 3 42.2 440T T    

นำไปเขียนในรูปเมตริกซไดเปน 

1

2

3

4

2.2 1 0 0 340

1 2.2 1 0 40

0 1 2.2 1 40

0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

     
          
     
        

 

เนื่องจากเปนเมทริกซแบบแถบดังนั้นสามารถลดรูปไดเปน 

1

2

3

4

2.2 1 0 0 340

0 1.7454 1 0 194.5455

0 0 1.6708 1 151.4586

0 0 0 1.6015 530.6493

T

T

T

T

     
         
    
    

    

 

 

ดังนั้นอุณหภูมิที่ตำแหนง x เทากับ 2 4 6 และ 8 m มีคาเทากับ 1 283.2666 oT C , 2 283.1853oT C , 

3 299.7416 oT C และ 4 336.2462 oT C  ตามลำดับ 

 

       

     

300 oC 400 oC 

 



เอกสารประกอบคำสอนวิชา วศค 371 คณิตศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี                  ผศ.ดร.สิทธินันท ทอแกว 

 

 

กรณีปญหาคาขอบที่มีจุดขอบเปนสมการอนุพันธ 

 จากที่ไดลาวในบทที่ 8 มากอนหนานี้ ในบทนี้สำหรับปญหาคาขอบที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ 

เชน '

0
a

x

dT
T

dx 

 สามารถเปลี่ยนใหอยูในรูปการประมาณคาอนุพันธแบบตรงกลางไดดังแสดงในรูปที่ 9.2 และ

สมการ (9.14) 

 

 

รูปท่ี 9.2 การแสดงจุดที่ใชในการหาคา '

0
a

x

dT
T

dx 

  

ที่มา: Chapra (2010) 

 

' 1 1

0 2a
x

T TdT
T

dx x





 


         (9.14) 

 

ตัวอยางที่ 9.3 การกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดท่ีที่วางระหวางผนังสองดานที่มีอุณหภูมิตางกันเมื่อ

ที่ผนังดานหนึ่ง ( 0x   m) พบวาอัตราการถายเทความรอนที่ผนังมีคาเทากับ -20 oC/m (
0x

dT

dx 

) และที่ผนัง

อีกดาน (x เทากับ 10 m) อุณหภูมิของผนังเปน 400 oC เมื่อการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิภายในแทงขวดลวด

สามารถอธิบายดวยสมการถายเทความรอนคือ 
2

2
'( ) 0

d T
h T T

dx     คาคงที่ของ h’ เทากับ 0.05 m-2 และ

อุณหภูมิอากาศ (T ) เทากับ 200 oC จงหาอุณหภูมิภายในแทงขดลวดที่ระยะทางตางๆ เม่ืระยะหางระหวาง

จุดเทากับ 2 m ดวยระเบียบวิธีผลตางจำกัด 

วิธีทำ 

จากสมการ 
2

2
'( ) 0

d T
h T T

dx      

โดยเลือกใชการประมาณคาอนุพันธอันดับสองแบงครึ่ง 

'' 1 1
2

( ) 2 ( ) ( )
( ) i i i

i

f x f x f x
f x

h
  

  

ดังนั้น 
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2
1 1

2 2

2x i i id T T T T

dx x
  




 

ดังนั้น 

1 1
2

2
'( ) 0i i iT T T

h T T
x

 


 
  


 

1 12 '( ) 0i i iT T T h T T        
2 2

1 1(2 ' ) 'i i iT h x T T h x T          หรือ 2 2
1 1(2 ' ) 'i i iT h x T T h x T          

แทนคาคาคงที่ของ 'h  เทากับ 0.05 m-2 และอุณหภูมิอากาศ (T ) เทากับ 200 oC เมื่อ x  เทากับ 2  m 

กำหนดใหระยะ x0 เทากับ 0 m มีอัตราการถายเทความรอนที่ผนังมีคาเทากับ -20 oC/m ระยะ x1 เทากับ 2 

m มีอุณหภูมิเปน T1 oC, ระยะ x2 เทากับ 4 m มีอุณหภูมิเปน T2 oC, ระยะ x3 เทากับ 6 m มีอุณหภูมิเปน T3 
oC, ระยะ x4 เทากับ 8 m มีอุณหภูมิเปน T4 oC และระยะ x5 เทากับ 10 m มีอุณหภูมิเปน T5 ซึ่งมีคาเทากับ 

400 oC ดังรูปที่ E9.3-1 

 

 
 

รูปท่ี E9.3-1 รูปประกอบตัวอยางท่ี 9.3 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

ที่ระยะ x เทากับ 0 m พบวา 
0x

dT

dx 

เทากับ -20 oC/m ดังนั้น 

1 1

0

20
2x

T TdT

dx x





  


 แทนคา 1 1 20(2 ) 80T T x       หรือ 1 1 80T T    

และ 1 0 12.2 40T T T    แทนคา 1T  จะไดเปน 1 0 180 2.2 40T T T      หรือ 0 12.2 2 120T T   

ดังนั้น 

ที่ระยะ x เทากับ 0 m ดังนั้น 0 12.2 2 120T T   

ที่ระยะ x เทากับ 2 m ดังนั้น 0 1 22.2 40T T T      

ที่ระยะ x เทากับ 4 m ดังนั้น 1 2 32.2 40T T T      

   

   

400 oC 

Tair = 200 oC 
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ที่ระยะ x เทากับ 6 m ดังนั้น 2 3 42.2 40T T T      

ที่ระยะ x เทากับ 8 m ดังนั้น 3 4 52.2 40T T T     แต T5 ซึ่งมีคาเทากับ 400 oC  

ดังนั้น 3 42.2 400 40T T    ดังนั้น 3 42.2 400T T    

นำไปเขียนในรูปเมทริกตไดเปน 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

1 2.2 1 0 0 40

0 1 2.2 1 0 40

0 0 1 2.2 1 40

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
     
          
        

 

เนื่องจากเปนเมทริกตแบบแถบดังนั้นสามารถลดรูปไดดังนี้ 

1. คูณ 1 แถวที่ 1 และคูณ 2.2 แถวที่ 2 เพ่ือนกำจัด 2e   

0

1

2

3

4

2.2(1) 2(1) 0(1) 0(1) 0(1) 120(1)

1(2.2) 2.2(2.2) 1(2.2) 0(2.2) 0(2.2) 40(2.2)

0 1 2.2 1 0 40

0 0 1 2.2 1 40

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
     
          
        

 

จะได 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 4.84 2.2 0 0 88

0 1 2.2 1 0 40

0 0 1 2.2 1 40

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
     
          
        

 

แลวนำแถวท่ี 2 บวกกับแถวที่ 1 จะไดดังนี้ 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

0 2.84 2.2 0 0 208

0 1 2.2 1 0 40

0 0 1 2.2 1 40

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
         
     
          
        

 

2. คูณ 1 แถวที่ 2 และคูณ 2.84 แถวที่ 3 เพ่ือนกำจัด 3e  
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0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2(1) 2.84(1) 0(1) 0(1) 0(1) 208(1)

0(2.84) 1(2.84) 2.2(2.84) 1(2.84) 0(2.84) 40(2.84)

0 0 1 2.2 1 40

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
         
     
          
        

 

จะได 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 2.84 2.2 0 0 208

0 2.84 6.248 2.84 0 113.6

0 0 1 2.2 1 40

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
     
          
        

 

แลวนำแถวท่ี 3 บวกกับแถวที่ 2 จะไดดังนี้ 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 2.84 2.2 0 0 208

0 0 4.048 2.84 0 321.6

0 0 0 6.0656 4.048 483.52

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
    
         
        

 

3. คูณ 1 แถวที่ 3 และคูณ 4.048 แถวที่ 4 เพื่อนกำจัด 4e  

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 2.84 2.2 0 0 208

0(1) 0(1) 4.048(1) 2.84(1) 0(1) 321.6(1)

0(4.048) 0(4.048) 1(4.048) 2.2(4.048) 1(4.048) 40(4.048)

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
    
          
        

 

จะได 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 2.84 2.2 0 0 208

0 0 4.048 2.84 0 321.6

0 0 4.048 8.9056 4.048 161.92

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
    
          
        

 

แลวนำแถวท่ี 4 บวกกับแถวที่ 3 จะไดดังนี้ 
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0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 2.84 2.2 0 0 208

0 0 4.048 2.84 0 321.6

0 0 0 6.0656 4.048 483.52

0 0 0 1 2.2 440

T

T

T

T

T

     
          
    
         
        

 

คูณ 1 แถวที่ 4 และคูณ 6.0656 แถวที่ 5 เพื่อนกำจัด 5e  

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 2.84 2.2 0 0 208

0 0 4.048 2.84 0 321.6

0(1) 0(1) 0(1) 6.0656(1) 4.048(1) 483.52(1)

0(6.0656) 0(6.0656) 0(6.0656) 1(6.0656) 2.2(6.0656) 440(6.0656)

T

T

T

T

T

     
          
    
       
       





 

จะได 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

2.2 2.84 2.2 0 0 208

0 0 4.048 2.84 0 321.6

0 0 0 6.0656 4.048 483.52

0 0 0 6.0656 13.34432 2668.864

T

T

T

T

T

     
          
    
         
        

 

แลวนำแถวท่ี 4 บวกกับแถวที่ 3 จะไดดังนี้ 

0

1

2

3

4

2.2 2 0 0 0 120

0 2.84 2.2 0 0 208

0 0 4.048 2.84 0 321.6

0 0 0 6.0656 4.048 483.52

0 0 0 0 9.29632 3152.384

T

T

T

T

T

     
         
    
         
        

 

จากนั้นทำการแทนคายอนกลับเพ่ือหาอุณหภูมิที่ตำแหนงตางๆ  

1. หาอุณหภูม ิ 4T  

จาก 49.29632 3152.384T   ดังนั้น  

4

3152.384
339.1002

9.29632
T   oC 

2. หาอุณหภูม ิ 3T   

จาก 3 46.0656 4.048 483.52T T   ดังนั้น 

4
3

483.52 4.048 483.52 4.048 339.1002
306.0304

9.29632 9.29632

T
T

  
    oC 
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3. หาอุณหภูม ิ 2T   

จาก 2 34.048 2.84 321.60T T  ดังนั้น 

3
2

321.60 2.84 321.60 2.84 306.0304
294.1448

4.048 4.048

T
T

  
    oC 

4. หาอุณหภูม ิ 1T   

จาก 1 22.84 2.2 208T T  ดังนั้น 

2
1

208 2.2 208 2.2 294.1448
301.0981

2.84 2.84

T
T

  
    oC 

5. หาอุณหภูม ิ 0T  

จาก 0 12.2 2 120T T   ดังนั้น 

1
0

120 2 120 2 301.0981
328.2710

2.2 2.2

T
T

  
    

0 328.2710T   oC 

 

 ดังนั้นจะไดวาที่ระยะ x เทากับ 0 m อุณหภูมิ T0 มีคาเทากับ 339.1002 oC ที่ระยะ x เทากับ 2 m 

อุณหภูมิ T1 มีคาเทากับ 306.0204 oC ที่ระยะ x เทากับ 4 m อุณหภูมิ T2 มีคาเทากับ 294.1448 oC ที่ระยะ 

x เทากับ 60 m อุณหภูมิ T3 มีคาเทากับ 301.0981 oC ที่ระยะ x เทากับ 8 m อุณหภูมิ T4 มีคาเทากับ 

328.2710 oC และ ที่ระยะ x เทากับ 10 m อุณหภูมิ T5 มีคาเทากับ 400 oC  

9.3.2 ปญหาของสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสน 

 ตัวอยางเชนการถายเทความรอนของแทงลวดที่มีการแผรังสี การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของแทงลวดท่ี

สภาวะคงตัวไดเปนสมการดังนี้ 
2

4 4
2

'( ) ( ) 0
d T

h T T T T
dx

       

เมื่อ เปนสัมประสิทธิ์การแผรังส ี

เมื่อเขียนใหอยูในรูปของการประมาณคาอุพันธไดเปนสมการดังตอไปนี้สำหรับจุด i  ดังสมการ (9.15) 

4 41 1
2

2
'( ) ( ) 0i i i

i i

T T T
h T T T T

x
 

 

 
    


       

2 4 4 2
1 12 '( ) ( ) 0i i i i iT T T h T T x T T x             

2 2 4 4 2
1 1(2 ' ) ' ( )i i i iT h x T T h T x T T x                 (9.15) 
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เนื่องจากเปนระบบสมการไมเชิงเสนดังนั้นจึงจำเปนตองจัดรูปใหมไดเปนสมการ (9.16) แลวใชวิธีการของ 

เกาส-ไซเดล ในการแกหาคำตอบ 
2 4 4 2

1 1
2

' ( )

2 '
i i i

i

T T h T x T T x
T

h x

        


 
      (9.16) 

 
ตัวอยางที่ 9.4 การกระจายตัวของอุณหภูมิภายในแทงลวดท่ีที่วางระหวางผนังสองดานที่มีอุณหภูมิตางกันเมื่อ

พิจารณาการพาความรอน การนำความรอนและการแผรังสีสามารถเขียนดังสมการ (E9.4-1) 
2

4 4
2

'( ) ( ) 0
d T

h T T T T
dx

             (E9.4-1) 

เมอื   เปนสัมประสิทธิ์การแผรังสีมีคาเทากับ 2.7×10−9 K−3m−2 คาคงที่ของ 'h  เทากับ 0.05 m-2 และ

อุณหภูมิอากาศ (T ) เทากับ 200 oC เมื่อแทงลวดยาว 10 m ที่ผนังดานหนึ่ง ( 0x   m) พบวาณหภูมิของ

ผนังเปน 300 oC และที ่ผนังอีกดาน ( 10x  m) อุณหภูมิของผนังเปน 400 oC จงหาอุณหภูมิภายในแทง

ขดลวดที่ระยะทางตางๆ เมื่ระยะหางระหวางจุดเทากับ 2 m ดวยระเบียบวิธีผลตางจำกัด 

 

วิธีทำ 

จากสมการ (9.16) 

 ' 2 4 4 2
1 1

' 22
i i i

i

T T hT x T T x
T

hT x

   



     


 
 

แทนคาสัมประสิทธิ์การแผรังสีมีคาเทากับ 2.7×10−9 K−3m−2 คาคงที่ของ 'h  เทากับ 0.05 m-2 และอุณหภูมิ

อากาศ (T ) เทากับ 200 oC 

   
 

2 9 4 4 2
1 1

2

0.05 200 2 2.7 10 200 2

2 0.05 2

i i i

i

T T T
T


     




 

 9 4 4
1 1 40 10.8 10 200

2.2
i i i

i

T T T
T


     

  

 

 แทนคาคาคงที่ของ 'h  เทากับ 0.05 m-2 และอุณหภูมิอากาศ (T ) เทากับ 200 oC เมื่อ x  เทากับ 

2  m เมื่อ (0)T  และ (10)T  เทากับ 300 และ 400 oC ตามลำดับ กำหนดใหระยะ x0 เทากับ 0 m มีอุณหภูมิ

เปน T0 เทากับ 300 oC ระยะ x1 เทากับ 2 m มีอุณหภูมิเปน T1 oC, ระยะ x2 เทากับ 4 m มีอุณหภูมิเปน T2 
oC, ระยะ x3 เทากับ 6 m มีอุณหภูมิเปน T3 oC, ระยะ x4 เทากับ 8 m มีอุณหภูมิเปน T4 oC และระยะ x5 

เทากับ 10 m มีอุณหภูมิเปน T5 ซึ่งมีคาเทากับ 400 oC ดังรูปที่ E9.4-1 และใชวิธีการทำซ้ำของเกาส-ไซเด

ลในการหาผลเฉลย 
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รูปท่ี E9.4-1 รูปประกอบตัวอยางที่ 9.4 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

ในการคำนวณรอบท่ี 1 เมื่อ 1,0 2,0 3,0 4,0 0T T T T     oC   

   9 4 4 9 4 4
0 2,0 1,0

1,1

40 10.8 10 200 300 0 40 10.8 10 200 0
162.4

2.2 2.2

T T T
T C

          
     

   9 4 4 9 4 4
1,1 3,0 2,0

2,1

40 10.8 10 200 159.24 0 40 10.8 10 200 0
99.85

2.2 2.2

T T T
T C

          
     

   9 4 4 9 4 4
2,1 4,0 3,0

3,1

40 10.8 10 200 97.97 0 40 10.8 10 200 0
71.42

2.2 2.2

T T T
T C

          
     

   9 4 4 9 4 4
3,1 5 4,0

4,1

40 10.8 10 200 70.45 400 40 10.8 10 200 0
240.32

2.2 2.2

T T T
T C

          
     

ในการคำนวณรอบท่ี 2 เมื่อ 1,1 162.4T  oC 2,1 99.85T  oC 3,1 71.42T  oC และ 4,1 240.32T  oC 

   9 4 4 9 4 4
0 2,1 1,1

1,2

40 10.8 10 200 300 99.85 40 10.8 10 200 162.4
204.32

2.2 2.2

T T T
T C

          
     

   9 4 4 9 4 4
1,2 3,1 2,1

2,2

40 10.8 10 200 204.37 71.42 40 10.8 10 200 99.85
150.91

2.2 2.2

T T T
T C

          
   

   9 4 4 9 4 4
2,2 4,1 3,1

3,2

40 10.8 10 200 150.91 240.32 40 10.8 10 200 71.42
203.74

2.2 2.2

T T T
T C

          
   

   9 4 4 9 4 4
3,2 5 4,1

4,2

40 10.8 10 200 203.74 400 40 10.8 10 200 240.32
284.08

2.2 2.2

T T T
T C

          
     

สำหรับการคำนวณในรอบถัดไปแสดงผลการคำนวณดังตารางที่ E9.4-1 จากตารางท่ี E9.4-1 พบวาใน

การคำนวณรอบที่ 8 พบวาการเปลี่ยนเปลงอุณหภูมิมีคานอยมากจนหยุดการคำนวณได ซึ่งจะไดคาของ

อุณหภูมิ 1 254.85T  oC 2 238.16T  oC 3 246.48T  oC และ 4 286.72T  oC  

 

ตารางที่ E9.4-1 ตารางแสดงผลการคำนวณดวยระเบียบวิธีของ Gauss-Seidel ทศนิยม 2 ตำแหนง 

       

     

300 oC 400 oC 
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รอบท่ี 1,iT  2,iT  3,iT  4,iT  

1 162.40 99.85 71.42 240.32 

2 204.37 150.91 203.74 284.08 

3 228.44 219.94 246.68 288.00 

4 250.88 240.71 248.18 286.89 

5 255.33 238.42 246.19 286.50 

6 254.91 237.95 246.38 286.77 

7 254.82 238.12 246.53 286.71 

8 254.85 238.16 246.48 286.72 

9.4 การแกปญหาสมการเชิงอนุพันธยอยดวยวิธผีลตางจำกัด 

 สมการเช ิงอน ุพ ันธ ย อยเช ิ งเส นตรงอ ันด ับสอง (linear, second-order partial differential 

equation) สามารถเขียนในรูปแบบสมการทั่วไปไดดังนี ้
2 2 2

2 2
0

u u u
A B D

x x y y

  
   

   
 

เมื่อ A B และ C เปนฟงกชันของ x และ y D เปนฟงกชันของ , , , ,
u u

x y u
x y

 
 

 

 สำหรับปญหาที่เปนสมการเชิงอนุพันธยอยเชิงเสนตรงอันดับสองสามารถแบงได 3 กรณี ดังนี ้

กรณีท่ี 1 2 4 0B AC   เปนสมการเอลิปติก (Elliptic equation) ตัวอยางสมการคอื 
2 2

2
0

T T

x x y

 
 

  
 

ก รณ ี ท ี ่ 2  2 4 0B AC   เ ป  นส ม ก า รพ า ร า โบ ล ิ ก  (Parabolic equation) ต ั ว อย  า ง ส ม ก า ร คื อ 
2 2

2
0

T T

x x y

 
 

  
 

กรณีท่ี 3 2 4 0B AC   เปนสมการ Hyperbolic ตัวอยางสมการคือ 
2 2

2 2 2

1y y

x t
 


 

 

 

 ตัวอยางปญหาที่เปนสมการเอลิปติก เชน การถายเทความรอนในแนวแกน x และ แกน y ซึ่งมีสมการ

ดังสมการ (9.17)  
2 2

2 2
0

T T

x y

 
 

 
         (9.17) 

เมื่อใชวิธีผลตางจำกัดดวยการประมาณคาอนุพันธดังนี ้
2

1, , 1,

2 2

2i j i j i jT T TT

x x
  


 

 

2
,1 , ,1

2 2

2i j i j i jT T TT

y y
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เม่ือแทนคาการประมาณคาอนุพันธลงในสมมาร (9.17) ไดเปนสมการ (9.18) 

1, , 1, ,1 , ,1

2 2

2 2
0i j i j i j i j i j i jT T T T T T

x y
      

 
 

      (9.18) 

ถากำหนดให x y   ดังนั้นสมการ (9.18) ไดเปนสมการ (9.19) 

1, 1, , 1 , 1 ,4 0i j i j i j i j i jT T T T T               (9.19) 

 
 

รูปท่ี 9.3 การกำหนดจุดในการคำนวณสำหรับการถายเทความรอนในแนวแกน x และ แกน y 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

 ดังนั้นสมการ (9.19) จัดรูปเพื ่อหาคำตอบดวยวิธีการของเลียบมันน (Liebmann Method) ซึ่งมี

รูปแบบวิธีการแกการคำตอบเชนเดียวกับวิธีการทำซ้ำของเกาส-ไซเดลไดเปนสมการ (9.20) 

1, 1, , 1 , 1
, 4

i j i j i j i j
i j

T T T T
T      

        (9.20) 

หรือเขียนระบบสมการใหอยูในรูปเมทริกตแลวแกหาคำตอบดวยวิธีการทางเมทริกต 

 

ตัวอยางที่ 9.5 แผนเหล็กรูปรางสี่เหลี่ยมจตุรัสขนาดกวาง 10 cm และยาว 10 cm วางไวระหวางกำแพง ซึ่ง

แตละกำแพงมีอุณหภูมิตางกัน ดังรูป E9.5-1 การกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผนเหล็กในแนวแกน x และแกน 

y สามารถใชสมการ (E9.5-1) ในการอธิบายการกระจายตัวของอุณหภูมิที่จุด (x,y) ตางๆ  
2 2

2 2
0

T T

x y

 
 

 
          (E9.5-1)  

จงหาการกระจายตัวของอุณหภูมิที่จุด (x,y) ตางๆ เมื่อกำหนดให 2.5x y    cm 

วิธีทำ 

จัดสมการ (E9.5-1) ไดเปนสมการ (E9.5-2) ซึ่งเปนวิธีผลตางจำกัด 

1, 1, , 1 , 1 ,4 0i j i j i j i j i jT T T T T               (E9.5-2) 

จากรูปที่ E9.5-1 เมื่อหาอุณหภูมิบนแผนเหล็กที่จุด (x,y) ตางๆ ไดดังนี ้
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เมื่อพิจารณาที่ 1,1T จะได 0,1 2,1 1,0 1,2 1,14 0T T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 2,1T จะได 1,1 3,1 2,0 2,2 2,14 0T T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 3,1T จะได 2,1 4,1 3,0 3,2 3,14 0T T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 1,2T จะได 0,2 2,2 1,1 1,3 1,24 0T T T T T      

 
รูปท่ี E9.5-1 การกระจายของอุณหภูมิบนแผนเหล็กที่จุด (x,y) ตางๆ  

 

เมื่อพิจารณาที่ 2,2T จะได 1,2 3,2 2,1 2,3 2,24 0T T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 3,2T จะได 2,2 4,2 3,1 3,3 3,24 0T T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 1,3T จะได 0,3 2,3 1,2 1,4 1,34 0T T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 2,3T จะได 1,3 3,3 2,2 2,4 2,34 0T T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 3,3T จะได 2,3 4,3 3,2 3,4 3,34 0T T T T T      

จากรูปที่ E9.5-1 เมื่ออุณหภูมิท่ีกำแพงเปนดังนี ้

0,1 0,2 0,3 75T T T   oC    1,0 2,0 3,0 0T T T   oC 

4,1 4,2 4,3 50T T T   oC   1,4 2,4 3,4 100T T T   oC 

ดังนั้นเมื่อแทนคาอุณหภูมิที่กำแพงลงในสมการไดเปนดังนี ้

c 
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เมื่อพิจารณาที่ 1,1T จะได 2,1 1,2 1,10 75 4 0T T T      หรือ 1,1 1,2 2,14 75T T T    

เมื่อพิจารณาที่ 2,1T จะได 1,1 3,1 2,2 2,10 4 0T T T T      หรือ 1,1 2,1 3,1 2,24 0T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 3,1T จะได 2,1 3,2 3,150 0 4 0T T T      หรือ 2,1 3,1 3,24 50T T T     

เมื่อพิจารณาที่ 1,2T จะได 2,2 1,1 1,3 1,275 4 0T T T T     หรือ 1,1 1,2 1,3 2,24 75T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 2,2T จะได 1,2 3,2 2,1 2,3 2,24 0T T T T T     หรือ 1,2 2,1 2,2 2,3 3,24 0T T T T T       

เมื่อพิจารณาที่ 3,2T จะได 2,2 3,1 3,3 3,250 4 0T T T T     หรือ 2,2 3,1 3,2 3,34 50T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 1,3T จะได 2,3 1,2 1,375 100 4 0T T T     หรือ 1,2 1,3 2,34 175T T T     

เมื่อพิจารณาที่ 2,3T จะได 1,3 3,3 2,2 2,3100 4 0T T T T     หรือ 1,3 2,2 2,3 3,34 100T T T T      

เมื่อพิจารณาที่ 3,3T จะได 2,3 3,2 3,350 100 4 0T T T     หรือ 2,3 3,2 3,34 150T T T     

สำหรับวิธีการหาคำตอบของอุณหภูมิที่จุด (x,y) ตางๆ ดวยวิธีทางเมทริกต 

แกสมการโดยการคูณดวยเมทริกตผกผัน ดัง         1 1
A A x A B

   

ดงันั้นเมื่อนำสมการทั้งหมดมาเขียนใหอยูในรูปเมทริกตสามารถขียนไดดงัน้ี 

1,1

2,1

3,1

1,2

2,2

3,2

1,3

2,3

3,3

4 1 0 1 0 0 0 0 0 75

1 4 1 0 1 0 0 0 0

0 1 4 0 0 1 0 0 0

1 0 0 4 1 0 1 0 0

0 1 0 1 4 1 0 1 0

0 0 1 0 1 4 0 0 1

0 0 0 1 0 0 4 1 0

0 0 0 0 1 0 1 4 1

0 0 0 0 0 1 0 1 4

T

T

T

T

T

T

T

T

T

    
       
   
       
      
  

     
      

     
      

0

50

75

0

50

175

100

150

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

สำหรับเมทริกตผกผัน คือ 

  1

0.30 0.10 0.03 0.10 0.06 0.03 0.03 0.03 0.01

0.10 0.33 0.10 0.06 013 0.06 0.03 0.04 0.03

0.03 0.10 0.30 0.03 0.06 0.10 0.01 0.03 0.03

0.10 0.06 0.03 0.33 0.13 0.04 0.10 0.06 0.03

0.06 0.13 0.06 0.13 0.38 0.13 0.06 0.13 0.06

0.03 0.06 0.10 0.04 0

A
 

.13 0.33 0.03 0.06 0.10

0.03 0.03 0.01 0.10 0.06 0.03 0.30 0.10 0.03

0.03 0.04 0.03 0.06 0.13 0.06 0.10 0.33 0.10

0.01 0.03 0.03 0.03 0.06 0.10 0.03 0.10 0.30
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   1

0.30 0.10 0.03 0.10 0.06 0.03 0.03 0.03 0.01

0.10 0.33 0.10 0.06 013 0.06 0.03 0.04 0.03

0.03 0.10 0.30 0.03 0.06 0.10 0.01 0.03 0.03

0.10 0.06 0.03 0.33 0.13 0.04 0.10 0.06 0.03

0.06 0.13 0.06 0.13 0.38 0.13 0.06 0.13 0.06

0.03 0.06 0.10 0.04

A B
 

75

0

50

75

0

0.13 0.33 0.03 0.06 0.10 50

0.03 0.03 0.01 0.10 0.06 0.03 0.30 0.10 0.03 175

0.03 0.04 0.03 0.06 0.13 0.06 0.10 0.33 0.10 100

0.01 0.03 0.03 0.03 0.06 0.10 0.03 0.10 0.30 150

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
  
  
  
   

42.9

33.3

33.9

63.2

56.3

52.5

78.6

76.1

69.6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  

 

 

    

1,1

2,1

3,1

1,2
1

2,2

3,2

1,3

2,3

3,3

1 0 0 0 0 0 0 0 0 42.9

0 1 0 0 0 0 0 0 0 33.3

0 0 1 0 0 0 0 0 0 33.9

0 0 0 1 0 0 0 0 0 63.2

0 0 0 0 1 0 0 0 0 56.3

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

T

T

T

T

TA A x

T

T

T

T



  
  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  
  

   

52.5

78.6

76.1

69.6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

อุณหภูมิที่จุด (x,y) ตางๆ ดวยวิธีทางเมทริกตดังรูปที ่E9.5-2 
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รูปท่ี E9.5-2 การกระจายของอุณหภูมิบนแผนเหล็กที่จุด (x,y) ตางๆ ตางๆ ดวยวิธีทางเมทริกตดังรูปที ่

 

ตัวอยางที่ 9.6 แทงลวดนำความรอนที่วางไวระหวางผนังที่มีอุณหภูมิตางกัน ดังรูปที่ E9.6-1 พบวาการ

เปลี่ยนแปลงอุณหภูมิท่ีเวลาตางๆ ภายในแทงลวดนำความรอนในแนวแกน x เปนไปตามสมการ (E9.6-1) 
2

2p

T T
C k

t x
  


 

          (E9.6-1) 

เมื่อ T  คืออุณหภูมิในแทงลวด (oC) x  คือตำแหนงบนแทงลวด (cm)   คือคาความหนาแนนของแทงลวด 

(g/cm3) pC คือคาความจุความรอนของแทงลวด (cal/g-oC) k คือคาการนำความรอนของแทงลวด (cal/s-

cm-oC) จงหาการกระจายของอุณหภูมิภายในแทงลวดที่มีความยาว 10 cm เมื่อความหนาแนนของแทงลวด

เทากับ 2.7 g/cm3 ความจุความรอนของแทงลวดเทากับ 0.2174 Cal/g-oC และ คาการนำความรอนของแทง

ลวดเทากับ 0.49 cal/s-cm-oC) ถาระยะหางของตำแหนงบนแทงลวด ( x ) เปน 2 cm และระยะหางของ

เวลา ( t ) เปน 0.1 s สำหรับคาขอบเขตดังนี้ เมื่อเวลาเริ่มตนอุณหภูมิทุกจุดภายในแทงลวดนำความรอน

เทากับ 0 oC และผนังดานรอน ( 0x  m) และผนังดานเย็น ( 10x  m) ไมมีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของ

ผนังและมีคาเทากับ 100 และ 50 oC ตามลำดับ 

c 
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รูปท่ี E9.6-1 ปญหาการนำความรอนภายในแทงลวดนำความรอน 

ที่มา: Chapra (2010) 

 

วิธีทำ 

จากสมการ (E9.6-1) เปลี่ยนใหอยูในรูปผลตางจำกัดเมื่อแทนดวยคาอนุพันธแบบตรงกลางจะไดเปนสมการ 

(E9.6-2) 

สำหรับการเปลี่ยนแปลงของเวลา 
1i i

i iT TT

t t

 


 
 

สำหรับการเปลี่ยนแปลงตำแหนง 
2

1 1
2 2

2i i i
i i iT T TT

x x
  


 

 

1
1 1

2

2i i i i i
i i i i i

p

T T T T T
C k

t x



      

       
 

 1
1 12

2i i i i i
i i i i i

p

k t
T T T T T

C x


 


   


 

   1
1 1 1 12

2 2i i i i i i i i i
i i i i i i i i i

p

k t
T T T T T T T T T

C x





   


       


   (E9.6-2) 

เมื่อ 
2

p

k t

C x








และแทนคา ความหนาแนนของแทงลวดเทากับ 2.7 g/cm3 ความจุความรอนของแทงลวด

เทากับ 0.2174 Cal/g-oC คาการนำความรอนของแทงลวดเทากับ 0.49 cal/s-cm-oC) ระยะหางของตำแหนง

บนแทงลวด ( x ) เปน 2 cm และระยะหางของเวลา ( t ) เปน 0.1 s   

2 2

0.49(0.1)
0.02088

2.7(0.2174)(2 )p

k t

C x





  


 

เมื่อแทนคา  ลงในสมการ (E9.6-2) ไดเปนสมการ (E9.6-3) 

 1
1 10.02088 2i i i i i

i i i i iT T T T T
            (E9.6-3) 

 

 จากรูปที่ E9.6-2 เปนการแสดงตำแหนงตางๆ บนแทงลวดนำความรอน ซึ่งจะไดตำแหนงที่ยังไมทราบ

วาอุณหภูมิ 4 ตำแหนง คือ T1 T2 T3 และ T4 สวน 0T และ 5T  มีอุณหภูมิเทากับ 100 และ 50 oC ตามลำดับ

ดังนั้นสามารถสรางสมการของอุณหภูมิที่ตำแหนงตางๆ บนลวดนำความรอนได 4 สมการ โดยอาศัยสมการ 

(E9.6-3) เมื่ออุณหภูมิท่ีผนังทั้งสองดานไมเปลี่ยนแปลงตามเวลา จะไดสมการดังนี้ 

   1
1 1 2 1 0 1 2 10.02088 2 0.02088 2 100i i i i i i i iT T T T T T T T        

 1
2 2 3 2 10.02088 2i i i i iT T T T T      

Hot Cool 
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 1
3 3 4 3 20.02088 2i i i i iT T T T T      

   1
4 4 5 4 3 4 4 30.02088 2 0.02088 50 2i i i i i i i iT T T T T T T T          

 

 
รูปท่ี E9.6-2 การหาอุณหภูมิที่ตำแหนงตางๆ ในแทงลวดนำความรอน 

ที่มา: Chapra (2010) 

รอบการคำนวณที่ 1 เม่ือ 0 0t  s อุณหภูมิของ 0 0 0 0
1 2 3 4 0T T T T    oC 

1 0 0 0.1 0.1t t t      s 

   1 0 0 0
1 1 2 10.02088 2 100 0 0.02088 0 2 0 100 2.088T T T T x          oC 

   1 0 0 0 0
2 2 3 2 10.02088 2 0 0.02088 0 2 0 0 0T T T T T x          oC 

   1 0 0 0 0
3 3 4 3 20.02088 2 0 0.02088 0 2 0 0 0T T T T T x          oC 

   1 0 0 0 0
4 4 5 4 30.02088 2 0 0.02088 50 2 0 0 1.0440T T T T T x          oC 

รอบการคำนวณที่ 2 เม่ือ 1 0.1t  s อุณหภูมิของ 1
1 2.088T  oC 1 1

2 3 0T T   oC 1
4 1.0440T   oC 

   2 1 1 1
1 1 2 10.02088 2 100 2.0880 0.02088 0 2 2.0880 100 4.0878T T T T x          oC 

   2 1 1 1 1
2 2 3 2 10.02088 2 0 0.02088 0 2 0 2.088 0.0436T T T T T x          oC 

   2 1 1 1 1
3 3 4 3 20.02088 2 0 0.02088 1.044 2 0 0 0.0218T T T T T x          oC 

   2 1 1 1
4 4 4 30.02088 50 2 0 0.02088 50 2 1.044 0 2.0444T T T T x          oC 

 

สำหรับผลการคำนวณที่รอบตางๆ แสดงดังตารางที่ E9.6-1 จากตารางที่ E9.6-1 จะเห็นไดวาเมื่อรอบการ

คำนวณเพิ่มขึ้น คาของอุณหภูมิที่ตำแหนงตางๆ จะมีคาเพิ่มขึ้น จนเขามีคาคงที่เมื่อทำการคำนวณถึงรอบที่ 

1976 พบวาคาของอุณหภูมิที่ตำแหนงตางๆ ดังแสดงในรูปที่ E9.6-3 

it  

ตารางที่ E9.6-1 ผลการคำนวณหาคาอุณหภูมิ 1
iT  2

iT  3
iT  และ 4

iT ที่รอบตางๆ  

รอบการคำนวณที่ it  (s) 1
iT  (oC) 2

iT  (oC) 3
iT  (oC) 4

iT  (oC) 

เริ่มตน 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

1 0.1000 2.0880 0.0000 0.0000 1.0440 

2 0.2000 4.0888 0.0436 0.0218 2.0444 

      

Hot Cool 
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รอบการคำนวณที่ it  (s) 1
iT  (oC) 2

iT  (oC) 3
iT  (oC) 4

iT  (oC) 

3 0.3000 6.0070 0.1276 0.0645 3.0035 

4 0.4000 7.8468 0.2490 0.1272 3.9234 

5 0.5000 9.6123 0.4051 0.2090 4.8062 

6 0.6000 11.3073 0.5933 0.3091 5.6539 

7 0.7000 12.9355 0.8111 0.4266 6.4682 

8 0.8000 14.5003 1.0562 0.5608 7.2510 

9 0.9000 16.0048 1.3266 0.7108 8.0039 

10 1.0000 17.4521 1.6202 0.8760 8.7285 

20 2.0000 29.3409 5.4831 3.2074 14.7112 

30 3.0000 37.8610 10.2445 6.3810 19.0995 

40 4.0000 44.2749 15.2324 9.9813 22.5557 

50 5.0000 49.3223 20.1203 13.7412 25.4533 

100 10.0000 64.8566 40.1877 31.0510 36.2589 

200 20.0000 79.0215 62.2745 52.3208 49.0964 

300 30.0000 85.0856 72.0504 62.0529 55.0896 

400 40.0000 87.7943 76.4312 66.4313 57.7945 

500 50.0000 89.0097 78.3976 68.3976 59.0097 

1796 179.6000 90.0000 80.0000 70.0000 60.0000 

 
รูปท่ี E9.6-3 ความสัมพันธระหวางอุณหภูมทิี่ตำแหนงตางๆ กับเวลา 
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การกำหนดขนาดของ x  และ t  ในตัวอยางที่ 9.6 ดังสมการ (9.20)  

2
p

k t

C x








          (9.20) 

เมื่อคา 
1

2
  พบวาคำตอบที่ไดมีการลูเขาหาคำตอบแตคำตอบที่ไดในระหวางการคำนวณอาจเกิด

การแกวงได (oscillatation) ถา
1

4
  พบวาคำตอบที่ไดมีการลูเขาหาคำตอบและไมเกิดการแกวงในระหวาง

การคำนวณ และถา
1

6
  พบวาคำตอบที่ไดมีการลูเขาหาคำตอบและไมเกิดการแกวงในระหวางการคำนวณ

และความคลาดเคลื่อนจากการตัดเศษมีคาต่ำสุด 

 

จากตัวอยางที่ 9.6 เมื่อ คาความหนาแนนของแทงลวดเทากับ 2.7 g/cm3 คาความจุความรอนของ

แทงลวดเทากับ 0.2174 Cal/g-oC คาการนำความรอนของแทงลวดเทากับ 0.49 cal/s-cm-oC) ระยะหางของ

ตำแหนงบนแทงลวด ( x ) เปน 2 cm และระยะหางของเวลา ( t ) เปน 1 sec สามารถคำนวณไดจากสมการ 

(9.20) 

2 2

0.49(1)
0.208

2.7(0.2174)(2 )p

k t

C x


 


 

ซึ่งจะเห็นวา  คาที่คำนวณไดต่ำกวา 
1

6
แสดงวาระยะหางของตำแหนง ( x ) และระยะหางของเวลา ( t ) 

เปนคาที่เหมาะสม 
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9.5 แบบฝกหัด 

HM9.1 ปฏิกิริยา A  B ซึ่งเกิดปฎิกิริยาบนผิวตัวเรงปฏิกิริยาพบวาการเปลี่ยนเปลงความเขมขนของสาร

ขึ้นกับอัตราเร็วในการแพรและอัตราเร็วในการเกิดปฏิกิริยามีแบบจำลองดังสมการ (HM9.1-1) 
2

2
0A

A

d C
D kC

dr
            (HM9.1-1) 

เมื่อ AC คือความเขมขนของสาร A ที่ระยะรัศมี r เมื่อ D และ k เปนคาสัมประสิทธิ์การแพรและคาคงที่

ปฏิกิริยา ตามลำดับ 

 จงหาเขียนกราฟความสัมพันธระหวางความเขมขนของสาร A กับรัศมีของเม็ดตัวเรงปฏิกิริยาตาง ๆ 

เมื่อรัศมีของเม็ดตัวเรงปฏิกิริยาเทากับ 2x10−3 cm คาสัมประสิทธิ์การแพรเทากับ 0.1 cm2/s และคาคงที่

ปฏิกิริยาเทากับ 0.1 cm3/cm2-cat-s เมื่อความเขมขนที่ผิวตัวเรงปฏิกิริยาเทากับ 0.001 mol/dm3 และที่จุด

ศูนยกลางของเม็ดตัวเรงปฏิกิริยา อัตราการเปลี่ยนแปลงความเขมขนของสาร A กับรัศมีเปน 0 mol/L-cm  

 
รูปท่ี HM9.1-1 รูปแสดงความเขมขนของสาร A ที่ระยะรัศมีของเม็ดตัวเรงปฏิกิริยาตางๆ  

 

HM9.2 แทงลวดนำความรอนที่วางไวระหวางผนังท่ีมีอุณหภูมิตางกัน ดังรูปที่ HM9.2-1 พบวาการเปลี่ยนแปลง

อุณหภูมิที่เวลาตางๆ ภายในแทงลวดนำความรอนในแนวแกน x เปนไปตามสมการ (HM9.2-1) 
2

2p

T T
C k

t x
  


 

          (HM9.2-1) 

เมื่อ T  คืออุณหภูมิในแทงลวด (oC) x  คือตำแหนงบนแทงลวด (cm)   คือคาความหนาแนนของแทงลวด 

(g/cm3) pC คือคาความจุความรอนของแทงลวด (cal/g-oC) k คือคาการนำความรอนของแทงลวด (cal/s-
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cm-oC) จงหาการกระจายของอุณหภูมิภายในแทงลวดที่มีความยาว 10 cm เมื่อความหนาแนนของแทงลวด

เทากับ 2.7 g/cm3 ความจุความรอนของแทงลวดเทากับ 0.2174 Cal/g-oC และ คาการนำความรอนของแทง

ลวดเทากับ 0.49 cal/s-cm-oC) ถาระยะหางของตำแหนงบนแทงลวด ( x ) เปน 1 cm และระยะหางของ

เวลา ( t ) เปน 0.1 s เมื่อเวลาเริ่มตนอุณหภูมิทุกจุดภายในแทงลวดนำความรอนเทากับ 25 oC และผนังดาน

รอน ( 0x  m) อุณหภูมิของผนังและมีคาเทากับ 300 oC และผนังดานเย็น ( 10x  m) พบวาอัตราการ

ถายเทความรอนมีคาเทากับ 0 ( 0
T

x





) 

 

 
รูปท่ี HM9.2-1 การนำความรอนภายในแทงลวดนำความรอน 

 

HM9.3 ขวดบรรจุน้ำเต็มที่ตอกับจุกทอที่มีความยาว 20 cm โดยปลายทอเปดจุกแนน ดังรูปที่ HM9.3-1 ถา

เปดจุกจะทำใหน้ำเกิดการระเหยออกจากขวดไปยังอากาศ การแพรของไอน้ำจากผิวน้ำภายในขวดผานทอไปยัง

อากาศ สามารถเขียนเปนสมการ (HM9.3-1) เพื่อแสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงความดันไอของน้ำภายในทอที่

เวลาตางๆ  
2

2

P d P
D

t dx





          (HM9.3-1) 

เมื่อ P คือความดันไอของน้ำที่ระยะ x และ t คือเวลา เมื่อ D  คือคาสัมประสิทธิ์การแพรซึ่งมีคาเทากับ 0.115 

cm2/s และพบวาความดันไออ่ิมตัวของน้ำมีคาเทากับ 31.8 mmHg จงหาการกระจายของความดันไอของน้ำที่

ระยะทางตางๆ ที่สมดุล โดยกอนปดจุก ความดันไอน้ำภายในทอมีคาเทากับ 31.8 mmHg และความดันไอน้ำที่

ปลายทอมีคาเทากับ 0 mmHg (ระยะ x เทากับ 20 cm) ตลอดเวลา ถากำหนดให 4x  cm และ 
2 24

139.1
0.115

x
t

D


    sec  

 
รูปท่ี HM9.3-1 ขวดบรรจุน้ำเต็มที่ตอกับจุกทอที่มีความยาว 20 cm โดยปลายทอเปดจุกแนน 

  

Hot Cool 

x=20 cm, P=0 mmHg 

x=0 cm, P=31.8 mmHg 
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แผนการสอน สัปดาหที่ 15 

หัวขอการสอน 

การนำเสนอในหัวขอการประยุกตใขวิธีการแกปญหาในวิชาตางๆ ที่ไดเรียนไป/กรณศึีกษา 

ผูสอน 

ผูชวยศาสตราจารย ดร. สิทธินันท ทอแกว 

วัตถุประสงค 

1. เพ่ือใหนิสิตนำความรูที่ไดเรียนมาประยุกตในวิชา วศค316 จลนพลศาสตรวิศวกรรมเคมีและการออกแบบ 

เครื่องปฏิกรณ 

2. เพ่ือใหนิสิตเขาใจการทำงานเปนกลุม การนำเสนอ 

3. เพ่ือใหนิสิตประยุกต excel มาชวยในการคำนวณ 

เนื้อหา 

1 การนำเสนอรายงาน 

การจัดประสบการณการเรียนรู 

1. บอกวัตถุประสงคและอธิบายเนื้อหาในชั่วโมง   10 นาที 

2. นำเสนอรายงาน      90 นาที 

3. กิจกรรมกลุม ซักถาม      80 นาที 

สือ่การสอน 

1. เอกสารคำสอนวิชา วศค 371 คณติศาสตรประยุกตสำหรับวิศวกรเคมี 

2. เอกสารนำเสนอ Power Point 

3. Visualizer Ipad คอมพิวเตอรและเครื่องฉาย LCD 

4. Web-based instruction 

การวัดผลและประเมินผล 

วัดความรู ความเขาใจเนื้อหาดวยวิธีการถามตอบ เพื่อใหนิสิตไดมีการแลกเปลี่ยนความคิด การ

ประยุกต.ใช excel สำหรับการแกปญหา และมีการสอบวัดผล 
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